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تعالی باسمه

و است روشن همگان بر علمی مختلف زمینە های در آن گسترده کاربردهای و ریاضیات اهمیت
سایر و هوافضا مانند بشر کشفیات و دریا هوا، درباره تا است کرده کمک متخصصان به ریاضی دانش
بسط هدف با و متعال خداوند یاری به رو این از کنند. کسب بیشتری اطلاعات پیشرفته فناوری های
۱۴۰۰ اسفند در کاووس گنبد دانشگاه آمار و ریاضی ملی كنفرانس سومین ریاضیات، گسترش و
عهده بر گرامی پژوهشگران و صنعتی و علمی محترم مهمانان از پذیرایی افتخار و گردید برگزار
گامی خدمت این آنكه امید . داشت قرار کاووس گنبد دانشگاه مهندسی فنی و پایه علوم دانشکده

باشد. عمل و علم زبان نزدیک سازی و عزیز ایران ساخت برای علمی مدیریت توسعه جهت در

علمی دبیر
نژاد تقی اله نعمت دکتر
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هیلبرت فضاهای در درهم تنیده پیوسته 𝐾⁃قاب های بررسی
،آ لو∗ رحیم غلامرضا

،ایران ای،تهران حرفه و فنی ⁃دانشگاه پایه علوم آگروه

چکیده
مورد و معرفی تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب های بە اختصار، یا عملگرها برای تنیده درهم پیوسته قاب های مقاله، این در
یک تأثیر با را آنها سپس و می کنیم معرفی قاب ها این تولید برای مفید نتیجه یک ابتدا در گرفت. خواهند قرار مطالعه
اطلاعات برخی بازگرداندن در قاب ها انواع مفید و اساسی کاربرد بدلیل می دهیم. قرار بررسی مورد کراندار عملگر
عدە ای حذف تحت قاب استقرار شرایط به اختصاص را مقاله انتهای دادە ها، انتقال به مربوط مباحث در شده حذف

باشد. ارتباط در می تواند گسسته 𝐾⁃قاب های با موضوع این که دید خواهیم و داده قرار اندازه فضای اعضای از

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

پیوسته قاب
پیوسته 𝐾⁃قاب
تنیده درهم قاب

مقدمه .۱
عملگرهای همه مجموعه ℬ(𝐻) و 𝜎⁃متناهی اندازه فضای یک (𝑋, 𝜇) و مثبت اندازه 𝜇 جدایی پذیر، هیلبرت فضای 𝐻 مقاله، این سرتاسر در

می باشند. 𝐻 بە توی 𝐻 از کراندار و خطی
𝐻۱ هیلبرت فضای از کراندار عملگری 𝑈 ∈ ℬ(𝐻۱, 𝐻۲) کنید فرض دادە ایم. اختصاص عملگرها از مهم نتیجه چند بر مروری به را کار ابتدای
دارای ،𝑥 ∈ ℛ(𝑈) هر برای که ایم داده نشان 𝑈† ∈ ℬ(𝐻۲, 𝐻۱) نماد با را 𝑈 عملگر راست معکوس شبه باشد. 𝐻۲ هیلبرت فضای بە توی

کردە ایم. گردآوری را عملگر این نیاز مورد اطلاعات زیر، لم در است. 𝑈𝑈†𝑥 = 𝑥 خاصیت
هستند: برقرار زیر نتایج آنگاه 𝑈 ∈ ℬ(𝐻۱, 𝐻۲) اگر [۸] .۱ .۱ لم

.(𝑈†)∗ = (𝑈∗)† .۱
.ℛ(𝑈†) = ker𝑈⟂ همچنین و ker𝑈† = ℛ(𝑈)⟂ .۲

می باشد. ℛ(𝑈) بە روی 𝐻۲ از یکه متعامد تصویر 𝑈𝑈† .۳
می باشد. ℛ(𝑈†) بە روی 𝐻۱ از یکه متعامد تصویر 𝑈†𝑈 .۴

پیوسته قاب های .۲
نگاشت ،ℎ ∈ 𝐻 هر برای هرگاه گوییم اندازە پذیر ضعیف بە طور را 𝐹 ∶ 𝑋 → 𝐻 نگاشت

𝑋 ⟶ ℂ,
𝑥 ⟶ ⟨ℎ, 𝐹(𝑥)⟩

باشد. اندازە پذیر

∗سخنران
لو) رحیم (غلامرضا ghrahimlo@tvu.ac.ir الکترونیک: پست
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پیوسته قاب −𝐾 یک 𝐹 گوییم باشد. 𝐾 ∈ ℬ(𝐻) و بوده اندازە پذیر ضعیف بە طور 𝐹 ∶ 𝑋 → 𝐻 کنیم فرض پیوسته) (𝐾⁃قاب .۱ .۲ تعریف
باشیم داشته ℎ ∈ 𝐻 هر برای که باشند موجود ۰ < 𝐴 ≤ 𝐵 < ∞ اعداد اگر است 𝐻 برای

𝐴‖𝐾∗ℎ‖۲ ≤ න
𝑋
|⟨ℎ, 𝐹(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) ≤ 𝐵‖ℎ‖۲. (۱)

گوییم ۱ تنگ 𝐾⁃قاب را 𝐹 می شود. (معمولی) پیوسته بهقاب تبدیل 𝐹 آنگاه 𝐾 = 𝐼𝑑𝐻 هرگاه می نامیم. قاب کران های را 𝐵 و 𝐴 ثابت های
داریم حالت دراین پس شود. 𝐴 = 𝐵 هرگاه

න
𝑋
|⟨ℎ, 𝐹(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) = 𝐴‖𝐾∗ℎ‖۲.

پیوسته بسل نگاشت را 𝐹 باشد، برقرار (۱) نامساوی راست طرف فقط اگر می شود. نامیده پارسوال ،𝐹 پیوسته 𝐾⁃ قاب آنگاه ،𝐴 = 𝐵 = ۱ اگر
نگاه قاب ها، این خواص (برای می شود گسسته قاب −𝐾 به تبدیل پیوسته قاب −𝐾 آنگاه ،𝑋 = ℕ و شمارشی اندازه 𝜇 اگر بالاخره، می نامیم.

.([۱۳ ،۴] به کنید
می کنیم تعریف باشد، ثابت عددی 𝑎 > ۰ اگر باشند. لبگ اندازه 𝜇 و 𝑋 = ℝ ،𝐻 = 𝓁۲(ℕ) کنیم فرض .۲ .۲ مثال

𝐾 ∶𝓁۲(ℕ) → 𝓁۲(ℕ),
𝐾𝛿𝑖 = 𝛿𝑖+۱

و
𝐹 ∶ 𝑋 ⟶ 𝐻,

𝐹(𝑥) = ൝𝑎𝛿𝑖 , 𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑖 + ۱
۰, 𝑥 < ۱

،ℎ ∈ 𝐻 هر برای و 𝐾𝐾∗ = 𝐼𝑑𝐻 بە این که توجه با است. 𝓁۲(ℕ) برای استاندارد یکه متعامد پایه {𝛿𝑖}∞𝑖=۱ آنها، در که

න
∞

−∞
|⟨ℎ, 𝐹(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) = 𝑎۲‖ℎ‖۲ = 𝑎۲‖𝐾∗ℎ‖۲,

می شود. 𝑎۲ کران با 𝐻 برای تنگ 𝐾⁃قاب یک 𝐹 پس
بە ترتیب، عملگر، این دو پیوسته، 𝐾⁃قاب های برای و هستند معمولی قاب های مشابه آنالیز و ترکیب عملگرهای 𝐾⁃قابها، انواع همه روال طبق

:( [۱۱] به کنید نگاه بیشتر، جزئیات (برای می شوند تعریف زیر بە صورت
𝑇𝐹 ∶ ℒ۲(𝑋) ⟶ 𝐻,

⟨𝑇𝐹(𝐺), ℎ⟩ = න
𝑋
𝐺(𝑥)⟨𝐹(𝑥), ℎ⟩ 𝑑𝜇,

و
𝑇∗𝐹 ∶ 𝐻 ⟶ ℒ۲(𝑋),
𝑇∗𝐹(ℎ) = ⟨ℎ, 𝐹⟩.

آنها در که
ℒ۲(𝑋) = ൛𝐹 ∶ 𝑋 → ℂ ∶ ‖𝐹‖۲۲ = න

𝑋
‖𝐹(𝑥)‖۲ 𝑑𝜇 < ∞ൟ.

زیر داخلی ضرب تعریف با فضا، این
⟨𝐹, 𝐺⟩ℒ۲ = න

𝑋
⟨𝐹(𝑥), 𝐺(𝑥)⟩ 𝑑𝜇(𝑥),

1tight frame
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آورد. بدست میتوان زیر بە صورت ،ℎ ∈ 𝐻 هر برای را، پیوسته قاب عملگر درنتیجه، می شود. هیلبرت فضای به تبدیل

𝑆𝐹(ℎ) ∶= 𝑇𝐹𝑇∗𝐹(ℎ) = න
𝑋
⟨ℎ, 𝐹⟩𝐹 𝑑𝜇,

ونیز
⟨𝑆𝐹ℎ, ℎ⟩ = ‖𝑇∗𝐹(ℎ)‖۲ = න

𝑋
|⟨ℎ, 𝐹(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇.

می کند. ایجاد پیوسته قاب یک روی از را پیوسته 𝐾⁃قاب های تولید امکان زیر، قضیه
𝐻 برای پیوسته 𝐾⁃ قاب یک ،𝐾 ∈ ℬ(𝐻) آن در که ،𝐾𝐹 آنگاه باشد. 𝐻 برای پیوسته قاب یک 𝐹 ∶ 𝑋 ⟶ 𝐻 کنید فرض [۱۶] .۳ .۲ لم

می شود.
یعنی: باشد، پذیرفتنی 𝜓 ∈ ℒ۲(ℝ) کنید فرض [۸] .۴ .۲ مثال

𝐶𝜓 ∶= න
+∞

−∞

|𝜓(𝛾)|
𝛾 𝑑𝛾 < ∞.

می کنیم تعریف چنین 𝑥 ∈ ℝ هر برای را 𝐹 نگاشت
𝐹 ∶ ℝ − {۰} × ℝ ⟶ ℒ۲(ℝ)

𝐹(𝑎, 𝑏)(𝑥) = (𝑇𝑏𝐷𝑎)(𝑥) =
۱
√𝑎

𝜓(𝑥 − 𝑏
𝑎 ),

با برابرند و بوده ℒ۲(ℝ) روی عملگرهای 𝐷𝑎 و 𝑇𝑏 آن در که
𝑇𝑏 ∶ ℒ۲(ℝ) ⟶ ℒ۲(ℝ), 𝐷𝑎 ∶ ℒ۲(ℝ) ⟶ ℒ۲(ℝ),

(𝑇𝑏𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 𝑏), (𝐷𝑎𝑓)(𝑥) =
۱
√𝑎

𝑓(𝑥𝑎 ).

داریم [۸] از ۲ .۱ .۱۱ ونتیجه ۱ .۱ .۱۱ گزاره به بنا

න
+∞

−∞
න
+∞

−∞
⟨𝑓, 𝐹(𝑎, 𝑏)⟩⟨𝐹(𝑎, 𝑏), 𝑔⟩𝑑𝑎𝑑𝑏𝑎۲ = 𝑐𝜓(𝑓, 𝑔), ∀𝑓, 𝑔 ∈ ℒ۲(ℝ)

اگر ،۳ .۲ لم طبق حال، است. 𝜇 = 𝑑𝑎𝑑𝑏
𝑎۲ آن در که می باشد (ℝ− {۰} ×ℝ, 𝜇) اندازه فضای به وابسته ℒ۲(ℝ) برای پیوسته قاب یک 𝐹 پس

می شود. ℒ۲(ℝ) برای پیوسته 𝐾⁃قاب یک 𝐾𝐹 نگاشت آنگاه باشد، دلخواهی کراندار عملگر 𝐾 ∈ ℬ(𝐻)

تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب های .۳
سرتاسر در می کنیم. بررسی را قاب ها این تولید نحوه درباره نتایج برخی سپس و کرده تعریف را تنیده درهم 𝐾⁃قاب های ابتدا بخش، این در
توسط 𝑋 از افرازی بە منزله 𝑋 فضای افرازهای از منظور همچنین، و می باشد 𝑚 طبیعی عدد هر برای {۱, ۲, ⋯ ,𝑚} بە معنی [𝑚] نماد مقاله، این

بود. خواهد آن جدای ازهم اندازە پذیر مجموعە های
است تنیده درهم ℱ گوییم باشند. 𝜇 اندازه به وابسته 𝐻 برای پیوسته 𝐾⁃قاب های از خانوادە ای ℱ ∶= {𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] کنیم فرض .۱ .۳ تعریف
برای پیوسته 𝐾⁃قاب یک ∪𝑖∈[𝑚]{𝐹𝑖} خانواده ،𝑋 از {𝜎𝑖}𝑖∈[𝑚] افراز هر برای بە طوری که باشند موجود ۰ < 𝐴 ≤ 𝐵 < ∞ ثابت های هرگاه

باشد. 𝐴, 𝐵 کران های با 𝐻
اگر درواقع می شود؛ میسر بە سادگی پیوسته قاب های برای بالا کران یافتن ،[۲۲] در ۴ .۳ گزاره به توجه با

{𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚]

بسل دنباله یک ∪𝑖∈[𝑚]{𝐹𝑖} خانواده ،𝑋 از {𝜎𝑖}𝑖∈[𝑚] افراز هر برای آنگاه باشند، 𝐵𝑖 کران های با 𝐻 برای پیوسته بسل نگاشت های از دنبالە ای
می شود. ∑𝑖∈[𝑚] 𝐵𝑖 کران با 𝐻 برای پیوسته

می کنیم. معرفی تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب های تولید برای کافی و لازم شرط یک زیر، قضیه در
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هستند: معادل باهم زیر شرایط باشند. 𝐻 برای پیوسته 𝐾⁃قاب دو 𝐹, 𝐺 ∶ 𝑋 → 𝐻 کنیم فرض [۱۵] .۲ .۳ قضیه
هستند. تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب دو 𝐺 و 𝐹 .۱

کراندار عملگر ،𝑋 از 𝜎 اندازە پذیر زیرمجموعه هر برای بە طوری که دارد وجود 𝛼 > ۰ عدد .۲
Γ𝜎 ∶ ℒ۲

𝜎(𝑋) ⟶ 𝐻,

⟨Γ𝜎𝜑, ℎ⟩ = න
𝜎
𝜑(𝑥)⟨𝐹(𝑥), ℎ⟩ 𝑑𝜇(𝑥) + න

𝜎𝑐
𝜑(𝑥)⟨𝐺(𝑥), ℎ⟩ 𝑑𝜇(𝑥),

آن، در و 𝛼𝐾𝐾∗ ≤ Γ𝜎Γ∗𝜎 که دارد وجود
ℒ۲
𝜎(𝑋) = ቄ𝜑 ∈ ℒ۲(𝑋) , 𝜑 = 𝐹ห𝜎 ∪ 𝐺ห𝜎𝑐ቅ.

می کنیم تعریف ،𝑎, 𝑏 > ۰ فرض با باشند. لبگ اندازه 𝜇 و 𝑋 = ℝ ،𝐻 = 𝓁۲(ℕ) کنیم فرض .۳ .۳ مثال
𝐾 ∶𝐻 → 𝐻,
𝐾𝛿𝑖 = 𝛿𝑖+۱

و
𝐹, 𝐺 ∶ 𝑋 ⟶ 𝐻,

𝐹(𝑥) = ൝𝑎𝛿𝑖 , 𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑖 + ۱
۰, 𝑥 < ۱ , 𝐺(𝑥) = ൝𝑏𝛿𝑖 , 𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑖 + ۱

۰, 𝑥 < ۱
𝑎۲ بە ترتیب کران های، با 𝐻 برای تنگ 𝐾⁃قاب دو 𝐺 و 𝐹 ،۲ .۲ مثال توجه با است. 𝓁۲(ℕ) برای استاندارد یکه متعامد پایه {𝛿𝑖}∞𝑖=۱ آنها، در که

می دهیم قرار لبگ، اندازە پذیر زیرمجموعه یک 𝜎 ⊂ ℝ فرض با می شوند. 𝑏۲ و
Γ𝜎 ∶ ℒ۲(ℝ) ⟶ 𝐻,

Γ𝜎𝜑 = ቄන
𝑖+۱

𝑖
𝑎𝜑(𝑥) 𝑑𝑥ቅ

𝑖∈𝜎
∪ ቄන

𝑖+۱

𝑖
𝑏𝜑(𝑥) 𝑑𝑥ቅ

𝑖∈𝜎𝑐
.

داریم 𝜑 ∈ ℒ۲(ℝ) هر برای

‖Γ𝜎𝜑‖۲ = 𝑎۲ 
𝑖∈𝜎

න
𝑖+۱

𝑖
|𝜑(𝑥)|۲𝑑𝑥 + 𝑏۲ 

𝑖∈𝜎𝑐
න
𝑖+۱

𝑖
|𝜑(𝑥)|۲𝑑𝑥 ≤ ⅿax{𝑎۲, 𝑏۲}‖𝜑‖۲۲

داریم ℎ ∈ 𝐻 هر برای سرراست، محاسبە ای با است. کراندار Γ𝜎 می دهد نشان که
‖Γ∗𝜎ℎ‖۲ ≥ ⅿin{𝑎۲, 𝑏۲}‖ℎ‖۲ = ⅿin{𝑎۲, 𝑏۲}‖𝐾∗ℎ‖۲.

می شوند. 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک 𝐺 و 𝐹 درنتیجه، و شده برقرار ۲ .۳ قضیه شرایط پس
میباشد. کراندار و خطی عملگری از استفاده با پیوسته 𝐾⁃قاب های تولید هدف بعدی، نتایج در

با عملگری 𝑈 ∈ ℬ(𝐻) نیز و بوده 𝐵 𝐴و کران های با 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک {𝐹𝑖 ∶ 𝑋 → 𝐻}𝑖∈[𝑚] کنیم فرض .۴ .۳ قضیه
𝐵‖𝑈‖۲ و 𝐴‖𝑈†‖−۲ کران های با ℛ(𝑈) برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک نیز {𝑈𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] آنگاه .𝐾𝑈 = 𝑈𝐾 طوری که باشد بسته برد

می شود.
می دهیم قرار و باشد دلخواه 𝑖 ∈ [𝑚] کنید فرض اثبات.

𝜙 ∶𝑋 ⟶ ℂ,
𝜙(𝑥) = ⟨ℎ, 𝐹𝑖𝑥(𝑥)⟩ (ℎ ∈ 𝐻).
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ℎ ∈ ℛ(𝑈) هر برای آنگاه بگیریم، 𝑈 راست معکوس را 𝑈† اگر می شود. اندازە پذیر ضعیف بە طور 𝑈𝐹𝑖 و شده اندازە پذیر 𝜙𝑈∗ درنتیجه،
داشت خواهیم

𝐴‖𝐾∗ℎ‖۲ = 𝐴‖(𝑈†)∗𝑈∗𝐾∗ℎ‖۲

≤ 𝐴‖𝑈†‖۲‖𝐾∗𝑈∗ℎ‖۲

≤ ‖𝑈†‖۲ 
𝑖∈[𝑚]

න
𝑋
|⟨𝑈∗ℎ, 𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥)

= ‖𝑈†‖۲ 
𝑖∈[𝑚]

න
𝑋
|⟨ℎ, 𝑈𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥).

است. بدیهی نیز بالا کران
و بوده 𝐵 𝐴و کران های با 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک {𝐹𝑖 ∶ 𝑋 → 𝐻}𝑖∈[𝑚] بوده، بسته برد با عملگری 𝐾 کنیم فرض .۵ .۳ قضیه
𝛿 > ۰ عدد اگر تنها و اگر است 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک {𝑈𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] آنگاه .ℛ(𝑈∗) ⊆ ℛ(𝐾) بە طوری که 𝑈 ∈ ℬ(𝐻) نیز

باشیم داشته ℎ ∈ 𝐻 هر برای بە طوری که باشد موجود
‖𝑈∗ℎ‖ ≥ 𝛿‖𝐾∗ℎ‖.

داریم ℎ ∈ 𝐻 هر برای باشد. 𝐴 پایین کران با 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک {𝑈𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] که کنید فرض ابتدا اثبات.

𝐴‖𝐾∗ℎ‖۲ ≤ 
𝑖∈[𝑚]

න
𝑋
|⟨ℎ, 𝑈𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥)

= 
𝑖∈[𝑚]

න
𝑋
|⟨𝑈∗ℎ, 𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥)

≤ 𝐵‖𝑈∗ℎ‖۲.

داریم دلخواه ℎ ∈ 𝐻 برای عکس، حالت برای .‖𝑈∗ℎ‖ ≥ ට𝐴
𝐵 ‖𝐾

∗ℎ‖ بنابراین

‖𝑈∗ℎ‖ = ‖(𝐾†)∗𝐾∗𝑈∗ℎ‖ ≤ ‖𝐾†‖ ‖𝐾∗𝑈∗ℎ‖.

نوشت می توان و باشد دلخواه افرازی {𝜎𝑖}𝑖∈[𝑚] ⊂ 𝑋 کنید فرض اکنون
𝐴𝛿۲‖𝐾†‖−۲‖𝐾∗ℎ‖۲ ≤ 𝐴‖𝐾†‖−۲‖𝑈∗ℎ‖۲

≤ 𝐴‖𝐾∗𝑈∗ℎ‖۲

≤ 
𝑖∈[𝑚]

න
𝜎𝑖
|⟨𝑈∗ℎ, 𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥)

= 
𝑖∈[𝑚]

න
𝜎𝑖
|⟨ℎ, 𝑈𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥)

≤ 𝐵‖𝑈‖۲‖ℎ‖۲.

می شود. 𝐵‖𝑈‖۲ و 𝐴𝛿۲‖𝐾†‖−۲ کران های با 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃قاب یک {𝑈𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] پس
معادل اند: باهم زیر احکام باشند. 𝐻 برای پیوسته 𝐾⁃ قاب های از خانوادە ای {𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] کنید فرض .۶ .۳ قضیه

است. 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝐾⁃ قاب یک {𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] .۱
است. 𝐻 برای تنیده درهم پیوسته 𝑈𝐾⁃ قاب یک {𝑈𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] خانواده ،𝑈 ∈ ℬ(𝐻) هر برای .۲
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داریم ℎ ∈ 𝐻 و {𝜎𝑖}𝑖∈[𝑚] ⊂ 𝑋 افراز هر برای باشند. {𝐹𝑖}𝑖∈[𝑚] کران های 𝐵 و 𝐴 کنیم فرض .(۲) ⇐ (۱) اثبات.


𝑖∈[𝑚]

න
𝜎𝑖
|⟨ℎ, 𝑈𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) = 

𝑖∈[𝑚]
න
𝜎𝑖
|⟨𝑈∗ℎ, 𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) ≤ 𝐵‖𝑈‖۲‖ℎ‖۲.

نوشت می توان پایین کران برای مشابه، بە طریق


𝑖∈[𝑚]

න
𝜎𝑖
|⟨ℎ, 𝑈𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) = 

𝑖∈[𝑚]
න
𝜎𝑖
|⟨𝑈∗ℎ, 𝐹𝑖(𝑥)⟩|۲ 𝑑𝜇(𝑥) ≥ 𝐴‖(𝑈𝐾)∗ℎ‖۲.

می شود. بدیهی حکم و گرفته 𝐻 روی همانی عملگر را 𝑈 تا کافی است عکس، حالت برای
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وتر از بعضی و شعاع تلاقی نقطه مشترک خاصیت پیرامون قضیه یک اثبات و طرح
دایره یک های

ایران گلستان استان کاووس گنبد مسطحه هندسه حوزه در آزاد پژوهشگر ابری سلطانی غلامرضا نویسنده:

چکیده
n به طوری را خط پاره این که دارد امکان ایا که دانیم نمی ابتدا در کنیم انتخاب خط پاره یک روی را ای نقطه اگر
این در باشد. مساوی قسمت n به خط پاره کننده تقسیم نقاط از یکی انتخابی نقطه که کرد تقسیم مساوی قسمت
تقسیم مساوی قسمت n به را قطر ان بر عمود شعاع و ترسیم دایره قطر طرف یک از که هایی وتر کنیم می ثابت مقاله
هست. هم مساوی قسمت ۲𝑛۲به وتر کننده تقسیم نقاط از یکی ( مشترک نقطه ) شعاع با انها تلاقی نقطه کنند می

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

ویژه قاط
ویژه وترهای

مشترک نقاط مشترک خواص

مقدمه: .۱
امکان اثبات برای ⁃روشی ۲ و (۱) منابع ها ازدایره استفاده با درجه ۷۲ و ۳۶ های زاویه ترسیم برای ۱⁃روشی : مسئله روی تحقیق حین در بنده

شدم. قضیه و موضوع این متوجه ( منابع(۳ مورلی قضیه اثبات برای روشی − و۳ منابع(۲) منتظم ضلعی هفده دقیق ترسیم
: قضیه

یکی شعاع ان با وترها این تلاقی نقاط کنند. می تقسیم مساوی قسمت n به را قطر ان بر عمود شعاع و رسم دایره قطر طرف یک از که وترهایی
. است مساوی قسمت ۲n۲ به وتر کننده تقسیم نقاط از
نمود. واثبات طرح توان می حالت دو در را قضیه این

ترسیم های وتر یعنی کند می تقسیم مساوی قسمت n به را قطر ان بر عمود شعاع دایره قطر طرف یک از شده ترسیم وترهای که درحالتی : الف
است. ۹۰درجه از بزرگتر مرکزی های زاویه به مقابل شده

از خارج در بندی تقسیم همان با که را قسمت n به شده تقسیم شعاع امتداد دایره قطر طرف یک از شده رسم های وتر امتداد که حالتی در : ب
۹۰درجه از کمتر مرکزی های زاویه به مقابل های وتر یعنی . کند می قطع دارد ادامه دایره

به را وتر اگر دوم درحالت است. اثبات قابل روش همین با نیز دوم حالت . پردازیم می اول حالت در قضیه این اثبات و طرح به ما مقاله این در
تقسیم شکل همین به هم امتدادش و شده تقسیم nقسمت به که شعاعی تا کنیم تقسیم شکل همین به انرا امتداد و تقسیم مساوی قسمت ۲ n۲

شود. می بندی تقسیم این مشترک نقاط از وتر وامتداد شعاع امتداد تلاقی نقطه کند قطع را شده

قضیه هندسی اثبات و طرح .۲
این که کرده قطع Ⅾ نقطه در را است BG برقطر عمود که AⅭ شعاع و BGرسم قطر طرف یک از BE وتر A دایره در (۳) شکل به توجه با

است. مساوی قسمت n به AⅭ شعاع کننده تقسیم نقاط از یکی نقطه
باشد 𝐴𝐷AⅭ = AⅮ

AB = P
n کنیم می فرض حالت این در

FB=FE داریم و شود می نیز BE وتر منصف عمود AF کنیم وترBEوارد بر دایره مرکز از AFرا عمود اگر
مساوی آنها مشابه اضلاع نسبت که کند می تقسیم AFB AFⅮو مشابه مثلث دو به را ABⅮ الزاویه قائم AFمثلث عمود طرفی از

𝐹𝐷
FA

𝑃
𝑛 → 𝐹𝐴 = 𝑛(𝐹𝐷)

𝑃 = داریم. حالت این در 𝐴𝐷
𝐴𝐵 =

FⅮ
FA = FA

FB =
P
n یعنی است
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:۱ شکل

:۲ شکل

:۳ شکل

𝑛×𝑛ቀ𝐹𝐷𝑃 ቁ
𝑃 = 𝑛۲ ቀ𝐹𝐷𝑃۲ ቁ FB= نتیجه در و

𝐹𝐴
FB

𝑃
𝑛 → =

𝑛(𝐹𝐷)
𝑃
FB

𝑃
𝑛= داریم و

قسمت به AⅭ شعاع کننده تقسیم نقاط بین در که است این دهنده نشان و گویا عددی اینجا در P که شود. می 𝐵𝐸 = ۲𝐹𝐵 = ۲𝑛۲ ቀ𝐹𝐷𝑃۲ ቁ است.و چندم نقطه دایره مرکز به نسبت است شعاع ان با نظر مورد وتر تلاقی محل که Ⅾ نقطه مساوی های
اندازه به AⅭ شعاع BEبا انتخابی وتر تلاقی محل Ⅾ اگرنقطه و شود n۲می ۲= ۵ × ۵ ×۲ =۵۰ کنیم فرض سانت ۵ را دایره شعاع اگر مثلا
خط پاره چهارم یک . کرد تقسییم قسمت ۴ به FⅮرا باید و شود می ۲=P ۲۲= ۴ است ۲P= اینجا در باشد داشته فاصله دایره مرکز با ۲سانت
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. شود می BE وتر پنجاهم یک با برابر FⅮ
BE. = ۲𝑛۲ ۱

۴) FⅮ) Ⅾ× ۱
۴𝐹۵۰=داریم حالت دراین

اصلی نتایج .۳
۲n۲ به BE وتر مبنا این بر شود تقسیم مساوی ۲Pقسمت به FⅮ خط پاره اگر یعنی است هندسی روش نظربا مورد قضیه اثبات همان این که
قرار تایید مورد و اثبات نیز مثلثاتی طریق از قضیه این که است ذکر به لازم . است نقاط ان از یکی Ⅾ نقطه و شود می تقسیم مساوی قسمت

. است گرفته
سپاسگزاری:

مروج و ماندگار چهره زاده کرم شهنی علی امید پروفسور بزرگوارجناب استاد به کنم می تقدیم را اثبات این فراوان تشکر و تقدیر با بنده −۱
کنندگان ترغیب و مشوقان از که ایشان ارزشمند های رهنمود از گیری بهره و اینجانب ریاضی تحقیقاتی کارهای ملاحظه پاس کشوربه ریاضی

هستند. و بوده راه این ادامه به اینجانب اصلی
کارهای که ایران علوم فرهنگستان ریاضی بخش محترم ریاست تومانیان مگردیچ پروفسور جناب از کنم می تشکر و تقدیر و سپاسگزاری −۲

نمایند. می فراهم را اینجانب ترغیب و تشویق موجبات و ننموده دریغ لازم راهنمائیهای از و داده قرار ملاحظه مورد را اینجانب تحقیقاتی
اند. داده قرار تایید مورد و اثبات مثلثاتی روش با را قضیه این که (اصفهان) سراجی پیام دکتر جناب از کنم می سپاسگزاری و تشکر و تقدیر −۳
از کاووس گنبد دانشگاه امار و ریاضی ملی همایش سومین کننده گزار بر کاران اندر دست و عوامل همه از سپاسگزاری وتشکرو تقدیر با −۴
حد در بنده ریاضی تحصیلات و ریاضی اکادمیک تحصیلات فاقد و ازاد پژوهشگر بنده اینکه به توجه با دارم استدعا علمی هیات محترم اساتید
را بنده بیانی و .نقائصکلامی ام شده وادی این در تحقیقاتی های کار وارد هندسه به شخصی ذوق و علاقه علت به و است قدیم ریاضی دیپلم

بنگرند. ض اغما دیده به زند نمی ای لطمه مطلب اصل به که انجا تا

مراجع
۱۳۹۷ . ایران ریاضی کنفرانس نهمین و چهل . ها دایره از استفاده با درجه ۷۲ و ۳۶ های زاویه ترسیم برای روشی . غلامرضا ابری. سلطانی [۱]

۱۳۹۹ . ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه . منتظم ضلعی ۱۷ دقیق ترسیم امکان اثبات برای روشی . غلامرضا . ابری سلطانی [۲]
۱۴۰۰ . ایران ریاضی کنفرانس دومین و پنجاه . متقارن و متناظر های دایره کمک به مورلی قضیه اثبات برای روشی . غلامرضا . ابری سلطانی [۳]
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معکوس گروە های نیم از استوار نمایش
دهقانب فاطمه ،آ، بابانظری∗ مجید

شیراز اسلامی آزاد دانشگاه دکتری، آدانشجو
یزد دانشگاه ارشد، بکارشناسی

چکیده
هرگز که می کنیم ارائه vagner−preston نمایش نام به بولی معکوس نیم گروە های روی نمایش هایی مقاله، این در
منظور می کنیم. ارائه معکوس نیم گروە های روی منظم کانونی نمایش نام به استواری نمایش نهایت در و نیست استوار
است. بولی جبر یک آن توان خود عناصر شبکە ی نیمه که است معکوس نیم گروه یک معکوس، بولی نیم گروه یک از

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

استوار نمایش
نیم شبکه

معکوس نیم گروە های
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
که باشند مفهوم دارای نامتناهی مسیرهای که فرض این با نیم گروە ها در رشتە ها مفهوم که دارد طولانی سابقه 𝐶 گروهی نیمه جبرهای تئوری
بولی نیم گروە های روی استوار نمایش های بررسی مقاله، این در ما است. گرفته قرار بررسی مورد [۱] در دارند 𝑐∗ جبرهای در زیادی اهمیت
خود به بولی جبر ساختار آن خودتوان عناصر شبکە ی که است معکوس نیم گروه یک معکوس، بولی نیم گروه یک از منظور است. معکوس
مجموعه 𝐿(𝑋) واقع در 𝐸(𝐿(𝑋)) = 𝑃(𝑋) که می دهیم نشان ادامه در است. 𝐿(𝑋) معکوس بولی نیم گروە های متداول ترین از یکی می گیرند.
کامل بە طور بولی جبرهای بتوی معکوس نیم گروە های بین همریختی های نوشته این در است. 𝑋 زیرمجموعە های روی دوسویی توابع همە ی
این دارد. نام vagner−preston نمایش معکوس، بولی نیم گروه یک بتوی 𝑆 معکوس نیم گروه از همریختی مشهورترین می شوند. بررسی
نیم گروه زیر معکوس، نیم گروه هر که می شود ثابت آن بوسیلە ی ضمن در و نیست استوار هرگز اینکه جمله از دارد، خاصی ویژگی های نمایش

است. 𝐿(𝑋) یک از زیرنیم گروهی معکوس،

اصلی نتایج .۲
ازای به هرگاه می شود گفته uniyrary−𝐸 نیم گروه ،𝑆 به 𝑒 ∈ 𝐸(𝑆) گیریم و باشد صفر عنصر با معکوس نیم گروه یک 𝑆 گیریم .۱ .۲ تعریف

ببینید. را [۴] بیشتر مطلب درک برای .𝑠 ∈ 𝐸(𝑆) آنگاه ،𝑠𝑒 = 𝑒 اگر ،𝑆 به متعلق 𝑠 هر
بولی جبر ساختار 𝐸(𝑆) یعنی 𝑆 خودتوان عناصر شبکه بە طوری که است 𝑆 مثل معکوس نیم گروه یک بولی، معکوس نیم گروه یک .۲ .۲ تعریف

است. 𝐸(𝑆) از عنصر کوچکترین 𝑜 آن در که 𝑜𝑠 = 𝑠𝑜 = 𝑜 که باشیم داشته 𝑆 درون 𝑠 هر بازای ضمن در و بگیرد خود به

∗سخنران
دهقان) (فاطمه second.author@gmail.com بابانظری)، (مجید Majidbabanazari@yahoo.com الکترونیک: پست
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روی دوسویی توابع همە ی مجموعە ی 𝐿(𝑋) باشد. دلخواه مجموعە ای 𝑋 گیریم است، 𝐿(𝑋) همان بولی معکوس نیم گروه از مثال رایج ترین
است. 𝑋 از زیرمجموعە هایی

از (۲ −۱) گزاره طبق که کنید توجه است. ترتیبی ایزومورفیسم یک 𝜃 (𝑖𝐹) = 𝐹 ضابطە ی با 𝜃 ∶ 𝐸(𝐿(𝑋)) ⟶ 𝑃(𝑋) نگاشت ،𝐹 ⊆ 𝑋 اگر
می شود گرفته نظر در اشتراک که ضربی با 𝑃(𝑋) که می دانیم هستند. 𝑋 زیرمجموعە های روی همانی توابع عینا 𝐸(𝐿(𝑋)) اعضای [۳] مرجع
صفر عنصر طرفی از می پذیرد. خود به بولی جبر ساختار 𝐸(𝐿(𝑋)) پس است. بولی جبر یک می شود گرفته نظر در اجتماع که جمعی با و

.𝑜 = 𝑜۰𝜆 = 𝜆۰𝑜 = 𝑜 که: داریم 𝐿(𝑋) به متعلق 𝜆 تابع هر بە ازای بە وضوح و است ∅ توی به ∅ صفر تابع 𝐸(𝐿(𝑋))
هر برای طرفی از شرکت پذیر، است، عملی که است توابع ترکیب 𝐿(𝑋) روی دوتایی عمل زیرا است. معکوس نیم گروه 𝐿(𝑋) که کنید توجه

که: داریم Φ .𝜃 ∈ 𝐿(𝑋)
Φ𝜃 ∶ 𝜃−۱ (𝑟𝑎𝑛𝑔𝜃 ∩ 𝐷𝑜𝑚Φ) ⟶ Φ(𝑟𝑎𝑛𝑔𝜃 ∩ 𝐷𝑜𝑚Φ)

Φ ∈ 𝐿(𝑋) هر برای حال است. نیم گروه یک 𝐿(𝑋) بنابراین .Φ𝜃 ∈ 𝐿(𝑋) پس است. 𝑋 زیرمجموعە های بین دوسویی نگاشت Φ𝜃 که
𝐷𝑜𝑚Φ توی به 𝑅𝑎𝑛𝑔Φ از Φ−۱ منحصربە فرد دوسویی نگاشت پس است. دوسویی نگاشت یک 𝜑 ∶ 𝐷𝑜𝑚Φ ⟶ 𝑅𝑎𝑛𝑔Φ نگاشت
در Φ−۱ΦΦ−۱ = Φ−۱ و ΦΦ−۱Φ = Φ نیز و Φ−۱ ∈ 𝐿(𝑋) بنابراین .Φ−۱Φ = 𝑖𝑑𝑜𝑚Φ و ΦΦ−۱ = 𝑖𝑅𝑎𝑛𝑔Φ بە طوری که دارد وجود

است. معکوس نیم گروه یک 𝐿(𝑋) نتیجه
معکوس نیم گروه یک 𝑆 که گیریم نیست. استوار هیچ گاه که می کنیم ارائه vagner−preston نمایش نام به معکوس نیم گروه یک از نمایشی حال

.𝑅(𝑆) = {𝑡 ∈ 𝑠|𝑡𝑡∗ ⩽ 𝑠𝑠∗} و 𝐷(𝑆) = {𝑡 ∈ 𝑠|𝑡𝑡∗ ⩽ 𝑠∗𝑠} هم چنین و 𝑒 ∈ 𝐸(𝑆) که گیریم باشد بولی
نیز و است دوسویی 𝑅(𝑠) به 𝐷(𝑠) از 𝛾(𝑠) آنگاه .𝛾(𝑠)(𝑡) = 𝑠𝑡 ضابطە ی با 𝛾(𝑠) ∶ 𝐷(𝑠) ⟶ 𝑅(𝑠) کنید تعریف 𝑠 ∈ 𝑆 هر برای حال
آنجا از حال ،𝑠𝑡 = 𝑠𝑡′ که باشد بە گونە ای 𝑡, 𝑠 ∈ 𝑆 .𝑡 ∈ 𝐷′(𝑆) گیریم زیرا است. 𝐿(𝑋) بتوی 𝑆 از نیم گروهی ایزومورفیسم یک 𝛾 نگاشت

پس .𝑠∗𝑠𝑡𝑡∗ = 𝑡𝑡∗ پس 𝑡𝑡∗, 𝑡′𝑡′∗ ⩽ 𝑠∗𝑠 که
𝑡 = (𝑠∗𝑠) (𝑡𝑡∗) 𝑡 = 𝑠∗𝑠𝑡 = 𝑠∗𝑠𝑡′ = (𝑠∗𝑠) ൫𝑡′𝑡′∗൯ 𝑡′ = 𝑡′

می دهیم نشان حال است. یک بە یک تابعی 𝛾(𝑠) پس .𝑡 = 𝑡′ که می گیریم نتیجه آنگاه ،𝑠𝑡 = 𝛾(𝑠)(𝑡) = 𝛾(𝑠) (𝑡′) = 𝑠𝑡′ اگر پس
پس 𝑤 ∈ 𝑅(𝑠) چون .𝛾(𝑠)(𝑡) = 𝑤 بە طوری که 𝐷(𝑆) درون 𝑡⁃ای دارد وجود می دهیم نشان .𝑤 ∈ 𝑅(𝑠) گیریم است. پوشا 𝛾(𝑠)

.𝛾(𝑠) (𝑠∗𝑤) = 𝑤 یعنی 𝑤 = 𝑠𝑠∗𝑤 یعنی .𝑤∗𝑠𝑠∗ = 𝑤∗ باید شد ارائه 𝛾(𝑠) بودن یک بە یک برای که اثباتی طبق .𝑤𝑤∗𝑠𝑠∗ = 𝑤𝑤∗

که داریم آنگاه ،𝑡 ∈ 𝐷(𝑠) اگر .𝑠∗𝑤 ∈ 𝐷(𝑆) که کنیم ثابت است کافی حال
(𝑠𝑡)(𝑠𝑡)∗ = 𝑠𝑡𝑡∗𝑠∗ ⩽ 𝑠𝑠∗

آنگاه ،𝑡 ∈ 𝐷(𝑠) اگر پس 𝑠𝑡 ∈ 𝑅(𝑠) یعنی این و (𝑠𝑡)(𝑠𝑡)∗ ⩽ 𝑠𝑠∗ لذا .𝑠𝑒𝑠∗ ⩽ 𝑠𝑠∗ آنگاه 𝑠 ∈ 𝑆 و 𝑒 ∈ 𝐸(𝑆) هرگاه که می دهیم تذکر
است. سویی دو 𝛾(𝑠) یعنی این و 𝑠∗𝑤 ∈ 𝑅 (𝑠∗) = 𝐷(𝑠) شده یاد مطالب طبق ،𝑤 ∈ 𝐷 (𝑠∗) پس 𝑤 ∈ 𝑅(𝑠) چون حال 𝑠𝑡 ∈ 𝑅(𝑠)
است. 𝐿(𝑆) و 𝑆 نیم گروە های بین ایزومورفیسم یک 𝑠 ⟶ 𝛾(𝑠) ضابطە ی با 𝛾 ∶ 𝑆 ⟶ 𝐿(𝑆) نگاشت [۲] مرجع از (۳ −۱ −۲) گزاره طبق حال

می شود. نشانده 𝐿(𝑋) یک درون معکوس نیم گروه هر که می کند بیان vagner−preston قضیە ی واقع در
است. 𝐿(Ω) بولی نیم گروه به 𝑆 از استوار نمایش یک 𝑠 ⟶ 𝜆𝑠 تناظر آنگاه باشد، صفر عنصر با معکوس نیم گروه 𝑆 گیریم .۳ .۲ قضیه

فرض اگر است. 𝑃(Ω) = 𝐸(𝐿(Ω)) یه 𝐸(𝑆) از استوار نمایش یک 𝜆(𝑆) = 𝜆𝑠 ضابطە ی با 𝜆 ∶ 𝑆 ⟶ 𝐿(Ω) تابع که داد نشان باید اثبات.
عنصر آن به که است تهی تابع حالت این در 𝜆𝑠 پس است. ∅ به ∅ از نگاشتی حالت این در 𝜆𝑠 پس .Ω𝑠∗𝑠 = Ω𝑠𝑠∗ = ∅ آنگاه ،𝑠 = 𝑜 شود

.Ω = ⋃
𝑧∈𝑍

Ω𝑍 که می دهیم نشان اولا بپذیرد 𝑍 مانند متناهی پوشش یک 𝐸(𝑆) که گیریم می گویند. 𝐿(Ω) صفر
. ⋃
𝑧∈𝑍

Ω𝑍 ⊆ Ω پس Ω𝑧 ⊆ Ω که داریم 𝑧 ∈ 𝑍 هر برای زیرا است بدیهی شمول طرف یک
دارد وجود Ω در 𝜉 مثل عنصری پس نباشد. ⋃

𝑧∈𝑍
Ω𝑍 زیرمجموعە ی Ω که گیریم می کنیم. استفاده خلف برهان از شمول عکس اثبات برای حال

پس ،𝑍 ⊆ 𝐸(𝑆) و است 𝑍 از عنصری 𝑧 چون که کنید توجه .𝑧𝜉 ⊈ 𝜉 پس .𝜉 ∉ Ω𝑧 که داریم 𝑧 ∈ 𝑍 بە ازای پس نیست. ⋃
𝑧∈𝑍

Ω𝑍 در که
𝑧𝑡𝑧 = 𝑜 که دارد وجود 𝜉 به متعلق 𝑡𝑧 همچون عنصری ،𝑍 درون 𝑧 هر بە ازای هستند. خودتوان همگی 𝑍 درون 𝑧های پس .𝑧 ∈ 𝐸(𝑆)
است موجود 𝜉 درون 𝑡 همچون عنصری فیلترها ویژگی طبق پس است، متناهی 𝑍 چون و است فیلتر یک هم 𝜉 و می باشند 𝜉 عناصر 𝑡𝑧ها چون
در دارند. وجود 𝜉 در 𝑡𝑧𝑖 همچون عناصری 𝑧𝑖ها، این نظیر آنگاه ،𝑍 = {𝑧۱.⋯ .𝑧𝑛} اگر مثال بە عنوان است. کمتر 𝑡𝑧ها همە ی از بە طوری که
است. کمتر 𝑡𝑧۳ و 𝑡𝑧۲ که هست 𝜉 در 𝑡۲ یک یک مشابه دلیل به است. کمتر 𝑡𝑧۲ و 𝑡𝑧۱ از که هست 𝜉 در 𝑡۱ یک پس است، فیلتر 𝜉 چون واقع
خودش درون و دارد مفهوم متناهی مجموعە ی این مینیمم پس است، متناهی 𝑍 چون بنامید. 𝑡 را 𝑡𝑖ها مینیمم حال دهید. ادامه را روند این
چون و 𝐸(𝑆) برای است پوششی 𝑍 ولی 𝑧⊥𝑡𝑡∗ یعنی این و 𝑧𝑡𝑡∗ = 𝑜 لذا .𝑧𝑡 = 𝑜 پس .𝑧𝑡 ⩽ 𝑧𝑡𝑧 = 𝑜 بە وضوح و می گیرید قرار
.𝑧⊥𝑡𝑡∗ باید 𝑧 ⩽ 𝑍 هر بە ازای شد داده نشان قبلا́ ولی .𝑧ෝ∩𝑡𝑡∗ که است موجود 𝑍 درون 𝑧⁃ای پس دارد. 𝑍 در شریکی 𝑡𝑡∗ پس ،𝑡𝑡∗ ∈ 𝐸(𝑆)
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𝑝(Ω) که کنید توجه .Ω = ⋃
𝑧∈𝑍

Ω𝑍 پس است. تناقض یک هم این و 𝑜 ∈ 𝜉 پس .𝑡 ∈ 𝜉 ولی .𝑡 = 𝑜 پس باشد. صفر 𝑡𝑡∗ باید الزاماً پس
بزرگترین پس است. اجتماع همان جمع و اشتراک همان 𝑝(Ω) بولی جبر در ضرب و است ∅ عنصر کوچکترین و Ω عنصر بزرگترین دارای
برقرار 𝐸(𝑆) برای دوم شرط اگر ،𝑙 = ⋃

𝑧∈𝑍
Ω𝑍 که شد داده نشان اینجا تا واقع در پس است. Ω همان 𝑝(Ω) بولی جبر در واحد عنصر یا عنصر

𝐸(𝑆) به متعلق 𝑡 و 𝑠 هر بە ازای نیز و 𝜇(𝑜) = 𝑜 که دلیل این به است. 𝐸(𝑆) روی نمایش یک 𝜆 ضمن در است. برقرار اول شرط آنگاه نباشد،
نکته این اثبات فقط حال است. 𝑝(Ω) = 𝐸(𝐿(Ω)) توی به 𝐸(𝑆) از نمایش یک 𝜆 پس .𝜆(𝑠𝑡) = 𝜆𝑠𝑡 = 𝜆𝑠𝜆𝑡 = 𝜆(𝑠)𝜆(𝑡) که: داریم
پوشش هر برای و 𝐸(𝑆) درون 𝑥 ناصفر عنصر هر برای که دهیم نشان باید موضوع این اثبات برای است، استوار نمایش یک 𝜆 که باقی مانده
را 𝜆 ∶ 𝐸(𝑆) ⟶ 𝐸(𝐿(Ω)) = 𝑝(Ω) نگاشت استواری می خواهیم که کنید توجه .[𝑜.𝑥]. ⋃

𝑧∈𝑍
𝜆(𝑍) ⩾ 𝜆(𝑥) بازە ی برای 𝑍 مثل متناهی

که داد نشان است کافی 𝜆 استواری اثبات برای پس می کند. منتقل Ω𝑠 به را 𝑆 هر برای 𝐸(𝑆) روی 𝜆 که گفت می توان پس می کنیم. بررسی
𝜉 ∉ Ω𝑍 که داریم 𝑧 ∈ 𝑍 هر بە ازای پس باشد چنین که کنیم خلف فرض .𝜉 ∈ ⋃

𝑧∈𝑍
Ω𝑍 می دهیم نشان .𝜉 ∈ Ω𝑥 گیریم پس . ⋃

𝑧∈𝑍
Ω𝑍 ⊇ Ω𝑥

خاصیت طبق و هستند 𝜉 به متعلق 𝑡𝑧ها چون و است متناهی 𝑍 چون .𝑧𝑡𝑧 = 𝑜 که است موجود 𝑡𝑧 ∈ 𝜉 یک 𝑧 ∈ 𝑍 هر بە ازای .𝑧𝜉 ⊈ 𝜉 پس
که داریم 𝑧 ∈ 𝑍 هر بە ازای بنابراین .𝑧𝑡 ⩽ 𝑧𝑡𝑧 = 𝑜 پس است. کمتر 𝑡𝑧ها همە ی از که دارد وجود 𝜉 به متعلق 𝑡 همچون عنصری فیلترها
بە علاوه ،𝑒 ∈ [𝑜.𝑥] پس .𝑒 ⩽ 𝑥 بە روشنی .𝑒 = 𝑡𝑡∗𝑥 دهید قرار حال .𝑥𝑡 ∈ 𝜉 پس ،𝑡 ∈ 𝜉 چون و 𝑥𝜉 ⊆ 𝜉 پس ،𝜉 ∈ Ω𝑥 چون و 𝑧𝑡 = 𝑜
برای است پوششی 𝑍 ولی است [𝑜.𝑥] در ناصفری عنصر پس .𝑒 ≠ 𝑜 پس .𝑒𝑡 ∈ 𝜉 پس .𝑒𝑡 = 𝑡𝑡∗𝑥𝑡 = 𝑥𝑡𝑡∗ = 𝑥𝑡 ∈ 𝜉 زیرا .𝑒 ≠ 𝑜
است. تناقض هم این و 𝑜 ≠ 𝑜 پس 𝑧𝑡 = 𝑜 ولی 𝑜 ≠ 𝑧𝑒 = 𝑧𝑡𝑡∗ پس .𝑧𝑒 ≠ 𝑜 پس .𝑧ෝ∩𝑒 پس دارد. 𝑧 مثل شریکی 𝑍 در 𝑒 پس .[𝑜.𝑥]
آنگاه ،𝑠 ∈ 𝐸(𝑆) = 𝐷𝑜𝑚 ൫𝜆|𝐸(𝑆)൯ اگر واقع در می شوند، داده نشان دامنه با 𝐸(𝐿(Ω)) خود توان عناصر که کنید توجه قضیه این اثبات در
.𝑠 ∗ 𝑠 = 𝑠𝑠 = 𝑠۲ = 𝑠 پس .𝑠∗ = 𝑠 پس است. خودتوان 𝑆 ولی Ω𝑠∗𝑠 با است برابر آن دامنه و است خودتوان 𝜆𝑠 پس .𝜆𝑠 = 𝐸(𝐿(Ω))

است: تعریف قابل زیر شکل به 𝐸(𝑆) روی 𝜆 ضابطە ی پس است. Ω𝑠 همان 𝜆𝑠 پس .Ω𝑠∗𝑠 = Ω𝑠 پس
𝜆(𝑆) = Ω𝑆.𝜆 ∶ 𝐸(𝑆) ⟶ 𝐸(𝐿(𝑆)) = 𝑃(Ω).

مراجع
[1] R. Exel and B. Steinberg. Representations of the inverse hull of A 𝑜-left cancellative semigroup. math, 2018.
[2] A. Kumjian. On localizations and simple 𝑐∗-algebras. Pacific J. math., 112:141–192, 1984.
[3] M. V. Lawson. Incerse semigroups, the theory of partial symmetries. world Scientific, 1998.
[4] M. B. Szendrei. A generation of McAlisters 𝑝-theorem for 𝐸-unitary regular semigroups, volume 51. Acta Sci. Math, 1987.
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ایشی کاوا اصلاح شده تکراری روش با تعادل مسئله جواب وجود
فرج زاده علی رنجبر∗، سحر

چکیده
در می شود، ثابت ایشی کاوا اصلاح شده تکراری دنباله از استفاده با باناخ فضای در ثابت نقطه قضیه یک مقاله این در
ایشی کاوا اصلاح شده الگوریتم در تعریف شده دنباله آنگاه باشد، تعمیم یافته شبە غیر انبساطی مجانبی بە طور 𝑇 اگر واقع
تعادل مسئله برای جواب وجود ثابت، نقطه قضیه این از استفاده با و است همگرا وجود صورت در 𝑇 ثابت نقطه به

می کنیم. بررسی را

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

تعمیم یافته شبە غیر انبساطی مجانبی بە طور
تعادل مسئله

ایشی کاوا تکراری الگوریتم
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
تغییراتی نامساوی برداری، بهینە سازی مسائل چون مسائلی شامل که است غیرخطی آنالیز مسائل کاربردی ترین از یکی (EP) تعادل مسائل
پژوهشی مقالە های گذشته سال های در است. خاص موارد عنوان به ... و ثابت نقطه مجموعە مقدار، نگاشت های برای نش تعادل مسئله برداری،
و بلوم توسط ابتدا تعادل مسئله که معتقدند مقالات این نویسندگان چه اگر است. شده منتشر برداری تعادل مسائل مختلف جنبە های مورد در
استاندارد مثال سه مقاله این در و شد ظاهر [۲] اوتلی و موو مقاله در قبل تر سال دو مسئله این واقع در اما شد؛ مطرح ۱۹۹۴ سال در [۱] اوتلی
زینی نقطه مسائل مانند دیگری خاص موارد ثابت. نقطه مسائل و تغییراتی نابرابری های بهینە سازی، مسائل بودند؛ شده بررسی تعادل مسئله از

است. گرفته قرار مطالعه مورد اوتلی و بلوم مقاله در مکمل سازی مسائل و محدب مشتق پذیر بهینە سازی نش، تعادل مسائل (مینیماکس)،
یعنی (EP) تعادل مسئله باشد. حقیقی مقدار نگاشت یک 𝐹 ∶ 𝐶 × 𝐶 → ℝ و محدب و ناتهی 𝐶 ⊆ 𝑋 حقیقی، باناخ فضای یک 𝑋 کنید فرض

بە طوری که 𝑥∗ ∈ 𝐶 کردن پیدا
𝐹(𝑥∗, 𝑦) ≥ 𝑜, ∀ 𝑦 ∈ 𝐶

می دهیم. ارائه را زیر فرضیات و تعاریف ،(𝐸𝑃) جواب های وجود مطالعه برای
می شود: تعریف زیر صورت به ایشی کاوا و مان اصلاح شده تکراری الگوریتم

صورت به {𝑥𝑛} دنباله ،𝑥۰ ∈ 𝑋 هر برای
𝑦𝑛 = (۱ − 𝛽𝑛 − 𝛿𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑛𝑥𝑛 + 𝛿𝑛𝑣𝑛

𝑥𝑛+۱ = (۱ − 𝛼𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑛𝑦𝑛 + 𝛾𝑛𝑢𝑛 , 𝑛 ≥ ۰,

رنجبر ∗سحر
فرج زاده) (علی second.author@gmail.com رنجبر)، (سحر first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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برای که هستند (۰, ۱) در دنباله چهار {𝛿𝑛} و {𝛼𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝛽𝑛} جایی که می شود، نامیده ایشی کاوا اصلاح شده تکراری دنباله که می شود تعریف
.𝛽𝑛 + 𝛿𝑛 ≤ ۱ و 𝛼𝑛 + 𝛾𝑛 ≤ ۱ ،𝑛 ≥ ۰ هر

با را {𝑧𝑛} دنباله می توانیم ،𝑛 ≥ ۰ هر برای 𝛽𝑛 = 𝛿𝑛 = ۰ اگر خاص حالت در
𝑧۰ ∈ 𝑋,

𝑧𝑛+۱ = (۱ − 𝛼𝑛 − 𝛾𝑛)𝑧𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑛𝑧𝑛 + 𝛾𝑛𝑤𝑛 , 𝑛 ≥ ۰
می شود. نامیده مان دنباله که کنیم تعریف

صورت در 𝑇 ثابت نقطه به ایشی کاوا اصلاح شده الگوریتم آنگاه باشد، تعمیم یافته مجانبی شبە انبساطی 𝑇 اگر باناخ، فضای در می کنیم ثابت ما
می کنیم. بررسی را تعادل مسئله برای جواب وجود ثابت، نقطه قضیه این از استفاده با آنگاه است. همگرا وجود

مقدمات .۲
نشان 𝐹(𝑇) با آن ثابت نقاط مجموعه که باشد نگاشت یک 𝑇 ∶ 𝐶 → 𝑋 و 𝑋 از ناتهی زیرمجموعه 𝐶 حقیقی، باناخ فضای 𝑋 کنید فرض

دادە می شود.
انقباض که 𝑅 ∶ 𝑋 → 𝐶 پیوسته نگاشت یک اگر است 𝑋 از (Rtraⅽt) انقباض ،𝑋 توپولوژیک فضای از 𝐶 زیرمجموعه یک .۱ .۲ تعریف

.𝑅(𝑐) = 𝑐 ،𝑐 ∈ 𝐶 هر برای بطوریکه باشد داشته وجود دارد نام (Retraⅽtion)
باشد. 𝐶 توی به 𝑋 از غیرانبساطی انقباض یک 𝑅 ∶ 𝑋 → 𝐶 و 𝑋 فضای از ناتهی زیرمجموعه یک 𝐶 کنید فرض .۲ .۲ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود ⅼiⅿ𝑛→∞ 𝑟𝑛 = ۰ با [۰, ۱] در {𝑟𝑛} دنباله یک اگر است غیرانبساطی مجانبی بە طور 𝑇 ∶ 𝐶 → 𝑋 نگاشت (۱)
‖𝑇(𝑅𝑇)𝑛−۱𝑥 − 𝑇(𝑅𝑇)𝑛−۱𝑦‖ ≤ (۱ + 𝑟𝑛)‖𝑥 − 𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶, 𝑛 ∈ 𝑁;

و ⅼiⅿ𝑛→∞ 𝑟𝑛 = ۰ با [۰, ۱] در {𝑠𝑛} و {𝑟𝑛} دنباله دو اگر است شبە غیرانبساطی مجانبی طور به (۲)
که طوری به باشند داشته وجود ⅼiⅿ𝑛→∞ 𝑠𝑛 = ۰

‖𝑇(𝑅𝑇)𝑛−۱𝑥 − 𝑝‖ ≤ (۱ + 𝑟𝑛)‖𝑥 − 𝑝‖, ∀𝑥 ∈ 𝐶, 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇), 𝑛 ∈ 𝑁;

وجود ⅼiⅿ𝑛→∞ 𝑠𝑛 = ۰ و ⅼiⅿ𝑛→∞ 𝑟𝑛 = ۰ با [۰, ۱] در {𝑠𝑛} و {𝑟𝑛} دنباله دو اگر است تعمیم یافته غیرانبساطی شبه مجانبی طور به (۳)
که طوری به باشد داشته

∀𝑥 ∈ 𝐶, 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇), 𝑛 ∈ 𝑁, ‖𝑇(𝑅𝑇)𝑛−۱𝑥 − 𝑝‖ ≤ (۱ + 𝑟𝑛)‖𝑥 − 𝑝‖ + 𝑠𝑛‖𝑥 − 𝑇(𝑅𝑇)𝑛−۱𝑥‖

به نسبت تعمیم یافته غیرانبساطی شبه مجانبی طور به 𝑇 ∶ 𝐶 → 𝑋 و 𝑋 از ناتهی مجموعه زیر یک 𝐶 حقیقی، باناخ فضای یک 𝑋 کنید فرض
باشد. {𝑠𝑛} و {𝑟𝑛}هر برای 𝛽𝑛 + 𝛿𝑛 ≤ ۱ و 𝛾𝑛 + 𝛼𝑛 ≤ ۱ که طوری به {𝛼𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛿𝑛} ∈ (۰, ۱) و باشند کراندار {𝑢𝑛}, {𝑣𝑛} ⊂ 𝑋 کنید فرض

می نویسیم: زیر صورت به را ایشی کاوا اصلاح شده تکراری دنباله ،𝐶 در دلخواه 𝑥۱ انتخاب با آنگاه .𝑛 ≥ ۰
𝑦𝑛 = (۱ − 𝛽𝑛 − 𝛿𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛(𝑅𝑇)𝑛𝑥𝑛 + 𝛿𝑛𝑣𝑛 ,

𝑥𝑛+۱ = (۱ − 𝛼𝑛 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛(𝑅𝑇)𝑛𝑦𝑛 + 𝛾𝑛𝑢𝑛 , 𝑛 ≥ ۰

اصلی نتایج .۳
دنباله {𝑥𝑛} ،𝑋 در کراندار دنباله دو {𝑢𝑛}, {𝑣𝑛} ،𝑋 از محدب و بسته زیرمجموعه یک 𝐶 حقیقی، باناخ فضای 𝑋یک کنید فرض .۱ .۳ قضیه
نسبت تعمیم یافته غیرانبساطی شبه مجانبی طور به 𝑇 ∶ 𝐶 → 𝑋 و غیرانبساطی انقباض یک 𝑅 ∶ 𝑋 → 𝐶 شده، اصلاح کاوا ایشی در شده تعریف

کنید فرض باشد. بسته 𝐹(𝑇) ≠ ∅ که طوری به است {𝑠𝑛} و {𝑟𝑛} به
Σ∞𝑛=۱𝑠𝑛 < ∞ و Σ∞𝑛=۱𝑟𝑛 < ∞ (۱)

Σ∞𝑛=۱𝛽𝑛 < ∞ (۲)
ⅼiⅿ inf𝑛→∞ 𝑑(𝑥𝑛 , 𝐹) = ۰ (۳)

است. همگرا 𝑇 ثابت نقطه به قوی طور به شده، اصلاح کاوا ایشی در شده تعریف {𝑥𝑛} دنباله آنگاه
می کنیم. بررسی را تعادل مسئله برای جواب وجود ثابت، نقطه قضیه این از استفاده با نهایت در
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ثابت نقاط قضایای و توپولوژیکی درون و جبری(نسبی) درون بین ارتباط
،ج کرمیان∗ اردشیر زادهب، فرج علی مهرآ، زنگنه پرستو

ایران کرمانشاه، آزاداسلامی، دانشگاه کرمانشاه، واحد ریاضی، آگروه
ایران کرمانشاه، رازی، دانشگاه ریاضی، بگروه
ایران تهران، تهران، استان پرورش و جآموزش

چکیده
و است توپولوژیکی درون و جبری درون برای مناسبی جایگزین نسبی جبری درون دهیم می نشان مقاله این در
که کنیم می ارایه را ثابت نقطه از هایی قضیه نیز و دهیم می قرار بررسی مورد هایی مثال ارایه ضمن را آنها خواص

است. مقالات در موجود قضایای از برخی بهبود و تعمیم

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

جبری درون
توپولوژیکی درون

ثابت نقطه
2020 MSC:

49J40
54C40

مقدمه .۱
به را 𝑆 مجموعه نسبی جبری درونی و جبری درونی نقاط باشد. 𝑋 برداری فضای از ناتهی زیر مجموعە ای 𝑆 کنید فرض .([۱]) ۱ .۱ تعریف

می شوند: تعریف زیر صورت به و داده نمایش 𝑖𝑐𝑟(𝑆) و 𝑐𝑜𝑟(𝑆) با ترتیب
𝑐𝑜𝑟(𝑆) ∶= {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ∀𝑥′ ∈ 𝑋, ∃𝜆′ > ۰; ∀𝜆 ∈ [۰, 𝜆′], 𝑥 + 𝜆𝑥′ ∈ 𝑆},

𝑖𝑐𝑟(𝑆) ∶= {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ∀𝑥′ ∈ 𝐿(𝑆), ∃𝜆′ > ۰; ∀𝜆 ∈ [۰, 𝜆′], 𝑥 + 𝜆𝑥′ ∈ 𝑆},
آن در که

𝐿(𝑆) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆 − 𝑆), 𝑆 − 𝑆 = {𝑠۱ − 𝑠۲ ∶ 𝑠𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = ۱, ۲}.
آنگاه باشد، توپولوژیک برداری فضای یک از ناتهی زیر مجموعه 𝑆 اگر

𝑖𝑛𝑡𝑆 ⊆ 𝑐𝑜𝑟(𝑆) ⊆ 𝑖𝑐𝑟(𝑆) ⊆ 𝑆.

جبری درونی نقاط و جبری درونی نقاط که گرفت نتیجه می توان 𝑖𝑐𝑟(𝑆) و 𝑐𝑜𝑟(𝑆) به مربوط تعاریف در 𝜆 = ۰ دادن قرار با .۲ .۱ ملاحظه
هستند. 𝑆 زیر مجموعە های 𝑆 مجموعه نسبی

آنگاه باشد، توپولوژیک برداری فضای یک از ناتهی زیر مجموعه 𝑆 اگر .۳ .۱ لم
𝑖𝑛𝑡𝑆 ⊆ 𝑐𝑜𝑟(𝑆).

∗سخنران
زاده)، فرج (علی farajzadehali@gmail.com مهر)، زنگنه (پرستو p.zangenehmehr@gmail.com الکترونیک: پست

کرمیان) (اردشیر ar.karamian1979@gmail.com
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داریم توپولوژیک برداری فضای در ضرب و جمع اعمال پیوستگی بنابه ،𝑡 → ۰+ اگر .𝑥′ ∈ 𝑋 و 𝑥۰ ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑆 کنید فرض اثبات.
𝑥۰ + 𝑡𝑥′ → 𝑥۰.

لذا است، باز 𝑖𝑛𝑡𝑆 چون
∃𝜆′ > ۰ ∶ ∀𝜆 ∈ [۰, 𝜆′], 𝑥۰ + 𝜆𝑥′ ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑆 ⊆ 𝑆.

.𝑥۰ ∈ 𝑐𝑜𝑟(𝑆) بنابراین
𝑆 = {𝑓 ∈ و ‖𝑓‖∞ = ⅿax۰≤𝑡≤۱ |𝑓(𝑡)| نرم با [۰, ۱] بسته بازه روی مقدار حقیقی و پیوسته توابع همه فضای 𝑋 = 𝐶ℝ[۰, ۱] اگر .۴ .۱ مثال

و است محدب و بسته 𝑆 صورت این در باشد. 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ≥ ۰, ∀𝑥 ∈ [۰, ۱]}
𝑖𝑛𝑡𝑆 = {𝑓 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) > ۰, ∀𝑥 ∈ [۰, ۱]} ⊆ 𝑐𝑜𝑟(𝑆).

که است طوری 𝑀𝑔 نامنفی و حقیقی عدد و 𝑚 = inf
𝑡∈[۰,۱] 𝑓(𝑡) آن در که 𝜆′ = 𝑚

𝑀𝑔
> ۰ دهید قرار ،𝑔 ∈ 𝐶ℝ[۰, ۱] و 𝑓 > ۰ اگر زیرا

.𝑓 + 𝜆𝑔 ∈ 𝑆 لذا .𝑓 + 𝜆𝑔 ≥ ۰, ∀𝜆 ∈ [۰, 𝜆′] درنتیجه ،−𝑀𝑔 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑀𝑔 , ∀𝑥 ∈ [۰, ۱]
است. لازم ۳ .۱ لم در توپولوژیک فضای بودن توپولوژیک برداری می دهد نشان زیر مثال

بازە های توسط شده تولید (توپولوژی استاندارد توپولوژی های با توپولوژیک فضای دو ترتیب به 𝑅۲ = ℝ و 𝑅۱ = ℝ کنید فرض .۵ .۱ مثال
دید می توان بە سادگی .𝑃 = [۰, ∞) × {۰} ⊆ 𝑅۱ × 𝑅۲و 𝑋 = 𝑅۱ × 𝑅۲ و باشند (ℝ زیر مجموعە های همه گسسته(گردایه و باز)
فضای نبودن توپولوژیک برداری دلیل به موضوع این ولی است. تناقض در ۳ .۱ لم با ظاهراً که ،𝑐𝑜𝑟(𝑃) = ∅ اما 𝑖𝑛𝑡𝑃 = (۰, ∞) × {۰}

است. 𝑋 توپولوژیک
باشد. جبری درون و توپولوژیکی درون برای مناسبی جایگزین می تواند نسبی جبری درون می دهند نشان زیر مثال های
آنگاه ،𝑆 = {𝑥 = (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ ℝ۳ ∶ −۱ ≤ 𝑥۱ ≤ ۱, − ۱ ≤ 𝑥۲ ≤ ۱, 𝑥۳ = ۰} و 𝑋 = ℝ۳ اگر .۶ .۱ مثال

𝑖𝑛𝑡𝑆 = ∅, 𝑐𝑜𝑟(𝑆) = ∅, 𝑖𝑐𝑟(𝑆) = {𝑥 = (𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳) ∈ ℝ۳ ∶ −۱ < 𝑥۱ < ۱, − ۱ < 𝑥۲ < ۱, 𝑥۳ = ۰}.
𝑃 = {(𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛 , ۰, ۰, ۰, ...) مخروط∶ و ‖𝑥‖∞ = sup

𝑛∈ℕ
|𝑥𝑛| نرم با کراندار دنبالە های همه شامل 𝑙∞ باناخ فضای کنید فرض .۷ .۱ مثال

𝑖𝑐𝑟(𝑃) = {(𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛 , ۰, ۰, ۰, ...) ∶ 𝑥𝑖 > ۰, ۱ ≤ و 𝑖𝑛𝑡𝑃 = 𝑐𝑜𝑟(𝑃) = ∅ که کرد بررسی می توان باشد. 𝑥𝑖 ≥ ۰, ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}
.𝑖 ≤ 𝑛}

اصلی نتایج .۲
می رود. بە کار قضیه۲. ۳ اثبات در که می کند بیان را نسبی درونی جبری نقاط و مخروط بین ارتباط زیر لم

آنگاه باشد. 𝑋 برداری فضای از ناتهی نسبی جبری درون با مخروط 𝑃یک کنید فرض .۱ .۲ لم
𝜃؛ ∉ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) (الف)

,𝑥]؛ 𝑦)𝑐 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) آنگاه ،𝑦 ∈ 𝑃 و 𝑥 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) اگر (ب)
است؛ مخروط 𝑖𝑐𝑟(𝑃) ∪ {𝜃} (ج)

.𝑖𝑐𝑟(𝑖𝑐𝑟(𝑃)) = 𝑖𝑐𝑟(𝑃) بنابراین(د) .𝜃 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) کنید فرض خلف برهان به (الف) اثبات.
∀𝑥′ ∈ 𝐿(𝑃), ∃𝜆′ > ۰ ∶ ∀𝜆 ∈ [۰, 𝜆′], 𝜆𝑥′ ∈ 𝑃.

است. تناقض 𝑃در ∩ −𝑃 = {𝜃} با که ،𝐿(𝑃) = 𝑃 در نتیجه
.𝑥+𝜆𝜈 ∈ 𝑃 که کرد انتخاب طوری را 𝜆 > ۰ می توان ،𝑥 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) چون .𝜈 ∈ 𝐿(𝑃) و 𝑧 = (۱−𝑡)𝑥+𝑡𝑦 ،۰ ≤ 𝑡 < ۱ کنید فرض (ب)

.[𝑥, 𝑦)𝑐 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) در نتیجه .𝑧 + (۱ − 𝑡)𝜆𝜈 ∈ 𝑃 لذا ،𝑧 + (۱ − 𝑡)𝜆𝜈 = (۱ − 𝑡)(𝑥 + 𝜆𝜈) + 𝑡𝑦 چون
می آید: بە دست مطلوب زیرنتیجه رابطه از استفاده با (ج)

∅ = 𝑖𝑐𝑟(𝑃) ∩ −𝑖𝑐𝑟(𝑃) ⊆ 𝑃 ∩ −𝑃 = {𝜃}.
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است موجود 𝜆′ > ۰ گفت می توان .𝑥′ ∈ 𝐿(𝑃)و 𝑥 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) کنید فرض عکس اثبات برای .𝑖𝑐𝑟(𝑖𝑐𝑟(𝑃)) ⊆ 𝑖𝑐𝑟(𝑃) تعریف بنابه (د)
که طوری به

𝑥 + 𝜆𝑥′ ∈ 𝑃, ∀ 𝜆 ∈ [۰, 𝜆′].
داریم (ب)، به توجه با حال

𝑡(𝑥 + 𝜆𝑥′) + (۱ − 𝑡)𝑥 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃), ∀ 𝑡, ۰ ≤ 𝑡 < ۱.
.𝑥 ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑖𝑐𝑟(𝑃)) در نتیجه .𝑥 + 𝑡𝜆𝑥′ ∈ 𝑖𝑐𝑟(𝑃), ∀ 𝑡𝜆 ∈ [۰, 𝑡𝜆′] بنابراین

𝑇 ∶ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 ⟶ 𝑋 بعلاوه، باشد. 𝑢− ≺ 𝑢+ با 𝑢−, 𝑢+ ∈ 𝑋 و نرمال مخروط 𝑃 و حقیقی باناخ فضای 𝑋 کنید فرض .([۲]) ۲ .۲ قضیه
باشد: برقرار زیر شرایط از یکی اگر باشد. ℎ۰ = 𝑢+ − 𝑢− و صعودی نگاشتی

و باشد محدب نگاشتی 𝑇 (الف)
𝑇𝑢+ ⪯ 𝑢+ − 𝜀ℎ۰, 𝑢− ⪯ 𝑇𝑢−,

است؛ ثابت 𝜀 ∈ (۰, ۱) آن در که
و باشد مقعر نگاشتی 𝑇 (ب)

𝑢− + 𝜀ℎ۰ ⪯ 𝑇𝑢−, 𝑇𝑢+ ≺ 𝑢+,
است؛ ثابت 𝜀 ∈ (۰, ۱) آن در که

،𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−۱(𝑛 = ۱, ۲, ...) {𝑥𝑛} بازگشتی دنباله و 𝑥۰ ∈ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 هر برای بعلاوه، دارد. 𝑥∗ ∈ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 یکتا ثابت نقطه 𝑇 آنگاه
داریم

‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ → ۰, (𝑛 → ∞),
‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤ 𝑀(۱ − 𝑟)𝑛 , (𝑛 = ۱, ۲, ...),

است. 𝑥۰ از مستقل و مثبت ثابتی 𝑀 آن در که
است. شده استفاده توپولوژیکی درون جای به نسبی جبری درونی نقطه از آن در که است [۴] مرجع در موجود ۱ قضیه یافته بهبود زیر قضیه

𝐾 = 𝑖𝑐𝑟(𝑃)∪{𝜃} کنید فرض همچنین و باشد ناتهی نسبی جبری درون با نرمال مخروطی 𝑃 و حقیقی باناخ فضای 𝑋 کنید فرض .۳ .۲ قضیه
دو از یکی و ℎ۰ = 𝑢+ − 𝑢− و صعودی 𝑇 ∶ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 ⟶ 𝑋 نگاشت اگر .𝑢− ≺𝑃 𝑢+ بە طوری که باشند موجود 𝑋 در 𝑢+ و 𝑢− نقاط و

باشد: برقرار زیر شرط
−𝑢؛ ⪯ 𝑇𝑢− ،𝑇𝑢+ ≺𝐾 𝑢+ و محدب 𝑇 (الف)

+𝑇𝑢؛ ≺ 𝑢+ ،𝑢− ⪯𝐾 𝑇𝑢− و مقعر 𝑇 (ب)
موجودند 𝑟 ∈ (۰, ۱) و 𝑀 > ۰ و است همگرا 𝑥∗ به 𝑇𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−۱ بازگشتی هردنباله بعلاوه، دارد. 𝑥∗ ∈ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 یکتا ثابت نقطه 𝑇 آنگاه

بە طوری که
‖𝑥𝑛 − 𝑥∗‖ ≤ 𝑀𝑟𝑛.

می باشند. نادرست شدە  داده آن ها به نیز بسیاری ارجاعات که [۴] در شده ارائه ثابت نقطه قضیه که می دهیم نشان نقض مثال ارائه با ابتدا ادامه در
می دهیم. ارائه آن برای درستی و جدید نسخه سپس

مقالات شدند. خطا دچار است [۵] از ۱ .۲ لم از تعمیمی که ،[۴] در ۱ قضیه اثبات در سوئدی ۲ اولینک و آلمانی ۱ کاستری کین ،۲۰۱۲ سال در
معادلات و کاربردی زمینە های در را نادرستی قضایای و داده ارجاع نادرست قضیه این به [۸ ،۶ ،۵] مراجع در موجود مقالات ازجمله زیادی

آوردە اند. بە دست دیفرانسیل
بە طوری که باشد 𝑃 مخروط با شده مرتب حقیقی باناخ فضای یک 𝐸 کنید فرض .([۴] (قضیه۱، ۴ .۲ قضیه

باشد؛ ناتهی درون دارای 𝑃 (الف)
باشد. مینی هیدرال و نرمال 𝑃 (ب)

𝑢− بە طوری که باشد صعودی و فشرده پیوسته، 𝑇 ∶ [𝑢−; 𝑢+]𝑜 ⟶ 𝐸 مقدار برداری نگاشت و 𝐸 در 𝑢− ≺≺ 𝑢+ نقاط کنید فرض همچنین
یعنی باشد، آن برای ضعیف جواب یک 𝑢+ و قوی جواب یک

𝑢+ ≺≺ 𝑇𝑢+ و 𝑇𝑢− ≺≺ 𝑢−.

1Kostrykin
2Oleynik
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آن در که دارد 𝑢∗ ∈ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 ثابت نقطه 𝑇 صورت این در
[𝑢−, 𝑢+]𝑜 = {𝑧 ∈ 𝐸 ∣ 𝑢− ⪯ 𝑧 ⪯ 𝑢+}.

با شده تعریف �̂� ∶ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 → 𝑋 عملگر برای کردە اند ادعا نویسندگان فوق قضیه اثبات در
�̂�𝑢 ∶= 𝑠𝑢𝑝{𝑖𝑛𝑓{𝑇𝑢, 𝑢+}, 𝑢−},

درست کلی حالت در موضوع این است. 𝑇 عملگر برای ثابت نقطه یک می کند صدق 𝑢− ≺ 𝑢∗ ≺ 𝑢+ شرط در که �̂� از 𝑢∗ ثابت نقطه هر
نیست. موجود کلی حالت در 𝑖𝑛𝑓{𝑇𝑢∗, 𝑢+} زیرا نیست،

با را 𝑇 ∶ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 ⟶ ℝ۲ نگاشت .𝑢− = (۰, ۰), 𝑢+ = (۱, ۱) و 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ۲ ∶ 𝑥, 𝑦 ≥ ۰} ،𝑋 = ℝ۲ کنید فرض .۵ .۲ مثال
می کنیم: تعریف زیر ضابطه

𝑇(𝑥, 𝑦) = ቊ ۷(𝑥, 𝑥) + (𝑥, 𝑦) + (−۱, −۳) 𝑦 ≤ 𝑥
۷(𝑦, 𝑦) + (𝑥, 𝑦) + (−۱, −۳) 𝑥 ≤ 𝑦.

𝑇 اما می کند، صدق ۴ .۲ قضیه فرضیات همه در 𝑇 و (۱, ۱) ،(۱, ۰) ،(۰, ۱) ،(۰, ۰) گوشە های با مربع(توپر) مساوی [𝑢−, 𝑢+]𝑜 است واضح
ندارد. ثابت نقطه

کنیم. ارائه را 𝑇 نگاشت فشردگی و مخروط مینی هیدرالی شرایط کاستن ضمن ۴ .۲ قضیه از درستی صورت می خواهیم حال
اگر .𝑢− ≺≺ 𝑢+ که باشند بە گونە ای 𝑋 در 𝑢+ و 𝑢− نقطه دو و ناتهی درون با منظم مخروطی 𝑃 نرم دار، فضایی 𝑋 کنید فرض .۶ .۲ قضیه
برقرار زیر مورد دو از یکی حداقل آنگاه ،𝑢+ ≺≺ 𝑇𝑢+ و 𝑇𝑢− ≺≺ 𝑢− که باشد بە گونە ای 𝑇 ∶ [𝑢−, 𝑢+]𝑜 ⟶ 𝑋 پیوسته و صعودی نگاشت

است:
و دارد [𝑢۰, 𝑣۰]𝑜 بازه در 𝑢∗ مینیمال ثابت نقطه و 𝑣∗ ماکسیمال ثابت نقطه 𝑇 که موجودند بە گونە ای 𝑣۰ ∈ (𝑢−, 𝑢+)𝑐 و 𝑢۰ عناصر (الف)

و (𝑛 = ۱, ۲, ۳, ...) 𝑣𝑛 = 𝑇𝑛𝑣۰, 𝑢𝑛 = 𝑇𝑛𝑢۰ که ،𝑣∗ = ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑣𝑛 ،𝑢∗ = ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑢𝑛

𝑢۰ ⪯ 𝑢۱ ⪯ ... ⪯ 𝑢𝑛 ⪯ ... ⪯ 𝑢∗ ⪯ 𝑣∗ ⪯ ... ⪯ 𝑣𝑛 ⪯ ... ⪯ 𝑣۱ ⪯ 𝑣۰. (۱)
𝑇𝑣∗ ⪯ 𝑣∗ = بعلاوه، .𝑢𝑛 ⪯ 𝑇𝑢𝑛 و 𝑇𝑣𝑛 ⪯ 𝑣𝑛 بە طوری که موجودند [𝑣𝑛−۱, 𝑢𝑛−۱]𝑐 بازه به متعلق 𝑣𝑛 و 𝑢𝑛 عناصر 𝑛 ∈ ℕ هر برای (ب)

و 𝑢∗ = ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑢𝑛 ⪯ 𝑇𝑢∗ و ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑣𝑛

𝑢− ⪯ 𝑣۰ ⪯ 𝑣۱ ⪯ ... ⪯ 𝑣𝑛 ⪯ ... ⪯ 𝑣∗ ⪯ 𝑢∗ ⪯ ... ⪯ 𝑢𝑛 ⪯ ... ⪯ 𝑢۱ ⪯ 𝑢۰ ⪯ 𝑢+.
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چکیده
می باشد. ثابت مقدار دارای راست به چپ سمت از قطر زیر هر آن در که توپلیتز یا ثابت قطر ماتریس یک جبرخطی در
ماتریس معکوس که می دهیم ارائه را الگوریتمی ما مقاله این در است. توپلیتز ماتریس های از نوعی توپلیتز دو ماتریس
بررسی را اصلی قطر به نسبت معکوس ماتریس درایە های رفتار سپس و می کند محاسبه را مختلط بلوکی توپلیتز دو

می کنیم.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

معکوس
توپلیتز دو ماتریس

بلوکی قطری ماتریس

مقدمه .۱
از نمونە ای می باشند. اصلی قطر پایین و بالا اصلی، قطر روی نظم دارای که هستند خاصی ماتریس های توپلیتز ماتریس های خطی جبر در
نویسندگانی که هستند توپلیتز دو بلوکی ماتریس های توپلیتز، بلوکی ماتریس های از نوعی هستند. بلوکی توپلیتز ماتریس های توپلیتز، ماتریس های
آورده بدست پترونیکا۳ و دافونسکا۲ توسط ماتریس ها این صریح و معکوس کارکردە اند ماتریس ها این ویژە ی مقادیر مقادیر روی گوور۱ چون
رفتار شرح و بیاوریم بدست توپلیتز بلوکی ماتریس های مانند را متلط توپلیتز دو بلوکی ماتریس های معکوس داریم سعی مقاله این در نیز ما شد.

می کنیم. بررسی را اصلی قطر به نسبت ماتریس ها این درایە های
می شود. تعریف زیر صورت به بلوکی مجزای شبه ماتریس .۱ .۱ تعریف

𝑇𝑗,𝑘 = ൞
𝑈𝑗𝑆𝑗−۱𝑆𝑗−۲ ⋯𝑆𝑘+۱𝑉𝑘 , 𝑘 < 𝑗 اگر
𝐷𝑗 , 𝑘 = 𝑗 اگر
𝑃𝑗𝑅𝑗+۱𝑅𝑗+۲ ⋯𝑅𝑘−۱𝑄𝑘 , 𝑘 > 𝑗 اگر

بلوک های ترتیب به ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 که طوری به هستند 𝑇 ماتریس از 𝑀 ×𝑀 مولدهای .{𝐷𝑗 , 𝑃𝑗 , 𝑄𝑗 , 𝑅𝑗 , 𝑆𝑗 , 𝑈𝑗 , 𝑉𝑗} که جایی
می باشند. ستونی و سطری

قطر پایین اصلی، قطر ترتیب به که طوری به 𝐴, 𝐵, 𝐶 بلوک سه دارای و است بلوکی مجزای شبه ماتریس های از خاصی نوع 𝑇 .۲ .۱ تعریف
.[۱۶] هستند اصلی

𝑇 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐴 𝐶 ۰ ⋯ ۰
𝐵 𝐴 𝐶 ⋯ ۰
۰ 𝐵 𝐴 ⋯ ۰
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۰ ۰ ۰ ⋯ 𝐴

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

∗سخنران
رضائیان) (فاطمه Rezaeianf@ymail.com الکترونیک: پست

1M.J.C. Gover (1994)
2C.M. Dafonseca (2001)
3J. Petroniko (2001)
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(𝑖, 𝑗) ≡ اگر و 𝑎𝑖𝑗 = ۰ آنگاه باشد |𝑖 − 𝑗| > ۱ اگر که جایی 𝐺𝑛 = [𝑎𝑖𝑗] با است برابر 𝑛 مرتبە ی توپلیتز دو ماتریس .۳ .۱ تعریف
که طوری به [۱۷] 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 آنگاه (𝑘, 𝑙)𝑚𝑜𝑑۲

𝐺 = 𝑡𝑟𝑖𝑑𝑖𝑎𝑔𝑛(𝑐۱ , 𝑎۱ , 𝑏۱; 𝑐۲ , 𝑎۲ , 𝑏۲) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎۱ 𝑏۱
𝑐۱ 𝑎۲ 𝑏۲

𝑐۲ 𝑎۱ 𝑏۱
𝑐۱ 𝑎۲ 𝑏۲

⋱ ⋱ ⋱ ⋱

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

توپلیتز دو بلوکی قطری سه ماتریس معکوس .۲
توپلیتز بلوکی ماتریس های مانند بلوکی مجزای شبه ماتریس های از نوعی نوع عنوان به را توپلیتز بلوکی قطری سه ماتریس های به بخش این در

بە طوری که: {Σ𝑗} و {Δ𝑗} دنبالە های تعریف با حال می آوریم.
Δ𝑗 = ൝۰, 𝑗 = ۱ اگر

𝑇𝑗,𝑗−۱(𝑇𝑗−۱,𝑗−۱ − Δ𝑗−۱)−۱𝑇𝑗−۱,𝑗 , ۱ < 𝑗 ≤ 𝑁 اگر (۱)

Σ𝑗 = ൝۰, 𝑗 = 𝑁 اگر
𝑇𝑗,𝑗+۱(𝑇𝑗+۱,𝑗+۱ − Δ𝑗+۱)−۱𝑇𝑗+۱,𝑗 , ۱ ≤ 𝑗 < 𝑁 اگر (۲)

هستند. 𝑇−۱ مولدهای {Σ𝑗} و {Δ𝑗} دنبالە های
هستند 𝑇 مولدهای دنبالە ها این باشد توپلیتز دو بلوکی قطری سه ماتریس یک 𝑇 اگر می گیریم، نظر در را {Σ𝑗} و {Δ𝑗} دنبالە های .۱ .۲ قضیه

صورت این در [۱۶]

𝑇−۱ = ቐ
(𝑇−۱)𝑗,𝑘 = ቂ∏𝑘−۱

𝑝=𝑗(Σ𝑝 − 𝑇𝑝,𝑝)−۱𝑇𝑝,𝑝−۱ቃ(𝑇𝑘,𝑘 − Δ𝑘 − Σ𝑗)−۱, 𝑗 ≥ 𝑘 اگر
(𝑇−۱)𝑗,𝑘 = ቂ∏𝑘−۱

𝑝=𝑗(Δ𝑝 − 𝑇𝑝,𝑝)−۱𝑇𝑝,𝑝+۱ቃ(𝑇𝑘,𝑘 − Δ𝑘 − Σ𝑘)−۱, 𝑗 ≤ 𝑘 اگر
باشد 𝑇 پایین بلوک 𝐿 می کنیم فرض 𝑇 برای [۱۹ ،۱] طبق اثبات.

𝑇 = (Δ + 𝐿)Δ−۱(Δ + 𝐿𝑇) = (Σ + 𝐿𝑇)Σ−۱(Σ + 𝐿)
بە طوری که هستند ماتریس بلوک های Σ و Δ که جایی

Δ۱ = 𝑇۱, Δ𝑖 = 𝑇𝑖 − 𝐵𝑇𝑖−۱Δ−۱
𝑖−۱𝐵𝑖−۱, Σ𝑁𝑦 = 𝑇𝑁𝑦 , Σ𝑖 = 𝑇𝑖 − 𝐵𝑖Σ−۱

𝑖+۱𝐵𝑇𝑖
شود: اشاره زیر صورت به می تواند  𝑇−۱ بلوکی ستون 𝑗امین

𝑇−۱
𝑗 =𝐵𝑇𝑗−۱Δ𝑗−۱ …𝐵𝑇۱ Δ۱Σ−۱۱ 𝐵۱ …Σ−۱

𝑗−۱𝐵𝑗−۱Σ−۱
𝑗 , 𝐿 = ۱, ۲, … , 𝑗 − ۱

𝑇−۱
𝑗−۱ =(𝐵−۱

𝑗−۱−۱Δ𝑗−۱−۱ …𝐵−۱۱ Δ۱)(Σ𝐵۱ …𝐵𝑗−۱Σ−۱
𝑗 ), 𝐿 = ۱, ۲, … , 𝑗 − ۱

𝑇−۱
𝑗+۱ =(𝐵−𝑇𝑗+𝐿Σ𝑗+𝐿+۱ …𝐵−𝑇𝑁𝑦−۱Σ𝑁𝑦)(Δ−۱

𝑁𝑦𝐵𝑁𝑦−۱ …Δ−۱
𝑗+۱𝐵𝑇𝑗 Δ−۱

𝑗 ), 𝐿 = ۱, ۲, … , 𝑁𝑦 − 𝑗

وقتی 𝑇𝑗,𝑘 = ۰ برای هستند. 𝑇 مولدهای Δ و Σ می شود. تعیین دوتوپلیتز بلوکی قطری سه ماتریس معکوس چولسکی تجزیە ی از استفاده با
بلوکی مجزای شبه بلوک ها این معکوس و می شوند انتخاب اصلی قطر پایین و بالا اصلی، قطر بلوک های از همگی 𝑇 مولدهای |𝑗 − 𝑘| > ۱ که

می شود. حاصل 𝑇−۱ مولدهای محاسبە ی از 𝑇 معکوس و هستند

هستند. یک مرتبە ی مولدهای (۲) و (۱) که جایی 𝐿Σ = ቆ ۰ 𝐶
−𝐵−۱ 𝐵−۱𝐴ቇ و 𝑈Δ = ቆ ۰ 𝐵

−𝐶−۱ 𝐶−۱𝐴ቇ کنید فرض .۲ .۲ لم
داشت: خواهیم باشد ۱ < 𝑗 ⩽ 𝑁 برای اثبات.

Δ𝑗 = 𝐵(𝐴 − Δ𝑗−۱)−۱𝐶 = 𝐵(𝐶−۱𝐴 − 𝐶−۱Δ𝑗−۱)−۱ = 𝑈Δ.Δ𝑗−۱

طور به است 𝑇−۱ مولدهای حاوی که Δ𝑗 دنبالە ی مولد 𝑈Δ وضوح به Δ𝑗 = 𝑈𝑗−𝑖
Δ .Δ۱ = 𝑈𝑗−𝑖

Δ ٫۰ لذا 𝑈Δ = ቆ ۰ 𝐵
−𝐶−۱ 𝐶−۱𝐴ቇ جایی که

را 𝑇−۱ از 𝑂(۱) مولدهای مولدها، این 𝐿Σ = ቆ ۰ 𝐶
−𝐵−۱ 𝐵−۱𝐴ቇ که جایی Σ𝑗 = 𝐿𝑁−𝑗Σ .𝑂 داریم، {Σ𝑗} دنبالە ی ۱ ⩽ 𝑗 < 𝑁 برای مشابه

می دهند. تشکیل
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توپلیتز دو بلوکی قطری سه ماتریس های معکوس عناصر رفتار بررسی .۳
می کنیم. بررسی را دارند کاهش و افزایش نوسان، وقتی اصلی قطر به نسبت را 𝑇−۱ عناصر رفتار ما بخش این در

داشت: خواهیم لذا |𝜆𝑈۱ | ≤ |𝜆𝑈۲ | ≤ ⋯ ≤ |𝜆𝑈۲𝑚| که طوری به باشد 𝑈Δ ویژه مقادیر {𝜆𝑈۱ , ⋯ , 𝜆𝑈۲𝑚} کنید فرض .۱ .۳ گزاره
(𝑇−۱)𝑗,𝑘((𝑇−۱)𝑗,𝑘)−۱ ≈ (𝑐−۱Δ∞ − 𝑐−۱𝐴)−۱.

اثبات.
(𝑇−۱)𝑗−۱,𝑘((𝑇−۱)𝑗,𝑘)−۱ =ቂ∏𝑘−۱

𝑀=𝑗−۱(Δ𝑀 − 𝐴)−۱𝑐ቃ (𝐴 − Δ𝑘 − Σ𝑘)−۱ × (Δ − Δ𝑘 − Σ𝑘) ቂ∏
′𝑗
𝑞=𝑘−۱ 𝑐−۱(Δ𝑞 − 𝐴)ቃ

= (Δ𝑗−۱ − 𝐴)−۱𝑐 = (𝑐−۱Δ𝑗−۱ − 𝑐−۱𝐴)−۱.

داشت خواهیم 𝑈Δ ویژە ی مقادیر با مرتبط Δ∞ سمت به {Δ𝑗} دنبالە ی همگرایی فرض با 𝑈Δ ویژە ی مقادیر به توجه با و
(𝑇−۱)𝑗−۱,𝑘((𝑇−۱)𝑗,𝑘)−۱ ≈ (𝑐−۱Δ∞ − 𝑐−۱𝐴)−۱.

قطر پایین بالا، بلوک اصلی، بلوک ترتیب به 𝐶 و 𝐵 ،𝐴 بە طوری که باشد مختلط توپلیتز دو بلوکی قطری سه ماتریس یک 𝑇 کنید فرض .۲ .۳ قضیه
باشد. Δ∞ ثابت نقطه همگرای دنبالە ی {Δ𝑗} می شود بزرگ  𝑗 وقتی کنید فرض باشد. * ۲ .۱ تعریف مانند بلوک ها این از کدام هر که باشند اصلی
|𝜆𝐿𝑚+𝑙| > ۱ و کند پیدا کاهش مثلثی بالا یا پایین قسمت در 𝑇−۱ اگر .Δ𝑗 ≈ Δ∞ آنگاه باشد 𝑗 > 𝑛 وقتی بە طوری که داریم را دلخواهی 𝑛 یک

بە طوری که: دارد وجود 𝑐𝑢 و 𝑐𝑙 .|𝜆𝑈𝑚+𝑙| > ۱  یا

‖(𝑇−۱)𝑗,𝑘| ⩽ ൝𝑐𝑙|𝜆
𝐿
𝑚+𝑙|−𝑗 اگر 𝑗 > 𝑘, 𝑗 > 𝑛

𝑐𝑢|𝜆𝐿𝑚+𝑙|−𝑘 اگر 𝑗 < 𝑘, 𝑘 > 𝑛.

است. مشابه اثبات دارای مثلثی بالا قسمت ،𝑗 ⩾ 𝑘 یعنی می گیریم نظر در را مثلثی پایین قسمت اثبات.

‖(𝑇−۱)𝑗,𝑘| ⩽ ቛ(Δ − Δ∞Σ𝑗)−۱ቛ‖[𝐵(Δ∞ − 𝐴)−۱]𝑗−𝑛‖.ቛ∏
′𝑘
𝑚=𝑛−۱ 𝐵(Δ𝑝 − 𝐴)−۱ቛ

است) قطر  ∧ .𝑃 ∧ 𝑃−۱) است. قطری 𝐵(Δ∞ − 𝐴)−۱

‖(𝑇−۱)𝑗,𝑘‖ ⩽ ቛ(𝐴 − Δ∞ − Σ𝑗)−۱ቛ.‖𝑃 ∧𝑗−𝑛 𝑃−۱‖.ቛ∏
′𝑘
𝑚=𝑛−۱ 𝐵(Δ𝑚 − 𝐴)−۱ቛ ⩽ 𝑐𝑙|𝜆𝐿𝑚+𝑙|−𝑗

برای
𝑐𝑙 = ቛ(𝐴 − Δ∞ − Σ𝑗)−۱ቛ.‖𝑃‖|𝜆𝐿𝑚+𝑙|𝑛‖𝑃−۱‖ቛ∏

′𝑘
𝑝=𝑛−۱ 𝐵(Δ𝑝 − 𝐴)−۱ቛ .

باشند. توپلیتز دو ماتریس مختلط بلوک های 𝑐۱, 𝑐۲ و 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑏۱, 𝑏۲, 𝑐۱, 𝑐۲ می کنیم فرض .۳ .۳ مثال

𝑎۱ = ቈ
۱ + ۴𝑖 ۲ + ۵𝑖 ۶

۴ ۵ ۱
۲ ۶ ۴, 𝑎۲ = ቈ

۳ + ۲𝑖 ۷ + ۱𝑖 ۸ + ۵𝑖
۵ ۲ ۷۷
۷ ۵ ۳ , 𝑏۱ = ቈ

۱۳ + 𝑖 ۷۷ + ۱۷𝑖 ۲۸ + ۲𝑖
۵۷ ۱۲ ۷
۷۱ ۲۵ ۲۳ 

𝑏۲ = ቈ
۷ + ۲𝑖 ۱۷ + ۱𝑖 ۴ + ۱𝑖

۷۵ ۱۲ ۳۷
۷۲ ۵۴ ۲۳ , 𝑐۱ = ቈ

۲۳ + ۲۲𝑖 ۱۷ + ۳𝑖 ۳ + ۲𝑖
۵۱ ۵۲ ۳۷
۷۲ ۵۱ ۲۳ , 𝑐۲ = ቈ

۱۳ + ۵𝑖 ۲ + ۳𝑖 ۸۲ + ۵۳𝑖
۲۵ ۳ ۵
۵۴ ۵۲ ۳۳ .

𝑇 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

۱ + ۳𝑖 ۲ + ۵𝑖 ۶ + ۰٫۰۰𝑖 ۱۳ + ۱𝑖 ۷۷ + ۱۷𝑖 ۲۸ + ۲𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖
۴ + ۰٫۰𝑖 ۵ + ۰٫۰𝑖 ۱ + ۰٫۰𝑖 ۵۷ + ۰٫۰𝑖 ۱۲ + ۰٫۰𝑖 ۷ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖
۲ + ۰٫۰𝑖 ۶ + ۰٫۰𝑖 ۴ + ۰٫۰𝑖 ۷۱ + ۰٫۰𝑖 ۲۵ + ۰٫۰𝑖 ۲۳ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖
۲۳ + ۲۲𝑖 ۱۷ + ۳𝑖 ۳ + ۲𝑖 ۳ + ۲𝑖 ۷ + ۱𝑖 ۸ + ۵𝑖 ۷ + ۲𝑖 ۱۷ + ۱𝑖 ۴ + ۱𝑖
۵۱ + ۰٫۰𝑖 ۵۲ + ۰٫۰𝑖 ۳۷ + ۰٫۰𝑖 ۵ + ۰٫۰𝑖 ۲ + ۰٫۰𝑖 ۷۷ + ۰٫۰𝑖 ۷۵ + ۰٫۰𝑖 ۱۲ + ۰٫۰𝑖 ۳۷ + ۰٫۰𝑖
۷۲ + ۰٫۰𝑖 ۵۱ + ۰٫۰𝑖 ۲۳ + ۰٫۰𝑖 ۷ + ۰٫۰𝑖 ۵ + ۰٫۰𝑖 ۳ + ۰٫۰𝑖 ۷۲ + ۰٫۰𝑖 ۵۴ + ۰٫۰𝑖 ۲۳ + ۰٫۰𝑖
۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۱۳ + ۵𝑖 ۲ + ۱۳𝑖 ۸۲ + ۵۳𝑖 ۱ + ۳𝑖 ۲ + ۵𝑖 ۶ + ۰٫۰𝑖
۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۲۵ + ۰٫۰𝑖 ۳ + ۰٫۰𝑖 ۵ + ۰٫۰𝑖 ۴ + ۰٫۰𝑖 ۵ + ۰٫۰𝑖 ۱ + ۰٫۰𝑖
۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۵۴ + ۰٫۰𝑖 ۵۲ + ۰٫۰𝑖 ۳۳ + ۰٫۰𝑖 ۲ + ۰٫۰𝑖 ۶ + ۰٫۰𝑖 ۴ + ۰٫۰𝑖

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, Σ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

۰٫۰ + ۰٫۰𝑖
۱۵ + ۰٫۰𝑖

۰٫۰۱۴۱ + ۰٫۰𝑖
۰٫۳۵ − ۰٫۰۵𝑖
۰٫۰۲۱۶ + ۰٫۰𝑖

۰٫۳۳۴۷ − ۰٫۲۶۸۱𝑖
۰٫۰۵۵۲ − ۰٫۱۳۷۹𝑖

۱٫۵ + ۰٫۰𝑖
۰٫۰ + ۰٫۰𝑖

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Δ = ൣ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۴۸ − ۰٫۴۵۰۱𝑖 ۰٫۱۰۱۲ − ۰٫۴۰۹۸𝑖 ۰٫۱۰۱۲ − ۰٫۴۰۹۸𝑖൧ .

𝑇−۱ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۱٫۱۹۵۱ + ۰٫۲۸۶۵𝑖 ۰٫۶۸۸۹ + ۰٫۰۴۷𝑖 ۰٫۳۲۹۱ + ۰٫۱۸۹۷𝑖 ۰٫۳۶۳۰ − ۰٫۰۱۱۰𝑖 ۰٫۴۷۶۵ + ۰٫۰۰۱۷𝑖 ۰٫۲۲ + ۰٫۱۰۶۸𝑖 ۱٫۲۶۴۵ + ۰٫۳۰۰۷𝑖 ۰٫۷۱۱۶ + ۰٫۰۴۹۸𝑖
۰٫۱۵۳۲ + ۰٫۱۰۲۷𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰۹۲۹ + ۰٫۰۱۰۶𝑖 ۰٫۰۴۳۳ + ۰٫۰۲۷۷𝑖 ۰٫۰۴۹۲ + ۰٫۰۰۰۸𝑖 ۰٫۰۶۴۵ + ۰٫۰۰۳۲𝑖 ۰٫۰۲۹۱ + ۰٫۰۱۵۸𝑖 ۰٫۱۶۶۷ + ۰٫۰۴۶۶𝑖 ۰٫۰۹۴۵ + ۰٫۰۰۱۰۴𝑖
۰٫۲۰۱۸ + ۰٫۱۳۵۲𝑖 ۱٫۱۳۶۵ + ۰٫۴۴۵۷𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۳٫۹۲۴۳ + ۲٫۳۷۹۴𝑖 ۴٫۳۸۷۶ − ۰٫۰۳۶۱𝑖 ۵٫۷۵۵۱ + ۰٫۱۴۷۹𝑖 ۲٫۶۲۸۳ + ۱٫۳۴۸۷𝑖 ۱۴٫۹۲۹ + ۳٫۸۳۶۲𝑖 ۸٫۴۲۷۳ + ۰٫۷۴۲۵𝑖
۰٫۱۵۰۷ + ۰٫۰۸۶۳𝑖 ۰٫۸۳۲۹ + ۰٫۲۶۰۶𝑖 ۰٫۴۸۵۸ + ۰٫۰۶۶۶𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۴۰۳۹ − ۰٫۲𝑖 ۰٫۵۳۸۶ − ۰٫۲۴۴۳𝑖 ۰٫۳۰۳۴ + ۰٫۰۰۶۹𝑖 ۱٫۵۶۶۱ − ۰٫۳۱۰𝑖 ۰٫۸۲۰۴ − ۰٫۳۰۷۹𝑖
۰٫۳۳۸۸ + ۰٫۲۲۷۰𝑖 ۱٫۹۰۸۲ + ۰٫۷۴۸۲𝑖 ۱٫۱۲۷۱ + ۰٫۲۳۶۲𝑖 ۰٫۵ + ۰٫۳۸۹۱𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۱۲٫۶۴۵۴ − ۱٫۲۲𝑖 ۶٫۱۱۹۳ + ۲٫۲۴۷۷𝑖 ۳۳٫۳۸۸۸ + ۴٫۸۳۱۰𝑖 ۱۸٫۵۱۲۶ − ۰٫۳۶۹۳𝑖
۰٫۲۶۵۷ + ۰٫۱۴۱۸𝑖 ۱٫۴۵۷۵ + ۰٫۴۰۸۸𝑖 ۰٫۸۴۵۷ + ۰٫۰۹۰۳𝑖 ۰٫۳۹۶۲ + ۰٫۲۴۹۰𝑖 ۰٫۴۴۷۴ + ۰٫۰۰۳۵𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۳٫۶۵۱۰ + ۱٫۶۹۱۷𝑖 ۲۰٫۴۴۵۵ + ۴٫۴۸۲۲𝑖 ۱۱٫۴۷۲۴ + ۰٫۵۹۹𝑖
۴٫۷۷۶۴ − ۰٫۵۴۷۳𝑖 ۲۲٫۸۵۲۳ − ۷٫۸۴۹𝑖 ۱۱٫۹۲۷۲ − ۶٫۴۸۴۳𝑖 ۷٫۴۶۱۹ − ۰٫۳۲۲۲𝑖 ۵٫۹۰۷۹ − ۴٫۰۱۱۰𝑖 ۷٫۹۲۵۶ − ۴٫۹۹۶۷𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۱٫۲۶۴۵ + ۰٫۳۰۰۷𝑖 ۰٫۷۱۱۶ + ۰٫۰۴۹۸𝑖
۰٫۱۵۳۲ + ۰٫۱۰۲۷𝑖 ۰٫۸۶۲۹ + ۰٫۳۳۸۴𝑖 ۰٫۵۰۹۷ + ۰٫۱۰۶۸𝑖 ۰٫۲۲۶۱ + ۰٫۱۷۶۰𝑖 ۰٫۲۷۲۳ + ۰٫۰۲۹۶𝑖 ۰٫۳۵۵۸ + ۰٫۰۵۰۹𝑖 ۰٫۱۵۳۲ + ۰٫۱۰۲۷𝑖 ۰٫۰ + ۰٫۰𝑖 ۰٫۰۹۴۵ + ۰٫۰۱۰۴𝑖
۰٫۲۰۱۱ + ۰٫۱۳۴۸𝑖 ۱٫۱۳۲۵ + ۰٫۴۴۴۱𝑖 ۰٫۶۶۹۰ + ۰٫۱۴۲۰𝑖 ۰٫۲۹۶۷ + ۰٫۲۳۱۰𝑖 ۰٫۳۵۷۴ + ۰٫۰۳۸۸𝑖 ۰٫۴۶۷۰ + ۰٫۰۶۶۸𝑖 ۰٫۲۰۱۱ + ۰٫۱۳۴۸𝑖 ۱٫۱۹۶۵ + ۰٫۴۴۵۲𝑖 ۰٫۶۸۷۷ + ۰٫۱۳۴۱𝑖

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

داریم: 𝑈Δ و 𝐿Σ از ویژه مقادیر محاسبە ی با
𝜆𝐿 = ۱٫۷۰, 𝜆𝑈 = ۱.

اصلی قطر به نسبت 𝑇 ماتریس معکوس رفتار :۱ شکل

متلب با آن مقایسە ی و ۱ .۲ قضیە ی روش انجام زمان و دقت :۱ جدول
n متلب محاسبە ی زمان ۱ .۲ قضیه روش محاسبە ی زمان ۱ .۲ قضیه روش دقت
۱۰ ۰٫۰۶۸۲ ۰٫۰۴۵۷ ۵٫۷۷۶۶
۱۰۰ ۴٫۰۱۸۸ ۰٫۰۸۱۹ ۱۰٫۰۰۱۹
۵۰۰۰ ۱۸٫۰۰۱۲ ۲٫۲۵۴۱ ۱٫۰۲۵۴۱

نتیجه
به توپلیتز دو بلوکی قطری سه ماتریس معکوس درایە های رفتار باشند 𝐿Σ و 𝑈Δ ویژه مقادیر ترتیب به {𝜆𝐿۱ , ⋯ , 𝜆𝐿۲𝑀} و {𝜆𝑈۱ , ⋯ , 𝜆𝑈۲𝑚} اگر

است. ذیل شرح
کاهش اصلی قطر به نسبت دو هر مثلثی پایین و مثلثی بالا عناصر آنگاه باشند یک از بیشتر هردو مثلثی پایین و مثلثی بالا ویژه مقادیر اگر الف⁃

می یابند.
اصلی قطر به نسبت مثلثی پایین و مثلثی بالا عناصر آنگاه باشند یک از بیشتر و یک برابر ترتیب به مثلثی پایین و مثلثی بالا ویژه مقادیر اگر ب⁃

می یابند. نوسان و افزایش ترتیب به
قطر به نسبت مثلثی پایین و مثلثی بالا عناصر آنگاه باشند یک از بیشتر و یک از کمتر ترتیب به مثلثی پایین و مثلثی بالا ویژه مقادیر اگر ج⁃

می یابند. افزایش و کاهش ترتیب به اصلی
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قطر به نسبت مثلثی پایین و مثلثی بالا عناصر آنگاه باشند یک با برابر و یک از بیشتر ترتیب به مثلثی پایین و مثلثی بالا ویژه مقادیر اگر د⁃
می یابند. کاهش و نوسان ترتیب به اصلی

نوسان دو هر اصلی قطر به نسبت مثلثی پایین و مثلثی بالا عناصر آنگاه باشند یک با برابر دو هر مثلثی پایین و مثلثی بالا ویژه مقادیر اگر ه⁃
می یابند.

قطر به نسبت مثلثی پایین و مثلثی بالا عناصر آنگاه باشند یک از کمتر و یک از بیشتر ترتیب به مثلثی پایین و مثلثی بالا ویژه مقادیر اگر و⁃
می یابند. کاهش و افزایش ترتیب به اصلی
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چکیده
از که جواب هایی می شوند. مدلسازی ریاضی معادلات صورت به مهندسی علوم در فیزیکی مدل های از بسیاری
این دقیق جواب های موارد اکثر در می دهد. نشان را مدل ها این رفتار درستی می آید، بدست معادلات گونه این حل
مطرح مسائل این تقریبی حل برای مختلفی عددی روش های اخیر سال های در بنابراین نمی باشد، محاسبه قابل مدل ها
جواب های آوردن بدست برای شعاعی پایە ای توابع از استفاده با عصبی شبکە های الگوریتم از مقاله این در شدە اند.

می نمائیم. استفاده استوانە ای کانال یک در الکتروهیدرودینامیک جریان معادله تقریبی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
عصبی شبکە های

شعاعی پایە ای توابع
الکتروهیدرودینامیک جریان

استوانە ای کانال

مقدمه .۱
ریاضی زمان به را تغییرات معادلات این زیرا یافت می توان اجتماعی تجربی، ریاضی، علوم مختلف زمینە های در را دیفرانسیل معادلات ردپای
دینامیکی پدیدە های بیان برای می توان آنها از می خورند پیوند یکدیگر به دیفرانسیل ها و مشتقات توابع، معادلات این در که آنجا از می کنند. بازگو

گرفت. بهره تحول و تغییر و
ساخته برون نام به اصلی عناصر از مغز کرد اعلام سگال که ۱۹۱۱ سال در است، پیچیده کاملا́ و موازی صورت به مغز و اطلاعات گزارش اساساً
سرعت ولی ریزپردازنده یک پیچیدگی به است آلی مواد از اجتماعی نرون هر گرفت. بالا مغز فعالیت های تحلیل و تجزیه روی بر کار شده

نیست. برابر ریزپردازنده یک با آن محاسباتی
.[۱ و ۲] می آیند وجود به حیات مسیر طول در آنها از بعضی و می شوند ساخته تولد هنگام در نرون ها از بعضی

عصبی شبکه مدل سازی .۲
در قدرتمند و کارا ابزاری عنوان به و گرفتند شکل زیستی عصبی سیستم از الهام با که هستند محاسباتی ساختارهای مصنوعی عصبی شبکە های
مرزی شرایط با (۲ .۱) دیفرانسیل معادلات مساله حل و مدل بندی برای عصبی شبکه ایدە ی از بخش این در می شوند. شناخته تقریب نظریه

[۳ ، ۴ ، ۵] کرد. خواهیم استفاده (۲ .۲)

𝐹 ൫𝑦, 𝑦′, 𝑦″, … 𝑦(𝑛)൯ = ۰ (۲ .۱)
𝑦(𝑖) (۰) = 𝑦۰,𝑖 , 𝑖 = ۰, ۱, … , 𝑛 − ۱. (۲ .۲)

∗سخنران
پور) علی محسن ) m.alipour@nit.ac.ir m.alipour2323@gmail.com, الکترونیک: پست
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می کنیم. پیشنهاد زیر صورت به 𝑓(𝛾) دیفرانسیل معادله مجهول جواب برای تقریب یک کلی حالت در منظور بدین

𝑓 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
𝛿𝑖𝑔 (𝑤𝑖𝛾 + 𝛽𝑖) , (۲ .۳)

می باشد. هموار کافی اندازه به و فعال سازی پایه تابع 𝑔 نرون ها، تعداد نشان دهنده 𝑁 رابطه در که طوری به
نشان گونه این که می نامند عصبی شبکه وزن های پارامترها این مجموعە ی به می باشد کران دار و حقیقی مقادیر با سازگار پارامترهای 𝛽,𝑤, 𝛿

می دهیم.
𝑊 = (𝛿۱, 𝛿۲, … , 𝛿𝑁 , 𝑤۱, 𝑤۲, … , 𝑤𝑁 , 𝛽۱, 𝛽۲, … , 𝛽𝑁)

𝑓(𝑛)(𝛾) یعنی آن مشتقات n مقدار هر ازای به که می شود مشاهده (۲ .۳) پیشنهادی تقریبی فرم به توجه با
می شوند: محاسبه زیر صورت به

𝑓(𝑛)(𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
𝛿𝑖𝑔(𝑛) (𝑤𝑖𝛾 + 𝛽𝑖) (۲ .۴)

می شوند تعریف زیر صورت به که 𝑔𝑟𝑏 شعاعی پایە ای و 𝑔𝑙 لگاریتمی ،𝑔𝑡 تانژانتی سیگموئد فعال سازی تابع عنوان به را 𝑔 ،(۲ .۴) رابطه در که
شود. گرفته کار به می تواند

𝑔𝑡 =
۲

۱ + 𝑒−۲𝑡 − ۱, (۲ .۵)
𝑔𝑙 (𝑡) =

۱
۱ + 𝑒−𝑡 , (۲ .۶)

𝑔𝑟𝑏 (𝑡) = 𝑒−𝑡۲
. (۲ .۷)

خواهد استفاده (۲ .۲) مرزی شرایط با (۲ .۱) دیفرانسیل معادله جواب تقریب برای فعال ساز توابع از استفاده با و عصبی شبکە های ایده از ادامه در
شد.

... و دوم و اول مرتبه مشتقات محاسبات به نیاز عددی روند در (۲ .۱) دیفرانسیل معادله فرمول بندی به توجه با می شود مشاهده که گونه همان
شد. خواهند ارائه نظر، مورد فعال ساز توابع از یک هر به متناظر مشتقات این مقادیر زیر روابط در منظور بدین می باشد. 𝑓(𝛾) تقریبی تابع از

تانژانتی: سیگموئد فعال سازی تابع برای

𝑓𝑡 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
𝛿𝑖 ൬

۲
۱ + 𝑒−۲(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖) − ۱൰ (۲ .۸)

𝑓′𝑡 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
۴𝛿𝑖𝑤𝑖 ቆ

𝑒−۲(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖)

۱ + 𝑒−۲(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖)۲ ቇ

صورت. همین به بالاتر مشتقات و
داریم: لگاریتمی سیگموئد فعال سازی تابع برای

𝑓𝑙 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
𝛿𝑖

۱
۱ + 𝑒−(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖) , (۲ .۹)

𝑓′𝑙 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
𝛿𝑖𝑤𝑖

𝑒−(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖)

൫۱ + 𝑒−(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖)൯۲ , (۱)

صورت. همین به بالاتر مشتقات و
داریم: شعاعی پایە ای فعال سازی تابع برای نهایت در و

𝑓𝑟𝑏 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
𝛿𝑖𝑒−(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖)۲ , (۲ .۱۰)

𝑓′𝑟𝑏 (𝛾) =
𝑁

𝑖=۱
− ۲ (𝑤𝑖𝛾 + 𝛽𝑖)𝑤𝑖𝛿𝑖𝑒−(𝑤𝑖𝛾+𝛽𝑖)۲ , (۲)
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تقریب های از یک هر در شده ظاهر وزن های مجهول مقادیر عصبی شبکە های بر مبتنی عددی الگوریتم های به توجه با که می شود تلاش ادامه در
معادله کلی فرم در باید پیشنهادی جواب تابع آن در که می شود استفاده پیشنهادی جواب آزمون ایده از منظور بدین می شوند. محاسبه 𝑓(𝛾)
این شود (توجه باشد معادله اصلی جواب از تقریبی 𝑓(𝛾) کنیم فرض اگر حال کند. صدق (۲ .۲) مرزی شرایط همچنین و (۲ .۱) دیفرانسیل

می شود: نتیجه (۲ .۱) معادله در آن جایگذاری با لذا باشد) (۲ .۱۰) – (۲ .۸) روابط در شده ارائه پیشنهادهای از یک هر می تواند تابع
𝐹 ൫𝑦, 𝑦′, 𝑦″, … 𝑦(𝑛)൯ = 𝑅𝑒𝑠(𝛾) (۲ .۱۱)

تابع مقادیر این ازای به که است پیشنهادی تابع در مجهول وزن های ضرایب محاسبه ما هدف می شود. نامیده مانده تابع 𝑅𝑒𝑠(𝛾) تابع آن در که
تابع دو نرم که شود محاسبه چنان مجهول وزن های ضرایب که است آن بر تلاش عصبی شبکە های ایده در برسد. خود مقدار حداقل به مانده

مقدار، یعنی 𝑅𝑒𝑠(𝛾)

หห𝑅𝑒𝑠(𝛾)หห۲ = ቆන
𝜔
ห𝑅𝑒𝑠(𝛾)ห۲ 𝑑𝛾ቇ

۱
۲

یک به تبدیل دیفرانسیل معادله حل مسئله صورت این در که کند. صدق (۲ .۲) مرزی شرایط در 𝑓(𝛾) پیشنهادی تابع همچنین و شده مینیم
کاهش منظور به بوده، دشوار پیوسته بهینە سازی مسائل روی بر کار و است پیوسته بهینە سازی مسئله که این به توجه با می شود بهینە سازی مسئله
بهینه جواب به شده گسستە سازی مسئله حل برای عددی روش های از بعد و می کنیم استفاده گسستە سازی فرآیند یک از محاسباتی پیچیدگی
با و یکنواخت بازە های زیر k به 𝜔 = [۰, ۱] جواب دامنه فرضاً ابتدا نظر مورد بهسازی مسئله گسستە سازی مسئله حل برای حال می  رسیم.
[۰, ۱] بازه 𝛾𝑖}در = 𝑖ℎ, 𝑖 = ۰, … , 𝑘} یکنواخت نقاط مجموعه یک گونه این و ℎ = ۱

𝑘 که طوری به می کنیم افراز h مساوی گام های طول
می شود: گسستە سازی زیر صورت หห𝑅𝑒𝑠(𝛾)หห۲به مقدار اکنون می شود. تولید

ฮ𝑅𝑒𝑠(𝛾)ฮ۲ ≈ ቈ ۱
𝐾 + ۱

𝐾

𝑖=۰
ቆ𝐹ቀ𝑓𝑖 , 𝑓𝑖

′
, 𝑓𝑖

″
, … , 𝑓𝑖(𝑛)ቁ

۲
ቇ

۱
۲
,

از برساند. حداقل به را فوق شده گسستە سازی نرم مقدار که است گونە ای به 𝑓 تقریبی تابع یافتن ما هدف 𝑓𝑖 = 𝑓(𝛾𝑖) آن در که طوری به
می کنیم. تعریف زیر صورت به (۲ .۲) مرزی شرایط با متناظر رابطه طرفی

𝜀۲ =
۱
𝑛 ቈ

𝑛−۱
𝑖=۰

൫𝑦(𝑖)(۰)−𝑦۰,𝑖൯
۲ .

ارائه زیر صورت به مجذور خطاهای میانگین مجموع صورت به و کلی کنترل کننده خطای تابع یک عصبی شبکە ی الگوریتم ایده به توجه با
می شود:

𝜀 = 𝜀۱ + 𝜀۲,
بطوریکه

𝜀۱ =
۱

𝐾 + ۱
𝐾

𝑖=۰
𝐹 ቀ𝑓𝑖 , 𝑓𝑖

′
, 𝑓𝑖

″
, … , 𝑓𝑖(𝑛)ቁ

۲
.

استوانە ای کانال یک در الکتروهیدرودینامیک جریان عددی بررسی .۳
الکتریکی میدان اثرات اخیر، سال های در کردە اند. جلب خود به را زیادی توجه مهندسی و صنعتی فرآیند چندین در الکترونیکی مایعات سیستم های
اغلب هیدرودینامیک و الکتروهیدرودینامیک تعامل است. گرفته قرار بررسی مورد جدید فرایندهای توسعه برای نظری دیدگاه از مایعات روی بر
مایعات در را نقل و حمل پدیدە های (EⅮH) الکتروهیدرودینامیک سیال یک که زمانی و می شود نامیده (EHⅮ) الکتروهیدرودینامیک عنوان به

می کند. کنترل جریان
[۶] جوهرافشان ها و پمپ ها مانند صنایع، و شیمی مهندسی زمینە های از بسیاری در (EHⅮ) جریان

جریان الکتریکی میدان یا متناوب اتصال یک با کلوئیدی ذرات جهت گیری [۸] تکنولوژی نانو فناوری [۷] الکترواستاتیک رسوب دهندە های
میکروالکترونیک حرارتی کنترل ،[۱۱] الکتریک دی پمپ طراحی ،[۱۰] ⅯEⅯS دستگاە های ،[۹] می شود اعمال رابطه یک معمول طور به که مستقیم
ناحیه مقادیر تنظیم و [۱۴] الکترواستاتیکی رسوب گزاران ،[۱۳] فلزی هموار میکروالکترودهای طراحی ،[۱۲] الکتروپوپ پمپ های از استفاده با
شعاعی یا عرضی الکتریکی میدان های ،[۱۶] دیفرتور توکاماک راکتورهای در یون جریان ،[۱۵] پزشکی پودر پردازش در نیکل ذرات گرانول
،[۱۹] کوچک مقیاس در دریایی نیروی ،[۱۸] حرکتی مکانیکی بخش هیچ بدون دیو مایکرو ذرات تکه ،[۱۷] احتراق کنترل های جمله از
مایع اتمیزاسیون ،[۲۱] الکترودها نزدیکی در کلوئیدی ذرات انفجاری و توده رفتار الکترومغناطیسی کنترل ،[۲۰] الکترولیوژیک هوشمند مایعات



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ پور علی م. ستاوند، س. ۲۸

در مرزی لایه کنترل ،[۲۲] مخروطی الکتروهیدرودینامیکی جت های از استفاده با الکترواسپری
.[۲۳] شده یونیز هیپرسیونیکی جریان های

استوانە ای حلقه یک در الکتروهیدرودینامیک یون نفوذ جریان در ریاضیات جایگزینی به بخش این در
می پردازیم. دایرە ای

جایی کنیم انتخاب را (r،z) محوری مختصات سیم با دهید اجازه است. شده گرفته [۲۴ ، ۲۵] از که می دهیم ارائه را حاکم معادلات از خلاصە ای
است. محوری مختص z و است شعاعی هماهنگی r که

بدنه در یافته توسعه کاملا́ جریان یک در ،[۱۶] 𝑧 = 𝐿 𝑧و = ۰ صفحات عایق روی دیوار یک دارای a شعاع از دایرە ای استوانە ای کانال یک
تراکم می کند. تولید سیلندر طول در را →

𝐸۰ الکتریکی میدان یک ، V ولتاژ است. شده داده نشان ۱ شکل در که بگیرید نظر در را شده کشیده یون
آورد: بدست زیر صورت به می توان را است الکتریک دی مایع محفظه شده یونیز ذرات از نوعی تنها اینکه فرض با ، 𝑗 جاری

→
𝑗 = 𝜌𝑓 ቆ𝑘

→
𝐸۰ +

→𝜐ቇ , (۱ .۳)

تراکم [۲۵] همکاران و ⅿaⅽkee یافته توسعه کامل حل راه یک برای است. یون تحرک 𝑘 و است سیالات یونی آزاد شارژ چگالی 𝜌𝑓 بطوریکه
دادند: کاهش زیر فرم در سرعت برای را یافته تعمیم بردارهای و آزاد شارژ تراکم همانند را جریان

→
𝑗 = (۰, ۰, 𝑗 (𝑟)) , →𝜐 = (۰, ۰, 𝑤 (𝑟)) , 𝜌𝑓 = 𝜌 (𝑟) , (۲ .۳)

است. ثابت 𝜕𝑝𝜕𝑧 فشار گرادیان که حالی در
می یابد:[۲۵] کاهش زیر معمولی دیفرانسیل معادله به Navier−stokes معادله (۲ .۳) از استفاده با

𝜕𝑝
𝜕𝑧 = 𝜌𝑓𝐸۰ +

𝜇
𝑟
𝑑
𝑑𝑟 ቆ𝑟

𝑑𝑤
𝑑𝑟 ቇ , (۳ .۳)

اتصال که دارد وجود Ⅼ طول و u سرعت مقیاس یک برای مختلف زمانی مقیاس دو است. الکتریک دی مایع پویا وسیکوزیته یک 𝜇 که جایی
می کند: تعریف زیر صورت به را یون و سیال بین

𝑡𝑐 =
𝜀۰
𝐾𝜌۰

, 𝑡𝑓 =
𝐿
𝑈 , (۴ .۳)

می باشد. مایع حمل زمان 𝑡𝑓 و یون ها برای شارژ آرامش زمان 𝑡𝑐 ورودی، صفحه در شارژ چگالی 𝜌۰ آزاد، فضای ثابت ۰𝜀 بطوریکه
می کند. تعیین را 𝜌𝑓 مایع انتقال نسبت، این بزرگ مقادیر برای می باشد. الکتریکی رینولدز عدد 𝑡𝑓 مایع حمل زمان به 𝑡𝑐 شارژ آرامش زمان نسبت

شود: ارزیابی زیر بصورت می تواند شارژ چگالی (۱ .۳) معادله از ،𝑗 (𝑧 = ۰) = 𝑗۰ که کنید فرض

𝜌𝑓 (𝑟) =
𝑗۰

𝐾𝐸۰ +𝑤(𝑟) . (۵ .۳)

می آوریم:[۲۵] بدست را زیر غیرخطی دیفرانسیل معادله ،(۳ .۳) تا (۵ .۳) ادغام با (r)w، یافته توسعه کامل طور به مایع سرعت تعیین برای
𝛿𝑝
𝛿𝑧 = 𝑗𝑜𝐸𝑜

𝐾𝐸𝑜 +𝑤 + 𝜇
𝑟
𝑑
𝑑𝑟 ቈ𝑟

𝑑𝑤
𝑑𝑟  . (۶ .۳)

است: شده مشخص زیر شرح به کانال دیوار و مرکز در که همانطور سرعت گرادیان و سرعت گرفتن نظر در با مرزی شرایط
𝑑𝑤
𝑑𝑟 ቤ𝑟=۰

= ۰, 𝑤 (𝑎) = ۰, (۷ .۳)

تبدیل های از استفاده با است. کراندار و متقارن 𝑟 = اطراف۰ در 𝑤(𝑟) سیال سرعت که است ذکر به لازم
نوشت: می توان 𝑤∗ = − 𝑤

𝐾𝐸۰𝛼
, 𝑟∗ = 𝑟

𝑎

𝑑۲𝑤∗
𝑑𝑟∗۲ + ۱

𝑟∗
𝑑𝑤∗
𝑑𝑟∗ + 𝐻𝑎۲ ۱ − 𝑤∗

۱ − 𝛼𝑤∗൨ = ۰, (۸ .۳)
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[۲۶] استوانە ای کانال یک در دینامیک الکتروهیدرو جریان :۱ شکل

است. الکتریکی هارتمن اندازه 𝐻𝑎 = ට 𝑗𝑜𝑎۲
𝜇𝐾۲𝐸𝑜 و غیرخطی اندازه 𝛼 = 𝑘

𝑗۰
𝛿𝑝
𝜕𝑧 − ۱ بطوریکه

𝑑𝑤∗

𝑑𝑟∗ ቤ𝑟∗=۰
= ۰, 𝑤 (۱) = ۰, (۹ .۳)

استفاده (۹ .۳) مرزی شرایط با (۸ .۳) مرزی مقدار مسئله حل برای شعاعی پایه فعالیت تابع از استفاده با عصبی شبکه روش از بخش این در
کنیم: می بازنویسی زیر صورت به را (۹ .۳) و (۸ .۳) معادلات w*=w فرض با می کنیم.

൝(۱ − 𝛼𝑤(𝑟))[(𝑟𝑤″(𝑟) + 𝑤′(𝑟)] + 𝑟𝐻𝑎۲[۱ − (𝛼 + ۱)𝑤(𝑟)] = ۰, ۰ < 𝑟 < ۱,
𝑤′(۰) = ۰, 𝑤(۱) = ۰. (۱۰ .۳)

می دهیم: ارائه زیر صورت به (۱۰ .۳) مسئله جواب از تقریب یک لذا گیریم، می نظر در را نرون ۱۰N= انتخاب با عصبی شبکه مدل یک ابتدا در

𝑓 (𝑟) =
۱۰
𝑖=۱

𝛿𝑖𝑔𝑟𝑏 (𝑤𝑖𝑟 + 𝛽𝑖) ,

صورت به را 𝜀 شده گسستە سازی ارزیاب تابع و کرده افراز مساوی قسمت ۱۰k= به را 𝑡 ∈ [۰, جواب[۱ دامنه هدف، تابع تولید برای طرفی از
می کنیم: محاسبه زیر

𝜀 = ۱
۱۱

۱۰
𝑖=۰

ቀ𝑟𝑖 (۱ − 𝛼𝑓 (𝑟𝑖)) 𝑓″ (𝑟𝑖) + (۱ − 𝛼𝑓 (𝑟𝑖)) 𝑓′ (𝑟𝑖) + 𝑟𝑖𝐻۲ (۱ − (𝛼 + ۱) 𝑓 (𝑟𝑖))۲ቁ

+ ۱
۲ ቀ(𝑓 (۱) − ۰)۲ + (𝑓′ (۰)−۰)۲ቁ

.ℎ = ۱
۱۰ برای 𝑟𝑖 = 𝑖ℎ بطوریکه

محاسبه درونی نقطه روش از استفاده با که است (𝛿, 𝑤, 𝛽) وزن های بردار یا مجهول پارامتر ۳۰ دارای فوق شده بهینە سازی مسئله وضوح به
است. شده داده نشان ۳ و ۲ های شکل و ۱ جدول در نتایج و شده

𝜀 = ۷٫۹۷۸۱۵۹۸۲۳۱۷۱۶۴۰۲۱×۱۰−۹ با: است برابر هدف تابع برای شده تولید نیمم می مقدار
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درونی نقطه روش نتایج :۱ جدول

نتیجە گیری .۴
جریان مسئله عددی حل برای درونی نقطه بهینە سازی روش با آن ترکیب و عصبی شبکە های بر مبتنی عددی الگوریتم یک مقاله این در
ابزاری عنوان به روش این از می توانیم و کردیم بررسی شعاعی ای پایه فعالیت تابع انتخاب با استوانە ای کانال یک در الکتروهیدرودینامیک

می باشد. برخورد کافی دقت از حال عین در و ساده بسیار روش این عملکرد نماییم. استفاده تقریب نظریه در قدرتمند و کارا

مراجع
.۱۳۷۹ تهران، امیرکبیر صنعتی دانشگاه اول، جلد محاسباتی، هوش عصبی، شبکە های مبانی منهاج، محمدباقر [۱]

.۱۳۸۸ نص، انتشارات تهران، شکری، باقری سعید مفاخری، کبری ویسی، هادی ترجمه عصبی، شبکە های مبانی فاست، لوران [۲]
[3] M. Jalaal, D.D. Ganji, An analytical study on motion of a sphere rolling down an inclined plane submerged in a Newtonian fluid, Power

Technology 198 (1) (2010) 82-92.
[4] D.D. Ganji, A.Sadighi, Application of He’s homotopy-perturbation method to nonlinear coupled systems of reaction-diffusion equations,

International journal of Nonlinear Sciences and Numerical Simulation 7 (4) (2011) 411-418, http://dx.doi.org/10.1515/IJNSNS.2006.7.4.411.
(May).

[5] G. Domairry, A Mohsenzadeh, M. Famouri, The application of Homotopy analysis method to solve nonlinear differential equation governing
Jeffery-Hamel flow, Communications in nonlinear Science and Numerical Simulation 14 (2008) 85-95.

[6] K. Edamura and Y. Otsubo, A continuous inkjet device on the basis of electrohydrodynamic mechanism, J. Imaging Sci. Technol., 48 (2004),
148-152.

[7] P. Zamankhan, G. Ahmadi, and F-G. Fan, Coupling effects of the flow and electric fields in electrostatic precipitators, J. Appl. Phys., 96
(2004), 7002-7010.

[8] C. H. Park, K. H. Kim, J. C. Lee, and J. Lee, Insitu-nanofabrication via electrohydrodynamic jetting of countercharged nozzles, Polymer Bull.,
61 (2008), 521-528.

[9] S-R. Yeh, M. Seul, and B. I. Shraiman, Assembly of ordered colloidal aggregates by electricfield-induced fluid flow, Nature, 386 (1997),
9-57.

[10] H. Sugiyama, H. Ogura, and Y. Otsubo, Fluid devices by the use of electrohydrodynamic effects of water, J. App. Fluid Mechanics., 4 (2011),
27-33.

[11] M. Driouich, K. Gueraoui, M. Sammouda, Y. M. Haddad, and I. Aberdane, The effect of electric field on the flow of a compressible ionized
fluid in a cylindrical tube, Adv. Studies Theor. Phys., 6 (2012), 687-696.

[12] J. S. Chang, H. Tsubone, G. D. Harvel, and K. Urashima, Capillary/Narrow flow channel driven EHD gas pump for an advanced thermal
management of micro-electronics, Ind. Appl. Soc. Annu. Meeting., (2008).



۳۱ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ پور علی م. ستاوند، س.

شعاعی پایە ای فعالیت تابع توسط شده محاسبه تقریبی جواب نمودار :۲ شکل

[13] N. G. Green, A. Ramos, A. Gonzalez, H. Morgan, and A. Castellanos, Fluid flow induced by non-uniform AC electric fields in electrolytes
on microelectrodes III: Observation of streamlines and numerical simulation, Phys. Rev. E., 66 (2002).

[14] S. C. Kim and Y. N. Chun,CFD modelling of electrohydrodynamic gas flow in an electrostatic precipitator, Int. J. Environment Pollution., 36
(2009), 337-349.

[15] M. Hou, W. Chen, T. Zhang, and K. Lu , Electric field controlled dilutedense flow transition in granular flow through a vertical pipe, Powder
Technol., 135 (2003), 105-111.

[16] A. V. Chankin, D. P. Coster, and N. Asakura, A possible role of radial electric field in driving parallel ion flow in scrape-off layer of divertor
tokamaks, Nucl. Fusion., 47 (2007), 762-772.

[17] M. Zake, M. Purmals, and M. Lubane, Enhanced electric field effect on a flame, J. Enhanc. Heat Transf., 5 (1998), 139-163.
[18] D. R. Arifin, L. Y. Yeo, and J. R. Friend, Microfluidic blood plasma separation via bulk electrohydrodynamic flows, Biomicrofluidics., 1

(2007).



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ پور علی م. ستاوند، س. ۳۲

شعاعی پایە ای فعالیت تابع توسط شده تولید مانده خطای مطلق قدر نمودار :۳ شکل

[19] A. A. Martins and M. J. Pinheiro, Fluidic electrodynamics: Approach to electromagnetic propulsion, Phys. of Fluids., 21 (2009).
[20] J. G. Cao, J. P. Huang, and L.W. Zhou, Structure of electrorheological fluids under an electric field and a shear flow: Experiment and computer

simulation, J. Phys. Chem. B., 110 (2006), 11635-11639.
[21] P. J. Sides, Calculation of electrohydrodynamic flow around a single particle on an Electrode, Langmuir., 19 (2003), 2745-2751.
[22] A. A. Naqwi, R. P. A. Hartman, and J. C. M. Marijnissen, Basic studies of electrohydrodynamic atomization process using phase Doppler

measurement technique, Part. Part. Syst. Char., 13 (1996), 143-149.
[23] J. R. Roth, H. Sin, R. Madhan, and S. Wilkinson, Flow re-attachment and acceleration by paraelectric and peristaltic electrohydrodynamic

effects, 41st Aerospace Sciences Meeting and Exhibit, (2003). DOI 10.2514/6.2003-531.
[24] A.C. Eringen and G.A. Maugin, Electrohydrodynamic of continua II fluids and complex media, Springer-Verlag, 1990.
[25] S. McKee, R. Watson, J. A. Cuminato, J. Caldwell, and M. S. Chen, Calculation of electrohydrodynamic flow in a circular cylindrical conduit,

J. Appl. Math. Mech., 77 (1997), 457-465.



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارسومین و ریاضی ملی همایش سومین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1400

۳۷–۳۳ صص. ،NA–299 آمار، و ریاضی ملی همایش سومین

ایران کشور در کرونا بیماری بررسی در RBF عصبی شبکه عملکرد
صالحیب مژگان ،آ، سروش∗ مهدی

صنعت و علم دانشگاه عددی، آنالیز ارشد کارشناسی آدانشجوی
شاهرود صنعتی دانشگاه ، ها، کاربرد و ریاضات بکارشناسی

چکیده
است شده پیدا رویکرد این پی در مشکلاتی کرونا، ویروس کسترش و اخیر سال دو در آمده پیش وضعیت به توجه با
در آن مالی اثرات مستقیم غیر و مستقیم تاثیر و ها کشور بین میر و مرگ نرخ رفتن بالا به توان می آنها جمله از که
بسیار کار یک ویروسی های عفونت از ناشی های بیماری بینی پیش کرد. اشاره مردم زندگی گوناگون های حوزه
همانطور شود. استفاده مختلف متغیرهای از متشکل واقعی های داده از بسیاری از باید آن در که است پزشکی پیچیده
دنیا کجای هیچ در که باشد می کنون تا جهان سراسر در بیماری ترین خطرناک COVID-19 ، است شده شناخته که
که منطقی روشی یافتن ، آن شیوع کردن محدود برای است. نشده یافت آن کنترل جهت موثر داروی یک هنوز ،
مقاله این اصلی هدف است. ضروری ، دهد نشان آلوده افراد از بسیاری اطلاعات بر تکیه با را ویروس این گسترش
ی مقایسه و ایران کشور در COVID-19 از ناشی میر و مرگ بینی پیش برای RBF عصبی شبکه عملکرد بررسی ،

است. ایران در COVID-19 آینده میر و مرگ موارد RⅯSE و ⅯSE خطای

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

کاوی داده
کرونا بیماری

یابی درون
RBF عصبی شبکه های روش

مقدمه .۱
توان می آنها جمله از که شده پیدا رویکرد این پی در مشکلاتی COVID-19 بیماری بواسطه اخیر سال دو در آمده پیش وضعیت به توجه با
و شده نوشته RBF عصبی شبکه صورت به را اطلاعات تراز خام، اطلاعات عددی رفتار بهتر درک برای کرد. اشاره میر و مرگ رفتن بالا به
در رفته بکار RBF و عصبی روشهای و اطلاعات کاوی داده کلی بخش دو شامل مقاله این شود. می بررسی اطلاعات تصویری صورت به
را نتایج این بود ممکن هم کنار در ها داده از اطلاعات ها صد و آماری شاخص چندین دیدن که است ذکر به لازم باشد. می کاوی داده فرایند
آن با مقابله برای بهداشتی های سرویس که حالی در جهان، سراسر در COVID-19 گسترش به توجه با دیگر سوی از ننماید. القا راحتی به
توسط انسانی عفونت که شد گزارش بار اولین ، چین ووهان در ۲۰۱۹ دسامبر پایان در .[۱] است کرده درگیر را نفر میلیاردها ، کنند می تلاش
است انسان به انسان انتقال اپیدمی این های چالش بزرگترین از یکی است. شده ایجاد COVID-19 یا ووهان ویروس یا کرونا جدید ویروس
سازمان ،۲۰۲۰ ژانویه ۳۰ در یابد[۲]. می افزایش جهان سراسر در نمایی صورت به COVID-19 کرونا ویروس به مبتلایان تعداد طرفی از
نگرانی یک COVID-19 که کرد گذاری برچسب و [۳] کرد صادر جهان سراسر در بهداشتی اضطراری هشدار یک (WHO)جهانی بهداشت
مسن. افراد و جوانان برای مخصوصاً [۲] است نامشخص اولیه مراحل در COVID-19 از ناشی میر و مرگ و بیماری میزان است. جهانی فوری
گسترش کنترل منظور به است. زده تخمین ۲٫۷ را (R0) مثل تولید ضریب WHO که است این گیرد قرار مدنظر باید گه دیگری مهم موضوع
و رفت منع به آلوده شهرهای و اند کرده اتخاذ را اعتمادی قابل پیشگیرانه اقدامات عمومی بهداشت های بخش ، COVID-19 سریع و گسترده
افراد بین اجتماعی فاصله کردن محدود منظور به امر این است. شده اعمال نیز کشورها سایر و ایران هند، متحده، ایالات چین، در قرنطینه یا آمد

است. انسان به انسان طریق از جدید ویروس این انتقال از جلوگیری و

∗سخنران
سروش) (مهدی soroush.math@gamil.com الکترونیک: پست
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دادە ها هدف و سابقه .۲
، است شده آوری جمع (EⅭⅮPⅭ)، بیماری کنترل و پیشگیری جهت ایران، کشور از میر و مرگ تعداد شامل COVID-19 داده مجموعه یک

است. آمده دست به جهان فعلی جمعیت از جمعیت های داده

پروژه انجام روش .۳
RBF پایە ی بر عصبی شبکه .۱ .۳

به ساز فعال تابع این که طوری به هستند ساز فعال تابع عنوان به خطی غیر تابع یک دارای میانی لایه های نورن عصبی، شبکه مدل های در
مبتنی عصبی های شبکه نام به دیگری عصبی های شبکه مطالعه به مقاله این در اما می باشد. وابسته ها ورودی در ها وزنه ضرب حاصل مجموعه
بین شباهت میزان به ساز فعال تابع این است دیگر مدل  های با متفاوت میانی نورون های ساز فعال تابع آنها در که می شود پرداخته شعاعی پایه بر
مرکز بردار و ورودی بردار تفاضل از تابعی میانی ساز فعال لایه نورون هر پاسخ ها شبکه نوع این در است. وابسته نمونه بردار به ورودی بردار

می   باشد. نورون آن نمونه بردار همان یا دسته

ورودی با شعاعی پایه شبکه :۱ شکل

درونیابی متد .۲ .۳
بعدی 𝑛۰ فضای از خطی غیر نگاشت یک بر مبتنی کند می استفاده پیچیده الگوهای طبقە بندی برای RBF عصبی شبکه که روشی کلی طور به
را ورودی ها مجموعه این عصبی شبکه میانی لایه از استفاده با می توان است. میانی) لایه های نورون (تعداد بعدی 𝑚 بزرگتر فضای به ورودی

آید دست به زیر صورت به iام ورودی بردار هر ازای به میانی لایه خروجی بردار که طوری به داد انتقال بعدی 𝑚بزرگتر فضای به
𝜑(𝑥) = [𝜑۱(𝑥), 𝜑۲(𝑥), … , 𝜑𝑚(𝑥)]𝑇

گونە ای به خروجی وزن بردار سپس است. ورودی نگاشت از پس بعدی ⅿ بردار 𝜑(𝑥)و jام نورون غیرخطی نگاشت حاصل 𝜑𝑗(𝑥)آن در که
فعال تابع 𝜑𝑗و 𝑤𝑗وزن دسته، مرکز بردار 𝑐𝑗 که طوری به گیرد. قرار یافته نگارش های داده مجموعه دو بین ای صفحه مانند که می شود انتخاب
مرکز بردار و ورودی بردار میان فاصله محاسبه ||.||برای نرم عملگر و ⅿ با است برابر میانی های نورون تعداد است. نورونjام غیرخطی ساز
با jام فعالساز نورون خروجی اگر می دهند. نشان را ها داده بودن برداری تر ضخیم خطوط است. شده گرفته نظر در میانی نورون هر در دسته

داریم شود داده نشان 𝑜𝑗 نماد

𝑛𝑒𝑡𝑗 = หห𝑥 − 𝑐𝑗หห
𝑜۱
𝑗 = 𝜑𝑗(𝑛𝑒𝑡𝑗)

𝑦 =
𝑚

𝑗=۱
𝑤𝑗𝑜۱

𝑗 = 𝑤𝑇𝑜۱
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RBF عصبی شبکه طریق از کل بهبودیافتگان پیش بینی :۲ شکل

RBF عصبی شبکه طریق از مرگ ها مجموع پیش بینی :۳ شکل

RBF عصبی شبکه طریق از روزانه میر و مرگ پیش بینی :۴ شکل

شکل ها .۴
تمامی در پردازیم. می متلب، برنامە ی طریق از آمده بدست های خروجی بررسی به مطالب، ی ارایه طول در شده بیان توضیحات به توجه با

است. شده محاسبه RⅯSE و ⅯSE خطای موارد
شعاعی پایه پوشش تحت های نورون
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RBF عصبی شبکه طریق از کرونا به فعال موارد پیش بینی :۵ شکل

کل بهبودیافتگان های داده تحت RBF عصبی شبکه های نرون برآورد :۶ شکل

مرگ ها مجموع های داده تحت RBF عصبی شبکه های نرون برآورد :۷ شکل

مشاهده RBF عصبی شبکه توابع توسط را ها داده بازنمایی توانایی میزان می توان شد، داده توضیح که هایی متد و تعاریف و عملکرد به توجه با
کرد.

گیری نتیجه .۵
کشور COVID-19در در مهم های داده دیگر و یافتگان بهبود و میر و مرگ میزان بینی پیش برای را RBF عصبی شبکه مدل تحقیقی، مقاله این
تواند می پیشنهادی روش است. شده ارزیابی متلب افزار نرم های خروجی از، استفاده با RBF از مدل این عملکرد که کرده پیشنهاد را ایران
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روزانه میر و مرگ های داده تحت RBF عصبی شبکه های نرون برآورد :۸ شکل

گیری تصمیم برای بهداشتی های مراقبت کارکنان و دولت به کمک و ، شدت ، عفونت فعلی وضعیت ارزیابی برای کننده بینی پیش ابزار یک
شناختی جمعیت عوامل مانند متغیرهایی یا عوامل از بسیاری شامل که مطالعه این ، همچنین باشد. ایران در میر و مرگ میزان کاهش برای بهتر
گیری همه برای دقیق بسیار بینی پیش مدل سازی مدل برای بارندگی) و باد سرعت ، رطوبت ، (دما هوایی و آب عوامل و جغرافیایی عوامل ،
توجه به نیاز پزشکی کاربردهای در RBF عصبی شبکه های روش بر مبتنی های مدل توسعه همچنین یابد. می افزایش COVID-19 مداوم
شیوع به توجه با مفیدتر بالینی ابزار از استفاده برای کارآمد استفاده و توسعه مراحل در پزشکی و فنی کادر مشارکت ضرورت با ، دارد بیشتری
های حل راه توسعه برای تلاشی مطالعه این شود، خارج کنترل از موارد برخی در است ممکن که ، ایران در COVID-19 بیماری روزافزون
چندین که صورتی در دهد ارائه آینده مطالعات در را تری دقیق نتایج تواند می مطالعه این رویه باشد. می بیماری این با مبارزه برای پیشگیرانه

بگیریم. نظر در را موجود بهداشتی شرایط شغل، قومیت، جنسیت، سن، مانند اطلاعات یا پارامتر
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مدل در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش نقطە ای برآورد بر مروری
خودبازگشتی

پناهآ،ب سجادی سودابه اسفندیاریب، راضیه ،آ، میرجلیلی∗ محمود سید
ایرانشهر ولایت دانشگاه آمار، و ریاضی آگروه

یزد دانشگاه ارشد بکارشناسی

چکیده
برآوردگرهای عملکرد است. شده مرور خودبازگشتی مدل در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش مقاله، این در
مرور قضیه، ارائه با زیان تابع کردن میمینم با دوم توان های کمترین برآوردگرهای اساس بر دنبالە ای روش از حاصل
بررسی نظری دستاوردهای اول، مرتبه خودبازگشتی مدل در کارلو مونت شبیە سازی از استفاده با سپس است. شده
توان میانگین مجذور برآوردگرها، بهینه، ثابت نمونه اندازه و روش از حاصل توقف متغیر مطالعه این در است. شده
برآوردگرها بهینه ثابت نمونه اندازه با متناظر مخاطره به روش از حاصل مخاطره تابع نسبت برآوردگرها، خطای دوم

است. گرفته قرار بررسی مورد عمل در روش عملکرد واقعی دادە ی بە کارگیری با سپس است. شده محاسبه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش
کلی

خودبازگشتی فرایند
کارلو. مونت شبیە سازی

2020 MSC:
62L10

مقدمه .۱
صورت به فاصلە ای و نقطە ای برآورد منظور به مناسب توقف قاعده از استفاده با نمونه دقیق اندازه تعیین جهت دنبالە ای روش های از استفاده ایده
مزارع در کنف محصول میزان برآورد برای خود علمی فعالیت های طی ماهالانوبیس۱  ۱۹۴۰ سال در است. بوده توجه مورد مدت ها از گسترده
پرداخت. کنف مزارع وسعت برآورد برای نمونە ای طرح های توسیع به خود میدانی مطالعات در و پی برد مرحلە ای نمونە گیری اهمیت به بنگال
گرفت. قرار توجه مورد والد۲ آبراهام جمله از پژوهشگران از برخی توسط بزرگ⁃مقیاس نمونە ای پژوهش های سایر در بنیادین توسیع این
آزمون های روش شناسی و نظری توسعه به خود دستیاران همکاری با ۱۹۴۰ سال در دنبالە ای تحلیل های و تجزیه پیشتاز عنوان به والد آبراهام
کاربردی ترین از یکی به را آنها گوناگون، زمینە های در مشاهدات این فراوانی دلیل به زمانی سری دادە های تحلیل طرفی از پرداخت. دنبالە ای
مورد مقادیر پیش بینی در شده برازش مدل بە کارگیری زمانی، سری مدل های تحلیل  در مهم اهداف  از یکی است. کرده تبدیل آمار علم شاخە های
تعیین راهکارها از یکی حالات، اینگونه در نیست. مشخص پیش از زمانی سری مدل های نمونه اندازه شرایط برخی در است. فرایند انتظار

می یابد. کاربرد زمانی سری مدل های در دنبالە ای روش های از استفاده ترتیب بدین و است دنبالە ای روش های از استفاده با نمونه اندازە ی
بر اساس دنبالە ای نمونە گیری روش چندین ازینرو است. نمونە گیری توقف برای قاعده یا تصمیم بهترین تعیین دنبالە ای، تحلیل در اصلی مسئلە 
هر دنبالە ای روش های البته است. محض دنبالە ای نمونە گیری روش آن ها، پرکاربردترین و مهمترین از یکی که دارد وجود توقف قاعده تعریف
مدل های زمینه در بسیاری محققان می پردازیم. نمونه اندازه تعیین به روش ها این از یکی از استفاده با شرایط به توجه با که هستند معایبی دارای یک
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نمونە گیری روش [۱۴ ،۱۳] سیرام می گردد. ارائه مورد چند خلاصه صورت به که دادە اند انجام پژوهش و مطالعه دنبالە ای رویکرد با زمانی سری
نمونە گیری روش ۱۹۹۷ سال در [۱] داس و باسو کرد.  بررسی اول مرتبه خودبازگشتی مدل میانگین و پارامتر برآورد برای را محض دنبالە ای
خودبازگشتی غیرخطی مدل ۱۹۹۹ سال در [۸] سیرام و لی کردند. بررسی 𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل پارامتر بردار برآورد برای را محض دنبالە ای
دنبالە ای نمونە گیری روش با را دوم توان های کمترین برآوردگر های اساس بر مدل پارامتر های برآورد آن ها گرفتند. نظر در را ایستا آستانە ای
چندگانه خطی رگرسیون مدل برای را کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش ۱۹۹۹ سال در [۹] اییبد و ماخوپادهای کردند. بررسی محض
مدل پارامتر های فاصلە ای برآورد ۲۰۰۱ سال در [۱۵] سیرام کردند. بررسی 𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل و خطاها بودن غیر نرمال و نرمال فرض با
خودبازگشتی مدل به را نتایج سپس نمود. بررسی محض دنبالە ای نمونە گیری روش از استفاده با ثابت طول با را اول مرتبه آستانە ای خودبازگشتی
دنبالە ای نمونە گیری روش با خطی فرایند میانگین پارامتر فاصلە ای برآورد ۲۰۱۰ سال در [۲] گمبی داد. تعمیم چندگانه اول مرتبه آستانە ای

نمود. مطالعه محض
هم چنین داشتند. مروری اول مرتبه خودبازگشتی مدل پارامتر برای را محض دنبالە ای نمونە گیری روش بر ۲۰۱۴ سال در [۱۶] لسی و سیرام
در کردند. بررسی شبیە سازی از استفاده با را پارامتر فاصلە ای و نقطە ای برآوردگر های ریسک مجانبی کارایی و مجانبی کارایی ویژگی های آن ها
روش و گرفتند نظر در چند متغیره و تک متغیره 𝑝 مرتبه تصادفی ضرایب با خودبازگشتی مدل های [۶ ،۵] ماخوپادهای و کارماکار اخیر، سال های
در سیرام توسط که داشتند مروری محض دنبالە ای نمونە گیری روش بر [۱۷] صمدی و سیرام نمودند. بررسی را محض دنبالە ای نمونە گیری
بررسی نمایی توزیع در فاصلە ای برآورد در دومرحلە ای روش عملکرد ۲۰۲۰ سال در [۷] همکاران و خلیفه هم چنین، بود. شده ارائه ۱۹۸۸ سال
سازی مینیمم شرایط تحت بهبود یافته دومرحلە ای نمونە گیری روش اساس بر توقف قاعدە های از کلاسی [۴] ژانگ و جان هم چنین نمودند.
بررسی فاصلە ای و نقطە ای برآورد در اول مرتبه خودبازگشتی مدل در را دومرحلە ای نمونە گیری روش [۱۱] کردند. بررسی دوم درجه زیان تابع
استراتژی اساس بر دنبالە ای روش های شد، اشاره که همان گونه پرداختند. محض دنبالە ای روش با پیشنهادی روش مقایسه به سپس کردند.
دنبالە ای روش های بین در روش این است. محض دنبالە ای روش روش ها، این پرکاربردترین از یکی که هستند متفاوت توقف متغیر تعریف
دنبالە ای روش پیادە سازی هم چنین است. روش این تحت نمونە گیری بالای هزینه چون معایبی دارای اما می دهد ارائه را نمونه مقدار حداقل
یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش روش مشکل این حل برای محققان اینرو از است، زمانبر بسیار کم اولیه نمونه اندازە ی مقادیر برای محض
شدە ایم. زمانی سری مدل های برای عمل در فرایند و پیادە سازی اجرا پیشنهادی، روش عملکرد بررسی به علاقە مند اینرو از دادند. ارائه را کلی

ارائه [۹] اییبد و ماخوپادهای توسط که می پردازیم خودبازگشتی مدل در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش عملکرد مرور به مقاله این در
عملکرد بخش ۳ در می شود. مرور خودبازگشتی مدل در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش بخش ۲  در ابتدا مقاله این در است. شده

می شود. پرداخته واقعی دادە ی در روش عملکرد بررسی به بخش ۴ در سپس می شود. بررسی کارلو مونت شبیە سازی از استفاده با روش این

خودبازگشتی مدل در نقطە ای برآورد .۲
می شود: گرفته نظر در زیر بە صورت 𝑝 مرتبه خودبازگشتی فرایند

𝑋𝑖 = 𝛽۱𝑋𝑖−۱ +…+ 𝛽𝑝𝑋𝑖−𝑝 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = ۱, ۲, ...,
یکی هستند. ناهمبسته {𝑋𝑗 , 𝑗 < 𝑖} دنبالە ی از و 𝜎۲ واریانس صفر، میانگین ،𝐹 مجهول توزیع با (iiⅾ) هم توزیع و مستقل دنبالە ی 𝜀𝑖}ها , 𝑖 ≥ ۱}
مدل پارامترهای از تابعی که خطا دوم توان های مجموع روش این در است. مربعات حداقل روش آماری مدل های برازش در معمول روش های از
کمترین برآوردگرهای توسط 𝛽 پارامتر است. مدل پارامتر های برآورد تابع این مینیمم نقطه و می شود گرفته نظر در هدف تابع عنوان به هستند؛

می شود برآورد زیر بە صورت 𝑋𝑖 = (𝑋𝑖 , … , 𝑋𝑖−𝑝+۱)
′ فرض با دوم توان های

�̂�𝑛 = (�̂�𝑛۱, … , �̂�𝑛𝑝)
′ = (

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋

′
𝑖−۱)−۱(

𝑛

𝑖=۱
𝑋′
𝑖−۱𝑋𝑖).

می آید، بە دست زیر بە صورت نیز واریانس برآوردگر هم چنین

�̂�۲
𝑛=𝑛−۱ 

𝑛

𝑖=۱
(𝑋𝑖 − �̂�𝑛۱𝑋𝑖−۱ −…− �̂�𝑛𝑝𝑋𝑖−𝑝)۲.

قابل می شود. فرض E(𝑋𝑖۲) < ∞ و E(𝑋۰) = ۰ پذیر، اندازه ℱ𝑛 میدان سیگما به نسبت 𝑋۰ = (𝑋۰, … , 𝑋−𝑝+۱)
′ فرایند اولیە ی مقدار

حاصل یکسان شرطی ماکزیمم درستنمایی و دوم توان های کمترین برآوردگرهای باشد، گاوسی {𝜀𝑛 , 𝑛  ≥ ۱ } سری اینکه فرض با است، ذکر
توزیع هم چنین است. 𝑋𝑡 فرایند (𝑖 − 𝑗)𝛾 خودکواریانس تابع آن ,𝑖) ام 𝑗) درایە ی که می گیریم نظر در ∑ ،𝑝 × 𝑝 مثبت معین ماتریس می شوند. 

داریم: زیر بە صورت را برآوردگرها مجانبی

(
𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋

′
𝑖−۱)۱/۲(�̂�𝑛 − 𝛽) 𝐷−→ 𝑁(۰, 𝜎۲𝐼𝑝),
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نوشت: می توان قبل رابطە ی به توجه با روشنی به است. 𝑝 × 𝑝 همانی ماتریس 𝐼𝑝 که

(�̂�𝑛 − 𝛽)′(
𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′

𝑖−۱)(�̂�𝑛 − 𝛽) 𝐷−→ 𝜎۲𝜒۲
𝑝.

با است. آزادی درجه 𝑝 با خی⁃دو تصادفی متغیر  𝜒۲
𝑝 ،است ذکر قابل است. (�̂�𝑛 − 𝛽) = (∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖−۱𝑋′
𝑖−۱)−۱(∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖−۱𝜀𝑖) هم چنین
گرفته نظر در ناتکین ماتریس های ∑𝑛

𝑖=𝑝 𝜀𝑖𝜀
′
𝑖 و ∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖−۱𝑋
′
𝑖−۱ بزرگ کافی اندازە ی به 𝑛 های همه برای  ،𝜀𝑖 = (𝜀𝑖 ,   …  , 𝜀𝑖−𝑝+۱)′ فرض

مقداری 𝐴 زیر، تابع در است. شده گرفته نظر در زیر بە صورت 𝑛 اندازە ی به نمونه برای ،𝛿(𝑥) = �̂�𝑛 فرض از ناشی زیان اندازە ی می شوند.
است. نمونه واحد هر هزینە ی عکس نشاندهنده که مثبت

𝐿𝑛(�̂�𝑛 , 𝛽) =𝐴𝑛−۱ 
𝑛

𝑖=۱
ቈ�̂�𝑛𝑋𝑖−۱ − 𝛽𝑋𝑖−۱ቈ�̂�𝑛𝑋𝑖−۱ − 𝛽𝑋𝑖−۱

′

+ 𝑛

=𝐴𝑛−۱ ൫�̂�𝑛 − 𝛽൯
′


𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋

′
𝑖−۱ ൫�̂�𝑛 − 𝛽൯ + 𝑛

=𝐴𝑛−۱𝑄𝑛 + 𝑛,

بە طوری که

𝑄𝑛 = (
𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝜀𝑖)

′(
𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋

′
𝑖−۱)−۱(

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝜀𝑖).

یکنواخت انتگرال پذیری ویژگی به توجه با شود. مینیمم شده تعریف زیان برای (𝑅𝑛) مخاطرە  تابع بە طوری که است، کمینه 𝑛 مقدار یافتن هدف  
می آید[۹]. بە دست زیر بە صورت مخاطرە  تابع ،𝑄𝑛 

 𝑅𝑛 =𝐴E ቈ𝑛−۱ ൫�̂�𝑛 − 𝛽൯
′
ቆ

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋

′
𝑖−۱ቇ ൫�̂�𝑛 − 𝛽൯ + E[𝑛]

=𝑛−۱𝐴𝑝 𝜎۲ + 𝑛 + 𝑜 (𝑛−۱).

با سپس می شود. حاصل 𝑛𝐴 ≃ (𝐴𝑝)۱/۲𝜎 که می گیریم مشتق نمونه اندازە  به نسبت مخاطره تابع از بهینه نمونه اندازە ی به دستیابی منظور به
می آوریم: بە دست زیر بە صورت  𝑜(𝑛−۱) گرفتن نادیده با را آن با متناظر مخاطره تابع بهینه نمونه اندازە ی به توجه

𝑅𝑛𝐴 ≃(𝐴𝑝)𝜎۲((𝐴𝑝)۱/۲𝜎)−۱ + 𝜎(𝐴𝑝)۱/۲ = ۲(𝐴𝑝)۱/۲𝜎.

ممکن بهینه نمونه اندازە ی به دستیابی آن بودن مجهول صورت در که است مدل پارامتر های از تابعی مخاطره تابع می شود، مشاهده که همان طور
نمونە گیری روش مقاله این در که است دنبالە ای نمونە گیری روش های از استفاده مسئله حل برای پیشنهادی راهکار مواقعی  چنین در نیست.
زیر بە صورت  ۰ < 𝜌 < فرض ۱ با بهینه نمونه اندازە ی به توجه با نقطە ای توقف متغیر راستا این در می کنیم. مرور را کلی یافته تسریع دنبالە ای

می گیریم: نظر در
𝑡 = inf{𝑛  ≥  𝑚, 𝑛  ≥   𝜌 (𝐴𝑝)۱/۲�̂�𝑛},

  
𝑁۱ = ⌊(𝐴𝑝)۱/۲�̂�𝑡⌋ + ۱,

  
𝑁𝑝 = ⅿax{𝑁۱(𝐴), 𝑡(𝐴)}.

پرداخته بخش این اصلی نتیجه بیان به توقف متغیر به توجه با اکنون می پردازیم. نهایی نمونه اندازه تعیین به شده معرفی توقف متغیر از استفاده با
می شود.

،𝜂   > ۰ برای هم چنین باشند. برقرار  ⅿax
−𝑝+۱ ≤𝑗 ≤۰  E|𝑋𝑗|۴𝑠 < ∞ و E|𝜀۱|۴𝑠 < ∞ ،𝑠 ≥ ۱ برای کنید فرض ریسک) (کارایی .۱ .۲ قضیه

می شود حاصل زیر نتایج ۰ <  𝜌  < ۱ هر برای آن گاه می گیریم، نظر در 𝐴۱/۲(۱+𝜂)   ⩽ 𝑚 =  𝑜(𝐴۱/۲)

𝑁𝑝
𝑛𝐴

a.s−−→ ۱,

E ቈ
𝑁𝑝
𝑛𝐴

 → ۱,
𝑅𝑁𝑝
𝑅𝑛𝐴

→ ۱.

شود. مراجعه [۹] به اثبات جزئیات مشاهده برای اثبات.
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شبیە سازی .۳
بررسی اول مرتبه خودبازگشتی مدل در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش عملکرد کارلو مونت سازی شبیه از استفاده با بخش این در  
توقف متغیر نقطه  ای، برآورد در پیشنهادی روش عملکرد بررسی منظور به است. شده گرفته نظر در 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(۰, ۱) اغتشاش ها توزیع می شود.
حاصل مخاطرە های نسبت پارامتر، خطای دوم توان های ميانگين دوم ريشه ،مدل  پارامتر برآورد بهینه، ثابت نمونه اندازه به آن متغير نسبت و روش
مقادیر ۰٫۲  کردن اضافه با  −۰٫۹۵ ∶ ۰٫۹۵ مدل  پارامتر مقادیر برای تکرار گرفتن ۱۰۰۰۰  نظر در با بهینه ثابت نمونه اندازه مخاطرە ی به روش از
در نقطە ای برآورد نتایج می آید. بە دست برآوردگرها میانگین انتها در و می شوند محاسبه موردنظر مقادیر فرایند تکرار هر در شدە اند. محاسبه
متغير می شود، مشاهده جدول   ۱ در که همانطور است. شده گزارش و ۶۴۰۰  ترتیب ۱۰۰۰  به نمونە گیری هزینە  مقدار دو فرض با جدول  ۱
و هزینه افزایش با ثابت نمونه اندازه به روش از حاصل توقف متغیر نسبت اول). (ستون می یابد افزايش نمونه اندازه و هزينه افزايش با توقف
اریبی میزان کم نمونه اندازه برای برآورگرها دوم). (ستون است مجانبی کارایی ویژگی نشان دهنده که می شود نزدیک یک مقدار به نمونه اندازه
افزایش با نیز برآوردگرها خطای دوم توان های ميانگين دوم ريشه سوم). (ستون می شود کمتر اریبی هزینه و اندازه افزایش با که دارند محسوسی
نمونه اندازه به روش مخاطرە های تابع نسبت چهارم). (ستون است نقطە ای برآورد در پیشنهادی روش دقت موید که می شود کمتر نمونه و هزینه
پنجم). (ستون است ریسک مجانبی کارایی ویژگی کننده تایید که می شود نزدیک یک مقدار به اولیه نمونه اندازه و هزینه افزایش با نیز بهینه ثابت

هستند.   ۱ .۲ قضیه در شده ارائه نتایج کننده تایید شبیە سازی نتایج واقع در

𝑁𝑝 توقف متغیر اساس بر مدل برآوردگرهای :۱ جدول
(𝐴,𝑚, 𝑞, 𝛽) �̂�𝑝

�̂�𝑃
𝑛𝐴

�̂� ⅯSE (�̂�) 𝑅�̂�𝑝/𝑅𝑛𝐴
( ۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۹۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ −۸۴۶۶ .۰ ۱۹۸۹ .۰ ۲۴۳۰ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۷۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ −۶۴۷۲ .۰ ۲۲۲۱ .۰ ۱۶۵۲ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۵۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ −۴۵۶۴ .۰ ۲۳۲۶ .۰ ۱۵۹۳ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۳۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ −۲۷۴۹ .۰ ۲۳۲۲ .۰ ۱۲۴۹ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۱۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ −۰۸۶۸ .۰ ۲۳۵۸ .۰ ۱۳۵۸ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،۰۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ ۰۸۹۷ .۰ ۲۲۲۱ .۰ ۰۶۰۲ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،۲۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ ۲۷۴۵ .۰ ۲۱۳۷ .۰ ۰۶۴۹ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،۴۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ ۴۴۹۵ .۰ ۱۹۷۸ .۰ ۰۳۰۹ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،۶۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ ۶۲۵۱ .۰ ۱۷۹۸ .۰ ۰۰۱۱ .۱
(۲۰،۱۰۰۰ ،۲۵ .۰ ،۸۵ .۰) ۲۰ ۶۳۲۴ .۰ ۷۹۶۸ .۰ ۱۶۰۱ .۰ ۹۷۹۵ .۰

(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۹۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ −۹۲۲۸ .۰ ۰۶۰۹ .۰ ۰۲۱۰ .۱
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۷۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ −۷۲۲۶ .۰ ۰۸۷۴ .۰ ۰۰۶۶ .۱
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۵۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ −۵۲۵۲ .۰ ۱۰۳۶ .۰ ۰۱۵۰ .۱
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۳۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ −۳۲۸۷ .۰ ۱۱۳۴ .۰ ۰۲۰۳ .۱
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،−۱۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ −۱۳۴۰ .۰ ۱۱۴۸ .۰ ۹۹۵۵ .۰
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،۰۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ ۰۶۱۴ .۰ ۱۱۴۹ .۰ ۹۹۵۸ .۰
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،۲۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ ۲۵۶۳ .۰ ۱۱۱۷ .۰ ۰۰۳۱ .۱
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،۴۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ ۴۴۷۵ .۰ ۱۰۲۱ .۰ ۹۷۹۴ .۰
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،۶۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ ۶۴۱۶ .۰ ۰۸۸۴ .۰ ۹۷۵۱ .۰
(۷۵،۶۴۰۰ ،۲۵ .۰ ،۸۵ .۰) ۷۵ ۹۳۷۵ .۰ ۸۳۱۹ .۰ ۰۶۹۹ .۰ ۹۸۲۷ .۰

واقعی دادە ی آنالیز .۴
توسط دادە ها مجموعە ی است. شیمیایی فرآیند یک گرانروی از ساعتی قرائت شامل که می گیریم نظر در را زمانی سری دادە های مجموعە ی  
برازش آن به چوله نرمال اغتشاش ها توزیع و میانگین با اول مرتبە ی خودبازگشتی مدل که گرفته قرار بررسی مورد [۱۲] الهی نعمت و شرفی
اساس بر که می شود مقایسه عمل در نقطە ای برآورد در محض دنبالە ای نمونە گیری روش با پیشنهادی روش عملکرد قسمت این در است. شده
به را بهینه نمونه اندازە ی به توجه با محض روش توقف متغیر هم چنین می گیرد. قرار بررسی مورد مدل واریانس و برآوردگرها توقف، متغیر

می گیریم. نظر در زیر صورت
𝑁𝑚 = inf ൛𝑛 ≥ 𝑚ห𝑛 ≥ (𝐴𝑝)۱/۲�̂�𝑛ൟ .

شده گزارش توقف متغیر دو هر اساس بر مدل واریانس و برآوردگر اساس بر اولیه نمونه اندازە ی و هزینه مختلف مقادیر برای ۲ جدول در نتایج
که هستند یکسان روش دو هر از حاصل برآوردگرهای مقادیر نمونه اندازە ی و هزینه مختلف مقادیر برای می شود، مشاهده که همانطور است.

است. عمل در روش دو نزدیک عملکرد نشان دهندە ی

نتیجە گیری و بحث
نمونه، اندازه تعیین برای جایگزین روش های از یکی ندارد. کاربردی بهینه ثابت نمونه اندازه روش باشند، مجهول مدل پارامترهای که هنگامی
حاصل، نتایج طبق است. شده بررسی خودبازگشتی مدل در را روش این عملکرد مقاله این در است. کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ پناه سجادی سودابه اسفندیاری، میرجلیلی،راضیه محمود سید ۴۲

 .𝑁𝑚 و  𝑁𝑝 توقف متغیرهای اساس بر نقطە ای برآورد :۲ جدول
(𝑚, 𝐴) 𝑁𝑚 𝑁𝑝 ෝ𝛽𝑁𝑚

ෝ𝛽𝑁𝑝  ෝ𝜎 𝑁𝑚  ෝ𝜎 𝑁𝑝  
(۳, ۵)  ۷  ۷  ۰٫۵۲۶۴   ۰٫۵۲۶۴  ۸٫۰۳۷۷ ۸٫۰۳۷۷ 

 (۸, ۲۰) ۱۱     ۱۱  ۰٫۴۷۹۸  ۰٫۴۷۹۸ ۵٫۸۵۶۴ ۵٫۸۵۶۴
 (۲۰, ۳۰)  ۲۰       ۲۰   ۰٫۳۲۹۸  ۰٫۳۲۹۸  ۴٫۳۴۰۰ ۴٫۳۴۰۰ 

خطای دوم توان های ميانگين دوم ريشه است. نزدیک بسیار بهینه ثابت نمونه اندازه مقدار به هزینه مقدار دو برای محض روش توقف متغیر
نیز نمونه اندازه افزایش با روش این از مخاطره نسبت هم چنین است. کم بسیار هزینه مقدار دو هر برای نیز روش این از حاصل برآوردگرهای
بررسی در همچنین است. بهينه ثابت نمونه اندازه روش به نسبت روش این خوب عملکرد نشان دهنده نتایج واقع در است. نزديك يك مقدار به
نمونە گیری هزینه کاهش و شبیە سازی نتایج و حاصل نظری نتایج به توجه با دارد. محض دنباله  ای روش به نزدیک عملکردی واقعی دادە ی

است. مناسبی پیشنهاد زمانی سری مدل های بررسی برای روش این تحت
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چکیده
شده مرور خودبازگشتی مدل در اطمینان ناحیه برآورد برای کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش مقاله، این در
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مقدمه .۱
تجربی تحلیل و تجزیه در استفاده مورد آماری دادە های مهمترین از یکی مشاهدات، این فراوانی دلیل به زمانی سری دادە های تحلیل فراوان کاربرد
از توجهی قابل تعداد اخیر سال های در می گیرند. قرار استفاده مورد متغیرها بین روابط بررسی و پیش بینی برای اغلب مدل ها این که هستند
مدل ها این پارامترهای فاصلە ای و نقطە ای برآورد روشهای و غیرخطی و خطی بازگشتی خود مدل های گسترش به مربوط اقتصادسنجی مقالات
از یکی هستیم، مواجه مدل پارامترهای برآورد به دستیابی برای ثابت نمونه اندازە ی با روش  از استفاده در محدودیت با که هنگامی است. بوده
نیز زمانی سری مدل های در دنبالە ای روش های از استفاده ترتیب بدین و است دنبالە ای روش های از استفاده با نمونه اندازە ی تعیین راهکارها

می یابد. کاربرد
نمونە گیری روش چندین ازینرو می شود. تعیین نمونه اندازە ی نمونە گیری توقف برای قاعده یا تصمیم بهترین ارائه با دنبالە ای، تحلیل های در
کمترین ارائه با محض دنبالە ای نمونە گیری روش آن ها، پرکاربردترین و مهمترین از یکی که دارد وجود توقف قاعده تعریف بر اساس دنبالە ای
پیادە سازی در سادگی دلیل به است، دومرحلە ای روش شده اصلاح که بهبودیافته دومرحلە ای و دومرحلە ای روش  همچنین است. نمونه اندازە ی
از یکی از استفاده با شرایط به توجه با که هستند معایبی دارای یک هر دنبالە ای روش های البته می شوند. محسوب دنبالە ای پرکاربرد روش های از
رویکرد با زمانی سری مدل های زمینه در بسیاری محققان می شود. پرداخته نمونه اندازه تعیین به پژوهشگر مدنظر شاخص به توجه و روش ها این
را محض دنبالە ای نمونە گیری روش [۱۴ ،۱۳] سیرام می شود. مرور مورد چند خلاصه صورت به که دادە اند انجام پژوهش و مطالعه دنبالە ای
محض دنبالە ای نمونە گیری روش ۱۹۹۷ سال در [۱] داس و باسو کرد.  بررسی اول مرتبه خودبازگشتی مدل میانگین و پارامتر برآورد جهت
در ایستا آستانە ای خودبازگشتی غیرخطی مدل ۱۹۹۹ سال در [۸] سیرام و لی کردند. بررسی 𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل پارامتر بردار برآورد برای
کردند. بررسی محض دنبالە ای نمونە گیری روش با را دوم توان های کمترین برآوردگر های اساس بر مدل پارامتر های برآورد در آن ها گرفتند. نظر

میرجلیلی محمود ∗سید
پناه) سجادی (سودابه soodabesajadi@yahoo.com میرجلیلی)، محمود (سید velayat.ac.ir@sm.mirjalili الکترونیک: پست
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𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل و خطاها بودن غیر نرمال و نرمال فرض با چندگانه خطی رگرسیون مدل برای ۱۹۹۹ سال در [۱۰] اییبد و ماخوپادهای
خودبازگشتی مدل پارامتر های فاصلە ای برآورد ۲۰۰۱ سال در [۱۵] سیرام کردند. بررسی کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش از استفاده با
چندگانه اول مرتبه آستانە ای خودبازگشتی مدل به را نتایج و نمود بررسی محض دنبالە ای نمونە گیری روش با ثابت طول با اول مرتبه آستانە ای

نمود. بررسی محض دنبالە ای نمونە گیری روش با خطی فرایند میانگین پارامتر فاصلە ای برآورد ۲۰۱۰ سال در [۲] گمبی داد. تعمیم
هم چنین داشتند. مروری اول مرتبه خودبازگشتی مدل پارامتر برای را محض دنبالە ای نمونە گیری روش بر ۲۰۱۴ سال در [۱۶] لسی و سیرام
در کردند. بررسی شبیە سازی از استفاده با را پارامتر فاصلە ای و نقطە ای برآوردگر های ریسک مجانبی کارایی و مجانبی کارایی ویژگی های آن ها
و گرفتند نظر در چند متغیره و تک متغیره 𝑝 مرتبه از تصادفی ضرایب با خودبازگشتی مدل های [۶ ،۵] ماخوپادهای و کارماکار اخیر، سال های
سیرام توسط که داشتند مروری محض دنبالە ای نمونە گیری روش بر [۱۷] صمدی و سیرام نمودند. بررسی را محض دنبالە ای نمونە گیری روش
نمایی توزیع در فاصلە ای برآورد در دومرحلە ای روش عملکرد ۲۰۲۰ سال در [۷] همکاران و خلیفه هم چنین، بود. شده ارائه ۱۹۸۸ سال در
تحت بهبود یافته دومرحلە ای نمونە گیری روش اساس بر توقف قاعدە های از کلاسی ۲۰۲۰ سال در [۴] ژانگ و جان هم چنین نمودند. بررسی
برآورد در اول مرتبه خودبازگشتی مدل در را دومرحلە ای نمونە گیری روش [۱۱] اخیرا کردند. بررسی دوم درجه زیان تابع سازی مینیمم شرایط

پرداختند. محض دنبالە ای روش با پیشنهادی روش مقایسه به و کردند بررسی فاصلە ای و نقطە ای
روش روش ها، این پرکاربردترین از یکی که هستند متفاوت توقف متغیر تعریف شیوە ی اساس بر دنبالە ای روش های شد، اشاره که همانطور
دنبالە ای نمونە گیری روش روش)، این تحت نمونە گیری (هزینه روش معایب کاهش برای دارد. معایبی نیز روش این اما است محض دنبالە ای
برآورد عملکرد است. دومرحلە ای روش و محض توقف متغیر از ترکیبی روش این تحت توقف متغیر است. شده پیشنهاد کلی یافته تسریع
فاصلە ای برآورد در پیشنهادی روش عملکرد بررسی به علاقە مند اکنون و است شده بررسی نویسندگان همین از دیگری مقالە  در روش این نقطە ای

شدە ایم.
خودبازگشتی مدل در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش اطمینان ناحیه برآورد عملکرد مرور به بخش ۲  در ابتدا مقاله این در منظور بدین
از استفاده با تئوری نتایج به توجه با را روش این عملکرد بخش ۳ در سپس است. شده ارائه [۱۰] اییبد و ماخوپادهای توسط که می شود مرور

می دهیم. قرار بررسی مورد دوم و اول مرتبە ی خودبازگشتی مدل های برای کارلو مونت شبیە سازی

خودبازگشتی مدل در اطمینان ناحیه برآورد .۲
می شود: گرفته نظر در زیر بە صورت 𝑝 مرتبه خودبازگشتی فرایند

𝑋𝑖 = 𝛽۱𝑋𝑖−۱ +…+ 𝛽𝑝𝑋𝑖−𝑝 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = ۱, ۲, ...,
هستند. ناهمبسته {𝑋𝑗 , 𝑗 < 𝑖} دنبالە ی از و 𝜎۲ واریانس صفر، میانگین ،𝐹 مجهول توزیع با (iiⅾ) هم توزیع و مستقل دنبالە ی 𝜀𝑖}ها , 𝑖 ≥ ۱}
تابعی که خطا دوم توان های مجموع روش این در است. دوم توان های کمترین روش آماری مدل های برازش در معمول روش های از یکی
توسط 𝛽 پارامتر است. مدل پارامتر های برآورد تابع این مینیمم نقطه و می شود گرفته نظر در هدف تابع عنوان به هستند؛ مدل پارامترهای از

بە صورت 𝑋𝑖 = (𝑋𝑖 , … , 𝑋𝑖−𝑝+۱)
′ فرض با دوم توان های کمترین برآوردگرهای

�̂�𝑛 = (�̂�𝑛۱, … , �̂�𝑛𝑝)
′ = (

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′

𝑖−۱)−۱(
𝑛

𝑖=۱
𝑋′

𝑖−۱𝑋𝑖).
و

�̂�۲
𝑛=𝑛−۱ 

𝑛

𝑖=۱
(𝑋𝑖 − �̂�𝑛۱𝑋𝑖−۱ −…− �̂�𝑛𝑝𝑋𝑖−𝑝)۲.

فرض E(𝑋𝑖۲) < ∞ و E(𝑋۰) = ۰ پذیر، اندازه ℱ𝑛 میدان سیگما به نسبت 𝑋۰ = (𝑋۰, … , 𝑋−𝑝+۱)
′ فرایند اولیە ی مقدار می شوند. برآورد

شرطی ماکزیمم درستنمایی و دوم توان های کمترین برآوردگرهای باشد، گاوسی {𝜀𝑛 , 𝑛  ≥ ۱ } سری اینکه فرض با است، ذکر قابل می شود.
است. 𝑋𝑡 فرایند (𝑖 − 𝑗)𝛾 خودکواریانس تابع آن ,𝑖) ام 𝑗) درایە ی که می گیریم نظر در  Σ ،𝑝 × 𝑝 مثبت معین ماتریس می شوند.  حاصل یکسان
کافی اندازە ی به 𝑛 های همه برای  ،𝜀𝑖 = (𝜀𝑖 ,   …  , 𝜀𝑖−𝑝+۱)′ فرض با است. (�̂�𝑛−𝛽) = (∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖−۱𝑋′
𝑖−۱)−۱(∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖−۱𝜀𝑖) هم چنین
و  ۲𝑑 ثابت طول با 𝛽 توأم اطمینان ناحیه بخش این در می شوند. گرفته نظر در ناتکین ماتریس های ∑𝑛

𝑖=𝑝 𝜀𝑖𝜀
′
𝑖 و ∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖−۱𝑋′
𝑖−۱ بزرگ

می شود، گرفته نظر در زیر صورت به 𝛽 اطمینان ناحیه منظور، بدين است. ۱ − 𝛼 اطمینان ضریب

𝑅𝑛 =  { 𝛽 ∶ ൫�̂�𝑛 − 𝛽 ൯
′
  ቆ

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′

𝑖−۱ቇ ൫�̂�𝑛 − 𝛽 ൯

  ≤ 𝑑۲ 𝜆𝑚𝑖𝑛 ቆ
𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′

𝑖−۱ቇ  },
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در 𝛽 مانند نقاطی مجموعه هندسی مکان می کند. دلالت 𝐶 ماتریس ویژه مقادیر کوچکترین بر  𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐶) ،𝐶 همچون  𝑝 ×  𝑝 ماتریس یک برای
𝑃  ( 𝛽  ∈  𝑅𝑛 )    باشد، ≃ کوچک کافی اندازه به 𝑑 که هنگامی اطمینان  ناحیه پوشش احتمال است.   �̂�𝑛 مرکز به توپر بیضی ابر یک فوق، ناحیه

صورت به و داده نشان 𝑘𝑑 با که بهینه نمونه حجم است.       ۱ − 𝛼

𝑘𝑑 = [𝑑−۲𝜆−۱
𝑚𝑖𝑛( Σ )𝜎۲𝜒۲

𝑝 (۱ − 𝛼)]

قاعدە ی ارائه با را نمونه اندازه شرایط این در ندارد. کاربرد بهینه ثابت نمونه اندازه روش باشند، مجهول 𝑘𝑑 مقادیر از یکی هرگاه می شود. حاصل
می شود، گرفته نظر در زیر صورت بهینه نمونه اندازه به توجه با که می کنیم محاسبه  𝜌 ∈ (۰, فرض (۱ با توقف

𝑡 = inf ቊ𝑛 ≥ 𝑚 ቤ𝑛 ≥ 𝑑−۲ 𝜌 �̂�۲
𝑛𝜆−۱

𝑚𝑖𝑛 ቆ𝑛−۱ 
𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′

𝑖−۱ቇ𝜒۲
𝑝 (۱ − 𝛼)ቋ ,

𝑁۱ = [𝑑−۲ 𝜌 �̂�۲
𝑡 𝜆−۱

𝑚𝑖𝑛 ቆ𝑡−۱ 
𝑡

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′

𝑖−۱ቇ𝜒۲
𝑝 (۱ − 𝛼)],

می شود، تعیین زیر بە صورت نهایی نمونه اندازە ی اکنون است.   𝑡 از تابعی 𝑁۱ نمونه اندازە ی که
𝑁 = ⅿax {𝑡, 𝑁۱} .

بخش این اصلی قضیه ادامه در .[۴] می شود مشخص دومرحلە ای روش و محض روش پیادە سازی از استفاده با نهایی نمونه اندازە ی واقع در
است. کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش مجانبی سازگاری و مجانبی کارایی ویژگی های نشان دهنده که می شود ارائه

𝑑 → ۰ هنگامی که آن گاه است. برقرار E[|𝑋۰|۴𝑠] < ∞ و E[|𝜀۱|۴𝑠] < ∞ 𝑠 > ۱ برای کنید فرض .۱ .۲ قضیه
𝑁
𝑘𝑑

𝑎.𝑠−−→ ۱,

Eቆ 𝑁𝑘𝑑
ቇ → ۱,

𝑃 (𝛽 ∈ 𝑅𝑁) → ۱ − 𝛼.

شود. مراجعه [۱۰] به اثبات جزئیات مشاهده برای اثبات.
   

شبیە سازی .۳
مدل فاصلە ای و اطمینان ناحیه برآورد در کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری روش عملکرد کارلو مونت شبیە سازی از استفاده با بخش این در  
روش عملکرد بررسی منظور به است. شده گرفته نظر در 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(۰, ۱) اغتشاش ها توزیع می شود. بررسی دوم و اول مرتبه خودبازگشتی
در با را آن اطمینان فاصلە ی و اطمینان ناحیه پوشش احتمال بهینه، ثابت نمونه اندازه به متغير نسبت و روش از حاصل توقف متغیر پیشنهادی
برآورد ها نتایج شدە اند. گرفته نظر در  𝜌 = و ۰٫۸ جدول ها در مفروض مدل پارامترهای مقادیر که شدە اند محاسبه تکرار گرفتن ۱۰۰۰۰  نظر
با توقف متغير می شود، مشاهده جدول   ۱ از که همانطور است. شده گزارش فاصله طول برای مختلف مقادیر فرض با ۲ و جدول های ۱ در
اندازه به حاصل توقف متغیر نسبت اول). (ستون است انتظار مورد شده ارائه توقف قاعدە ی به توجه با که می یابد افزايش فاصله طول کاهش
همگرایی نرخ پارامتر یک به نزدیک مقادیر برای و است یک به نزدیک  −۰٫۷ ∶ پارامتر ۰٫۷ مقادیر برای فاصله طول کاهش با بهینه ثابت نمونه
برای پوشش احتمال هم چنین دوم). (ستون است مجانبی کارایی ویژگی نشاندهنده و است انتظار مورد نیز نسبت نتایج دارد. یک به ملایم تری
دارد. ملایم تری همگرایی نرخ پارامتر یک به نزدیک مقادیر برای و می شود همگرا مقدار ۰٫۹۵  به فاصله طول کاهش با  −۰٫۷ ∶ ۰٫۷ پارامتر مقادیر
مدل برای روش عملکرد ۲ جدول در سوم). (ستون است مجانبی سازگاری ویژگی نشان دهندە ی و نظری دستاوردهای موید نیز ستون این نتایج
است. گرفته قرار بررسی مورد  |𝛽۲| < و ۱  𝛽۲ − 𝛽۱ < ۱  ،𝛽۱ + 𝛽۲ < ایستایی ۱ شروط همزمان گرفتن نظر در با دوم مرتبە ی خودبازگشتی
تغییر چندان فاصله طول کاهش با توقف متغیر می شود، مشاهده که همانطور است. شده گزارش مدل پارامترهای گوناگون مقادیر برای نتایج
با بهینه ثابت نمونه اندازە ی به توقف متغیر نسبت اول). (ستون است انتظار قابل حالت این در شده ارائه توقف متغیر به توجه با که نمی کند
طول کاهش با نیز اطمینان ناحیه پوشش احتمال دوم). (ستون است نظری نتایج کنندە ی تایید که می شود همگرا یک مقدار به فاصله طول کاهش
ویژگی های کننده تایید شبیە سازی از حاصل نتایج شد، مشاهده که همان گونه سوم). (ستون داشتیم انتظار که می شود همگرا ۰٫۹۵ مقدار به فاصله

است. شده ارائه ۱ .۲ قضیه در که هستند روش
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اول مرتبه خودبازگشتی مدل در  𝑁 توقف متغیر اساس بر  فاصلە ای برآورد :۱ جدول
(𝑚, 𝑑, 𝑘𝑑 , 𝛽) ෞ𝐸𝑁

ෟ
𝐸  𝑁𝑘𝑑 ൨ 𝐶𝑃

(۲۰, ۰٫۵, ۲٫۹۱۹۵, −۰٫۹) ۲۰٫۵۴۳۲ ۶٫۸۶۹۰ ۰٫۹۷۷۸
(۲۰, ۰٫۵, ۷٫۸۳۶۵, −۰٫۷) ۲۰٫۰۵۷۲ ۲٫۵۵۹۴ ۰٫۹۷۴۴ 
(۲۰, ۰٫۵, ۱۱٫۵۲۴۳, −۰٫۵) ۲۰٫۰۵۶۷ ۱٫۷۴۰۳  ۰٫۹۷۴۲
(۲۰, ۰٫۵, ۱۱٫۵۲۴۳, ۰٫۵) ۲۰٫۰۵۶۵ ۱٫۷۴۰۳ ۰٫۹۷۶۲ 
(۲۰, ۰٫۵, ۷٫۸۳۶۵, ۰٫۷) ۲۰٫۰۵۷۴ ۲٫۵۵۹۴ ۰٫۹۷۸۴
(۲۰, ۰٫۵, ۲٫۹۱۹۵, ۰٫۹) ۲۰٫۰۵۰۵ ۶٫۸۶۷۷  ۰٫۹۷۷۴ 

(۲۰, ۰٫۲, ۱۸٫۲۴۶۹, −۰٫۹) ۷۴٫۲۶۵۴ ۴٫۰۷۰۰ ۰٫۹۷۷۴
(۲۰, ۰٫۲, ۴۸٫۹۷۸۶, −۰٫۷) ۷۴٫۲۵۲۹ ۱٫۵۱۶۰ ۰٫۹۶۱۶ 
(۲۰, ۰٫۲, ۷۲٫۰۲۷۳, −۰٫۵) ۷۴٫۲۵۶۴ ۱٫۰۳۰۹  ۰٫۹۴۰۰
(۲۰, ۰٫۲, ۷۲٫۰۲۷۳, ۰٫۵) ۷۴٫۱۷۶۷ ۱٫۰۲۹۸ ۰٫۹۴۱۲ 
(۲۰, ۰٫۲, ۴۸٫۹۷۸۶, ۰٫۷) ۷۴٫۳۶۶۱ ۱٫۵۱۸۳ ۰٫۹۵۸۷
(۲۰, ۰٫۲, ۱۸٫۲۴۶۹, ۰٫۹) ۷۴٫۲۱۷۲ ۴٫۰۶۷۳  ۰٫۹۷۶۷ 

دوم مرتبه خودبازگشتی مدل در  𝑁 توقف متغیر اساس بر  فاصلە ای برآورد :۲ جدول
(𝑚, 𝑑, 𝑘𝑑 , 𝛽۱ , 𝛽۲) ෞ𝐸𝑁

ෟ
𝐸  𝑁𝑘𝑑 ൨ 𝐶𝑃

(۲۰, ۱٫۲, ۵٫۰۲۰۹, −۰٫۱, −۰٫۳) ۲۰ ۳٫۹۸۳۲ ۰٫۹۹۸۱
(۲۰, ۱٫۲, ۴٫۶۱۱۰, −۰٫۱, −۰٫۴) ۲۰ ۴٫۳۳۷۳ ۰٫۹۹۸۶ 
(۲۰, ۱٫۲, ۲٫۷۶۶۶, −۰٫۱, −۰٫۷) ۲۰ ۷٫۲۲۸۹  ۰٫۹۹۹۶
(۲۰, ۰٫۱, ۵٫۳۷۹۶, ۰٫۲, −۰٫۳) ۲۰ ۳٫۷۱۷۷ ۰٫۹۹۵۲ 
(۲۰, ۱٫۲, ۴٫۳۵۴۹, ۰٫۲, −۰٫۵) ۲۰  ۴٫۵۹۲۴   ۰٫۹۹۷۷ 
(۲۰, ۱٫۲, ۳٫۸۹۳۸, ۰٫۳, −۰٫۶) ۲۰ ۵٫۱۳۶۳ ۰٫۹۹۶۷ 

(۲۰, ۰٫۶, ۲۰٫۰۸۳۹, −۰٫۱, −۰٫۳) ۲۰٫۱۲۶۶ ۱٫۰۰۲۱ ۰٫۹۵۱۱
(۲۰, ۰٫۶, ۱۸٫۴۴۴۴, −۰٫۱, −۰٫۴) ۲۰٫۵۶۸ ۱٫۰۸۷۴ ۰٫۹۵۳۶ 
(۲۰, ۰٫۶, ۱۱٫۰۶۶۶, −۰٫۱, −۰٫۷) ۲۰٫۰۰۶۱ ۱٫۸۰۷۷  ۰٫۹۶۲۸
(۲۰, ۰٫۶, ۲۱٫۵۱۸۴, ۰٫۲, −۰٫۳) ۲۰٫۳۸۷۹ ۰٫۹۴۷۴ ۰٫۹۴۳۴ 
(۲۰, ۰٫۶, ۱۷٫۴۱۹۷, ۰٫۲, −۰٫۵) ۲۰٫۰۸۴۴  ۱٫۱۵۲۹   ۰٫۹۵۰۱ 
(۲۰, ۰٫۶, ۱۵٫۵۷۵۲, ۰٫۳, −۰٫۶) ۲۰٫۶۸۲ ۱٫۲۸۸۴ ۰٫۹۴۳۴ 

نتیجە گیری و بحث
نمونه اندازە ی روش از استفاده و پیادە سازی در که هنگامی می شوند گرفته نظر در جایگزین روش های عنوان به دنبالە ای دنبالە ای روش های
روش انتخاب معیارهای از یکی خود نمونە گیری هزینه کاهش و پیادە سازی در سادگی دنبالە ای روش های میان در هستیم. محدودیت دچار ثابت
روش  است. قدیمی و مشهور روش های با قیاس در جدید روش های معرفی برای کنندە ای ترغیب عامل و می شود محسوب پژوهشگران برای
که همانطور است. محض نمونە گیری روش پیادە سازی در هزینه کاهش برای شده معرفی روش های از نیز کلی یافته تسریع دنبالە ای نمونە گیری
متغیر نسبت حاصل، نتایج طبق بود. شده ارائه تئوری نتایج با مطابق دوم و اول مرتبە ی خودبازگشتی مدل در روش این عملکرد می شود، مشاهدە 
این خوب عملکرد نشان دهنده نتایج واقع در شدند. همگرا مقدار ۰٫۹۵  به نیز پوشش احتمال و یک مقدار به فاصله طول کاهش با روش توقف
هزینه کاهش به توجه با وابسته ساختار با مدل ها عملکرد بررسی برای و است بهينه ثابت نمونه اندازه روش به نسبت فاصلە ای برآورد در روش

است. مناسبی پیشنهاد روش این تحت نمونە گیری
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چکیده
استنتاج کیبل دومتغیره گامای توزیع از که (𝐵𝐺𝐺۱) یافته تعمیم دومتغیره گامای توزیع از جدیدی نوع مقاله این در
ارائه یافته تعمیم دومتغیره گامای توزیع احتمالات و آمار از آشکاری و صریح بسط ۲ کیبل گردد. می ارائه است شده
ماکزیمم درستنمایی و گشتاوری روش طریق از آماری پارامترهای از استفاده و کناری های توزیع برآورد است. داده
و مطالعه کارلو مونت سازی شبیه روش از استفاده با آنها تمامی انجام و شده بحث کناری های توزیع برای استنباط

است. کرده پیدا اجرا قابلیت اینجا در شده ارائه توزیع مثال یک با سرانجام است. گردیده تعیین

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

دومتغیره گامای توزیع
گشتاوری روش

کناری. توزیع برای استنباط
2020 MSC:

62E10
62E99

مقدمه .۱
برآورد شیوە های و احتمالی ویژگی های کارخود ادامه در ۲ بولانگا . [۱] شد مطرح ۱ استاسی توسط بار اولین برای یافته تعمیم گامای توزیع
یک از استفاده با دومتغیره نرمال توزیع یک از یافته تعمیم گامای توزیع وی . [۲] داد. توسعه را (𝐵𝐺𝐺) دومتغیره یافته تعمیم گامای توزیع
کرد. استفاده باران گیری آزمایش در باران بارش متغیرهای کردن برازش برای مدل از می توان چگونه که داد ونشان کرد بررسی را توانی تبدیل

[۵] ، [۴] ، [۳] مراجع در
متغیرهای تبدیل برای می شود فرض مقاله این در است. شده مطالعه متغیره چند یافته تعمیم توزیع های و دومتغیره تعمیم گامای توزیع روی بر
(𝐵𝐺𝐺) توزیع از جدیدی فرم یک کیبل یافته تعمیم دو متغیره گامای توزیع از (𝑝𝑑𝑓) احتمال چگالی تابع در همبسته گامای کناری تصادفی
مختلف اشکال یا فرم ها در را جزئیات [۷] مرجع که است ذکر می باشد.قابل (𝐵𝐺𝐺)توزیع های تمامی دربرگیرنده روش این . [۶] کرد استخراج
توزیع های از بسیاری که می دهد نشان این می دهد. ارائه توزیع با مرتبط کلیدی ویژگی و [۱۴] − [۸] ، [۶] دومتغیره گامای توزیع از ویژگی هایی و
، [۸] مراجع توسط شده پیشنهاد دومتغیره گامای توزیع های اشکال و کناری تبدیلات از استفاده با دومتغیره نرمال از می توان را دومتغیره گامای

[۱۶] − [۱۲] ، [۹]
جملە ای چند لحاظ از دومتغیره گامای توزیع از احتمال چگالی تابع ۲ بخش در . [۶] دارند کیبل دومتغیره گامای توزیع با نزدیکی ارتباط که
این از خاص مورد یک که دهیم می نشان و شده استخراج BGG توزیع از جدید شکل یک ۳ بخش در می شود. محاسبه یافته تعمیم لاگر
روش از استفاده با پارامتر برآورد ۴ بخش در کنیم. استخراج [۱۳] مرجع دومتغیره گامای توزیع از می تواند نیز دیگر پیشنهادی BGG توزیع

نوایی ∗لیدر
نوایی) (لیدر leadernavaei@Yahoo.com الکترونیک: پست

Staⅽy۱
Boⅼanga۲
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از برآورد عملکرد ارزیابی ۵ بخش در اند. گرفته قرار بحث مورد ترتیب به (𝐼𝐹𝑀۴) کناری ماکزیمم درستنمایی روش و (𝑀𝑀۳) گشتاوری
می شود. توصیف عددی مطالعه طریق از (𝐼𝐹𝑀) روش و (𝑀𝑀) روش

یافته تعمیم کیبل دومتغیره گامای توزیع .۲
𝜌 و 𝛾 پارامترهای و و 𝜆۲ و 𝜆۱ مقیاس پارامترهای و و 𝛼۲ و 𝛼۱ پارامترهای با دومتغیره گامای تصادفی بردار (𝑊۱,𝑊۲) که کنید فرض
شرایط تحت 𝜆۱ = 𝜆۲ = ۱ با را دومتغیره گامای توزیع از گشتاور مولد تابع کیبل می کند. مشخص را و 𝑊۲ و 𝑊۱ همبستگی که و

است. داده ارائه زیر رابطه صورت به 𝜌۲𝛾 ≤ ⅿin(𝛼۱, 𝛼۲)

𝑀𝑤۱𝑤۲(𝑡۱, 𝑡۲) = (۱ − 𝑡۱)−𝛼۱(۱ − 𝑡۲)−𝛼۲൫۱ − 𝜌۲𝑡۱𝑡۲
(۱ − 𝑡۱)(۱ − 𝑡۲)

൯−𝛾 (۱)
(۱) رابطه در که

𝜌۲𝑡۱𝑡۲ < (𝜆۱ − 𝑡۱)(𝜆۲ − 𝑡۲) , 𝑡۱ < 𝜆۱ , 𝑡۲ < 𝜆۲
می باشند.

BGG توزیع .۳
است. شده ارائه ذیل در 𝐵𝐺𝐺 توزیع سه این برای بنیادی توزیع ویژگی های

بردار 𝐵𝐺𝐺 یک از توام 𝑝𝑑𝑓 ، 𝜌۲𝛾 ≤ ⅿin(𝛼۱, 𝛼۲) شرایط تحت بگیرید. نظر در را 𝛽𝑖 با 𝑖 = ۱, ۲ ، 𝑋𝑖 = 𝑊
۱
𝛽𝑖
𝑖 تبدیل .۱ .۳ قضیه

نوشت. توان می (۲) رابطه از استفاده با (𝑋۱, 𝑋۲) تصادفی

𝑓𝑥۱𝑥۲(𝑥۱, 𝑥۲) = 𝑓𝑥۱(𝑥۱)𝑓𝑥۲(𝑥۲)
∞


𝑖=۰

𝜌۲
۲
ෑ
𝑘=۲

ቆ𝛼𝑘 + 𝑖 − ۱
𝛼𝑘 − ۱ ቇ

−۱
𝐿(𝛼𝑘−۱)
𝑖 (𝜆𝑘𝑥𝛽

𝑘
𝑘 ) (۲)

که
𝑓𝑥𝑖(𝑥𝑖) = (𝛽𝑖𝜆𝛼𝑖𝑖 ⧸Γ(𝛼𝑖))𝑥𝛼𝑖𝛽𝑖−۱

𝑖 exp(−𝜆𝑖𝑥𝛽𝑖𝑖 )
می کند. تعریف 𝑖 = ۱, ۲ برای را 𝑋𝑖 از احتمال چگالی تابع

تعریف کند. را (۲) رابطه در آمده دست به توام احتمال چگالی تابع با 𝐵𝐺𝐺 توزیع یک (𝜆۱, 𝛽۱, 𝛼۱, 𝜆۲, 𝛽۲, 𝛼۲, 𝛾, 𝜌۲)𝐵𝐺𝐺۱ کنید فرض
𝜆۱ = ۱, 𝛽۱ = ۱, 𝛼۱ = ۷, 𝜆۲ = ۱/۲, 𝛽۲ = پارامترهای با ترتیب به 𝐵𝐺𝐺۱ توزیع از مختلف توام چگالی دو دهنده نشان ۲ و ۱ شکلهای

باشد. می که وقتی ۱/۳, 𝛼۲ = ۹, 𝛾 = ۵, 𝜌۲ = ۰/۸, ۰/۲
باشد. (𝜆۱, 𝛽۱, 𝛼۱, 𝜆۲, 𝛽۲, 𝛼۲, 𝛾, 𝜌۲)𝐵𝐺𝐺۱ توزیع یک با دومتغیره تصادفی بردار (𝑋۱, 𝑋۲) کنید فرض .۲ .۳ نتیجه

با: است برابر (𝑋۱, 𝑋۲) توام تجمعی توزیع تابع الف.

𝐹(𝑥۱, 𝑥۲) =
∞


𝑖=۰

ቆ𝛾 + 𝑖 − ۱
𝑖 ቇ𝜌۲𝑖

۲
ෑ
𝑘=۱

𝑖


𝑗𝑘=۰

(−۱)𝑗𝑘ቆ 𝑖𝑗𝑘ቇ𝐼𝐺(𝛼𝑘 + 𝑗𝑘 , 𝜆𝑗𝑘𝑥𝛽
𝑘

𝑘 ) , 𝑥۱, 𝑥۲ > ۰ (۳)

با: است برابر (𝑋۱, 𝑋۲) گشتاور مولد تابع ب.
∞


𝑖=۰

ቆ𝛾 + 𝑖 − ۱
𝑖 ቇ𝜌۲𝑖

۲
ෑ
𝑘=۱

𝜆𝑚
𝑗𝛽𝑘۱

𝑘

∞


𝑚𝑘=۰

𝑡𝛽
𝑚𝑘

𝑘
𝑚𝑘!

𝑖


𝑗𝑘=۰

(−۱)𝑗𝑘ቆ 𝑖𝑗𝑘ቇ
Γ(𝛼𝑘+𝑗𝑘+𝑚𝑘

𝛽𝑘
)

Γ(𝛼𝑘 + 𝑗𝑘)
(۴)

Ⅿoⅿents of Ⅿethoⅾ۳
Ⅿargins for Funⅽtions Inferenⅽe۴
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پارامترها مختلف مقادیر برای BGG توام چگالی :۱ شکل

BGG توام چگالی :۲ شکل

پارامتر برآورد .۴
𝐵𝐺𝐺 توزیع از (𝑋۱۱, 𝑋۲۱), … , (𝑋۱۱, 𝑋۲۱) شده جفت تصادفی نمونە های اساس بر 𝐼𝑀𝐹 و 𝑀𝑀 های روش پارامترهای برآورد بخش این در

پردازیم. می قبلی بخش شده بحث
گشتاوری روش .۱ .۴

𝜇𝑖𝑘 = و 𝑟𝑋۱𝑋۲ ، 𝑋۱𝑋۲ = ∑𝑛
𝑗=۱(𝑋۱𝑗𝑋۲𝑗)⧸𝑛 و متغیر امین 𝑖 برای گشتاور امین 𝑘 ، 𝑖 = ۱, ۲ برای 𝜇𝑖𝑘 = 𝐸(𝑋𝑘𝑖 ) کنید فرض

کناری پارامترهای (𝑀𝑀𝐸𝑠) 𝑀𝑀 برآوردگرهای باشد. گشتاور و همبستگی ضریب توام، گشتاور نمونه امین 𝑘 ترتیب به ∑𝑛
𝑗=۱(𝑥𝑘𝑖𝑗)⧸𝑛

می شود. محاسبه زیر صورت به (𝑘 = ۱, ۲, ۳) 𝑚𝑖𝑘 مبنای بر همگن معادلات توسط (𝛼۱, 𝛽۱, 𝜆۱)

𝑚𝑖𝑘 =
Γ(𝛼𝑖+𝑘𝛽𝑘

)

𝜆𝑘⧸𝛽𝑖
𝑖 Γ(𝛼𝑖)

, 𝑖 = ۱, ۲ (۵)

𝐵𝐺𝐺۲ توزیع از 𝜌۲ خطا) مربعات (میانگین 𝑀𝑀𝐸𝑠 آورد. دست به 𝛼۱ = 𝛼۲ ≡ 𝛼 دادن قرار با 𝐵𝐺𝐺۳ توزیع برای ساده طور به می    توان که
می گردد. محاسبه زیر رابطه صورت به

۲𝐹۱൫ −
۱
�̂�۱
, − ۱

�̂�۲
, �̂�۲; 𝜌۲൯ =

𝑟𝑋۱ ,𝑋۲ ∏
۲
𝑖=۱ ටΓ(�̂�𝑖)Γ(

۲
�̂�𝑖
+ �̂�𝑖) − Γ۲( ۱

�̂�𝑖
+ �̂�𝑖)

Γ( ۱
�̂�۱
+ �̂�۱)Γ(

۱
�̂�۲
+ �̂�۲)

+ ۱ (۶)

است. ضروری �̂� جایگذاری 𝜌۲ برآوردگر برای 𝐵𝐺𝐺۳ توزیع در بالا رابطه حل در ̂𝛼۲ و ̂𝛼۱ بجای
IⅯF روش .۲ .۴

𝑖 = ۱, ۲ برای که (𝜆𝑖 , 𝛽𝑖 , 𝛼𝑖) کنید فرض است. امکان پذیر توام درستنمایی با همزمان طور به پارامترها تمامی برآورد از محاسباتی روش این
(𝜆۱, 𝛽۱, 𝛼۱, 𝜆۲, 𝛽۲, 𝛼۲, 𝛾, 𝜌۲) = زمانیکه باشد توام درستنمایی تابع (�̂�۱, �̂�۱, �̂�۱, �̂�۲, �̂�۲, �̂�۲, 𝛾, 𝜌۲) و بوده ام 𝑖 متغیر برای کناری لگاریتم درستنمایی
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�̂�𝑖 , �̂�𝑖 , �̂�𝑖 توزیع های کناری پارامترهای از (𝑀𝑀𝐸𝑠) 𝐼𝑀𝐹 برآوردهای ، 𝐼𝑀𝐹 روش از مرحله این در . (�̂�۱, �̂�۱, �̂�۱, �̂�۲, �̂�۲, �̂�۲, 𝛾, 𝜌۲)
می آید: دست به زیر معادله از 𝑖 = ۱, ۲ برای

𝜕𝑙𝑖
𝜕𝛽𝑖

= 𝑛
𝛽𝑖

+
𝑛


𝑗=۱

ⅼog 𝑥𝑖𝑗 − 𝜆𝑖
𝑛


𝑗=۱

𝑥𝛽𝑖𝑖𝑗 ⅼog 𝑥𝑖𝑗 = ۰ (۷)

𝜕𝑙𝑖
𝜕𝜆𝑖

= 𝑛𝛼𝑖
𝜆𝑖

+
𝑛


𝑗=۱

𝑥𝛽𝑖𝑖𝑗 = ۰ (۸)

𝜕𝑙𝑖
𝜕𝛼𝑖

= − 𝑛
Γ(𝛼𝑖)

𝑑Γ(𝛼𝑖)
𝑑𝛼𝑖

+ 𝑛 ⅼog 𝜆𝑖 + 𝛽𝑖
𝑛


𝑗=۱

𝑥𝛽𝑖𝑖𝑗
𝑛


𝑗=۱

ⅼog 𝑥𝑖𝑗 = ۰ (۹)

دست به زیر صورت به �̃�۲ و �̃� درستنمایی لاگ معادلات حل از 𝐵𝐺𝐺۱ توزیع یک برای 𝛾 و 𝜌۲ از 𝐹𝑀𝐸𝑠 𝐼𝑀𝐹 فرایند از مرحله دومین در
می آید:

𝜕𝑙
𝜕𝛾 =

∞


𝑠=۱

∑∞
𝑖=۱(

𝑑
𝑑𝜆 )ൣ(𝛾 + 𝑖 − ۱)!⧸𝛾!൧𝜌۲𝑖∏۲

𝑘=۱ 𝛽𝑘 ∑
𝑖
𝑗𝑘=۰ ቂ(−۱)𝑗𝑘𝜆𝛼𝑘+𝑗𝑘𝑘 𝑥𝛽𝑘(𝛼𝑘+𝑗𝑘)−۱

𝑘𝑠 exp(−𝜆𝑘𝑥𝛽𝑘𝑘𝑠 )⧸൫𝑗𝑘!(𝑖 − 𝑗𝑘)!Γ(𝛼𝑘 + 𝑗𝑘)൯ቃ
∑∞
𝑖=۱ ൣ(𝛾 + 𝑖 − ۱)!⧸𝛾!൧𝜌۲𝑖∏۲

𝑘=۱ 𝛽𝑘 ∑
𝑖
𝑗𝑘=۰ ቂ𝜆

𝛼𝑘+𝑗𝑘
𝑘 𝑥𝛽𝑘(𝛼𝑘+𝑗𝑘)−۱

𝑘𝑠 exp(−𝜆𝑘𝑥𝛽𝑘𝑘𝑠 )⧸൫𝑗𝑘!(𝑖 − 𝑗𝑘)!Γ(𝛼𝑘 + 𝑗𝑘)൯ቃ
= ۰

(۱۰)

𝜕𝑙
𝜕𝜌۲ =

∞


𝑠=۱

∑∞
𝑖=۱ ൣ(𝛾 + 𝑖 − ۱)!⧸𝛾!൧𝜌۲(𝑖−۱)∏۲

𝑘=۱ 𝛽𝑘 ∑
𝑖
𝑗𝑘=۰ ቂ(−۱)𝑗𝑘𝜆𝛼𝑘+𝑗𝑘𝑘 𝑥𝛽𝑘(𝛼𝑘+𝑗𝑘)−۱

𝑘𝑠 exp(−𝜆𝑘𝑥𝛽𝑘𝑘𝑠 )⧸൫𝑗𝑘!(𝑖 − 𝑗𝑘)!Γ(𝛼𝑘 + 𝑗𝑘)൯ቃ
∑∞
𝑖=۱ ൣ(𝛾 + 𝑖 − ۱)!⧸𝛾!൧𝜌۲𝑖∏۲

𝑘=۱ 𝛽𝑘 ∑
𝑖
𝑗𝑘=۰ ቂ𝜆

𝛼𝑘+𝑗𝑘
𝑘 𝑥𝛽𝑘(𝛼𝑘+𝑗𝑘)−۱

𝑘𝑠 exp(−𝜆𝑘𝑥𝛽𝑘𝑘𝑠 )⧸൫𝑗𝑘!(𝑖 − 𝑗𝑘)!Γ(𝛼𝑘 + 𝑗𝑘)൯ቃ
= ۰

(۱۱)

کاربردی و عددی مطالعه .۵
شده پیشنهاد الگوریتم .۱ .۵

مثبت همگی که ۲𝛼۱, ۲𝛼۲, 𝛾 و 𝛼۲ ≥ 𝛾 ، 𝛼۱ ≥ 𝛾 که حالتی در 𝐵𝐺𝐺۱ برای نمونه یک آن در که اند کرده کلیبیان روشی تورنت و کاتلین
. [۲۰] گردد تولید می تواند هستند صفر از بزرگتر

کاربرد .۲ .۵
۱۹۹۵ سال تا ۱۹۱۹ سال از (𝑋۲) سیل پیک و (𝑋۱) سیل سالانه حجم آماری ویژگی های پیوستگی تحلیل برای 𝐵𝐵𝐺 مدل کاربرد بخش دراین
Sⅿithگاما دومتغیره توزیع از استفاده با [۱۹] Yueتوسط قبلا دادە ها مجموعه این می شود. ارائه کانادا 𝑀𝑎𝑑𝑎𝑤𝑎𝑘𝑄𝑢𝑒𝑏𝑒𝑐 رود درحوزه
و بوده ۹۹۷۳̸۰ مقدار −𝑝 با ۰۶۴۹̸۰ سیل حجم برای (𝐾𝑆) اسمیرنوف کولموگروف آماری آزمون های است. شده آنالیز (۳) معادله در [۱۳]
ویژگی های از دو هر برای شده انتخاب توزیع برازش که است واضح می باشد.بنابراین ۹۷۳۵̸۰ مقدار −𝑝 با ۰۷۷۹̸۰ آزمون این سیل پیک برای
و �̂�۱ = ۳/۸۱۳ کناری پارامترهای برای 𝐼𝐹𝑀𝐸𝑠 ،روش 𝐼𝑀𝐹 روش اساس بر برخوردارند. خوبی تطابق از سیل) پیک و سیل (حجم سیل
ظاهرا می باشد. 𝑋۲ سیل پیک برای �̂�۲ = ۰/۰۴۵۶۸ و �̂�۲ = ۱۱/۶۳۵ و می باشد 𝑋۱ سیل حجم برای �̂�۱ = ۰/۰۰۰۰۰۴۱ و �̂�۱ = ۱/۵۰۲
نظری تجمعی احتمال توزیع با توام نسبی تجمعی فراوانی مقایسه ، 𝐵𝐺𝐺۲ مدل از استفاده نیست.با �̂�۱ ≠ �̂�۱ برای مطلوبی مدل 𝐵𝐺𝐺۳ توزیع
احتمالات تئوری و توام نسبی تجمعی فراوانی ۳ شکل . [۲۱] می گردد ارزیابی Yue توسط شده ارائه پیشنهادی روش از سیل پیک و سیل حجم

می شود. محاسبه زیر رابطه طبق نسبی تجمعی فروانی جا این در می دهد. نشان را تجمعی

𝐹𝑛(𝑥۱𝑖 ,𝑥۲𝑖) =
𝑛


𝑗=۱

𝐼(𝑋۱𝑗 ≤ 𝑥۱𝑖 , 𝑋۲𝑗 ≤ 𝑥۲𝑖)
𝑛 + ۱ (۱۲)

𝑛 سال های از اعداد مجموع و بوده سال iامین برای سیل پیک و حجم از شده مشاهده مقادیر های (𝑥۱𝑖 , 𝑥۲𝑖) نشانگر تابع 𝐼(.) فوق رابطه در که
احتمالات توپر، خط که است شده داده نشان ۴ شکل در تجربی و نظری توام احتمالات بیشتر شواهد است. ۷۷ ها داده مجموع این در مشاهده
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وسیله به که است 𝑥۱𝑖 , 𝑥۲𝑖 از ترکیبی 𝑋 محور می یابد. افزایش صعودی صورت به که بوده 𝐵𝐺𝐺۲ توزیع سیل پیک و حجم از نظری توام تجمعی
بین مطلق تفاوت حداکثر می باشد. تجربی احتمال برای خوبی برازش نظری احتمال که می شود است.مشاهده شده مرتب 𝐵𝐺𝐺۲ تجمعی احتمال
۰۵̸۰ اطمینان ضریب با (۱۵۴۹̸۰) 𝐾𝑆 بحرانی ناحیه از کمتر که بوده ۰۸۶۴̸۰ با رابر 𝐵𝐺𝐺۲ توام تجمعی احتمال و تجربی توام تجمعی احتمال
تفاوت است.هیچ شده داده نمایش ۴ شکل در تیره خط صورت به مجدداً 𝐵𝐺 توزیع تحت نظری توام تجمعی احتمال مقایسه منظور می باشد.به

است. مناسب سیل پیک و حجم توام توزیع نمایش برای 𝐵𝐺𝐺۲ مدل می شودکه نتیجه رو این از ندارد. وجود خطوط این بین توجهی قابل

عملی و نظری تجمعی احتمال های توزیع :۳ شکل

عملی و نظری تجمعی احتمال های توزیع :۴ شکل

نتیجە گیری .۶
فرد به منحصر گاما دومتغیره توزیع احتمال چگالی تابع بنابراین کرد. استخراج گاما دومتغیره توزیع های از تبدیل با می توان را 𝐵𝐺𝐺 توزیع های
و کیبل دومتغیره گامای توزیع از استفاده با است. شده مقاله این در 𝐵𝐺𝐺 توزیع های از مختلف انواع آمدن وجود به منجر این که نمی باشد
از برخی است. شده ارائه مقاله این در می باشد مشخص 𝐵𝐺𝐺 توزیع های از بسیاری شامل که 𝐵𝐺𝐺 توزیع از جدیدی فرم یک توانی تبدیلات
𝐼𝐹𝑀 و 𝑀𝑀 روش های در شده استفاده مستقل پارامترهای و کناری برآورد است. شده استخراج شده پیشنهاد توزیع های از آماری ویژگی های
محاسبات و بوده سخت نظری صورت به مساله این یابد، گسترش متغیره چند مدل به می تواند 𝐵𝐺𝐺 مدل که این وجود با است. شده بررسی

شود. گرفته نظر در آتی کارهای در موضوع این که است امید باشند. نا  متقارن شکل پارامترهای که زمانی الخصوص علی می باشد. پیچیده آن
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نرمال توزیع از تکی مشاهده با آماری استنباط برای بیزی روش معرفی
،آ نوایی∗ لیدر

ایران تهران، ،۴۶۹۷ −۱۹۳۹۵ پ. نور،ص. پیام دانشگاه آمار، آگروه

چکیده
با مدل گوسی مدل از 𝜃 ناشناخته میانگین مورد در استنباط بر تمرکز با را استنباطی آمار در اساسی مسائل از برخی
پسین ساده، ظاهر به استنباط مسئله این به دقیقتر نگاهی . می کنیم فرض 𝑋 تکی داده مشاهده یک از واحد واریانس
کرد. تفسیر را اطلاعات از خاص انواع ترکیب پسین اعتبار عنوان به نمی توان آن در که می دهد نشان را هدف بیزی

است. شده ارائه 𝑋 از 𝜃 درمورد استنباط جدید حل راه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

محدود آماری استنباط
معتبر استنباط
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مقدمه .۱
Θ پارامتر فضای در 𝜃 پارامتر با 𝑋 آن نمونه فضای در 𝑋 شده مشاهده داده برای نمونە گیری توزیع از احتمال توزیع تابع 𝐹(𝑋|𝜃) کنید فرض
بر مقاله این استنباطی، آمار در اساسی مسائل از برخی به پرداختن برای می شود. داده نشان 𝑓(𝑋|𝜃) بوسیله 𝐹(𝑋|𝜃) احتمال توزیع تابع باشد.
در 𝜃 نامعلوم میانگین و واحد واریانس با متغییره تک نرمال 𝑋 نقطە ای شده مشاهده داده برای نمونه مدل دارد. تمرکز گاوسی، ساده مثال یک

داریم: نمونه توزیع 𝑝𝑑𝑓 و 𝑐𝑑𝑓 برای می باشد. Θ = ℝ = (−∞,+∞)

𝐹(𝑥|𝜃) = 𝜙(𝑥 − 𝜃) (𝑥 ∈ 𝑋 = ℝ, 𝜃 ∈ ℝ)

𝐹(𝑥|𝜃) = 𝜙(𝑥 − 𝜃) = ۱
√۲𝜋𝑒

− (𝑥−𝜃)۲
۲ (𝑥 ∈ 𝑋 = ℝ, 𝜃 ∈ ℝ)

بدون 𝑋 نقطە ای مشاهده از 𝜃 مورد در استنباط بر مقاله این در دارد. استاندارد نرمال توزیع از 𝑝𝑑𝑓 و 𝑐𝑑𝑓 بر دلالت 𝜙(.) و Φ(.) آن در که
می شود. تمرکز 𝜃 از اطلاع

صورت به 𝜃 استنباط برای اتکایی حل راه یک 𝜃 فرض با
𝜃|𝑋 ∼ 𝑁(𝑋, ۱) , (𝜃 ∈ ℝ)

𝑁(𝑋, ۱) پسین توزیع بیزی، قضیه میانگین مورد در سوالی بدون ، 𝜃 برای 𝜋(𝜃) ∝ ۱ پیشین با بیزی قضیه کاربرد است. شده اثبات فیشر توسط
مثال، عنوان به می شود. داده 𝜃 درمورد استنباط برای

𝜋(𝑥|𝜃) = 𝜙(𝜃 − 𝑋) (𝜃 ∈ ℝ)

نوایی ∗لیدر
نوایی) (لیدر leadernavaei@Yahoo.com الکترونیک: پست
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برای می توان را (۱۹۵۸) ۱ لیندی از حاصل نتایج راستا، این در است. شده شناخته بیزی استنتاج هدف عنوان به این است. اتکایی توزیع همان که
هدف نتیجه، در می گیرد. قرار استفاده مورد اتکایی توزیع تکثیر برای دقیقا موجود بیزی توزیع که تکی پارامتر مدل های از کلاس یک شناسایی
از متفاوت تفسیر با پسین ها که نامطلوب ویژگی عنوان به همچنین و داده، تحلیل و تجزیه مطلوب،مانند خواص رویکرد اتکایی روش و بیزی
هدف و اتکایی به را اطلاعات از خاصی انواع ترکیب که هنگامی باید مهمتر، همه از است. شده گذاشته اشتراک به هدف) (غیر معتبر بیزی پسین
کند تفسیر معتبر پسین عنوان به نمی تواند پسین بیزی استنباط، خاص وضعیت زمینه در معتبر بیزی استنتاج با مقایسه در شود. گرفته پسین بیزی

است. گرفته قرار استفاده مورد محدودیت نوع از اطلاعات ترکیب برای که زمانی که

بیزی استنتاج .۲
معتبر بیزی استنتاج .۱ .۲

، 𝑋 داده مشاهده با 𝜃 شرطی توزیع ، ∫Θ 𝜋(𝜃)𝑑𝜃 = ۱ که ، 𝜋(𝜃) معتبر پیشین توزیع با

𝜋(𝜃|𝑋) = න
Θ
𝜋(𝜃)𝑓(𝑋|𝜃)𝑑𝜃 (۱)

ساخت برای می شود. نامیده معتبر پسین توزیع یک 𝜋(𝜃|𝑋) می باشد، معتبر پیشین توزیع 𝜋(𝜃) که هنگامی است. شده داده بیز قضیه توسط
داریم هدف پیشین بیزی از مشابه معتبر پسین از مثال یک

𝜃 ∼ 𝑁ቀ۰, ቆ 𝑐
𝑐 − ۱ቇቁ anⅾ 𝑌|𝜃 ∼ 𝑁(𝜃, 𝑐) (۲)

مثال عنوان به است. 𝜃|𝑋 ≅ 𝑁(𝑋, ۱) معتبر پسین و شده گرفته (۱) از .که 𝑐 > ۱ و 𝑌 = 𝑐𝑋 آن در که
𝜋(𝜃|𝑋) = 𝜙(𝜃 − 𝑋) (𝜃 ∈ ℝ) (۳)

است. شده داده نمایش ۱ شکل در آن احتمال تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع که شده شناخته گاوسی توزیع یک

ⅽⅾf (b) و (a)pⅾf :۱ شکل
با آماردانان است، بدیهی است. یکی همیشه ماده) برای ادعا، دیگر نقطه هر یا (و 𝜃∗ = ۰ مقابل احتمال ، 𝐷𝑆𝑀 عنوان به (۳) از استفاده با
می کند تفسیر آماردانان اعمال معمول، طور به می باشد. 𝐴 کذب یا صدق استنتاج برای خروجی (𝑝, 𝑞, 𝑟) چنین یک راحتی احساس از استفاده
[𝑋−۲, 𝑋+۲] فاصله در 𝜃∗ = ۰ که است محتمل بسیار ب) و گیرد قرار [𝑋−۲, 𝑋+۲] از خارج در 𝜃∗ که است بعید الف) عنوان به را پسین

باشد.
استنتاج خاص وضعیت .۲ .۲

واضح می آوریم، بدست را 𝜃 ∼ 𝑁ቀ۰, ൫ 𝑐
𝑐−۱൯ቁ پیشین توزیع با 𝑌 = 𝑐𝑋 ∼ 𝑁(𝜃, 𝑐) تکی مشاهده از 𝜃 مورد در حاضراستنتاج پژوهش در

که همانطور نمی شود. استفاده 𝜃∗ خاص تحقق درباره شخصی قطعیت عدم نشان برای 𝐷𝑆𝑀 عنوان به 𝜃|𝑋 ∼ 𝑁(𝑋, ۱) پسین توزیع که است
این از فواصل می دهند. نشان را 𝜃∗ مورد در اطمینان عدم 𝜃|𝑋 ∼ 𝑁(𝑋, ۱) اساس بر بازە ها از استفاده دانشمندان و آماردانان شد، بحث قبلا

Ⅼinⅾⅼey۱
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𝐷𝑆𝑀 و تصادفی فواصل از ، (۲۰۰۹) ۳ لیو و ۲ ژانگ ادامه در هستند. علاقه از مختلف اظهارات برای عمل در مختلف اشکال و شخصی نوع
است: زیر شرح به 𝐴 برای ، 𝐷𝑆𝑀 این از استفاده می کند.با استفاده منظم درمان برای ها،

𝑝(𝐴) = ۰ , 𝑞(𝐴) = 𝑃𝑟(𝜃 < ۰|𝑋) = Φ(−𝑋) anⅾ 𝑟(𝐴) = Φ(𝑋)
می شود 𝐴 برای (𝑝, 𝑞, 𝑟) سپس کنید، انتخاب 𝐶(𝜃) تصادفی فاصله توسط را خاص 𝐷𝑆𝑀 اگر مشابه، طور به

𝑝(𝐴) = ۰ , 𝑞(𝐴) = 𝑃𝑟(|𝑋| > |𝜃 − 𝑋| |𝑋) = ۲Φ(|𝑋|) − ۱ anⅾ 𝑟(𝐴) = ۲ − ۲Φ(|𝑋|)
معتبر پسین از ویژگی دو .۳ .۲

فراوانی توزیع بلندمدت در خاص، طور به بگیرید. نظر در استنتاج برای را معتبر پسین بیزی خواص اینجا در
𝑄𝐿(𝑋, 𝜃∗) = 𝑃𝑟(𝜃∗ ∉ 𝐿(𝜃)|𝑋) (۴)
𝑄𝑅(𝑋, 𝜃∗) = 𝑃𝑟(𝜃∗ ∉ 𝑅(𝜃)|𝑋) (۵)

اشاره خاص وضعیت خواص عنوان به زیر، قضیه به رسمی طور به خلاصه استنباطی، نتیجه ویژگی به هستند. مطلوب آشنا، دم احتمالات مطابق
می کند.

.پس 𝑐 > ۱ با (𝑐𝑋)|𝜃 ∼ 𝑁(𝜃, 𝑐) و 𝜃 ∼ 𝑁ቀ۰, ൫ 𝑐
𝑐−۱൯ቁ که کنید فرض خاص) (وضعیت [۳] .۱ .۲ قضیه

𝑄𝐿(𝑋, 𝜃∗) ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(۰, ۱) (۶)
𝑄𝑅(𝑋, 𝜃∗) ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(۰, ۱) (۷)

می کند. صدق (۷) و (۶) قیود در 𝜃∗ که این، بر وعلاوه باشد، برقرار ۱ .۲ قضیه مفروضات که کنید فرض اطلاعات) (ترکیب [۳] .۲ .۲ قضیه

است. شده داده (۵) و (۴) در 𝑄𝑅(𝑋, 𝜃∗) و 𝑄𝐿(𝑋, 𝜃∗) آن در که می باشد، 𝑄𝑅(𝑋, 𝜃∗) ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(۰, ۱) و 𝑄𝐿(𝑋, 𝜃∗) ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(۰, ۱) پس
ضعیف قانون از استفاده با خاص وضعیت اتکایی استنباط .۴ .۲

اظهارات برای (𝑝, 𝑞, 𝑟) تولید 𝐷𝑆𝑀برای یک کردن مشخص برای رسمی، طور به یا، و 𝜃∗ مورد در مشخص قطعیت عدم برای استنتاج از هدف
بیشتر شدن خاص برای می گیریم. نظر در را 𝑍∗ برای (𝑃𝑅𝑆)𝑆(𝑍) پیش بینی تصادفی مجموعه یک کار این انجام برای شده. داده علاقه مورد

بگیرید:
𝑆(𝑍) = 𝑍∗ ∶ |𝑍∗ ≤ |𝑍| , (𝑍|𝑋 ∼ 𝑁(۰, ۱)) (۸)

که می کنیم ثابت راحتی به ببینید). را ۲۰۰۹ لیو، و (ژانگ می شود تعریف یک که
𝑃𝑟(𝑍∗ ∉ 𝑆(𝑍)|𝑍∗) ∼ 𝑈𝑛𝑖𝑓(۰, ۱) (۹)

است. معتبر 𝑍∗ مورد در استنتاج برای 𝑆(𝑍) ،(۲۰۰۹) لیو و ژانگ به توجه با که است. شونده تکرار آزمایش های در 𝑍∗ ∼ 𝑁(۰, ۱) طوریکه به
مقادیر داشتن که معنی این به العاده، فوق نقاط عنوان به 𝑍∗ = +∞ و 𝑍∗ = −∞ رفتار و 𝑍∗ نقطه شامل همیشه 𝑃𝑅𝑆 که باشید داشته توجه

بود. خواهد تعجب آور صفر از دور 𝑍∗ از
با نتیجه تقاطع در که طوری به 𝑆(𝑍) تصادفی مجموعه گسترش حداقل توسط (۸) 𝐷𝑆𝑀 تضعیف موارد از اجتناب برای راه یک

𝑍∗ ∶ 𝑋 − 𝑏 ≤ 𝑍∗ ≤ 𝑋 − 𝑎
خواهد کلیتر تعریف شود گرفته نظر در دیگر جاهای (در حاضر مشکل برای ترکیبی ضعیف قانون یک خاص، طور به بیشتر نمی باشد. خالی

می کنیم، معرفی شد)
𝑆(𝑍)ሩ𝐶𝑋 = 𝑐 ∈ 𝐶𝑋 ∶ ⅿin

𝑠∈𝑆(𝑍)
|𝑐 − 𝑠| = ⅿin

𝑡∈𝐶(𝑋)
ⅿin
𝑠∈𝑆(𝑍)

|𝑡 − 𝑠| (۱۰)

با 𝑆𝑍 تقاطع سادگی به 𝑆(𝑍)⋂𝐶𝑋 پس ، 𝑆(𝑍)⋂𝐶𝑋 ≠ ∅ که هنگامی است. 𝑋 مشاهده برای 𝑍∗ در قید از نمایندگی به مجموعە ای 𝐶𝑋 که
می باشد. 𝑆𝑍 در نقطه به نزدیک که است 𝐶𝑋 در نقاط از مجموعە ای 𝑆(𝑍)⋂𝐶𝑋 پس 𝑆(𝑍)⋂𝐶𝑋 = ∅ که مواردی در است. 𝐶𝑋

معتبر ، (۱۰) در شده تعریف ، 𝐷𝑆𝑀 پس باشد. ، 𝑋 مشاهده به توجه با و 𝑍∗ ∼ 𝑁(۰, ۱) با 𝑋 = 𝜃∗ + 𝑧∗ که کنید فرض [۲] .۳ .۲ قضیه
است. 𝑍∗ مورد در استنباط برای

Zhang۲
Ⅼiu۳
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گیری نتیجه .۳
باشد، شده گرفته احتمال از فراوانی تفسیر اگر که دارد. وجود 𝑋 نقطە ای داده یک از 𝑁(𝜃, ۱) در 𝜃 استنتاج مورد در دقیقتر بررسی مقاله، این در

است. موجود استنتاج روش به محدودیت نوع ترکیب اطلاعات که می آیند بوجود مختلف مسائل
مقادیر از استفاده کلی، طور به است. نامعلوم 𝜃 که 𝑋 مشاهده اساس بر 𝑁(𝜃, ۱) از 𝑌 توسط بعدی، مشاهدات از پیش بینی به مربوط مشکل

مستقل، تحقق دو گرفتن نظر در با برآورد حداکثر روش
𝑍∗۱ = 𝑋 − 𝜃∗ و 𝑍∗۲ = 𝑌 − 𝜃∗

به که ، 𝑌 − 𝑋 ∼ 𝑁(۰, ۱) گرفتن نظر در برای ساده روش یک می باشد. 𝜃∗ مورد در کامل اطلاع عدم با ، 𝑁(۰, ۱) استاندارد نرمال توزیع از
به مشابه روش در 𝑋 از شده گرفته 𝑌 مورد در استنتاج برای می تواند 𝐷𝑆𝑀 یک می باشد. 𝑌|𝑋 ∼ 𝑁(𝑋, ۱) که است. شده ادغام 𝜃∗ موثر طور
برای باشد. کارآمد نیست ممکن است قید 𝜃 که زمانی روش این حال این با شود. داده 𝜃|𝑋 ∼ 𝑁(𝑋, ۱) اساس بر 𝜃∗ مورد در استنتاج عنوان
𝑌|𝑋 ∼ 𝑁(𝑎, ۱) پایه بر می تواند 𝑌 مورد در استنتاج نتیجه، در است. معادل 𝜃 مشاهده با تقریبا 𝑋 مشاهده پس ، 𝑏 ≥ 𝑎 با 𝜃 ∈ 𝑎, 𝑏 اگر مثال

باشد. نزدیک 𝑏 و 𝑎 به 𝑋 مقادیر مشاهده که باشد این به وابسته 𝑁(𝑏, ۱) یا

مراجع
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میرجلیلیب محمود سید ،آ، پناه∗ سجادی سودابه
یزد دانشگاه دکتری آدانشجوی

ولایت دانشگاه آمار بگروه

چکیده
است. شده بررسی  𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل در خطی تابعی فاصلە ای برآورد در محض دنبالە ای روش مقاله، این در
مطالعه قضیه تحت مربعات حداقل برآوردگرهای اساس بر محض دنبالە ای روش از حاصل فاصلە ای برآورد عملکرد
است شده ارائه نتایج تایید جهت به دوم، مرتبه خودبازگشتی مدل در کارلو مونت شبیە سازی سپس است. شده ارائه و
اطمینان فاصله پوشش احتمال و بهینه نمونه اندازه به متغیر نسبت محض، نمونە گیری روش از حاصل توقف متغیر که

است. شده داده نشان واقعی دادە های در روش کاربرد انتها در است. شده محاسبه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

محض دنبالە ای روش
خودبازگشتی فرایند

کارلو. مونت سازی شبیه
2020 MSC:

62L12
62M10
62L15

مقدمه .۱
و پی برد مرحلە ای نمونە گیری اهمیت به بنگال مزارع در کنف محصول میزان برآورد برای خود علمی فعالیت های طی ماهالانوبیس ۱  ۱۹۴۰ سال در
نمونە ای پژوهش های سایر در بنیادین توسیع این پرداخت. کنف مزارع وسعت برآورد برای نمونە ای طرح های توسیع به خود میدانی مطالعات در
تحلیل های و تجزیه پیشتاز عنوان به والد آبراهام گرفت. قرار توجه مورد ۲ والد آبراهام جمله از پژوهشگران از برخی توسط بزرگ⁃مقیاس
سری دادە های تحلیل طرفی از پرداخت. دنبالە ای آزمون های روش شناسی و نظری توسعه به خود دستیاران همکاری با ۱۹۴۰ سال در دنبالە ای
اهداف از یکی است. کرده تبدیل آمار علم شاخە های کاربردی ترین از یکی به را آنها گوناگون، زمینە های در مشاهدات این فراوانی دلیل به زمانی
اندازه شرایط برخی در است. فرایند انتظار مورد مقادیر پیشبینی در شده برازش مدل بە کارگیری زمانی، سری مدل های تحلیل و تجزیه در مهم
دنبالە ای روش های از استفاده با نمونه اندازە ی تعیین راهکارها از یکی حالات، اینگونه در نیست. مشخص پیش از زمانی سری مدل های نمونه
تصمیم بهترین تعیین دنبالە ای، تحلیل در اصلی مسئله می یابد. کاربرد زمانی سری مدل های در دنبالە ای روش های از استفاده ترتیب بدین و است
مهم ترین از یکی که دارد وجود توقف قاعده تعریف اساس بر دنبالە ای نمونە گیری روش چندین این رو از است. نمونە گیری توقف برای قاعده یا
استفاده با شرایط به توجه با که هستند معایبی دارای یک هر دنبالە ای روش های البته است. محض دنبالە ای نمونە گیری روش آنها، پرکاربردترین و
پژوهش و مطالعه دنبالە ای رویکرد با زمانی سری مدل های زمینه در بسیاری محققان می پردازیم. نمونه اندازه تعیین به روش ها این از یکی از

می شود. مرور مورد چند خلاصه صورت به که دادە اند انجام

پناه سجادی ∗سودابه
میرجلیلی) محمود (سید velayat.ac.ir@sm.mirjalili پناه)، سجادی (سودابه yahoo.com@soodabesajadi الکترونیک: پست

1Mahalanobis
2Wald
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محققانی توسط بار اولین برای بسیار جزیئات با تئوری قالب در توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای دنباله  ی برای محض دنبالە  ای روش عملکرد
بە طور و دنبالە ای روش های از استفاده ادامه در است. شده بررسی و مطرح [۴] همکاران و گوش و [۱۱] مارتینسک ،[۱۸] وودروف چون چون
و پارامتر برآورد جهت را محض دنبالە ای نمونە گیری روش [۱۴ ،۱۳] سیرام شد. داده تعمیم وابسته دادە های به محض دنبالە ای روش خاص
پارامتر بردار برآورد برای محض دنبالە ای نمونە گیری روش ۱۹۹۷ سال در [۱] داس و باسو کرد. بررسی اول مرتبه خودبازگشتی مدل میانگین
در آن ها گرفتند. نظر در ایستا ۳ آستانە ای خودبازگشتی غیرخطی مدل ۱۹۹۹ سال در [۱۰] سیرام و لی کردند. بررسی 𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل

کردند. بررسی محض دنبالە ای نمونە گیری روش با را مربعات حداقل برآوردگر های اساس بر مدل پارامتر های برآورد فوق مدل
محض دنبالە ای نمونە گیری روش با ثابت طول با اول مرتبه آستانە ای خودبازگشتی مدل پارامتر های فاصلە ای برآورد ۲۰۰۱ سال در [۱۵] سیرام
پارامتر فاصلە ای برآورد ۲۰۱۰ سال در [۲] گمبی داد. تعمیم چندگانه اول مرتبه آستانە ای خودبازگشتی مدل به را نتایج سپس نمود. بررسی
را محض دنبالە ای نمونە گیری روش بر ۲۰۱۴ سال در [۱۶] لسی و سیرام نمود. بررسی محض دنبالە ای نمونە گیری روش با خطی فرایند میانگین
ریسک اول مرتبه مجانبی کارایی و اول مرتبه مجانبی کارایی ویژگی های آن ها هم چنین داشتند. مروری اول مرتبه خودبازگشتی مدل پارامتر برای
مدل های [۷ ،۶] ماخوپادهای و کارماکار اخیر، سال های در کردند. بررسی شبیە سازی از استفاده با را پارامتر فاصلە ای و نقطە ای برآوردگر های
سیرام نمودند. بررسی را محض دنبالە ای نمونە گیری روش و گرفتند نظر در چند متغیره و تک متغیره 𝑝 مرتبه از تصادفی ضرایب با خودبازگشتی
همکاران و خلیفه هم چنین، بود. شده ارائه ۱۹۸۸ سال در سیرام توسط که داشتند مروری محض دنبالە ای نمونە گیری روش بر [۱۷] صمدی و
قاعدە های از کلاسی [۵] ژانگ و جان اخیرا نمودند. بررسی نمایی توزیع در فاصلە ای برآورد در دومرحلە ای روش عملکرد ۲۰۲۰ سال در [۹]
نمونە گیری روش [۱۲] کردند. بررسی دوم درجه زیان تابع سازی مینیمم شرایط تحت بهبود یافته دومرحلە ای نمونە گیری روش اساس بر توقف
دنبالە ای روش با پیشنهادی روش مقایسه به سپس کردند. بررسی فاصلە ای و نقطە ای برآورد در اول مرتبه خودبازگشتی مدل در را دومرحلە ای

پرداختند. محض
گرفته قرار مطالعه مورد مدل پارامتر های از تابعی فاصلە ای برآورد در  𝑝 مرتبه خودبازگشتی مدل در محض دنبالە ای نمونە گیری روش مقاله این در
این واقع در است. شده اثبات ریسک اول مرتبه مجانبی کارایی اول، مرتبه مجانبی کارایی جمله از پارمترها برآورد در روش ویژگی های است.
است. شده ارائه ۲ بخش در نتایج که می دهند قرار ارزیابی مورد بهینه ثابت نمونه اندازه روش با مقایسه در را پیشنهادی روش کارایی ویژگی ها،
بخش های در نتایج که است شده مشاهده تئوری نتایج دوم مرتبه خودبازگشتی مدل پارامتر های از تابعی برآورد در سازی شبیه از استفاده با سپس

است. شده ارائه ترتیب به ۴ و ۳

پارامترها از تابعی اطمینان فاصله برآورد .۲
می شود. گرفته نظر در زیر بە صورت (AR(𝑝)) 𝑝 مرتبه خودبازگشتی فرایند   

𝑋𝑖 = 𝛽۱𝑋𝑖−۱ +⋯+ 𝛽𝑝𝑋𝑖−𝑝 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = ۱, ۲, ....
هستند. ناهمبسته {𝑋𝑗 , 𝑗 < 𝑖} دنباله از و است 𝜎۲ واریانس صفر، میانگین ،𝐹 مجهول توزیع با (iiⅾ) هم توزیع و مستقل دنبالە ی 𝜀𝑖}ها , 𝑖 ≥ ۱}

می شود: برآورد زیر بە صورت 𝑋𝑖 = (𝑋𝑖 , … , 𝑋𝑖−𝑝+۱)
′ فرض با مربعات حداقل برآوردگرهای توسط 𝛽 پارامتر

�̂�𝑛 = (�̂�۱, … , �̂�𝑝)
′ = (

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑖−۱𝑋′𝑖−۱)−۱(

𝑛

𝑖=۱
𝑋′𝑖−۱𝑋𝑖).

ترکیب برای اطمینان فاصله می شود. فرض E(𝑋𝑖۲) < ∞ و E(𝑋۰) = ۰ پذیر، اندازه ℱ𝑛 میدان سیگما به نسبت 𝑋۰ = (𝑋۰, … , 𝑋−𝑝+۱)
′

∑𝑝
𝑖=۱ 𝑎𝑖�̂�𝑖 می دانیم، که همانطور می گردد. بررسی محض دنبالە ای روش از استفاده با ۱ − 𝛼 اطمینان ضریب و (۲𝑑) ثابت طول با 𝛽 از خطی

است زیر توزیع دارای مجانبی بە طور


𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖�̂�𝑖   ∼ 𝑁   ൬𝑎′𝛽, 𝑎′ 𝑎 ൰  .

3Threshold Autoregressive Process
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باشد، کوچک کافی اندازه به 𝑑 که هنگامی ، ∑𝑝
𝑖=۱ 𝑎𝑖𝛽𝑖 پوشش احتمال

𝑃ቆ
𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖�̂�𝑖 − 𝑑 <

𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖𝛽𝑖 < 

𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖�̂�𝑖 + 𝑑ቇ

= 𝑃ቆቤ
𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖�̂�𝑖 −

𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖𝛽𝑖ቤ < 𝑑ቇ

= 𝑃ቌ𝑛 ห
∑𝑝
𝑖=۱ 𝑎𝑖�̂�𝑖 − ∑𝑝

𝑖=۱ 𝑎𝑖𝛽𝑖ห
۲

𝜎∗۲   < 𝑛𝑑۲
𝜎∗۲  ቍ

  →   ۱ − 𝛼,

می آید. بە دست  𝑑−۲𝜎∗۲𝑧۲
(۱−𝛼)/۲ با  برابر تقریبا نیز بهینه ثابت نمونه اندازه است. 𝜎∗۲ = 𝑎′ ∑𝑎 و  واریانس⁃كواریانس ماتریس که ∑     

اندازه است. مجهول مقدار یک 𝑘۰ باشد، مجهول 𝜎∗۲ اگر می شود. گرفته نظر در   [𝑑−۲𝜎∗۲𝑧۲
(۱−𝛼)/۲] و داده نشان 𝑘۰ با بهینه نمونە ی حجم

گرفته نظر در زیر صورت به بهینه ثابت نمونه اندازه به توجه با نظر مورد توقف قاعدە ی و تعیین محض نمونه  گیری روش از استفاده با نمونه
می شود 

𝑁𝑑 = inf  { 𝑛 ≥ 𝑚ห𝑛 ≥ 𝑧۲
(۱−𝛼)/۲ 𝑑−۲�̂�∗۲

𝑛  } ,

مورد توزیع از 𝑋۱, … , 𝑋𝑚 مقدماتی نمونە  اگر بالا، در شده ارائه توقف قاعدە ی به توجه با است. اولیه نمونه اندازه توقف قاعدە ی در  𝑚 که 
صورت این در باشد، برقرار 𝑚 > ෞ𝑛∗ رابطە  اگر می شود. محاسبه مقدماتی) نمونه کمک به 𝑛∗ (برآورد ෞ𝑛∗ آن از استفاده با و شده استخراج نظر
جدید دادە  یک صورت این غیر در می شود؛ برآورد 𝑇𝑚 = 𝑡(𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑚) آمارە  ی توسط 𝜃 مجهول پارامتر و یافته خاتمه نمونە گیری فرآیند
فاصله می گردد. برآورد 𝑛∗ مقدار 𝑋۱, … , 𝑋𝑚 , 𝑋𝑚+۱ نمونە  از استفاده با سپس می شود. افزوده قبلی مشاهدات به و مشاهده توزیع از 𝑋𝑚+۱

می شود. ارائه بخش این اصلی قضیه ادامه در و داده نشان  𝐼𝑁𝑑 با  محض گیری نمونە  روش اساس بر برآوردگرها اطمینان
باشند. برقرار E[|𝑋۰|۴𝑠] < ∞ ،E[|𝜀۱|۴𝑠] < ∞ ، 𝑠 > ۲ ازای به کنید فرض ثابت): طول با خطی ترکیب فاصلە ای (برآورد .۱ .۲ قضیه

می شود. حاصل زیر نتایج 𝑑 → ۰ هنگامی که آنگاه
𝑁𝑑
𝑘۰

𝑎.𝑠−−→ ۱,

E൫𝑁𝑑𝑘۰
൯ → ۱,

𝑃൫
𝑝

𝑖=۱
𝑎𝑖𝛽𝑖 ∈ 𝐼𝑁𝑑൯ → ۱ − 𝛼.

می شود. خودداری آن ذکر از لذا است، [۱] مقاله ۳ قضیه مشابه اثبات استدلال اثبات.
 

شبیە سازی .۳
اغتشاش ها توزیع فرض با دوم مرتبه خودبازگشتی مدل در محض دنبالە ای روش عملکرد کارلو مونت سازی شبیه از استفاده با بخش این در   
متغیر نسبت محض، روش از حاصل توقف متغیرهای برآورد پیشنهادی، روش عملکرد بررسی منظور به می شود. بررسی 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(۰, ۱)
مفروض مقادیر بررسی، این در است. شده محاسبه  اطمینان ۹۵٪ باضریب اطمینان فاصله پوشش احتمال و بهینه ثابت نمونه اندازه به پیشنهادی
با مطالعه این در است. شده گرفته نظر در تكرار  ۱۰۰۰۰ با  ۲۰ اولیه نمونه اندازه و  𝛽۲ = ۰٫۱, ۰٫۳, ۰٫۵  ،  𝛽۱ = ۰٫۱, محاسبات ۰٫۲ جهت
استفاده با سپس می کنیم. شبیە سازی اولیه نمونه اندازە ی تعیین و انتخاب با دوم مرتبە ی خودبازگشتی مدل از ابتدا مسئله مفروضات به توجه
نمونه اندازه اختلاف به توجه با شد، تعیین نهایی نمونه اندازه هنگامی که می پردازیم. نهایی نمونە ی اندازه تعیین به پیشنهادی توقف قاعدە ی از
بخش در شده معرفی مربعات حداقل برآوردگرهای براساس پارامترها برآورد با سپس می شود. تولید باز نمونه خودبازگشتی مدل از نهایی و اولیه
پرداخته بهینه ثابت نمونه اندازە ی به توقف متغیر نسبت و توقف متغیر متوسط پوشش، احتمال محاسبە ی به نهایی، نمونه اندازە ی اساس بر قبل
است ذکر قابل می شود. محاسبه خودبازگشتی مدل مفروضات به توجه با که شده معرفی قبل بخش در نیز بهینه ثابت نمونه اندازە ی می شود.
ارائه آن ها نهایی برآورد عنوان به محاسباتی مقادیر متوسط و می شود انجام تکرار با ۱۰۰۰۰  پارامترها برآورد و نهایی نمونه اندازە ی تعیین فرایند
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و  𝑑 = ۰٫۹, فواصل ۰٫۲ با  𝑐′ = (۰٫۰۵, −۰٫۵) و 𝑐 = (۰٫۵, −۰٫۷۵) بردارهای  برای ۲ و جدول های ۱ در ترتیب به مطالعه نتایج می گردد.
است. شده گزارش 𝑑 = ۰٫۵, ۰٫۱ 

فاصله بردار این برای واقع در دارد. را کمی کاهش فاصله طول کاهش با اطمینان فاصله پوشش احتمال می شود، مشاهده جدول ۱ در که همانطور
و افزایش فاصله طول کاهش با توقف متغیر هم چنین دارد. مقدار ۰٫۹۵  سمت به ملایمی همگرایی نرخ شده، ارائه قضیه طبق پوشش احتمال
به بهینه ثابت نمونه اندازە ی به توقف متغیر نسبت فاصله طول کاهش با که داشتیم انتطار تئوری نتایج طبق می یابد. ملایمی کاهش نیز آن نسبت
مشاهده قبل جدول مشابه روند پوشش احتمال برای ۲ جدول در می یابد. کاهش ملایمی بسیار نرخ با حالت این در که می شود همگرا ۱ سمت
فاصله طول کاهش با قبل نتیجە ی همچون نیز توقف متغیر است. ۰٫۹۵ مقدار سمت به پوشش احتمال همگرایی ملایم نرخ کننده تایید که می شود
است. محسوس بیشتر حالت این در تئوری نتایج که دارد بیشتری سرعت با همگرایی نرخ نمونه اندازە ی به توقف متغیر نسبت اما می یابد افزایش
همین داشت. خواهد سمت به را بیشتری سرعت با همگرایی نرخ پوشش احتمال انتخابی بردار به توجه با فاصله طول بیشتر کاهش با واقع در

است. برقرار نیز توقف متغیر برای نتیجه

𝑐 = (۰٫۵, بردار(۰٫۷۵− برای محض روش اطمینان فاصله برآورد :۱ جدول
(𝑚, 𝑑,  𝛽۱ ,  𝛽۲ ) ෟ𝐸𝑁𝑑 ෟ𝐸𝑁𝑑/𝑘۰ ⅭP𝐼𝑁𝑑(۲۰ ،۹ .۰ ، ۱ .۰، ۳ .۰) ۸۶۹۷ .۲۷ ۴۷۲۲ .۵ ۹۹۹۸ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۱ .۰، ۱ .۰) ۳۱۶۱ .۲۸ ۱۸۷۲ .۵ ۹۹۹۱ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۱ .۰) ۳۴۲۸ .۳۰ ۱۱۷۹ .۵ ۹۹۹۲ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۲ .۰) ۳۱۴۹ .۳۰ ۲۲۱۸ .۵ ۹۹۹۵ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۳ .۰) ۱۸۶۴ .۳۰ ۳۹۰۴ .۵ ۹۹۹۵ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۵ .۰) ۱۳۰۵ .۳۰ ۰۹۶۲ .۶ ۹۹۹۸ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۱ .۰، ۵ .۰) ۲۹۶۶ .۲۷ ۲۵۹۲ .۶ ۹۹۱۶ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۱ .۰، ۳ .۰) ۷۳۴۴ .۵۳۷ ۱۹۴۷ .۵ ۹۸۹۸ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۱ .۰، ۱ .۰) ۸۶۶۱ .۵۵۹ ۰۶۴۷ .۵ ۹۸۹۴ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۲ .۰، ۱ .۰) ۵۹۶۶ .۶۰۹ ۰۷۷۶ .۵ ۹۹۸۹ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۲ .۰، ۲ .۰) ۳۹۷۸ .۶۰۶ ۱۵۸۲ .۵ ۹۹۸۵ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۲ .۰، ۳ .۰) ۷۱۰۱۴ .۵۹۹ ۲۸۸۵ .۵ ۹۹۹۱ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۲ .۰، ۵ .۰) ۱۶۶۸ .۵۹۱ ۹۰۶۶ .۵ ۹۹۲۸ .۰
(۲۰ ،۲ .۰ ، ۱ .۰، ۵ .۰) ۵۱۷۲ .۴۸۷ ۵۲۰۴ .۵ ۹۸۱۶ .۰

 𝑐′ = (۰٫۰۵, −۰٫۵) بردار برای محض روش اطمینان فاصله برآورد :۲ جدول
(𝑚, 𝑑,  𝛽 ۱ ,  𝛽۲ ) ෟ𝐸𝑁𝑑 ෟ𝐸𝑁𝑑/𝑘۰ ⅭP𝐼𝑁𝑑(۲۰ ،۹ .۰ ، ۱ .۰، ۳ .۰) ۰۱۴۷ .۲۰ ۷۰۸۵ .۱۳ ۹۹۹۸ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۱ .۰، ۱ .۰) ۰۱۱۱ .۲۰ ۶۴۴۲ .۱۲ ۹۹۹۱ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۱ .۰) ۰۰۳۶ .۲۰ ۳۹۸۷ .۱۲ ۹۹۹۲ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۲ .۰) ۰۰۱ .۲۰ ۷۵۵۵ .۱۲ ۹۹۹۵ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۳ .۰) ۳۳۶ .۲۰ ۳۹۸۱ .۱۳ ۹۹۹۵ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۲ .۰، ۵ .۰) ۲۱۳۶ .۲۰ ۹۷۳۲ .۱۵ ۹۹۹۸ .۰
(۲۰ ،۹ .۰ ، ۱ .۰، ۵ .۰) ۸۸۹۱ .۲۰ ۴۸۳۵ .۱۶ ۹۹۱۶ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۱ .۰، ۳ .۰) ۸۵۱۶ .۲۳ ۰۴۵۸ .۵ ۹۸۹۸ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۱ .۰، ۱ .۰) ۳۸۵۸ .۲۵ ۹۵۳۴ .۴ ۹۸۹۴ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۲ .۰، ۱ .۰) ۶۰۱۵ .۲۵ ۸۹۸۵ .۴ ۹۸۸۹ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۲ .۰، ۲ .۰) ۸۴۳۸ .۲۴ ۸۹۰۳ .۴ ۹۸۸۵ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۲ .۰، ۳ .۰) ۸۵۸ .۲۳ ۹۳۲۹ .۴ ۹۸۹۱ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۲ .۰، ۵ .۰) ۷۹۲۴ .۲۱ ۳۷۱۸ .۵ ۹۹۲۸ .۰
(۲۰ ،۵ .۰ ، ۱ .۰، ۵ .۰) ۹۳۲۱ .۲۱ ۵۷۸۹ .۵ ۹۸۱۶ .۰

واقعی دادە ی آنالیز .۴
این از استفاده با است[۳]. شده برازش آن به دوم مرتبه خودبازگشتی مدل که می گیریم نظر در را  𝑅 نرم افزار در  𝑙𝑦𝑛𝑥 دادە های مجموعه  
شده گزارش  𝑐 = (۰٫۰۵, −۰٫۵) بردار برای ۳ جدول در نتایج آوردە ایم. بە دست را واریانس و توقف متغیر مدل، پارامترهای برآورد دادە ها
روش های میان در است. شده مقایسه دومرحلە ای دنبالە ای روش بە کارگیری با  را برآورد پارامترها، برآورد در روش عملکرد بررسی است.برای
به نسبت اجرا در ای دومرحله روش هستند. دنبالە ای مشهور و پرکابرد روش های از محض دنبالە ای روش و دومرحلە ای دنبالە ای روش دنبالە ای



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ میرجلیلی محمود سید پناه، سجادی سودابه ۶۲

توقف قاعدە ی به توجه با محض روش با قیاس در روش این در استفاده مورد نمونه اندازە ی اما است برخوردار بیشتری سرعت از محض روش
می کنیم. تعریف زیر بە صورت بهینه ثابت نمونه اندازه به توجه با را روش این تحت توقف ی قاعده ابتدا است. بیشتر پیشنهادی

𝑇𝑑𝑚 = ⅿax{𝑚, ⌊𝑧۲
(۱−𝛼)/۲ 𝑑−۲�̂�∗۲

𝑚 ⌋ + ۱}.
اندازه تعیین به اولیه نمونه اندازە ی براساس مدل واریانس برآورد و اولیه نمونه اندازە ی به توجه با است. اولیه نمونه اندازه نشان دهنده  𝑚 که  
واقع در می شود. نتیجه بە سادگی مشابه استدلالی با نیز دومرحلە ای روش در شده ارائه تئوری نتایج است ذکر قابل می شود. پرداخته نهایی نمونه
برای روش دو این مقایسه به ترغیب را ما پارامترها از خطی تابعی فاصلە ای برآورد در یکسان تئوری نتایج داشتن روش، این بودن کارا بر علاوه
فاصله طول فرض با اولیه نمونه اندازە ی مقادیر برای ۳ جدول در روش دو هر از حاصل برآوردها نتایج کرد. پیشنهادی روش عملکرد بررسی
به دومرحلە ای روش از حاصل برآوردهای مقادیر و محض روش به مربوط مقادیر نشان دهنده دوم و اول ردیف های که است شده گزارش  ۰٫۳ 
برآورد از استفاده با نمونه تولید باز به نباشد، کافی دسترس در نمونە ی اگر روش هر در مقادیر برآورد از بعد نیز روش این در هستند. ترتیب
این در اغتشاش ها توزیع پارامترها، نهایی برآورد برای جدید نمونە ی تولید در است ذکر قابل می پردازیم. اولیه نمونه اندازە ی مبنای بر پارامترها
مقادیر اولیه  ۵  نمونه اندازه برای شده، حاصل نتایج به توجه با . است شده گرفته نظر در نرمال [۳] در شده انجام بررسی های به توجه با حالت
نشان نتایج می شود. حاصل روش دو هر در یکسان دقیقا نتایج مقدار  ۳۰  به اولیه نمونه اندازە ی افزایش با دارند. باهم کمی اختلاف برآوردگرها
دنبالە ای کارای و پرکابرد روش دو عملکرد نزدیکی است.   نزدیک بهم بسیار روش دو هر عملکرد نمونه اندازه زیاد چندان نه افزایش با که می دهد
کاربرد دادە ها بە کارگیری با مدل پارامترهای برآورد است. نهایی نمونه اندازه تعیین در پیشنهادی توقف قاعدە ی و روش بودن مناسب از حاکی
پارامترها برآورد در روش خوب عملکرد از حاکی نتایج نزدیکی هم چنین می دهد. نشان پارامترها از خطی تابعی برآورد برای پیشنهادی روش

است.

 .𝑐 = (۰٫۰۵, −۰٫۵) بردار برای برآوردگرها مقادیر :۳ جدول
  ̂ 𝜎 𝑛  𝑁𝑑 ̂ 𝛽 ۲ ̂ 𝛽 ۱ برآوردگرها

۰٫۲۰۹۷ ۲۷ ۰٫۶۴۱۵ ۰٫۸۶۷۰  𝑚 = ۵ 
 ۰٫۲۱۰۷  ۲۵  ۰٫۶۴۱۶  ۰٫۸۸۲۶  𝑚 = ۵ 
۰٫۲۰۸۴ ۳۰ ۰٫۶۵۰۰ ۰٫۸۸۰۹  𝑚 = ۳۰ 
۰٫۲۰۸۴ ۳۰ ۰٫۶۵۰۰ ۰٫۸۸۰۹  𝑚 = ۳۰ 

نتیجە گیری و بحث
نمونه اندازه تعیین برای جایگزین روش های از یکی ندارد. کاربردی بهینه ثابت نمونه اندازه روش باشند، مجهول مدل پارامترهای که هنگامی
به فاصله طول كاهش با محض روش توقف متغیر نسبت حاصل، نتایج طبق است. محض دنبالە ای نمونە گیری بە خصوص دنبالە ای روش های
فاصله طول كاهش با روش این از حاصل اطمینان فاصله پوشش احتمال همچنین می شود. نزدیک ملایمی نرخ با بهینه ثابت نمونه اندازه مقدار
با بردارها از تابعی برای را روش کاربرد می شود. بیشتر مقدار ۰٫۹۵  به همگرایی نرخ فاصله طول كم خیلی مقادیر برای كه می یابد ملایمی كاهش
ملایم همگرایی نرخ وجود با روش  این شد. ارائه نهایی) نمونه اندازه کمترین (تعیین محض دنبالە ای روش  در استفاده مورد استراتژی به توجه
اندازه حالت به نزدیک کارایی با جایگزین روش عنوان به می توان مختلف بردارهای برای نیست، مشخص قبل از نمونه اندازە ی که شرایطی در

گیرد. قرار مدنظر ثابت نمونه
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جنین سقط سؤال به تصادفی پاسخ تحت پاسخ متغیر با لوجستیک رگرسیون مدل
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چکیده
گیریم می نظر در دوتایی RR پاسخ متغیرهای برای را متغیره یک لوجستیک رگرسیون مدل ابتدا پژوهش این در
دو (GⅬⅯ) صورت به مدل ارایه با هیم. می ارایه (GⅬⅯ) یافته تعمیم خطی مدل یک صورت به را مدل این و
GⅬⅯ از مفیدی خواص حاوی مدل این −۱ اند: نگرفته قرار توجه مورد قبلا که شد خواهد روشن مدل این از جنبه
GⅬⅯ برای استاندارد افزار نرم تنظیم با توان می را مدل این −۲ پارامتری. براوردهای خواص مانند است استاندارد
و پذیرند امکان GⅬIⅯ و R افزارهای نرم در متداول تنظیمات چگونه که دهد می نشان پژوهش این کرد. ارزیابی
تخمین سپس سازد، می پذیر اعتماد را RR پاسخ متغیرهای برای لوجستیک رگرسیون های مدل ارزیابی عمل این
اولیه طرح از کاربردی عنوان به تصادفی پاسخ روش از استفاده با ساله ۱۵ −۴۹ خانمهای در عمدی جنین سقط نسبت

. گردد می معرفی وارنر

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

متغیره یک لوجستیک رگرسیون
سؤالات نادرست، بندی تصادفی،رده پاسخ

حساس
عمدی جنین سقط

یافته تعمیم خطی مدل

مقدمه .۱
ندارند تمایل دهندگان پاسخ و شود می پرسیده حساس سوالات که هنگامی عمل ،در است مصاحبه های روش از یکی (RR) تصادفی پاسخ

کرد. استفاده توان می مصاحبه روش این از دهند جواب مستقیما
ای رسته متغیر صورت به را RR اند.متغیر دسته این از سوالاتی عمدی جنین سقط و کلاهبرداری یا جنسی ،رفتار الکل مصرف درباره سوال
از نادرست بندی .رده کرد توصیف توان می هستند معلوم نادرست بندی رده به مربوط شرطی احتمالات که جایی در نشده بندی رده درست که
داده سؤالها نوع این به که پاسخهایی درستی در موجود اساسی نگرانیهای و حساس سؤالهای ماهیت . کند می حفاظت پاسخگو فرد محرمانگی
تکنیک نخستین وقتی بنابراین دهد. سوق واقعیت سمت به را آنها که باشند تکنیکهایی یافتن دنبال به پژوهشگران همواره شده باعث میشود،
با بتوانند زمان طول در تا شد باز پژوهشگران روی پیش مسیری شد، مطرح وارنر توسط محدودیتها تمام وجود با سؤالهایی چنین با برخورد
حیطه این پژوهشگران بین هم و دهندگان پاسخ بین هم انجام، قابلیت و جذابیت افزایش باعث آن به بخشهایی نمودن اضافه و محدودیتها اصلاح
بر زیادی های مدل آن از بعد كرد. مطرح را شده تصادفی پاسخ تكنیك ۱۹۶۵ سال در وارنر بار اولین دارد. تداوم همچنان مسیر این البته و شود
داشتند. وارنر تكنیك بهبود در سعی افراد، اعتماد افزایش با دیگر برخی و براوردگر كارایی افزایش با برخی كه شدند معرفی وارنر تكنیك اساس
سال در همکاران و استوارت دارد. زیادی استفاده مورد اپیدمیولوژی و پزشکی تحقیقات در عموما که است تحلیلی ابزاری لجستیک رگرسیون
نسبت معتبرتری برآوردهای RR که دادند نشان ۲۰۰۵ سال در همکاران و لنزولت اند. کرده استفاده پزشکی علم در لجستیک رگرسیون از ۱۹۹۸
مقدار با شده تصادفی پاسخ روش از آمده دست به براوردهای وقتی آمارگیری، تنتایج دهند. می ارائه حساس سوالات برای ها روش سایر به

− ترند. معتبر شود می مقایسه داده آوری جمع های روش سایر یا و جامعه پارامتر واقعی

شهواری) قصمی (صفدر safdar.ghasami@gmail.com الکترونیک: پست
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رگرسیون کاربردی، های زمینه از بسیاری در است. کرده تمرکز باینری(دودویی) پاسخ برای رگرسیون های مدل روی بر ۲۰۱۵ سال در گارت
رگرسیون اصلی های ویژگی مقاله، این در است. شده تبدیل متغیرها از ای مجموعه به باینری پاسخ یک ارتباط برای استاندارد روش لجستیک
نحوه روی بر مقاله این اصلی تاکید است. شده داده نشان مثال با لجستیک رگرسیون تفسیر های جنبه از برخی و است شده داده شرح لجستیک

است. لجستیک رگرسیون ضرایب تفسیر نحوه و عمل در منطقی رگرسیون از استفاده
است. داده انجام را لجستیک رگرسیون بر عمومی باینری مدل یک بینی پیش ۲۰۱۸ سال در همکاران و کابکوسکی

شده گم های داده اینها به که شوند می روبرو پاسخ عدم با متغیرها از بعضی بیماری و سلامت بررسی در بویژه انبوه های داده آوری جمع در
برای باشد، داشته دنبال به ای کننده گمراه نتایج و آید بوجود کمکی متغیرهای در یا پاسخ متغیر در تواند می شده گم های داده این گویند. می
پژوهش و بررسی و بحث لذا گیرد. می قـرار اسـتفاده مـورد ( Response (Ranⅾoⅿizeⅾ شده تصادفی پاسخ روش مشکل این از پرهیز
تصادفی پاسخ به وابسته پاسخ متغیرهای که هنگامی متغیره یک لوجستیک رگرسیون مدل درباره پژوهش این است. اهمیت دارای زمینه این در
این و گیریم می نظر در دودویی RR پاسخ متغیرهای برای را متغیره یک لوجستیک رگرسیون مدل پژوهش این در ، کند می بحث هستند
مثال عنوان به است استاندارد (GⅬⅯ) از مفیدی خواص حاوی که دهیم می ارایه (GⅬⅯ) یافته تعمیم خطی مدل یک صورت به را مدل
و شود می ارایه (GⅬⅯ) یافته تعمیم خطی مدل یک بصورت لوجستیک رگرسیون مدل که است کاراین این مزیت پارامتر. برآوردهای خواص
به نسبت تری صحیح بینی پیش پیشنهادی، مدل که است این گر بیان ها داده تحلیل و تجزیه از حاصل نتایج شود. می برآورد مدل پارامترهای
نیوتن، تکراری روش شود. می استفاده عددی های الگوریتم از نمود، محاسبه را جواب مستقیم روشهای از نتوان که حالتی در دارد. قبلی روش

است. کوچکی بسیار خطای دارای اصلی جواب با روش این با آمده بدست تقریبی جواب که باشد می ها الگوریتم این از یکی

لوجستیک رگرسیون .۲
از نیز دو آن بین رابطه مدل نمایش برای همچنین می کنیم. استفاده همبستگی ضریب از کمی متغیر دو بین خطی رابطه شدت بیان برای اغلب
باید ولی می شود. ایجاد (X) مستقل متغیر براساس (Y) وابسته متغیر پیش بینی برای الگو یک میان این در می گیریم. کمک رگرسیونی مدل
رگرسیون روش در نیز مقدارها این بودن پیوسته شرط همچنین هستند. کمی وابسته، و مستقل متغیر دو هر شده، ایجاد مدل در که داشت توجه
در بسنجیم. کیفی مقدارهای با وابسته متغیر یک با را پیوسته) مقدارهای (با مستقل متغیر یک بین رابطه بخواهیم است ممکن ولی است. نهفته

کرد. استفاده لوجستیک”> ”<رگرسیون از باید و بود نخواهد جوابگو خطی رگرسیون عادی روش حالت این
لجستیک رگرسیون پارامترهای برآورد .۱ .۲

جای به مستقل و وابسته متغیر بین رابطه مدل کردن مشخص برای شود، می p(x)انجام احتمال با وابسته، متغیر برای پیش بینی مقدار که آنجایی از
می شود. لجستیک۱”>استفاده ”<تابع نام به تابعی از لجستیک رگرسیون روش در کند. تغییر ۱ تا ۰ حدود در که داریم احتیاج تابعی به خطی، رابطه
و۱ ۰=aپارامترهای براساس آن به مربوط نمودار و معرفی تابع این ادامه در می نامند. لجستیک رگرسیون را رگرسیونی روش این علت همین به

می شود. دیده تصویر در b=
𝑝 (𝑥) = 𝑒𝑎+𝑏𝑥

۱ + 𝑒𝑎+𝑏𝑥
به تابع xمقدار (∞−→(x مقدار کاهش با همچنین شد. خواهد نزدیک ۱ به لجستیک تابع (∞→(x x مقدار افزایش با می شود دیده که همانطور
داشت: خواهیم پس شود. استفاده وابسته متغیر احتمال بیان برای تابع این از لجستیک رگرسیون برای کنید فرض حال می کند. میل صفر سمت

𝑝 (𝑥) = 𝑌 = 𝐸 (𝑌 = 𝑦|𝑋 = 𝑥) = 𝑒𝑎+𝑏𝑥
۱ + 𝑒𝑎+𝑏𝑥

را رابطه صورت این در می کنیم. ،اجرا بخت روی را تبدیل این کرد. استفاده لوجیت۲ تبدیل از می توان مدل، این پارامترهای برآورد منظور به
نوشت: زیر شکل به می  توان

𝑔 (𝑥) = ⅼnቆ 𝑝 (𝑥)
۱ − 𝑝 (𝑥)ቇ = ⅼnቌ

𝑒𝑎+𝑏𝑥
۱+𝑒𝑎+𝑏𝑥

۱ − 𝑒𝑎+𝑏𝑥
۱+𝑒𝑎+𝑏𝑥

ቍ = ⅼn ൫𝑒𝑎+𝑏𝑥൯ = 𝑎 + 𝑏𝑥

آن حل برای متاسفانه که می رسیم معادلات دستگاه یک به کار این با آورد. بدست پارامترها برآورد میتوان ماکزیمم درستنمایی تابع از استفاده با
داد. انجام را برآورد عددی روش های کمک به باید و ندارد وجود تحلیلی روش

1Logistic Function
2Logit Transformation
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لوجستیک تابع نمودار :۱ شکل

لجستیک رگرسیون های فرض پیش .۲ .۲
نرمال و واریانس همگنی های فرض پیش مثال عنوان (به دارد کمتری های فرض پیش خطی رگرسیون با مقایسه در لجستیک رگرسیون که این با

است: زیر موارد نیازمند لجستیک رگرسیون ندارد)، وجود خطاها بودن
باشد. نداشته وجود کامل چندگانه خطی هم (۱

شوند). گذاشته کنار نامربوط های پیشبین و شوند وارد مرتبط پیشبین متغیرهای همه (یعنی، باشد داشته وجود نباید خاص خطاهای (۲
دو متغیرهای که چند (هر باشند شده گیری اندازه نسبی سطح یا ای فاصله ۳ پذیر جمع یا تراکمی پاسخ مقیاس در باید مستقل متغیرهای (۳

گیرند). قرار استفاده مورد توانند می نیز ای مقوله
خصوص در ها آماردان که این با است. بزرگتری های نمونه نیازمند خطی رگرسیون با مقایسه در لجستیک رگرسیون نتایج، درست تفسیر برای
شوند. می برآورد که باشند پارامترهایی تعداد برابر ۳۰ باید حداقل نمونه افراد تعداد کنند می پیشنهاد بسیاری ندارند. توافق نمونه دقیق شرایط

تصادفی پاسخ روش .۳
ندارند تمایل دهندگان پاسخ و شود می پرسیده حساس سوالات که هنگامی عمل .در است مصاحبه های روش از یکی (RR)تصادفی پاسخ
الکل مصرف باره در .سوال كرد بـارمعرفی اولین ۱۹۶۵برای سال در ۴ وارنر را روش کرد.این استقاده توان می روش این از دهند جواب مستقیما
زیادی دشواریهای فوق های زمینه در واقعی اطلاعات اوردن دست اند.به دسته این از سوالاتی عمدی جنین سقط و ،کلاهبرداری جنسی ،رفتار
طفزه صحیح پاسخ ارایه از و... گناه احساس اعتماد، عدم ، ترس علت به مردم توده شوند مطرح پرسشنامه صورت به مزبور سوالات .اگر دارد
پاسخ میزان نتیجه در و باشد داشته دنبال به اشکالاتی چنین است ممکن نیز افراد با مستقیم مصاحبه .همچنین شوند می تردید دچار یا روند می
احتیاج محقق که آید می پیش فراوانی مشابه شرایط بهداشتی های ریزی برنامه در ،خصوصا یابد کاهش اطلاعات اوری جمع دقت و صحیح های
.حتی دهد دست به کافی صحت و دقت زمینه این در تواند نمی اطلاعات اوری جمع معمولی های روش ولی دارد دقیق اطلاعات دانستن به
تصادفی پاسخ روش ها نیازمندی این کردن براورد .برای شود تلقی اخلاقی غیر امری مستقیم پرسش پاسخگو و پرسشگر نظر از است ممکن

رود. می کار یه پاسخ خطاهای حذف یا کاهش هدف با آماری های یررسی در روش ،این است یافته بسط و امده پدید
تحمیلی پاسخ طرح .۱ .۳

نادرست بندی رده طرح یک عنوان به را طرح این توان می چگونه که دهیم می نشان زیر .در شد معرفی ۱۹۷۱ سال در بروچ۵ توسط طرح این
پرسیده حساس سوال اینکه از بعد است زیر صورت به تحمیلی پاسخ ،طرح است خیر یا بلی پاسخ دنبال به حساس سوال کنید .فرض برد کار به
دهد می بلی پاسخ پاسخگو باشد ۴ یا ۳،۲ شده ظاهر اعداد مجموع .اگر کند می پنهان پرسشگر از را نتیجه و اندازد می تاس دو پاسخگو شد

3cumulative response scale
4warner
5Boruch
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از طرح .این دهد می خیر پاسخ پاسخگو باشد ۱۲ نتیجه۱۱یا .اگر دهد می پاسخ حقیقت اساس بر پاسخگو باشد ۱۰ یا ۹،۸،۷، ۶،۵ نتیجه .اگر
داد خواهد بلی پاسخ پاسخگو که داند نمی پرسشگر دیگر بیان به نیست بلی تصمیم معنای به لزوما بلی یک زیرا کند می حفاظت محرمانگی
پاسخ طور این که است شده تحمیل او به طرح توسط زیرا دهد بلی پاسخ پاسخگو است ممکن همچنین میدهد پاسخ درست را سوال او زیرا
را شده مشاهده پاسخ که است دوتایی متغیر 𝑌∗. کند می سازی مدل را حساس مورد که باشد تصمیم دوتایی RR متغیر Y کنید دهد.فرض

از عبارتست تحمیلی پاسخ طرح به مربوط RR طرح بنابراین خیر=۰ و ۱= بلی دهید .قرار کند می سازی مدل
(۱)

𝑝 (𝑌∗ = ۱) = 𝑝 (𝑌∗ = ۱|𝑌 = ۰) 𝑝 (𝑌 = ۰) + 𝑝 (𝑌∗ = ۱|𝑌 = ۰) 𝑝 (𝑌 = ۱) = ۱
۶ + ۳

۴𝑝 (𝑌 = ۱)
می نشان (۱) اند.معادله شده تثبیت تاس دو مجموع معلوم توزیع توسط 𝑗, 𝑘 ∈ {۰, ۱} ازای به 𝑝 (𝑌∗ = 𝑗|𝑌 = 𝑘) احتمالات که کنید توجه
نادرست بندی رده به مربوط احتمالات که جایی در انهم اند نشده بندی طبقه درست که هایی متغیر صورت به توان می را RR های متغیر که دهد
با کنند می پیروی مصاحبه در شده داده دستورات از دهندگان پاسخ کنیم می .فرض کرد مشاهده شوند می داده 𝑝 (𝑌∗ = 𝑗|𝑌 = 𝑘) صورت به

بنویسیم .اگر است کنترل تحت محقق توسط نادرست بندی رده خطای توزیع فرض این
کرد. توصیف روش همین به را RR های طرح سایر توان می انگاه ،𝑝 (𝑌∗ = ۱) = 𝑐 + 𝑑𝑝(𝑌 = ۱)

وارنر اولیه طرح .۲ .۳
، 𝑝𝜖 ቀ ۱

۲ , ۱ቁ، 𝑝احتمال با است. B یا A گروه به متعلق درجامعه شخص هر وارنر(۱۹۶۵) اولیه طرح در
هستید؟ B گروه به متعلق شما است:آیا این ۱سؤال − 𝑝 احتمال با و هستید؟ A گروه به متعلق شما آیا است: این سؤال

𝑐 = ۱ − 𝑝, 𝑑 = ۲𝑝 − ۱ داریم حالت این در
کاک طرح .۳ .۳

کارت حاوی کارت دسته دو کنید فرض مثال عنوان به شود. می پرسیده ها کارت دسته از استفاده با خیر بلی سؤال یک ، (۱۹۹۰) کاک۶ طرح در
شود می خواسته گو پاسخ از است. ۲

۱۰ چپ سمت دسته در و است ۸
۱۰ قرمز های کارت نسبت راست سمت دسته در باشند قرمز و مشکی های

پاسخ سؤال به مستقیم پاسخ جای به شود می پرسیده سؤال سپس دارد. نگه مخفی پرسشگر از را کارت رنگ و بکشد دسته هر از کارت یک تا
گو پاسخ باشد خیر پاسخ اگر و راست دسته کارت رنگ گو پاسخ باشد بلی پاسخ اگر یعنی گوید. می را مربوطه دسته به مربوط کارت رنگ گو

داریم حالت این در گوید می را چپ سمت دسته کارت رنگ

𝑐 = ۱
۵ , 𝑑 = ۳

۵
شود. می حاصل فوق نتایج کنیم اختیار ۸

۱۰ را 𝑝وارنر طرح در اگر که شویم می متوجه دقت کمی با

(GⅬⅯ) یافته تعمیم خطی مدل .۴
شود. می توصیف پیوند تابع یک و سیستمایک مولفه یک تصادفی، مولفه یک با (GⅬⅯ) یافته تعمیم خطی مدل یک

نمایید. مشخص را آن احتمال توزیع و Y پاسخ متغیر تصادفی: مولفه .۱
کند. می تعیین را پیشگو خطی تابع یک در استفاده مورد توضیحی متغیرهای سیستماتیک: مولفه .۲

کند. می بیان را سیستماتیک و تصادفی های مولفه بین ارتباط که ، E(Y)،پاسخ میانگین از است تابعی پیوند: تابع .۳
دهیم: می شرح دودوئی های داده برای یافته تعمیم خطی مدل دو اینجا در

خطی احتمال مدل ۴ −۱
شود: می بیان 𝑥اینگونه کمکی متغیر یک با خطی مدل

𝜋(𝑥) = 𝛼 + 𝛽𝑥
مدل ایرادهای از است. همانی نوع از پیوند تابع و ای جمله دو توزیع دارای تصادفی مؤلفه GⅬⅯ این در نیست. احتمال لزوماً 𝜋(𝑥) اینجا در
مزیت البته کند. می ایجاد 𝜋(𝑥)تغییر در 𝑥 افزایش واحد هر ازاء به 𝛽., 𝜋(𝑥) > ۱ 𝜋(𝑥)یا < ۱, 𝑥 متغیرها از بعضی برای که است این فوق

است. آن تفسیر سهولت مدل این

6Kuk
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لوجستیک رگرسیون ۲− ۴مدل
زیر شرح به مدل این کلی فرم و شود می ایجاد شکل S یکنوای رابطه یک معمولا˟ که دارد 𝑥وجود و 𝜋(𝑥) بین خطی غیر رابطه یک مدل این در

است:
𝜋 (𝑥) = 𝑒𝛼+𝛽𝑥

۱ + 𝑒𝛼+𝛽𝑥
𝜋(𝑥) → ∘ آنگاه 𝑥 → ∞ اگر ،𝛽 < ∘ که وقتی
𝜋(𝑥) → ۱ آنگاه 𝑥 → ∞ اگر ،𝛽 > ∘ که وقتی

با: است برابر (OR) بختی نسبت
𝑂𝑅 = 𝜋(𝑥)

۱ − 𝜋(𝑥) = 𝑒𝛼+𝛽𝑥

داریم: ،𝜋(𝑥) بجای جایگذاری با زیرا

𝑂𝑅 =
𝑒𝛼+𝛽𝑥

۱+𝑒𝛼+𝛽𝑥
۱ − 𝑒𝛼+𝛽𝑥

۱+𝑒𝛼+𝛽𝑥
=

𝑒𝛼+𝛽𝑥
۱+𝑒𝛼+𝛽𝑥۱
۱+𝑒𝛼+𝛽𝑥

= 𝑒𝛼+𝛽𝑥

آید. می بدست زیر خطی رابطه بگیریم لگاریتم فوق رابطه از اگر اینرو از

ⅼog 𝑖𝑡 (𝜋 (𝑥)) = ⅼn (𝑂𝑅) = ⅼn ቈ 𝜋(𝑥)
۱ − 𝜋(𝑥) = 𝛼 + 𝛽𝑥

آنها به اوقات گاهی که هستند GⅬⅯ لوجیت پیوند و تصادی های مؤلفه با لوجستیک رگرسیون مدل شود. می نامیده لوجیت تبدیل عمل این
شود. می گفته هم لوجیت های مدل

باشد: می زیر شرح به است 𝑥دودوئی که وقتی لوجیت مدل برای 𝛽 از تفسیری
آنگاه 𝑥باشد، = ∘ اگر

Ⅼogit(𝜋(∘) = 𝛼
𝑥داریم: = ۱ در و

Ⅼogit(𝜋(۱) = 𝛼 + 𝛽
نوشت توان می نتیجه در

𝛽 = 𝐿𝑜𝑔𝑖𝑡 (𝜋 (۱)) − 𝑎 = 𝐿𝑜𝑔 (𝜋 (۱)) − 𝐿𝑜𝑔𝑖𝑡 (𝜋 (∘))

𝛽 = ⅼn ቈ 𝜋(۱)
۱ − 𝜋(۱)  − ⅼn ቈ 𝜋(∘)

۱ − 𝜋(∘) = ⅼn 
𝜋(۱)

۱−𝜋(۱)
𝜋(∘)

۱−𝜋(∘)


پیشنهادی) یافته تعمیم خطی مدل ) پیشنهادی RR دودویی متغیره تک لوجستیک رگرسیون مدل .۵
علوم در سازی مدل عمده اهداف جمله از است. مختلف علوم در آماری روشهای کاربردهای مهمترین از یکی طبقە بندی و الگوها تشخیص
رگرسیون، مانند، روشهایی توسط آماری علوم در امر این است. خاص موضوع یک از موجود های داده و متغیرها شواهد، اساس بر پیشبینی آمار،
رابطه بودن خطی پاسخ، متغیرهای برای نرمال توزیع مانند فرض پیش توزیع یک گرفتن نظر در میشود. انجام روشها سایر و زمانی، سریهای
اگر روشها، این از علمی استفاده هنگام که هستند کالسیک روشهای بعضی محدودیتهای جمله از خطاها،... واریانس بودن یکسان پیشنهادی،

[۲۶] است همراه توجه قابل خطای با یا نبوده امکانپذیر باشند نداشته را مدل مفروض شرایط واقعی داده⁃های
ارزیابی برای میتواند که است ای متغیره چند آماری روشهای جمله از و ندارد لازم را زیادی فرضیات لجستیک رگرسیون روشها این بین در
وابسته متغیر که میگیرد قرار استفاده مورد زمانی لجستیک رگرسیون گیرد قرار استفاده مورد مدل ر د وابسته متغیر و مستقل متغیرهای بین ارتباط

. ندارد وجود محدودیتی هیچ مستقل متغیرهای برای و باشد ترتیبی یا اسمی دوتایی، صورت به
داریم: را زیر احتمالات 𝑥باشد. کمکی متغیر با مدل یک در دودوئی پاسخ متغیر دهنده نشان Y کنید فرض

𝑃(𝑌 = ۱) = 𝜋(𝑥), 𝑃(𝑌 = ۰) = ۱ − 𝜋(𝑥)
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بنابراین
𝐸(𝑌) = 𝜋(𝑥), var(𝑌) = 𝜋(𝑥)(۱ − 𝜋(𝑥))

باشد. 𝑃(𝑌می = ۱) = 𝜋(𝑥) پارامتر با برنولی تصادفی متغیر یک Y که شود می یادآور
نسخه یا 𝑌∗ ، 𝑅𝑅 لوجستیک رگرسیون در است. برنولی آزمون یک {۱و۰} مقادیر با 𝑌 دودوئی پاسخ متغیر تصادفی، مؤلفه تعریف به توجه با

است. برنولی آزمون یک نیز 𝑌 نادرست بندی طبقه
بنابراین

𝑌∗ ∼ Bernouⅼⅼi(𝑐 + 𝑑𝑃 (𝑌 = ۱))
سیستماتیک مؤلفه .۱ .۵

از: عبارتست استاندارد لوجستیک رگرسیون سیستماتیک مؤلفه شوند. 𝑥𝑖)داده , 𝑦𝑖) , 𝑖𝜖 {۱, … 𝑛} صورت به ها داده اگر

𝜇𝑖 = 𝐸 [𝑌𝑖|𝑥𝑖] = ۰ × 𝑃 (𝑌𝑖 = ۱|𝑥𝑖) + ۱ × 𝑃 (𝑌𝑖 = ۱|𝑥𝑖) = 𝑃 (𝑌𝑖 = ۱|𝑥𝑖)
= exp ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯

۱ + exp (𝛽𝑡𝑥𝑖)
: نوشت توان می رابطه این از استفاده با

𝑔 (𝜇𝑖) = ⅼn ቈ 𝜇𝑖
۱ − 𝜇𝑖

 = 𝛽𝑡𝑥𝑖

است. (۱و۰) روی پذیر مشتق و یکنوا تابع یک 𝑔 پیوند تابع و است پارامتری بردار 𝛽 آن در که
داریم. 𝑅𝑅 لوجستیک رگرسیون مدل در

𝜇∗𝑖 = 𝐸 ൣ𝑌∗𝑖 |𝑥𝑖൧ = 𝑐 + 𝑑𝑃 (𝑌𝑖 = ۱|𝑥𝑖) = 𝑐 + 𝑑 exp ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯
۱ + exp (𝛽𝑡𝑥𝑖) (۲)

با است برابر 𝑅𝑅 لوجستیک رگرسیون مدل پیوند تابع دیگر عبارت به یا 𝑔∗ بنابـراین

𝑔∗ ൫𝜇∗𝑖 ൯ = ⅼn ቈ 𝜇∗𝑖 − 𝑐
𝑐 + 𝑑 − 𝜇∗𝑖

 = 𝛽𝑡𝑥𝑖

است. (۱و۰) روی یکنوا و پذیر مشتق تابع ∗𝑔یک تابع
اینرو از

۰ < 𝑐 < 𝜇∗𝑖 = 𝑐 + 𝑑 × 𝑃 (𝑌𝑖 = ۱|𝑥𝑖) < 𝑐 + 𝑑

۰ < 𝑃 (𝑌𝑖 = ۱|𝑥𝑖) < ۱ چونکه

۰ < 𝜇∗𝑖 < 𝑐 + 𝑑 = 𝑃 (𝑌∗ = ۱|𝑌 = ۱) < ۱
این بنابر

۰ < 𝜇∗𝑖 < ۱
است. شده داده (۲) رابطه در 𝑔∗معکوس توجه:

است 𝑐 = ۱
۵ 𝑑و = ۳

۵ کاک طرح با 𝐺𝐿𝑀 برای آن در که میدهد، نشان 𝑐 = ۰, 𝑑 = ازاء۱ به استاندارد 𝐺𝐿𝑀 برای را معکوس این (۲) شکل
داریم تحمیلی پاسخ طرح با 𝐺𝐿𝑀 برای و

𝑑 = ۳
۵ , 𝑐 =

۱
۵

: داشت خواهیم باشد نداشته وجود نادرست بندی رده اگر 𝑐 𝑑و و 𝜇∗𝜖 (𝑐, 𝑐 + 𝑑) بودن معلوم با
(𝑐, 𝑐 + 𝑑) ≡ (۰, ۱)

. كند می متمایز بهتر 𝑐 = ۱
۵ 𝑑و = ۳

۵ با كوك طرح مقادیر از را 𝜂 = 𝛽𝑡𝑥 مقادیر تحمیلی، پاسخ طرح كه دهد می نشان همچنین شکل(۲)
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(𝜇∗𝑖 = 𝑔∗−۱ ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯ = 𝑔∗−۱ (𝜂) نمودار پیوند( تابع معکوس : ۲ شکل :۲ شکل

ماكزیمم درستنمایی برآورد .۲ .۵
شود. می محاسبه زیر بصورت ماکزیمم درستنمایی تابع 𝑅𝑅 لوجستیك رگرسیون مدل در 𝛽 پارامتر بردار برآورد برای

𝐿 ൫𝛽| ൫𝑥𝑖 , 𝑌∗𝑖 ൯ , 𝑖𝜖 {۱, … , 𝑛} , 𝑐, 𝑑൯

=ෑ
𝑛

𝑖=۱
𝑃 ൫𝑌∗𝑖 = ۱|𝑥𝑖൯𝑦

∗
𝑖 [۱ − 𝑃 ൫𝑌∗𝑖 = ۱|𝑥𝑖൯]۱−𝑦∗𝑖

=ෑ
𝑛
𝑖 = ۱
𝑦∗𝑖 = ۰

ൣ۱ − 𝑃 ൫𝑌∗𝑖 = ۱|𝑥𝑖൯൧ෑ
𝑛
𝑖 = ۱
𝑦∗𝑖 = ۱

𝑃 ൫𝑌∗𝑖 = ۱|𝑥𝑖൯

=ෑ
𝑛
𝑖 = ۱
𝑦∗𝑖 = ۰

ቈ۱ − ቆ𝑐 + 𝑑 × 𝑒𝑥𝑝 ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯
۱ + 𝑒𝑥𝑝 (𝛽𝑡𝑥𝑖)

ቇෑ
𝑛
𝑖 = ۱
𝑦∗𝑖 = ۱

ቈ𝑐 + 𝑑 × 𝑒𝑥𝑝 ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯
۱ + 𝑒𝑥𝑝 (𝛽𝑡𝑥𝑖)



. كرد سازی ماكزیمم نیوتون⁃رفسون روش مانند عددی روشهای بوسیله توان می را درستنمایی تابع
کاربرد

ساله ۱۵ −۴۹ خانمهای در عمدی جنین سقط نسبت تخمین عنوان تحت را ای مطالعه دستوری پریسا ودکتر زارع نجف دکتر آقای ۱۳۸۰ مهرماه در
𝑝 = ۰/۶۳۶۳ ازای به وارنر اولیه طرح با منطبق فوق تحقیق در رفته کار به تصادفی پاسخ دادند.روش انجام تصادفی پاسخ روش از استفاده با
شهید های درمانگاه به کننده مراجعه ساله ۱۵ −۴۹ متاهل :خانمهای مطالعه مورد وجمعیت نفر 𝑛 = ۵۵۰ تحقیق نیاز مورد نمونه است.حجم
، خود زناشویی زندگی مدت طول در خانمی اینکه احتمال ایشان تحقیق بودند.طبق بیمار همراه یا بیمار صورت به شیراز مطهری وشهید فقیهی

است. نااریب برآورد این شد برآورد ۰/۰۲۸۶ باشد،معادل کرده عمدی جنین سقط به اقدام
دیگر عبارت به

𝑃 (𝑌 = ۱) = /۰۲۸۶
: وارنر اولیه طرح طبق

𝑃 (𝑌∗ = ۱) = 𝑐 + 𝑑𝑃 (𝑌 = ۱)
𝐶 = ۱ − 𝑝, 𝑑 = ۲𝑝 − ۱

این بنابر
𝑃 (𝑌∗ = ۱) = ۰/۳۶۳۷ + ۰/۲۷۲۶ × ۰/۰۲۸۶ = ۰/۳۷۱۴

دیگر عبارت به است. درصد برابر۳۷̸۱۴ دهد بلی پاسخ باشد کرده عمدی جنین سقط که خانمی اینکه احتمال یعنی
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𝑌∗ ∼ Bernouⅼⅼi(𝑝 = ۰/۳۷۱۴)
و

𝜇∗𝑖 = ۰/۳۶۳۷ + ۰/۲۷۲۶ exp ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯
۱ + exp (𝛽𝑡𝑥𝑖)

شود. می ارائه زیر فرم به ماکزیمم نمایی درست تابع

𝐿 ൫𝛽| ൫𝑥𝑖 , 𝑌∗𝑖 ൯ , 𝑖𝜖 {۱, … , 𝑛} , ۰/۳۶۳۷, ۰/۲۷۲۶൯
=ෑ

𝑛
𝑖 = ۱
𝑦∗𝑖 = ۰

ቈ۱ − ቆ./۳۶۳۷ + ۰/۲۷۲۶ × 𝑒𝑥𝑝 ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯
۱ + 𝑒𝑥𝑝 (𝛽𝑡𝑥𝑖)

ቇෑ
𝑛
𝑖 = ۱
𝑦∗𝑖 = ۱

ቈ۰/۳۶۳۷ + ۰/۲۷۲۶ × 𝑒𝑥𝑝 ൫𝛽𝑡𝑥𝑖൯
۱ + 𝑒𝑥𝑝 (𝛽𝑡𝑥𝑖)



کرد. سازی ماکزیمم رفسون – نیوتون روش عددی،مانند های روش بوسیله توان می را فوق تابع

گیری نتیجه .۶
. است 𝑅𝑅تصادفی پاسخ به وابسته پاسخ متغیر درآن که کند می معرفی را متغیره یک لوجستیک رگرسیون برآورد مدل مطالعه این

پذیری انعطاف همان دارای 𝑅𝑅 رگرسیون مدل و کارکند 𝑅𝑅مختلف های طرح با تواند می مدل که لحاظ این از است کلی کاملا چارچوب این
است. استاندارد رگرسیون های مدل

عنوان به نیست، پذیر توجیه همیشه فرضیه کنند.این می پیروی 𝑅𝑅 طرح دستورات از دهندگان پاسخ که است این نوشته این در مهم فرضیه یک
.با دهند ارائه پسند عامه پاسخ ویک نکنند اعتماد 𝑅𝑅 طرح توسط شده ارائه محرمانگی حفاظت به دهندگان پاسخ از بعضی است ممکن مثال

کند. می عمل خوب نسبتاً 𝑅𝑅 که است این کلی ایده این، وجود
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چکیده
ندارد، وجود درستنمایی تابع که می کند پیشنهاد وضعیت های برای را بیزی تعمیم یافته گشتاورهای روش (۲۰۰۹) ین
الحاق و گشتاورها آوردن بدست با می کند پیشنهاد ین است. آسان نسبتاً گشتاوری شرط های به دستیابی مقابل در اما
منظور به و بسازیم تعمیم یافته گشتاورهای روش چارچوب در وزنی دو درجه هدفی تابع همدیگر، با آنها نمودن
شده دو بر تقسیم که تعمیم یافته گشتاورهای دوم درجه تابع منهای معمولی، درستنمایی تابع عنوان به آن بکارگیری
از نمونە گیری برای آنگاه پیشین پارامترها توزیع تعیین و درستنمایی تابع تقریب از پس برسانیم. e توان به را است
کرده بررسی و نقد را ین روش مختلفی افراد استفاده کنیم. مارکف زنجیر کارلوی مونت روش های از توزیع های پسین
ین(۲۰۰۹) روش برای را اصلاحاتی ایرادات، این رفع منظور به مقاله این در کردە اند. وارد روش این به نیز ایراداتی و
خطاهای با خطی رگرسیون مدل در شبیە سازی مطالعه یک ین، شده اصلاح روش عملکرد بررسی برای و می دهیم ارائه

می کنیم. طراحی همبسته

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

بیزی استنباط
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تعمیم یافته گشتاورهای روش
مارکف زنجیر کارلوی مونت روش های
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مقدمه .۱
نمونه هر به مربوط پاسخ های از مجموعە ای و می شوند اندازە گیری بار چندین زمان طول در بررسی مورد متغیرهای یا متغیر طولی مطالعە های در
از مربوطه دادە های این که به توجه با ولی هستند، مستقل نمونه افراد می شود فرض گرچه مطالعە ها این در می دهد. تشکیل را نتایج از خوشە ای
تابع آوردن بدست نوعاً که می شود ایجاد فرد هر به مربوط دادە های بین همبستگی هایی در می آیند، بدست زمان طول در متوالی اندازە گیری های
اثرات مدل می توان وضعیت های چنین در است، مشکل مطالعه مورد همبستگی ساختار بودن ناشناخته دلیل به دادە هایی چنین برای درستنمایی
برآورد معادله باشند. حساس تصادفی اثرات پارامتری توزیع به نسبت است ممکن بیزی پسین برآوردهای که هرچند گرفت نظر در را تصادفی
هستند سازگار و نرمال مجانبی طور به که می کند تولید را برآوردگرهای همبستگی ماتریس بودن نامشخص وجود با حتی GEE)۱) تعمیم یافته

می باشند. نیز کارا خطی برآوردگرهای توابع خانواده در GEE برآوردگرهای آنگاه باشد شده مشخص دقیقاً همبستگی ساختار اگر و
است، آسان نسبتاً گشتاوری شرط های به دستیابی عوض در اما مشکل درستنمایی تابع فرمول بندی وضعیت های که برای (۱۹۸۲) هنسن
بررسی را روش این از استفاده با شده تولید برآوردگرهای مجانبی ویژگی های و داد پیشنهاد را (۲ (GⅯⅯ تعمیم یافته گشتاورهای روش
شرط های پایه بر پارامترها برآورد برای شبیە سازی روش های بکارگیری افزایش باعث محاسبات تکنولوژی در آمده وجود به پیشرفت های کرد.

است. شده جامعه گشتاوری

جودکی) حاجی (بهرام Bahram600631@gmail.com الکترونیک: پست
1Generalized Estimating Equation
2Generalized Method of Moment
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صورت به 𝛽 پارامتر پسین توزیع آنگاه باشد 𝛽 پارامتر پیشین 𝜋(𝛽) و درستنمایی تابع 𝐿 (𝑦|𝛽) که این  فرض با بیزی استنباط در
𝜋 (𝛽|𝑦) ∝ 𝜋 (𝛽) 𝐿 (𝑦|𝛽) (۱)

زلنر۳(۱۹۹۷)، است. برانگیز چالش بیزی استنباط های به دستیابی آنگاه باشد نداشته وجود درستنمایی تابع درباره کافی اطلاع اگر حال است،
درستنمایی تابع آن در که کردند بحث وضعیت های برای را بیزی استنباط های به دستیابی مسئله (۲۰۰۳) هانگ۵ و چرنوزیوکوف و کیم۴(۲۰۰۲)

دارد. وجود جامعه توزیع مورد در محدود اطلاعات سری یک عوض در ولی ندارد وجود
به توجه با است. مشکل درستنمایی تابع آوردن بدست نوعاً مطالعه تحت همبستگی ساختار دانستن بدون خوشە ای یا طولی دادە های بیشتر برای
منهای درستنمایی تابع برای مجانبی جایگزینی دنبال به (۲۰۰۹) ین اساس این بر هستند، همگرا نرمال توزیع به نوعاً نمونە ای گشتاورهای اینکه
خاصی اطلاع اگر داد. البته انجام را بیزی تحلیل مجانبی درستنمایی تابع این با و رساند e توان به شده تقسیم دو بر که را GⅯⅯ دوم درجه تابع
و بخشیم بهبود را برآورد کارایی تا کرده الحاق GⅯⅯدو درجه تابع در نیز را اضافی شرط های می توانیم باشد موجود همبستگی ساختار درباره

آوریم. بدست را پسین برآوردهای می توانیم آسانی به (۶(ⅯⅭⅯⅭ مارکف زنجیر کارلوی مونت الگوریتم های از استفاده با آنگاه

همبسته دادە های با مدل در تعمیم یافته گشتاورهای روش .۲
خوشه𝑖ام با متناظر 𝑦𝑖 = ൫𝑦𝑖۱, … , 𝑦𝑖𝑘𝑖൯ که باشند 𝜇𝑛 , … , 𝜇۱ ترتیب به میانگین های با پاسخ متغیرهای از مستقل بردارهای 𝑦𝑛 , … ,𝑦۱کنید فرض
تابع ℎ (.) که باشند 𝑉𝑖 = 𝜙ℎ (𝜇𝑖) صورت به 𝑦𝑖 واریانس و 𝜇𝑖 = 𝐸 (𝑦𝑖|𝑍𝑖) که می شود فرض همچنین است. 𝑖 = ۱, … , 𝑛 ،𝐾𝑖 اندازه با

است، مرتبط 𝑍𝑖𝑘 کمکی بردارهای با زیر رابطه طریق از 𝜇𝑖𝑘 است. مقیاس پارامتر 𝜙 و واریانس
𝜂 (𝜇𝑖𝑘) = 𝛽𝑇𝑍𝑖𝑘 , 𝑘 = ۱, … , 𝐾𝑖 , 𝑖 = ۱, … , 𝑛

ماتریس 𝑅𝑖 ،𝑦𝑖 مولفە های حاشیە ای واریانس آن عناصر که قطری ماتریس 𝐴𝑖 کنید فرض است. ماتریس(بردار) یک ترانهاده دهنده نشان T که
عبارت تعمیم یافته برآورد معادله می شود. استفاده آن از 𝑅𝑖 نداشتن صورت در که است تجربی همبستگی ماتریس نیز 𝐶𝑖 و واقعی همبستگی

از، است
۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
𝐷𝑇
𝑖 𝑉−۱

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖) = ۰ (۲)

𝛽 پارامتر تعمیم یافته برآوردگر و 𝐷𝑖 = 𝜕𝜇𝑖
𝜕𝛽 ،𝐴

۱
۲
𝑖 = ⅾiag ൬ℎ ۱

۲ (𝜇𝑖)൰،𝑦𝑖بردار تجربی واریانس⁃کواریانس ماتریس 𝑉𝑖 = 𝐴
۱
۲
𝑖 (𝐶𝑖) 𝐴

۱
۲
𝑖 که

نباشد، بزرگ خیلی خوشە ها درون مشاهدە های بین خودهمبستگی اگر دادند نشان (۱۹۸۶)۷ زگر و لیانگ می آید. بدست (۲) معادله حل از
برآوردگر آنگاه باشند بزرگ خودهمبستگی ها اگر اما است، کارا و سازگار مشاهدە ها، بودن مستقل فرض اساس بر آمده بدست برآوردگر آنگاه
روش یک شدە است. پوشی چشم کامل طور به همبستگی اطلاعات از زیرا نباشد، کارا است ممکن ولی است سازگار هنوز چه اگر آمده بدست
واقعی همبستگی ماتریس است. خوشە ای داخل همبستگی کردن لحاظ برای وزنی ماتریسی گرفتن نظر در برآوردگر کارایی افزایش برای طبیعی
همکارانش(۲۰۰۰) و کوا R، مستقیم برآورد عوض به بنابراین است. نامعلوم واقعی کاربردهای در نوعاً و دارد پیچیدە ای ساختار اغلب R
زیر صورت به خطی طور به را R معکوس می توانیم راهکار همان از پیروی با کردند. پیشنهاد حاشیە ای رگرسیون مدل برای را GⅯⅯروش

دهیم، بسط

𝑅−۱ (𝛼) =
𝐽

𝑗=۱
𝛼𝑗𝐶𝑗 (۳)

اندازه اگر مثال برای هستند. معلوم پایە ای ماتریس های از مجموعە ای 𝐶𝐽 , … , 𝐶۱ و نامعلوم ثابت های از برداری 𝛼 = ൫𝛼۱, … , 𝛼𝐽൯ آن در که
باشد، زیر فرم های از یکی به ماتریسی یا I همانی ماتریس می تواند 𝐶𝑗 آنگاه باشد 𝐾 = ۴ خوشه

⎛

⎝

۰ ۱ ۰
۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۰

۰
۰
۱

۰ ۰ ۱۰
⎞

⎠

⎛

⎝

۱ ۱ ۰۰
۱ ۱ ۰۰
۰ ۰ ۱۱
۰ ۰ ۱۱

⎞

⎠

⎛

⎝

۰ ۱ ۱۱
۱ ۰ ۱۱
۱ ۱ ۰۱
۰ ۰ ۱۰

⎞

⎠

…

3Zellner
4Kim
5Chernozhukov and Hong
6Markov Chain Monte Carlo
7Liang and Zeger
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می شود، نوشته زیر صورت به تعمیم یافته برآورد معادله (۴) رابطه گرفتن نظر در با
۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
𝐷𝑇
𝑖 𝐴

− ۱
۲

𝑖 ൛𝛼۱𝐶 (۱) + … + 𝛼𝐽𝐶 (𝐽)ൟ 𝐴
− ۱

۲
𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖) = ۰ (۴)

برای داد. ارائه متداول پایە ای ماتریس های برخی از خطی ترکیب صورت به را 𝑅−۱آن  (𝛼) وارون می توان همبستگی ماتریس پیچیدە گی علیرغم
آنگاه، باشد پذیر تعویض ماتریسی 𝑅 (𝛼) اگر مثال

𝑅−۱ (𝛼) = 𝛼۱𝐶۱ + 𝛼۲𝐶۲
مرتبه اتورگرسیو همبستگی ماتریس اگر طرفی از است. یک قطری خارج درایە های و صفر قطری درایە های با ماتریسی 𝐶۲ و 𝐶۱ = 𝐼 آن در که

داریم، حالت این در است. برقرار 𝑅𝑖𝑗 = 𝜌|𝑖−𝑗| رابطه 𝑗 و 𝑖 هر برای باشد، ، 𝑅۱A،اول
𝑅−۱ (𝛼) = 𝛼۱𝐶 (۱) + 𝛼۲𝐶 (۲) + 𝛼۳𝐶 (۵)

اولین که است ماتریسی 𝐶۳ و هستند صفر آن درایە های بقیه و یک آن قطری خارج درایە های از تا دو که است ماتریسی 𝐶۲ ، 𝐶۱ = 𝐼 آن در که
ساختار در که سهمی و اهمیت به توجه با 𝐶𝑗 هر که دارد وزنی نقش 𝛼𝑗 ضریب هستند. صفر آن درایە های بقیه و یک آن قطری درایە  امین k و
تعداد ،𝐽 > ۱ برای صورت این در می شود. تفکیک گشتاوری شرط های 𝐶𝑗 هر با متناظر می شود. گرفته نظر در آن برای دارد واقعی همبستگی
بعˀد 𝑝 آن در که کرد استفاده یافته تعمیم  گشتاورهای روش از می توان لذا و است بیشتر 𝑝 نامعلوم پارامترهای تعداد از ،𝐽 × 𝑝 برآورد معادلە های

صورت به جامعه گشتاوری شرط گشتاوری، شرط 𝐽 کردن الحاق با است. 𝛽 بردار

𝐸 [𝑈𝑖 (𝛽)] = 𝐸 ⎛

⎝

𝐷𝑇
𝑖 𝐴

− ۱
۲

𝑖 𝐶 (۱) 𝐴−
۱
۲

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)
⋮

𝐷𝑇
𝑖 𝐴

− ۱
۲

𝑖 𝐶 (𝐽) 𝐴−
۱
۲

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)

⎞

⎠

= ۰

، از است عبارت است 𝐽 × 𝑝 طول به برداری که آن با متناظر نمونە ای گشتاور شرط نتیجه در و

𝑈𝑛 (𝛽) =
۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
𝑢𝑖 (𝛽) =

۱
𝑛
⎛

⎝

∑𝑛
𝑖=۱𝐷𝑇

𝑖 𝐴
− ۱

۲
𝑖 𝐶 (۱) 𝐴−

۱
۲

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)
⋮

∑𝑛
𝑖=۱𝐷𝑇

𝑖 𝐴
− ۱

۲
𝑖 𝐶 (𝐽) 𝐴−

۱
۲

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)

⎞

⎠

(۶)

دوم، درجه هدف تابع کردن مینیمم با اکنون
𝑄𝑛 (𝛽) = 𝑈𝑇

𝑛 (𝛽) 𝜎−۱
𝑛 (𝛽)𝑈𝑛 (𝛽) (۷)

صورت به 𝑈𝑛 (𝛽) بردار تجربی کواریانس واریانس⁃ ماتریس ∑𝑛 (𝛽) آن در که می آید بدست 𝛽پارامتر GⅯⅯبرآورد
Σ𝑛 (𝛽) =

۱
𝑛۲

𝑛

𝑖=۱
𝑈𝑖 (𝛽)𝑈𝑇

𝑖 (𝛽) −
۱
𝑛𝑈𝑛 (𝛽)𝑈

𝑇
𝑛 (𝛽) (۸)

گرفته نظر در آنها از یکی تنها لذا می دهند انتقال را یکسانی اطلاع چون باشند هم از مضربی 𝑈𝑛 (𝛽) بردار از مولفە های چنانچه کنید توجه است.
بزنیم، تقریب زیر صورت به را درستنمایی تابع که می کند پیشنهاد (۲۰۰۹) ین می شود.

�̂� (𝑦|𝛽) ∝ 𝑒𝑥𝑝൞−۱
۲𝑄𝑛 (𝛽) = −۱

۲ [𝑈𝑛 (𝛽)]
𝑇 

𝑛
(𝛽)

−۱

𝑈𝑛 (𝛽)ൢ (۷)

این ارائه ضمن ادامه در که شدە است وارد (۲۰۰۹) ین روش به انتقاداتی دهیم. انجام را استنباط(بیزی) درستنمایی تابع این از استفاده با و
ایرادی دومین می شوند، گرفته نادیده برآورد در 𝛼𝑗 ضرایب ین(۲۰۰۹) روش در اینکه اول می دهیم. ارائه ین روش برای را اصلاحاتی انتقادات
نرم افزارهای به فوق درستنمایی تابع معرفی هم و ماتریس این بودن پیچیده دلیل به ∑𝑛 (𝛽) معرفی هم که است این شدە  وارد ین روش به که
بردار در را 𝛼𝑗 ضرایب که است صورت این به ترتیب به می کنیم پیشنهاد ین روش برای که اصلاحاتی بنابراین است. ممکن غیر یا مشکل آماری
اینکه بجای و می گیریم نظر در را 𝑈𝑛 (𝛽) بردار کواریانس واریانس⁃ ماتریس ،∑𝑛 (𝛽)بجای می کنیم، لحاظ 𝑄𝑛 (𝛽)در نتیجه در و 𝑈𝑛 (𝛽)
در 𝑈𝑛 (𝛽) ∼ 𝑁 (۰, 𝐶𝑜𝑣 (𝑈𝑛 (𝛽))) صورت به متغیره چند نرمال یک دقیقاً را آن بگیریم متغیره چند نرمال یک با متناسب را درستنمایی تابع

می گیریم. نظر
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شبیە سازی ها .۳
مطالعە های نتایج که است این هدف بخش این در کردیم. ارائه همبسته دادە های تحلیل در را تعمیم یافته گشتاورهای روش چارچوب دوم بخش در
برای را بیزی GⅯⅯ و GⅯⅯ بیزی، درستنمایی روش های ادامه در دهیم. ارائه همبسته خطاهای با خطی رگرسیون مدل در را شبیە سازی
می کنیم. مقایسه هم با 𝜌 برای ۰٫۵ و ۰٫۲۵ مقدار دو تحت را روش سه این از استفاده با آمده بدست نتایج و برده کار به مدل این پارامترهای برآورد

می گیریم، نظر در زیر صورت به را همبسته خطاهای با خطی رگرسیون مدل
𝑌𝑖𝑘 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑍۱𝑖𝑘 + 𝛽۲𝑍۲𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑘 , 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛; 𝑘 = ۱, ۲, … , 𝐾 (۸)

که است 𝜎۲𝑅 واریانس⁃کواریانس ماتریس و صفر میانگین بردار با متغیره چند نرمال توزیع دارای 𝜀𝑖 = (𝜀𝑖۱, 𝜀𝑖۲, … , 𝜀𝑖𝐾)
𝑇که کنید فرض

فرض هستند کمکی متغیرهای که 𝑍۲ و 𝑍۱ و مدل رگرسیونی ضرایب 𝛽۲ و 𝛽۱ ،𝛽۰ است. 𝑅 = (۱ − 𝜌) 𝐼 + 𝜌۱۱𝑇فرم به همبستگی ماتریس
𝜎۲ ،𝜀𝑖 مولفە های مشترک همبستگی ضریب 𝜌همچنین می شوند. تولید ۰٫۵ پارامتر با برنولی توزیع و استاندارد نرمال توزیع از ترتیب به می شود

داریم، (۸) رابطه به توجه با است. یک عناصر با بعدی k برداری ۱ و همانی ماتریس 𝐼 ،𝜀𝑖 مولفە های کناری واریانس

𝜀𝑖 ∼ 𝑁𝐾 ൫۰, 𝜎۲𝑅൯ ⟹ 𝑦𝑖 ∼ 𝑁𝐾 ൫𝜇𝑖 , 𝜎۲𝑅൯ , 𝜇𝑖 = (𝜇𝑖۱, … , 𝜇𝑖𝑛)
𝑇

𝜎 = ۱ ،𝛽۲ = −۰٫۵ ،𝛽۱ = ۰٫۵ ، 𝛽۰ = صورت۰٫۲ به مدل پارامترهای واقعی مقادیر کنید فرض .𝜇𝑖𝑘 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑍۱𝑖𝑘 + 𝛽۲𝑍۲𝑖𝑘 که
تعداد و 𝑎 = ۱۰۰ آن در که است زیر صورت به نیز پارامترها پیشین توزیع  می شود. گرفته نظر در ۰٫۵ و ۰٫۲۵ مقدار دو 𝜌 برای همچنین و

می شود، گرفته نظر در 𝐾 = ۱۰۰ خوشە ها

𝛽 = ቌ
𝛽۰
𝛽۱
𝛽۲

ቍ ∼ 𝑁۳ ൫۰, 𝑎۲𝐼൯ , 𝜏 = ۱
𝜎۲ ∼ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 (۰٫۰۰۰۱, ۰٫۰۰۰۱)

بیزی درستنمایی روش .۱ .۳
به و نگرفته نظر در پیشینی توزیع 𝜎۲و 𝜌 برای اول حالت در می گیریم، نظر در را حالت دو واقعی درستنمایی تابع داشتن فرض با روش این در

رابطه به توجه با می کنیم. یاد ثابت 𝜎۲و 𝜌 با بیزی درستنمایی عنوان به حالت این از و می کنیم نگاه ثابت کمیت های عنوان به پارامترها این
𝑦𝑖 |𝛽, 𝜎۲ ∼ 𝑁۴ ൫𝑍𝑖𝛽, 𝜎۲𝑅൯ , 𝑖 = ۱, ۲, .., 𝑛 (۹)

از، است عبارت درستنمایی تابع

𝐿 ൫𝑦|𝛽, 𝜎۲൯ = ۱
(۲𝜋)۲𝑛 |𝜎۲𝑅|

𝑛
۲
𝑒𝑥𝑝 ቊ−۱

۲
𝑛

𝑖=۱
(𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)

𝑇 ൫𝜎۲𝑅൯−۱ (𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)ቋ

از، است عبارت 𝛽 پارامتر توام پسین توزیع (۱) رابطه و 𝛽 ∼ 𝑁۳ ൫۰, 𝑎۲𝐼൯ پیشین توزیع به توجه با نتیجه در و

𝜋 (𝛽|𝑦) ∝ 𝑒𝑥𝑝 ቊ−۱
۲

𝑛

𝑖=۱
(𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)

𝑇 ൫𝜎۲𝑅൯−۱ (𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽) −
۱
۲𝛽

𝑇 ൫𝑎۲𝐼൯−۱ 𝛽ቋ

داریم، 𝛽 حسب بر رابطه این بازنویسی با

𝜋 (𝛽|𝑦) ∝ 𝑒𝑥𝑝 ቊ−۱
۲𝛽

𝑇 ቆ൫𝑎۲𝐼൯−۱ +
𝑛

𝑖=۱
𝑍𝑖𝑇 ൫𝜎۲𝑅൯−۱ 𝑍𝑖ቇ𝛽 +

𝑛

𝑖=۱
𝑍𝑖𝑇 ൫𝜎۲𝑅൯−۱ 𝑦𝑖𝜎𝜎−۱𝛽ቋ

است، زیر صورت به واریانس⁃کواریانس ماتریس و میانگین بردار با متغیره سه نرمال توزیع یک هسته که

𝐸 (𝛽|𝑦) = 𝜎
𝑛

𝑖=۱
𝑦𝑖𝑇 ൫𝜎۲𝑅൯−۱ 𝑍𝑖 , 𝑉 (𝛽|𝑦) = 𝜎 = ቆ൫𝑎۲𝐼൯−۱ +

𝑛

𝑖=۱
𝑍𝑖𝑇 ൫𝜎۲𝑅൯−۱ 𝑍𝑖ቇ

−۱
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عنوان به پارامترها پسینی توزیع های میانگین است خطا مربع زیان تابع اینکه به توجه با و است نرمال پارامترها کناری پسین توزیع نتیجه در
صورت به نیز 𝑍𝑖 همچنین می شود. انتخاب بیزی برآورد

𝑍𝑖 = ⎛

⎝

۱ 𝑍۱𝑖۱ 𝑍۲𝑖۱۱ 𝑍۱𝑖۲ 𝑍۲𝑖۲۱ 𝑍۱𝑖۳ 𝑍۲𝑖۳۱ 𝑍۱𝑖۴ 𝑍۲𝑖۴

⎞

⎠

در ۰٫۰۰۰۱ مقیاس و شکل پارامترهای با گاما پیشین توزیع 𝜏 = ۱
𝜎۲ برای و (−۱, ۱) بازه روی یکنواخت پیشین  𝜌 برای دوم حالت در است.

پارامترهای کناری پسین توزیع  برای بستە ای فرم حالت این در می کنیم، یاد کامل بیزی درستنمایی عنوان به حالت این از که شدە است گرفته نظر
شبیە سازی روش های مهمترین از یکی کرد. استفاده شبیە سازی روش های از باید بیزی استنباط های به دستیابی برای بنابراین نمی آید، بدست مدل
صورت به تحلیلی محاسبات انجام از پس توزیع ها این که کرد محاسبه را کامل شرطی توزیع های باید آن اجرای برای که است گیبز نمونە گیری

𝛽 อ𝜏, 𝜌 ∼ 𝑁۳ ൭𝜏𝜎
𝑛

𝑖=۱
𝑦𝑇𝑖 𝑅−۱𝑍𝑖 , ቊ𝑎−۲𝐼 + 𝜏

𝑛

𝑖=۱
𝑍𝑇𝑖 𝑅−۱𝑍𝑖ቋ

−۱
൱

𝜏 ቤ𝛽, 𝜌 ∼ 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 ቆ𝑛۲ + ۱۰−۴, ۱۰−۴ + ۱
۲

𝑛

𝑖=۱
(𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)

𝑇 𝑅−۱ (𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)ቇ

𝜌 ቤ𝜏, 𝛽 ∝ |𝑅|−
𝑛
۲ 𝑒𝑥𝑝 ቊ−𝜏

۲
𝑛

𝑖=۱
(𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)

𝑇 (𝛼۱𝐼 + 𝛼۲𝐿) (𝑦𝑖 − 𝑍𝑖𝛽)ቋ

|𝑅| و 𝛼۲ ،𝛼۱همچنین است. یک قطری غیر درایە های و صفر قطری درایە های با ماتریسی 𝐿 و همانی ماتریس 𝐼 آن در که می آیند بدست
صورت به نیز همبستگی) ماتریس (دترمینان

|𝑅| = −۳𝜌۴ + ۸𝜌۳ − ۶𝜌۲ + ۱, 𝛼۱ =
۲𝜌۲ − 𝜌 − ۱

−۳𝜌۳ + ۵𝜌۲ − 𝜌 − ۱ , 𝛼۲ =
𝜌 − 𝜌۲

−۳𝜌۳ + ۵𝜌۲ − 𝜌 − ۱
الگوریتم از شرایطی چنین در نیستیم، گیبز نمونە گیری اجرای به قادر بنابراین ندارد شدە ای شناخته فرم 𝜌 پارامتر شرطی توزیع چون هستند.
برای اختیاری شرطی توزیع یک است کافی منظور این برای که می شود استفاده گیبز) داخل هستینگز متروپولیس (الگوریتم رگه دو ⅯⅭⅯⅭ

گرفت. نظر در 𝜌 پارامتر
تعمیم یافته گشتاورهای روش .۲ .۳

کواریانس واریانس⁃ ماتریس 𝑉𝑖 = 𝐴
۱
۲
𝑖 𝑅𝑖𝐴

۱
۲
𝑖 میانگین، بردار 𝜇𝑖 آن در که داریم را 𝑢𝑖 (𝛽) = 𝐷𝑇

𝑖 𝑉−۱
𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖) رابطه (۲) معادله به توجه با

خوشه همبستگی ماتریس 𝑅𝑖 و 𝐴𝑖 = 𝜎۲𝐼 فرم به ماتریسی یعنی 𝑦𝑖 مولفە های حاشیە ای واریانس آن عناصر که قطری ماتریس 𝐴𝑖 𝑖ام، خوشه
از، است عبارت 𝐷𝑖همچنین است. 𝑖ام

𝐷𝑖 =
𝜕𝜇𝑖
𝜕𝛽 =

⎛
⎜
⎜

⎝

𝜕𝜇𝑖۱
𝜕𝛽۰

𝜕𝜇𝑖۱
𝜕𝛽۱

𝜕𝜇𝑖۱
𝜕𝛽۲𝜕𝜇𝑖۲

𝜕𝛽۰
𝜕𝜇𝑖۲
𝜕𝛽۱

𝜕𝜇𝑖۲
𝜕𝛽۲𝜕𝜇𝑖۳

𝜕𝛽۰
𝜕𝜇𝑖۳
𝜕𝛽۱

𝜕𝜇𝑖۳
𝜕𝛽۲𝜕𝜇𝑖۴

𝜕𝛽۰
𝜕𝜇𝑖۴
𝜕𝛽۱

𝜕𝜇𝑖۴
𝜕𝛽۲

⎞
⎟
⎟

⎠
می شود، نوشته زیر صورت به 𝐷𝑖 ماتریس ،𝜇𝑖𝑘 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑍۱𝑖𝑘 + 𝛽۲𝑍۲𝑖𝑘 رابطه به توجه با که

𝐷𝑖 = ⎛

⎝

۱ 𝑍۱𝑖۱ 𝑍۲𝑖۱
۱ 𝑍۱𝑖۲ 𝑍۲𝑖۲۱ 𝑍۱𝑖۳ 𝑍۲𝑖۳۱ 𝑍۱𝑖۴ 𝑍۲𝑖۴

⎞

⎠
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صورت به 𝑢𝑖 (𝛽) نتیجه در و

𝑢𝑖 (𝛽) =
⎛
⎜
⎜

⎝

𝛼۱∑
۴
𝑘=۱ (𝑌𝑖𝑘 − 𝜇𝑖𝑘)

𝛼۱∑
۴
𝑘=۱ (𝑌𝑖𝑘 − 𝜇𝑖𝑘) 𝑍۱𝑖𝑘

𝛼۱∑
۴
𝑘=۱ (𝑌𝑖𝑘 − 𝜇𝑖𝑘) 𝑍۲𝑖𝑘

𝛼۲∑
۴
𝑘=۱ (𝑌𝑖𝑘 − 𝜇𝑖𝑘) (𝑍۱𝑖. − 𝑍۱𝑖𝑘)

𝛼۲∑
۴
𝑘=۱ (𝑌𝑖𝑘 − 𝜇𝑖𝑘) (𝑍۲𝑖. − 𝑍۲𝑖𝑘)

⎞
⎟
⎟

⎠

(۱۰)

به ۵× ۳ ماتریس یک گرادیان ماتریس همچنین می آید. بدست 𝑈𝑛 (𝛽) = ۱
𝑛∑

𝑛
𝑖=۱𝑢𝑖 (𝛽) رابطه به توجه با نیز نمونە ای گشتاور شرط و است

صورت به 𝐺۱و 𝐺۰ماتریس های آن در که است 𝐺 = ቆ 𝛼۱𝐺۰
𝛼۲𝐺۱

ቇ صورت

𝐺۰ = −۴ ൦
۱ 𝑍۱ 𝑍۲
𝑍۱ 𝑍۲۱ 𝑍۱𝑍۲
𝑍۲ 𝑍۱𝑍۲ 𝑍۲۲

൪

𝐺۱ = 
−۱۲𝑍۱ − ۱

𝑛 ∑𝑖 𝑍۲۱𝑖. + ۴𝑍۲۱ − ۱
𝑛 ∑𝑖 𝑍۱𝑖.𝑍۲𝑖. + ۴𝑍۱𝑍۲

−۱۲𝑍۲ − ۱
𝑛 ∑𝑖 𝑍۱𝑖.𝑍۲𝑖. + ۴𝑍۱𝑍۲ − ۱

𝑛 ∑𝑖 𝑍۲۲𝑖. + ۴𝑍۲۲


آنگاه کرده نصب 𝑅 نرم افراز روی sanⅾwiⅽhرا و zoo gⅿⅿ، بستە های ابتدا است کافی پارامترها GⅯⅯ برآوردهای به دستیابی برای هستند.
بدست آوریم را پارامترها GⅯⅯ برآورد نرم افزار به 𝐺 ماتریس یعنی 𝑈𝑛 (𝛽)بردار گرادیان ماتریس و (۱۱) رابطه یعنی 𝑢𝑖 (𝛽) بردار معرفی با

آن در که
𝑍۱ =

۱
۴𝑛

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۱𝑖𝑘 , 𝑍۲ =
۱

۴𝑛
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲ ik, 𝑍۲۱ =
۱

۴𝑛
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۱𝑖𝑘

𝑍۲۲ =
۱

۴𝑛
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۲𝑖𝑘 , 𝑍۱𝑍۲ =
۱

۴𝑛
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۱𝑖𝑘𝑍۲ ik,𝑍۱𝑖. =
۴
𝑘=۱

𝑍۱𝑖𝑘 , 𝑍۲𝑖. =
۴
𝑘=۱

𝑍۲𝑖𝑘

بیزی تعمیم یافته گشتاورهای روش .۳ .۳
رابطه آنگاه آورده بدست را 𝑈𝑛 (𝛽) = ۱

𝑛∑
𝑛
𝑖=۱𝑢𝑖 (𝛽) نمونە ای گشتاور شرط (۱۱) رابطه به توجه با ابتدا بیزی GⅯⅯ روش در

𝑈𝑛 (𝛽) ≈ 𝑁 (۰, 𝑆 = 𝐶𝑜𝑣 (𝑈𝑛 (𝛽)))

می نویسیم، زیر فرم به را
𝑈 ∼ 𝑁۵ (𝐷𝛽, 𝑆) , 𝐷 = −𝐺 (۱۱)

صورت به نیز 𝑈 بردار و شده تعریف قبلا́ که است GⅯⅯ روش گرادیان ماتریس 𝐺 آن در که

𝑈 =
⎛
⎜
⎜

⎝

۴𝛼۱𝑌
۴𝛼۱𝑌𝑍۱
۴𝛼۱𝑌𝑍۲𝛼۲

𝑛 ∑𝑖 ∑𝑘 (𝑍۱𝑖.−𝑍۱ ik) 𝑌 ik
𝛼۲
𝑛 ∑𝑖 ∑𝑘 (𝑍۲𝑖. − 𝑍۲ ik) 𝑌𝑖𝑘

⎞
⎟
⎟

⎠

می شوند: تعریف زیر صورت به (𝑈𝑛 (𝛽)بردار واریانس⁃کواریانس (ماتریس 𝑆 مولفە های همچنین است،



۷۹ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ اطمینان ج. جودکی، حاجی ب.

𝑆۱۱ =
۴𝜎۲𝑟۱
𝑛 (۱ + ۳𝜌) , 𝑆۱۲ =

۴𝜎۲𝑟۱
𝑛 𝑍۱ (۱ + ۳𝜌) , 𝑆۱۳ =

۴𝜎۲𝑟۱
𝑛 𝑍۲ (۱ + ۳𝜌)

𝑆۱۴ =
۳𝜎۲𝑟۱۲
𝑛۲ (۱ + ۳𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۱𝑖., 𝑆۱۵ =

۳𝜎۲𝑟۱۲
𝑛۲ (۱ + ۳𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۲𝑖.

𝑆۲۲ = 𝑟۱
𝜎۲
𝑛۲ ቆ

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۱𝑖𝑘 + 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۱ ik𝑍۱ iⅿቇ

𝑆۲۳ = 𝑟۱
𝜎۲
𝑛۲ ቆ

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۱𝑖𝑘𝑍۲ ik + 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۱ ik𝑍۲ iⅿቇ

𝑆۲۴ =
𝑟۱۲𝜎۲
𝑛۲ ቆ(۱ + ۳𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۲۱𝑖. −

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۱𝑖𝑘 − 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۱ ik𝑍۱ iⅿቇ

𝑆۲۵ =
𝑟۱۲𝜎۲
𝑛۲ ቆ(۱ + ۳𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۱𝑖.𝑍۲𝑖. − (۱ + 𝜌)

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۱ ik𝑍۲ iⅿቇ

𝑆۳۳ =
𝜎۲𝑟۱
𝑛۲ ቆ

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۲𝑖𝑘 + 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۲ ik𝑍۲ iⅿቇ

𝑆۳۴ =
𝜎۲𝑟۱۲
𝑛۲ ቆ(۱ + ۳𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۱𝑖.𝑍۲𝑖. −

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۱𝑖𝑘𝑍۲ ik − 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۲ ik𝑍۱ iⅿቇ

𝑆۳۵ =
𝜎۲𝑟۱۲
𝑛۲ ቆ(۱ + ۳𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۲۲𝑖. −

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۲𝑖𝑘 − 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۲ ik𝑍۲ iⅿቇ

𝑆۴۴ =
𝜎۲𝑟۲
𝑛۲ ቆ(۲ + ۶𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۲۱𝑖. +

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۱𝑖𝑘 + 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۱ ik𝑍۱ iⅿቇ

𝑆۴۵ =
𝑟۲𝜎۲
𝑛۲ ቆ(۲ + ۶𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۱𝑖.𝑍۲𝑖. +

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۱𝑖𝑘𝑍۲ ik + 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۱ ik𝑍۲ iⅿቇ

𝑆۵۵ =
𝜎۲𝑟۲
𝑛۲ ቆ(۲ + ۶𝜌)

𝑛

𝑖=۱
𝑍۲۲𝑖. +

𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘=۱

𝑍۲۲𝑖𝑘 + 𝜌
𝑛

𝑖=۱


۴
𝑘≠𝑚

𝑍۲ ik𝑍۲ iⅿቇ

مولفە های بقیه واریانس⁃کواریانس ماتریس تقارن ویژگی به توجه با و است 𝑟۱۲ = 𝛼۱ × 𝛼۲ و 𝑟۲ = 𝛼۲۲ ،𝑟۱ = 𝛼۱۲ ،𝜎۲ = آن۱ در که
پسین توزیع 𝛽 ∼ 𝑁۳ ൫۰, 𝑎۲𝐼൯ پیشین و (۱۲) رابطه به توجه با ابتدا پارامترها بیزی برآوردهای به دستیابی برای می شوند. مشخص 𝑆 ماتریس

صورت به را پارامترها توام

𝜋 (𝛽|𝑢, 𝐷, 𝑆) ∝ 𝑒𝑥𝑝 ൜−۱
۲ (𝑢 − 𝐷𝛽)𝑇 𝑆−۱ (𝑢 − 𝐷𝛽) − ۱

۲𝛽
𝑇 ൫𝑎۲𝐼൯−۱ 𝛽ൠ

فرم به را آن می توان که می آوریم بدست

𝜋 (𝛽|𝑢, 𝐷, 𝑆) ∝ 𝑒𝑥𝑝 ൜−۱
۲𝛽

𝑇𝜎−۱𝛽 + 𝛽𝑇𝜎−۱𝜎𝐷𝑇𝑆−۱𝑢ൠ

توزیع عبارتی به است 𝜎 واریانس⁃کواریانس ماتریس و 𝜎𝐷𝑇𝑆−۱𝑢 میانگین بردار با متغیرە ای سه نرمال توزیع هسته فوق عبارت و نوشت
صورت به متغیرە ای سه نرمال 𝛽 پارامتری بردار توام پسین

𝛽 ห𝑢, 𝐷, 𝑆 ∼ 𝑁۳ ൫𝜎𝐷𝑇𝑆−۱𝑢, 𝜎൯ , 𝜎 = ൫𝑎−۲𝐼 + 𝐷𝑇𝑆−۱𝐷൯−۱

انتخاب بیزی برآورد عنوان به پارامترها پسینی توزیع های میانگین می باشند، نرمال پارامترها کناری پسین توزیع های  اینکه به توجه با حال است.
تعریف پیشین توزیع آنها برای و شده رفتار ثابت کمیت های عنوان به 𝜌و 𝜎۲با بیزی تعمیم یافته گشتاورهای روش در کنید توجه می شود.

نشدە است.
درستنمایی ثابت، 𝜎۲و 𝜌 با بیزی درستنمایی روش های جدول ها این در که شدە است ارائه شبیە سازی ۵۰۰ به مربوط نتایج زیر جدول های در
BGⅯⅯ(yin)وBGⅯⅯ(aⅾj) ،𝐵𝐿(Fuⅼⅼ) ، 𝐵𝐿(𝑓𝑖𝑥)نمادهای با ترتیب به اصلاح شده ین بیزی GⅯⅯ و ین بیزی GⅯⅯ کامل، بیزی
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درصد و Asⅾ با پسینی استاندارد انحراف ۵۰۰ میانگین Esⅾ، و Aveنمادهای با ترتیب به بیزی برآورد ۵۰۰ معیار انحراف و میانگین همچنین ،
𝐵𝐿(Fuⅼⅼ) و 𝐵𝐿(𝑓𝑖𝑥) بیزی درستنمایی روش های که می بینیم جدول ۱ نتایج به توجه با می دهیم. نشان Ⅽpنماد با را درصد ۹۵ پوشش احتمال
تولید نتایج می بینیم جدول ۲ ارقام و اعداد مبنای بر است. پیش بینی قابل نتیجە ای که کردە اند تولید GⅯⅯ روش به نسبت را بهتری برآوردهای
روش اجرای سهولت به توجه با و هستند نزدیک بهم خیلی ین(۲۰۰۹) بیزی GⅯⅯ و شده اصلاح بیزی GⅯⅯ روش های از استفاده با شده
می دهیم. ترجیح ین بیزی GⅯⅯروش به را شده اصلاح بیزی GⅯⅯ روش لذا ین، GⅯⅯبیزی روش به نسبت شده اصلاح بیزی GⅯⅯ

بیزی درستنمایی و GⅯⅯ روش های نتایج :۱ جدول
𝛽۲ 𝛽۱ 𝛽۰ ین روش

Ⅽp Asⅾ Esⅾ Ave Ⅽp Asⅾ Esⅾ Ave Ⅽp Asⅾ Esⅾ Ave
𝜌 = ۰٫۲۵

۹۲٫۴ ۰٫۰۹۲ ۰٫۱۰۱ −۰٫۴۹۵ ۹۲٫۶ ۰٫۰۴۶ ۰٫۰۴۸ ۰٫۵۰۱ ۹۱٫۸ ۰٫۰۷۹ ۰٫۰۸۸ ۰٫۱۹۲ GⅯⅯ
۹۴٫۶ ۰٫۰۹۴ ۰٫۰۹۳ −۰٫۴۹۸ ۹۳٫۶ ۰٫۰۴۷ ۰٫۰۴۸ ۰٫۴۹۸ ۹۵٫۴ ۰٫۰۸۲ ۰٫۰۸۰ ۰٫۱۹۸ BⅬ(Fuⅼⅼ)
۹۵٫۴ ۰٫۰۹۴ ۰٫۰۹۳ −۰٫۴۹۷ ۹۳٫۴ ۰٫۰۴۶ ۰٫۰۴۸ ۰٫۴۹۷ ۹۳٫۶ ۰٫۰۸۱ ۰٫۰۸۰ ۰٫۱۹۷ BⅬ(Fix)

𝜌 = ۰٫۵
۹۲٫۸ ۰٫۰۷۸ ۰٫۰۸۳ −۰٫۵۰۱ ۹۴٫۲ ۰٫۰۳۹ ۰٫۰۴۰ ۰٫۵۰۱ ۹۲٫۸ ۰٫۰۸۶ ۰٫۰۹۱ ۰٫۱۹۸ GⅯⅯ
۹۵٫۳ ۰٫۰۸۰ ۰٫۰۷۸ −۰٫۵۰۴ ۹۴٫۱ ۰٫۰۴۰ ۰٫۰۴۲ ۰٫۵۰۲ ۹۴٫۱ ۰٫۰۹۰ ۰٫۰۸۹ ۰٫۲۰۳ BⅬ(Fuⅼⅼ)
۹۵٫۴ ۰٫۰۸۰ ۰٫۰۷۹ −۰٫۴۹۴ ۹۲٫۲ ۰٫۰۴۰ ۰٫۰۴۱ ۰٫۵۰۱ ۹۴٫۶ ۰٫۰۸۹ ۰٫۰۸۷ ۰٫۲۰۰ BⅬ(Fix)

ین شده اصلاح و ین روش های نتایج :۲ جدول
𝛽۲ 𝛽۱ 𝛽۰ ین روش

Ⅽp Asⅾ Esⅾ Ave Ⅽp Asⅾ Esⅾ Ave Ⅽp Asⅾ Esⅾ Ave
𝜌 = ۰٫۲۵

۹۴٫۶ ۰٫۰۹۴ ۰٫۰۹۳ −۰٫۴۹۷ ۹۲٫۸ ۰٫۰۴۷ ۰٫۰۴۸ ۰٫۴۹۸ ۹۴٫۴ ۰٫۰۸۲ ۰٫۰۸۱ ۰٫۱۹۷ BGⅯⅯ(yin)
۹۴٫۸ ۰٫۰۹۴ ۰٫۰۹۴ −۰٫۵۰۱ ۹۴٫۲ ۰٫۰۴۷ ۰٫۰۴۸ ۰٫۴۹۷ ۹۵ ۰٫۰۸۱ ۰٫۰۸۱ ۰٫۲۰۱ BGⅯⅯ(aⅾj)

𝜌 = ۰٫۵
۹۴٫۲ ۰٫۰۷۹ ۰٫۰۸۰ −۰٫۴۹۸ ۹۳٫۲ ۰٫۰۴۰ ۰٫۰۴۱ ۰٫۴۹۸ ۹۴٫۲ ۰٫۰۸۹ ۰٫۰۸۹ ۰٫۱۹۷ BGⅯⅯ(yin)
۹۵٫۲ ۰٫۰۸۰ ۰٫۰۸۱ −۰٫۵۰۲ ۹۶٫۶ ۰٫۰۴۰ ۰٫۰۳۸ ۰٫۵۰۰ ۹۵ ۰٫۰۸۹ ۰٫۰۸۸ ۰٫۲۰۲ BGⅯⅯ(aⅾj)

افزایش در پرستاران مشاورە های اثرگذاری توانایی بررسی منظور به شمالی کارولینای دانشگاه پرستاری مدرسه سرطان بخش کاربردی: مثال
سرطان به مبتلا بیماران مطالعه این در کردند. طراحی مطالعە ای سینه سرطان به مبتلا بیماران زندگی کیفیت ارتقای و سرطان بیماری از اگاهی
درباره بیماران دانش عنوان به که بوده سرطانی دانش علاقه مورد نتایج از یکی می شوند. تقسیم آزمایش و کنترل گروه دو به تصادفی طور به سینه
ماه هفت در و کار شروع از بعد ماه چهار کار، شروع زمانی، نقطه سه در بیماران سرطانی دانش شدە است. تعریف تاثیرگذاری طریق از سرطانشان
ارزیابی منظور به هستند. تماس در تلفن بوسیله آزمایشی گروه بیماران با تنها پرستاران مدت این طی در می شوند. اندازە گیری کار شروع از بعد
تفاوت پاسخ) (متغیر علاقه مورد متغیر می شود. پرسیده یکسانی سوالات مذکور زمانی نقطه سه در گروه دو هر بیماران از پرستاری، نفوذ اثر
سرطان به مبتلا بیمار نفر ۲۷۹ بوده است. کار شروع در بیماران اولیه اندازە های با مقایسه در هفتم و چهارم ماە های در بیماران سرطانی دانش

صورت به همبسته خطاهای با خطی رگرسیون مدل داشتند. شرکت مطالعه این در سینه
𝑌𝑖𝑘 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑍۱𝑖𝑘 + 𝛽۲𝑍۲𝑖𝑘 + 𝜀𝑖𝑘 , 𝑖 = ۱, ۲, … , ۲۷۹; 𝑘 = ۱, ۲, 𝜀𝑖∼𝑁۲൫𝑂,𝜎۲𝑅൯

پرستاری(گروه مطالعه𝑍۱نفوذ مورد مجازی کمکی متغیرهای همچنین است. همبستگی𝑅تعویض پذیر ماتریس ساختار آن در که می شود برده بکار
Winbugs افزار نرم  از بیزی استنباط های به دستیابی برای هستند. سفید۰=) غیر و =۱ نژادی(سفید اثر 𝑍۲و کنترل=۰) گروه و آزمایشی=۱
انحراف و میانگین آنگاه آورده بدست را پسینی نمونه اولیه۵۰۰۰۰ تکرار گذاشتن۱۰۰۰ کنار و گیبز الگوریتم اجرای از پس که می کنیم استفاده
GⅯⅯو کامل، بیزی درستنمایی روش سه برای (𝛽۲) نژادی اثر و (𝛽۱) پرستاری مداخله اثر ،(𝛽۰) مبدا از عرض  پارامترهای پسینی استاندارد
همبستگی ضریب دارد، بیشتر پارامتر دو بیزی GⅯⅯ روش به نسبت کامل بیزی درستنمایی روش می شوند. ارائه زیر جدول در بیزی GⅯⅯ

هستند. ۰۰۸ .۰ و ۱۰۹ .۰ ترتیب به 𝜏 = ۱
𝜎۲ برای و ۰۳۶ .۰ و ۶۳۷ .۰ ،𝜌 برای پسینی استاندارد و میانگین ،𝜎۲واریانس و 𝜌

با پرستار تماس که می دهد نشان اخیر تحلیل کردە اند. تولید را مشابهی نتایج بیزی GⅯⅯ و بیزی درستنمایی روش دو که می شود ملاحظه
ندارد. بیماران سرطانی دانش افزایش روی تاثیری نژاد نوع ولی می دهد افزایش را بیماران سرطانی دانش وضوح به بیمار
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پرستاری مطالعه برای بیزی GⅯⅯ و GⅯⅯ بیزی، درستنمایی روش های نتایج :۳ جدول
بیزی GⅯⅯ GⅯⅯ کامل بیزی درستنمایی پارامترها

معیار انحراف میانگین معیار انحراف میانگین معیار انحراف میانگین
۰٫۲۶۷ ۰٫۶۱۱ ۰٫۶۱۵ ۰٫۶۱۵ ۰٫۲۶۵ ۰٫۶۱۵ 𝛽۰
۰٫۳۳۲ ۱٫۰۶۲ ۰٫۳۲۸ ۱٫۰۶۳ ۰٫۳۲۹ ۱٫۰۶۲ 𝛽۱
۰٫۳۳۳ ۰٫۳۱۳ ۰٫۳۲۸ ۰٫۳۰۷ ۰٫۳۴۰ ۰٫۳۰۸ 𝛽۲

است برانگیز چالش استنباط(بیزی) انجام بنابراین و داریم درستنمایی تابع مورد در محدودی اطلاعات اغلب عملی کاربردهای در نتیجە گیری:
کرد. استفاده ین بیزی GⅯⅯ روش از می توان مواردی چنین در باشد. حساس نیز اضافی فرض های برخی به نسبت استنباط است ممکن و
که می دهد نشان شبیە سازی ها نتایج مقایسه کردیم. پیشنهاد را اصلاحاتی ایرادات این رفع برای لذا شدە است وارد ین روش به ایراداتی چون اما
ین شده اصلاح روش اجرای چون و کرده تولید را ین(۲۰۰۹) بیزی GⅯⅯ روش مشابه نتایجی تقریباً ین بیزی GⅯⅯ شده اصلاح روش

می دهیم. ترجیح ین روش به را شده اصلاح روش لذا است سادە تر خیلی
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چکیده
این در است. شده معرفی متغیرتصادفی یک مینیمم و ماکزیمم مجانبی̞ وابستگی ساختار برای کرانی وابستگی ضریب
ضریب کلی های ویژگی از برخی و بالایی(پایینی) کرانی وابستگی ضریب و بالایی(پایینی) دم وابستگی ضریب مقاله،
مشخص نیز دمی وابستگی ضریب با کرانی وابستگی ضریب بین رابطه است. شده اورده بدست را کرانی وابستگی

است. شده

مقاله اطلاعات
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مفصل تابع
دمی وابستگی

کرانی وابستگی
تصادفی بردار

2020 MSC:
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مقدمه .۱
بدان متغیر دو این میان بالایی(پایینی) دمی همبستگی شهودی، طور به بگیرید. نظر در را 𝐶 مفصل با 𝑋۲ و 𝑋۱ یکنواخت تصادفی متغیر دو
𝑋۱ آنکه احتمال تر، دقیق بطور باشیم. داشته نیز را 𝑋۲ برای بزرگ(کوچک) مقادیر انتظار ،𝑋۱ برای بزرگ(کوچک) مقادیر با همواره که معناست
بررسی مورد کند، می میل یک به 𝑞 که زمانی باشد، بیشتر 𝑞 یعنی سطح همان از نیز 𝑋۲ که آن شرط به باشد 𝑞 شدە ی داده حدی مقدار از بزرگتر
دارای صورت این غیر در اما ندارند دمی همبستگی تصادفی متغیرهای استقلال، حالت مانند آنگاه باشد، کوچک احتمال این اگر گیرد. می قرار

می شوند. بیان تصادفی بردارهای مفصل های بوسیله دمی وابستگی شاخص هستند. دمی همبستگی
شود. استفاده چندمتغیره توزیع یک برای بالایی(پایینی) دم وابستگی میزان کردن توصیف برای تواند می متنوع های فرمول

مفصل باشد. 𝐹۱, .., 𝐹𝑑 پیوسته ای حاشیه توابع و 𝐹 چندمتغیره توزیع تابع با تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, ..., 𝑋𝑑) کنید فرض .۱ .۱ تعریف
باشد: می زیر تصادفی بردار 𝐶 چندمتغیره توزیع تابع ،(𝐹 توزیع تابع یا ) 𝑋

𝑈 = (𝐹۱(𝑋۱), ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑))

و مفصل توابع 𝑖 = ۱, ..., 𝑑 برای 𝐹𝑖(𝑋𝑖) ∼ 𝑈(۰, ۱) یعنی باشند می پیوسته یکنواخت توزیع دارای 𝑈 تصادفی بردار های مؤلفه از هریک
شوند: می تعریف زیر صورت به 𝑋 بعˀدی −𝑑 تصادفی بردار بقاء مفصل

𝐶(𝑡, ..., 𝑡ᇣᇧᇤᇧᇥ
𝑑

) = ℙ(𝐹۱(𝑋۱) ≤ 𝑡, ...., 𝐹𝑑(𝑋𝑑) ≤ 𝑡)

𝐶(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
𝑑

) = ۱ − ۲𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑡)

جریره) (محمد mohamadjarire122@gmail.com الکترونیک: پست
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کرانی و دمی وابستگی ضریب .۲
می شود: تعریف زیر صورت به 𝑌 و 𝑋 تصادفی متغیرهای پایینی دم وابستگی ضریب

𝜆𝐿 = ⅼiⅿ
𝑡↘۰ ℙ(𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝑡|𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

ℙ(𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝑡, 𝐹𝑋(𝑋)) ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑐(𝑡, 𝑡)
𝑡 (۱)

۲ نلسن به مفصل توابع مفاهیم و تعاربف برای می باشد. 𝑌 ای حاشیه توزیع تابع 𝐹𝑌 و 𝑋 ای حاشیه توزیع تابع 𝐹𝑋 ۱ مفصل، تابع 𝐶 آن در که
کنید. مراجعه [۵] ۱۹۹۷ ۳ جو و [۷] ۱۹۹۹

بالایی دم وابستگی ضریب مشابه، بطور
𝜆𝑈 ∶= ⅼiⅿ

𝑡↗۱
ℙ(𝐹𝑌(𝑌) > 𝑡|𝐹𝑋(𝑋) > 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

ℙ(𝐹𝑌(𝑌) > 𝑡, 𝐹𝑋(𝑋) > 𝑡)
ℙ(𝐹𝑋(𝑋) > 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↗۱
𝐶(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡)

۱ − ℙ(𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

۱ − ۲𝑡 − 𝐶(𝑡, 𝑡)
۱ − 𝑡 (۲)

بین که می شود گفته آنگاه باشد، مثبت بالایی(پایینی) دم وابستگی ضریب اگر دارد. وجود پایین و بالا ضرایب متناظر حد که شود می ملاحظه
دارد. وجود دمی وابستگی 𝑌 و 𝑋

.𝐹۱, ..., 𝐹𝑑 ای حاشیه توزیع توابع و توأم تجمی چگالی تابع با بعˀدی −𝑑 بردار یک 𝑋 کنید فرض :۴ کرانی وابستگی ضریب .۱ .۲ تعریف
زیر بصورت 𝑋 پایینی کرانی وابستگی ضریب .𝐹ⅿax ∶= {𝐹۱(𝑋۱), ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑)} 𝐹ⅿin؛ ∶= {𝐹۱(𝑋۱), ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑)} کنید فرض بعلاوه،

می شود: تعریف
𝜀𝐿 ∶ = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
ℙ(𝐹ⅿax ≤ 𝑡|𝐹ⅿin ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

ℙ(𝐹ⅿax ≤ 𝑡, 𝐹ⅿin ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿin ≤ 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
ℙ(𝐹ⅿax ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿin ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

ℙ(𝐹۱(𝑋۱) ≤ 𝑡, ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑) ≤ 𝑡)
۱ − ℙ(𝐹ⅿin > 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
𝐶(𝑡, ..., 𝑡)

۱ − ℙ(𝐹۱(𝑋۱) > 𝑡, ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑) > 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝐶(𝑡, ..., 𝑡)
۱ − 𝐶(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)

(۳)
می شود: محاسبه زیر صورت به بالایی کرانی وابستگی ضریب همچنین

𝜀𝑈 ∶ = ⅼiⅿ
↗۱

ℙ(𝐹ⅿin > 𝑡|𝐹ⅿax > 𝑡)

= ⅼiⅿ
↗۱

ℙ(𝐹ⅿin > 𝑡, 𝐹ⅿax > 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿax > 𝑡)

= ⅼiⅿ
↗۱

ℙ(𝐹ⅿin > 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿax > 𝑡) = ⅼiⅿ

↗۱
ℙ(𝐹۱(𝑋۱) > 𝑡, ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑) > 𝑡)

۱ − ℙ(𝐹۱(𝑋۱) ≤ 𝑡, ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑) ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
↗۱

𝐶(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)
۱ − 𝐶(𝑡, ..., 𝑡) (۴)

می باشد. 𝐶 به متعلق مفصل بقاء تابع 𝐶 ،𝑋 مفصل تابع 𝐶 آن در که
1Copula Function
2Nelson
3Joe
4Extremal Dependent Coeficient
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کرانی وابستگی های ویژگی .۳
کرانی وابستگی ضرایب 𝜀𝑈 و 𝜀𝐿 کنید فرض باشند. تصادفی متغیرهای از جفت یک دمی وابستگی ضرایب 𝜆𝑈 و 𝜆𝐿 کنید فرض .۱ .۳ گزاره

آنگاه: باشد. آنها متناظر
𝜀𝐿 =

𝜆𝐿
۲−𝜆𝐿 , 𝜀𝑈 = 𝜆𝑈

۲−𝜆𝑈
اثبات.

𝜀𝐿 = ⅼiⅿ
𝑡↘۰

ℙ(𝐹ⅿax ≤ 𝑡, 𝐹ⅿin ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿin ≤ 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
ℙ(𝐹ⅿax ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿin ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

ℙ(𝐹۱(𝑋۱) ≤ 𝑡, 𝐹۲(𝑋۲) ≤ 𝑡)
۱ − ℙ(𝐹۱(𝑋۱) > 𝑡, 𝐹۲(𝑋۲) > 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
𝐶(𝑡, 𝑡)

۱ − [۱ − ۲𝑡 + 𝑐(𝑡, 𝑡)]

می شود: حاصل نتیجه 𝑡 بر مخرج و صورت تقسیم با
𝐶(𝑡, 𝑡)
𝑡

۲𝑡 − 𝐶(𝑡, 𝑡)
𝑡

= 𝜆𝐿
۲ − 𝜆𝐿

داریم: مشابه بطور

𝜀𝑈 = ⅼiⅿ
𝑡↗۱

ℙ(𝐹ⅿax > 𝑡, 𝐹ⅿin > 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿax > 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↗۱
ℙ(𝐹ⅿin > 𝑡)
ℙ(𝐹ⅿax > 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

ℙ(𝐹۱(𝑋۱) > 𝑡, 𝐹۲(𝑋۲) > 𝑡)
۱ − ℙ(𝐹۱(𝑋۱) ≤ 𝑡, 𝐹۲(𝑋۲) ≤ 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↗۱
۱ − ۲𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑡)

۱ − 𝐶(𝑡, 𝑡)

: می شود حاصل نتیجه آخری کسر مخرج صورت تقسیم با

ⅼiⅿ
𝑡↗۱

۱ − ۲𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑡)
۱ − 𝑡

۱ − 𝐶(𝑡, 𝑡)
۱ − 𝑡

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

۱ − ۲𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑡)
۱ − 𝑡

۱ − 𝐶(𝑡, 𝑡) + (۱ − ۲𝑡) − (۱ − ۲𝑡)
۱ − 𝑡

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

۱ − ۲𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑡)
۱ − 𝑡

۲ − ۲𝑡 − [۱ − ۲𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑡)]
۱ − 𝑡

= 𝜆𝑈
۲ − 𝜆𝑈

است. دمی وابستگی ضرایب از محدب تابع یک کرانی وابستگی ضرایب بنابراین
.𝜀𝐿(𝑋) ≥ 𝜀𝐿(𝑋) آنگاه باشد. 𝑋 بردار زیر بعˀدی −𝑑 بردار یک 𝑋 و 𝑋 بعˀدی −𝑑 بردار یک پایینی کرانی ضریب یک 𝜀𝐿(𝑋) اگر .۲ .۳ گزاره

.𝜀𝑈(𝑋) ≥ 𝜀𝑈(𝑋) یعنی است؛ برقرار بالایی کرانی وابستگی ضریب درباره همین
را 𝐹(𝑑−۱)ⅿax و 𝐹(𝑑)ⅿax مشابه بطور باشد. 𝐹۱(𝑋۱), ..., 𝐹𝑑−۱(𝑋𝑑−۱) مینیمم 𝐹(𝑑−۱)

ⅿin و 𝐹۱(𝑋۱), ..., 𝐹𝑑(𝑋𝑑) مینیمم 𝐹(𝑑)ⅿin کنید فرض اثبات.
که باشید داشته توجه کنیم. تعریف

ℙ(𝐹(𝑑−۱)ⅿax ≤ 𝑡) ≥ ℙ(𝐹(𝑑)ⅿax ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹(𝑑−۱)

ⅿin ≤ 𝑡) ≤ ℙ(𝐹(𝑑)ⅿin ≤ 𝑡)
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اینرو از
ℙ(𝐹(𝑑)ⅿax ≤ 𝑡|𝐹(𝑑)ⅿin ≤ 𝑡) = ℙ(𝐹(𝑑)ⅿax ≤ 𝑡)

ℙ(𝐹(𝑑)ⅿin ≤ 𝑡)
مشابه بطور

ℙ(𝐹(𝑑−۱)ⅿax ≤ 𝑡|𝐹(𝑑−۱)
ⅿin ≤ 𝑡) = ℙ(𝐹(𝑑−۱)ⅿax ≤ 𝑡)

ℙ(𝐹(𝑑−۱)
ⅿin ≤ 𝑡)

≥ ℙ(𝐹(𝑑)ⅿax ≤ 𝑡)
ℙ(𝐹(𝑑)ⅿin ≤ 𝑡)

= ℙ(𝐹(𝑑)ⅿax ≤ 𝑡|𝐹(𝑑)ⅿin ≤ 𝑡)

بنابراین
𝜀𝐿(𝑋) ≥ 𝜀𝐿(𝑋).

است. برقرار بالایی کرانی وابستگی ضریب برای استدلال همین
𝑋𝑖 مثلا́ ،𝑋 دلخواه مؤلفە ی برای بنابراین باشد؛ پایینی کرانی وابستگی ضرایب با تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, ..., 𝑋𝑑) کنید فرض .۳ .۳ گزاره

𝑋𝑗؛ و
𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) ≥ 𝜀𝐿;

آنگاه باشد، 𝑋 کرانی وابستگی ضریب 𝜀𝑈 اگر مشابه بطور است. 𝑋𝑗 و 𝑋𝑖 پایینی دمی وابستگی ضریب دهنده نمایش 𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) آن در که
.𝑖, 𝑗 = ۱, ..., 𝑑 همه برای 𝜆𝑈(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) ≥ 𝜀𝑈

گرفت: نتیجه توان می گزاره(۳. ۱) از اثبات.
𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) = ۲. 𝜀(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)

۱ + 𝜀𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)
که دانیم می (۲ .۳) گزاره به توجه با طرفی از ،𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) ≥ 𝜀𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) یعنی باشد. می 𝜀𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) از مقعر تابع یک 𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) بنابراین،

یعنی باشد می 𝜀𝐿 برای بالا کران یک 𝜀𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗)
𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) ≥ 𝜀𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) ≥ 𝜀𝐿.

است. برقرار بالایی دم وابستگی ضریب برای استدلال همین
دلخواه مؤلفە ی دو برای آنگاه باشد. 𝜀𝐿 > ۰ پایینی کرانی وابستگی ضریب با تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, ..., 𝑋𝑑) کنید فرض .۴ .۳ نتیجه

.𝜆𝑈(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) > ۰ آنگاه باشد، 𝜀𝑈 > ۰ اگر مشابه بطور .𝜆𝐿(𝑋𝑖 , 𝑋𝑗) > ۰ 𝑋𝐽؛ و 𝑋𝑖 مثلا́ ،𝑋
است. برقرار گزاره(۳. ۳) از صریحاً نتیجه این اثبات.

کرانی وابستگی 𝑋 بردار های مؤلفه اگر ً مخصوصا دارند. دمی وابستگی آن های مؤلفه آنگاه باشد، کرانی وابسته تصادفی بردار یک اگر بنابراین
دارند. دمی وابستگی ،𝑋 دلخواه مؤلفە ی دو هر آنگاه باشند، بالا(پایین)

.𝜀 = ۰ آنگاه باشند؛ مستقل متقابلا́ تصادفی بردار یک های مؤلفه اگر .۵ .۳ قضیه
اثبات.

𝜆𝐿(𝑋, 𝑌) = ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑃(𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝑡|𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑃(𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝑡, 𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)
𝑃(𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)

بنابراین باشد. می مستقل 𝑌 از تابع هر از 𝑋 از تابع هر لذا باشند، می مستقل 𝑌 و 𝑋 چون

𝜆𝐿(𝑋, 𝑌) = ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑃(𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝑡).𝑃(𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡)
𝑃(𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
𝑃(𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
𝑡 = ۰.

است. برقرار نیز 𝜀𝑈 = ۰ برای استدلال همین .𝜀𝐿 = ۰ بنابراین
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داد. تعمیم نیز بعˀدی 𝑑 بردارهای به توان می را قضیه این نتیجه
است. صفر با برابر پایینی و بالایی کرانی وابستگی ضریب آنگاه باشند، مستقل دو(متقابلا́) به دو تصادفی بردار یک های مؤلفه اگر .۶ .۳ نتیجه

آید: می بدست زیر صورت به پایینی کرانی وابستگی ضریب ، هوپیتال قاعده بردن بکار با اثبات.

𝜀𝐿 = ⅼiⅿ
↘۰

𝐶𝑑(𝑡, ..., 𝑡)
۱ − 𝐶𝑑(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)

= ⅼiⅿ
↘۰

𝑡𝑑
۱ − (۱ − 𝑡)𝑑 = ⅼiⅿ

↘۰
𝑡𝑑−۱

(۱ − 𝑡)𝑑−۱ = ۰

آید: می بدست زیر شرح به بالایی کرانی وابستگی ضریب همچنین

𝜀𝑈 = ⅼiⅿ
↗۱

𝐶𝑑(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)
۱ − 𝐶𝑑(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡) = ⅼiⅿ

↗۱
(۱ − 𝑡)𝑑
۱ − 𝑡𝑑 = ⅼiⅿ

↗۱
(۱ − 𝑡)𝑑−۱

𝑡𝑑−۱ = ۰.

باشند. نمی صفر مساوی 𝜀𝑈 و 𝜀𝐿 دو هر لزوماً باشند؛ ناهمبسته فقط 𝑌 و 𝑋 مؤلفە ی دو هر اگر هرچند
.𝐶𝑑 = 𝐶𝑑 هرگاه است متقارن جابجاگر 𝐶𝑑 که باشید داشته توجه .۷ .۳ ملاحظه

هم با پایینی و بالایی کرانی وابستگی ضریب آنگاه باشد، ۵ متقارن جابجاگر مفصل دارای که بعˀدی −𝑑 تصادفی بردار 𝑋 کنید فرض .۸ .۳ گزاره
هستند. برابر

داریم: بنابراین ،𝐶 = 𝐶 که گرفت نتیجه توان می باشد متقارن جابجاگر 𝐶 اگر اثبات.

𝜀𝐿 = ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝐶(𝑡, ..., 𝑡)
۱ − 𝐶(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

𝐶(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)
۱ − 𝐶(𝑡, ..., 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↗۱

𝐶(۱ − 𝑡, ..., ۱ − 𝑡)
۱ − 𝐶(𝑡, .., 𝑡) = 𝜀𝑈.

باشند. می یک با برابر پایین و بالایی کرانی وابستگی ضریب آنگاه باشد، ، 𝑑 = ۱ اگر قبل، گزارە ی در .۹ .۳ نتیجه

𝜀𝐿 = ⅼiⅿ
↘۰

𝐶(𝑡)
۱ − 𝐶(۱ − 𝑡)

= ⅼiⅿ
↘۰

𝑡
۱ − (۱ − 𝑡) = ⅼiⅿ

↘۰
𝑡
𝑡 = ۱.

داریم: بالا کرانی وابستگی برای مشابه طور به

𝜀𝑈 = ⅼiⅿ
↗۱

𝐶(۱ − 𝑡)
۱ − 𝐶(𝑡) = ⅼiⅿ

↗۱
۱ − 𝑡
۱ − 𝑡 = ۱.

𝑍 تصادفی متغیر باشد داشته وجود اگر گویند یکنواخت هم را 𝑋 = (𝑋۱, ..., 𝑋𝑑) تصادفی بردار های مؤلفه :۶ یکنواختی هم .۱۰ .۳ تعریف
جا) همه (تقریباً 𝑎.𝑠 های ویژگی و جامعتر تعاریف (برای .𝑖 = ۱, .., 𝑑 برای 𝑋𝑖 =𝑎.𝑠 𝑓𝑖(𝑍) بطوریکه 𝑓𝑖 ∶ ℝ ⟼ ℝ صعودی اکیداً توابع و

کنید). مراجعه کومار[۸] شانتی و شاکید کتاب به
صعودی اکیداً تابع یک و ،𝑍 تصادفی متغیر یک اگر شوند می گفته نایکنواخت 𝑌 و 𝑋 تصادفی متغیر دو :۷ نایکنواختی .۱۱ .۳ تعریف

.𝑌 =𝑎.𝑠 𝑔(𝑍) و ،𝑋 =𝑎.𝑠 𝑓(𝑍) بطوریکه باشد داشته وجود 𝑔 ∶ ℝ ⟼ ℝ نزولی اکیداً تابع یک و 𝑓 ∶ ℝ ⟼ ℝ
متغیرهای مفصل همچنین باشد. می 𝑀 = ⅿin{𝑢, 𝑣} ،۸ هافدینگ فرشه⁃ کلاس بالا کران با برابر یکنواخت هم تصادفی متغیر دو مفصل
مورد در بیشتر جزئیات باشد(برای می 𝑊 = ⅿax{𝑢 + 𝑣 − ۱, ۰} هافدینگ، − فرشه کلاس پایین کران با برابر 𝑌 و 𝑋 نایکنواخت تصادفی

کنید). مراجعه [۷]۱۹۹۹ نلسن به هافدینگ − فرشه پایین و بالا های کران

5Transpositionlly Symmetric
6Comonotonicity
7Countermonotonicity
8Frechet- Hoeffding
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باشد. می صفر برابر پایینی و بالایی کرانی وابستگی ضریب دو هر آنگاه باشند، نایکنواخت تصادفی متغیر دو اگر الف) .۱۲ .۳ گزاره
باشد. می یک برابر پایینی و بالایی کرانی وابستگی ضریب آنگاه باشند، یکنواخت هم تصادفی متغیر دو اگر ب)

،𝑊 = 𝑊 و 𝑀 = 𝑀 که باشید داشته توجه اثبات.
𝑊(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡) = ⅿax{۱ − 𝑡 + ۱ − 𝑡 − ۱, ۰} = ⅿax{۱ − ۲𝑡, ۰}
𝑀(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡) = ⅿin{۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡} = ۱ − 𝑡

آید: می بدست زیر شرح به پایینی و بالایی کرانی وابستگی ضریب هوپیتال، قاعده بردن بکار با بنابراین

𝜀𝐿 = ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑊(𝑡, 𝑡)
۱ −𝑊(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↘۰
ⅿax{۲𝑡 − ۱, ۰}

۱ − ⅿax{۱ − ۲𝑡, ۰}
= ⅼiⅿ

𝑡↘۰
۲ ⅿax(۲𝑡 − ۱, ۰)

−(−۲)ⅿax(۱ − ۲𝑡, ۰) =
۲ × ۰
۲ × ۱ = ۰

۲ = ۰

𝜀𝑈 = ⅼiⅿ
𝑡↗۱

𝑊(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡)
۱ −𝑊(𝑡, 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↗۱
ⅿax{۱ − ۲𝑡, ۰}

۱ − ⅿax{۲𝑡 − ۱, ۰}
= ⅼiⅿ

𝑡↗۱
−۲ ⅿax(۱ − ۲𝑡, ۰)
−۲ ⅿax(۲𝑡 − ۱, ۰) =

−۲ × ۰
−۲ × ۱ = ۰

−۲ = ۰.

داریم: باشند، یکنواخت هم متغیر دو که حالتی در

𝜀𝐿 = ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑀(𝑡, 𝑡)
۱ −𝑀(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡)

= ⅼiⅿ
𝑡↘۰

𝑡
۱ − (۱ − 𝑡) = ۱.

𝜀𝑈 = ⅼiⅿ
𝑡↗۱

𝑀(۱ − 𝑡, ۱ − 𝑡)
۱ −𝑀(𝑡, 𝑡) = ⅼiⅿ

𝑡↗۱
۱ − 𝑡
۱ − 𝑡 = ۱.

نایکنواخت 𝑌 و 𝑋 تصادفی متغیر دو اگر همچنین 𝜆𝑈 = ۱ و .𝜆𝐿 = ۱ آنگاه باشند، یکنواخت هم 𝑌 و 𝑋 تصادفی متغیر دو اگر .۱۳ .۳ نتیجه
.𝜆𝑈 = ۰ ،𝜆𝐿 = ۰ آنگاه باشند،

باشد. می برقرار گزاره(۳. ۱۲) و گزاره(۳. ۱) از استفاده با نتیجه اثبات.
کرانی وابستگی ضریب که باشد می دلیل این به این باشد. نایکنواختی و استقلال بین تمایزی وجه تواند نمی کرانی وابستگی ضریب بنابراین
آنگاه استقلال)، و نایکنواختی حالت نباشند(در احتمال دارای وجه هیچ به متقارن کرانهای اگر و کند می گیری اندازه را متقارن کرانهای احتمال

کند. می میل صفر به کرانی وابستگی ضریب
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چکیده
متغیرهای بررسی به عمدتاً که معطوف متغیرها وابستگی فرض با آماری مدلهای سمت به آماری محققان توجه اخیراً
معینی شرایط تحت منفی وابسته متغیرهای از ای دنباله کامل همگرایی مقاله این در است. شده پرداخته منفی وابسته
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مقدمه .۱
مستقل از ها داده است ممکن واقع جهان در که است گرفته قرار بررسی مورد تصادفی متغیرهای استقلال فرض آماری، مدلهای از بسیاری در
قرار مطالعه مورد تصادفی متغیرهای وابستگی فرض باید مدلهایی چنین گیرند. نمی قرار طبقه این در ها داده از بزرگی ی رده بنابراین نباشد
فرض از تر مناسب وابستگی فرض بنابراین شود، می مرتبط تصادفی متغیرهای دیگر در کاهش به تصادفی متغیرهای از برخی در افزایش گیرد.

باشد. می استقلال
هریس بوسیله چندمتغیره تعاریف های تعمیم است. کرده بررسی متغیره دو حالت در را منفی و مثبت وابستگی از مختلفی تعاریف [۱۴] ۱ لهمن
گسترش [۵] ۷ تانگ و ۶ بلاˀک [۹] ،۵ کارلین ،[۶] گوش و ابراهیمی بوسیله ادامه در و است شده داده ارائه [۴] ۴ تامپسون و ۳ براندلی ،[۷] ۲
تیلر و ۱۱ پترسون ، ۱۰ نیا بزرگ کرد. مطالعه را منفی وابسته تصادفی متغیرهای مجموع ۹ جا همه تقریبا همگرایی [۱۰] ۸ متیولا بعلاوه شد. داده

جریره) (محمد mohamadjarire122@gmail.com الکترونیک: پست
1Lehmann
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7Tong
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منفی وابسته متغیرهای برای را ها چارک مجانبی رفتار ،[] بزرگنیا و امینی همچنین نمودند مطالعه وابسته متغیرهای برای را حدی قضایای [] ۱۲
هانگ همچنین و منفی وابسته تصادفی متغیرهای دار وزن مجموع برای را جا همه تقریباً همگرایی ،[] ۱۴ کیم و ۱۳ کو دادند. قرار بررسی مورد

دادند. نشان مجموع این برای را کامل همگرایی ،[] همکاران و ۱۵
و 𝐸(𝑋) = ۰ شرایط تحت [۵] هسیو و رابینس باشند، توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض
∑∞
𝑛=۱ 𝑃(𝑆𝑛 > 𝑛𝜀) ،𝜀 > ۰ هر برای دیگر عبارت همگراست صفر به کامل بطور { ۱

𝑛 ∑
𝑛
𝑖=۱ 𝑋𝑖} ی دنباله دادند نشان 𝐸(𝑋۲) < ∞

همگراست.
بوسیله ۱

𝑛 ∑
𝑛
𝑖=۱ 𝑋𝑖 ی دنباله کامل همگرایی مقاله این در باشند، منفی وابستگی دارای تصادفی متغیرهای از ای دنباله {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض

کامل همگرایی باشند، منفی وابسته دو به دو سطری تصادفی متغیرهای {𝑋𝑛,𝑘 , ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ ۱} اگر بعلاوه شود. می اثبات نمایی کرانهای
است. شده داده نشان ،{ ۱

𝑛𝛼 ∑
𝑛
𝑘=۱ 𝑋𝑛,𝑘 , 𝑛 ≥ ۱}

هرگاه باشند می منفی وابستگی دارای دو) به متقابلا́(دو 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ تصادفی متغیرهای .۱ .۱ تعریف
𝑃(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖 , 𝑋𝑗 ≤ 𝑥𝑗) ≤ 𝑃(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖)𝑃(𝑋𝑗 ≤ 𝑥𝑗). (۱)

با معادل (۱) رابطه که داد نشان میتوان .𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 ،𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 ∈ 𝐼𝑅 همه برای
𝑃(𝑋𝑖 > 𝑥𝑖 , 𝑋𝑗 > 𝑥𝑗) ≤ 𝑃(𝑋𝑖 > 𝑥𝑖)𝑃(𝑋𝑗 > 𝑥𝑗). (۲)

.𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 ،𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 ∈ 𝐼𝑅 همه برای
باشیم: داشته اگر باشند می منفی وابستگی دارای 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ تصادفی متغیرهای .۲ .۱ تعریف

𝑃ቌ
𝑛

ራ
𝑗=۱

(𝑋𝑗 ≤ 𝑥𝑗)ቍ ≤
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑃(𝑋𝑗 ≤ 𝑥𝑗). (۳)

𝑃ቌ
𝑛

ራ
𝑗=۱

(𝑋𝑗 > 𝑥𝑗)ቍ ≤
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑃(𝑋𝑗 > 𝑥𝑗). (۴)

.𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝑅 همه برای
باشد. منفی وابستگی دارای {𝑋۱, ..., 𝑋𝑛} متناهی زیرمجموعه هر هرگاه است منفی وابستگی دارای {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} نامتناهی ی دنباله یک

نیستند. معادل (۴) و (۳) روابط که دادند نشان 𝑛 ≥ ۳ برای [۶] ۱۶ گوش و ابراهیمی اما هستند معادل 𝑛 = ۲ برای (۴) و (۳) روابط
برای هرگاه شود) می داده نشان ⅼiⅿ𝑛→∞ 𝑋𝑛 = ۰ با ) باشد می صفر به همگرا کامل بطور {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} متغیرهای از ای دنباله .۳ .۱ تعریف

باشیم: داشته ،𝜀 > ۰ هر
∞


𝑛=۱

𝑃 (|𝑋𝑛| > 𝜀) < ∞.

برای بطوریکه باشد داشته وجود مثبتی 𝐻 کنید فرض همچنین و 𝐸(𝑋۲) < ∞ ،𝐸(𝑋) = ۰ میانگین با متغیرتصادفی 𝑋 کنید فرض .۴ .۱ لم
𝑚 ≥ ۲ همه

𝐸 [|𝑋𝑚|[ ≤ ۱
۲𝑚!𝜎

۲𝐻𝑚−۲,

،|𝑡| ≤ ۱
۲𝐻 برای آنگاه

𝐸 (𝑒𝑥𝑝{𝑡𝑥}) ≤ 𝑒𝑥𝑝{𝑡۲𝜎۲}
نمایید. مراجعه [۱۱] مرجع به اثبات برای

12Taylor
13Ko
14Kim
15Wang
16Gosh
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داریم ،𝑡 > ۰ حقیقی عدد هر برای ،𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ۱ اگر .𝐸(𝑋) = 𝜇 میانگین با متغیرتصادفی یک 𝑋 کنید فرض .۵ .۱ لم

𝐸 ൫𝑒𝑡(𝑋−𝜇)൯ ≤ 𝑒൜
𝑡۲(𝑏−𝑎)۲

۸ ൠ

𝐸 ൫𝑒𝑡|𝑋−𝜇|൯ ≤ ۲𝑒൜
𝑡۲(𝑏−𝑎)۲

۸ ൠ

نمایید. مراجعه [۱۲] مرجع به اثبات برای
نزولی) یکنوا یا صعودی( یکنوا بورل توابع از ای دنباله 𝑓𝑛 ،... ،𝑓۱ باشند، ۱۷ منفی وابستگی دارای متغیرهایی 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ کنید فرض .۶ .۱ لم

باشند. می منفی وابستگی دارای 𝑓𝑛 ،...،𝑓۱ آن گاه باشند،

داریم: 𝑋𝑛؛ ،...،𝑋۱ تصادفی متغیرهای منفی وابستگی خاصیت و 𝑓𝑛 ، ...،𝑓۱ بودن یکنوا طبق اثبات.
𝑃 (𝑓۱(𝑋۱) ≤ 𝑥۱, ..., 𝑓𝑛(𝑋𝑛) ≤ 𝑥𝑛)
= 𝑃 (𝑋۱ ≤ 𝑓۱(𝑥۱), .., 𝑋𝑛 ≤ 𝑓𝑛(𝑥𝑛))
≤ 𝑃 ൫𝑋۱ ≤ 𝑓−۱(𝑥۱)൯ ....𝑃 ൫𝑋𝑛 ≤ 𝑓−۱

𝑛 (𝑥𝑛)൯

=
𝑛

ෑ
𝑖=۱

𝑃 (𝑓𝑖(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖))

آنگاه باشند، منفی وابستگی دارای متقابلا́ دو به دو که تصادفی متغیرهای 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ کنید فرض .۷ .۱ لم
𝐸(𝑋𝑖𝑋𝑗) ≤ 𝐸(𝑋𝑖).𝐸(𝑋𝑗)(∀𝑖 ≠ 𝑗)

آنگاه باشند، منفی وابستگی دارای نامنفی تصادفی متغیرهای 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ کنید فرض .۸ .۱ لم

𝐸(
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑋𝑗) ≤
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝐸(𝑋𝑗)

17Negative dependent
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داریم: 𝑋𝑛؛ ،...،𝑋۱ تصادفی متغیرهای منفی وابستگی خاصیت طبق گسسته: حالت در اثبات.

𝐸(
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑋𝑗)

=
𝑥𝑛

...
𝑥۲


𝑥۱

𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑥𝑗𝑃(𝑋۱ = 𝑥۱, 𝑋۲ = 𝑥۲, ..., 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛)

≤
𝑥𝑛

...
𝑥۲


𝑥۱

𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑥𝑗
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑃(𝑋𝑗 = 𝑥𝑗)

= 
𝑥𝑛

𝑃(𝑋𝑛 = 𝑥𝑛) ... 
𝑥۲

𝑃(𝑋۲ = 𝑥۲) . 
𝑥۱

𝑃(𝑋۱ = 𝑥۱)

=
𝑛

ෑ
𝑗=۱


𝑥𝑗

𝑃(𝑋𝑗 = 𝑥𝑗)

=
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝐸(𝑋𝑗).

داریم: ،𝑋𝑖 > ۰ که آنجایی از پیوسته: حالت در
𝐸(𝑋𝑖) = න

∞

۰
𝑥𝑖𝐹𝑖(𝑥𝑖)𝑑𝑥𝑖

بنابراین

𝐸 ቌ
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑋𝑗ቍ

= න
𝑥𝑛

...න
𝑥۲
න
𝑥۱

𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑥𝑗𝑃(𝑋۱ ≤ 𝑥۱, 𝑋۲ ≤ 𝑥۲, ..., 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)𝑑𝑥۱𝑑𝑥۲....𝑑𝑥𝑛

تصادفی متغیرهای منفی وابستگی خاصیت و .(∫𝑓 ≤ ∫𝑔 آنگاه ۰؛ ≤ 𝑓 ≤ 𝑔 اگر ) نامنفی؛ توابع برای های انتگرال خاصیت به توجه با
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داریم: 𝑋𝑛؛ ،...،𝑋۱

න
𝑥𝑛

...න
𝑥۲
න
𝑥۱

𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑥𝑗𝑃(𝑋۱ ≤ 𝑥۱, 𝑋۲ ≤ 𝑥۲, ..., 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)𝑑𝑥۱𝑑𝑥۲...𝑑𝑥𝑛

≤ න
𝑥𝑛

...න
𝑥۲
න
𝑥۱

𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝑥𝑗𝑃(𝑋۱ ≤ 𝑥۱).𝑃(𝑋۲ ≤ 𝑥۲)....𝑃(𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)𝑑𝑥۱𝑑𝑥۲...𝑑𝑥𝑛

= ቈන
𝑥𝑛
𝑥𝑛𝑃(𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑛 . ቈන

𝑥۲
𝑥۲𝑃(𝑋۲ ≤ 𝑥۲)𝑑𝑥۲ .... ቈන

𝑥۱
𝑃(𝑋۱ ≤ 𝑥۱)𝑑𝑥۱

=
𝑛

ෑ
𝑗=۱

න
𝑥𝑗
𝑥𝑗𝑃(𝑋𝑗 ≤ 𝑥𝑗)𝑑𝑥𝑗

=
𝑛

ෑ
𝑗=۱

𝐸(𝑋𝑗).

کامل همگرایی و نمایی کرانهای .۲
کامل همگرایی ادامه در و است شده آورده بدست 𝑃(|𝑆′𝑛| > 𝑥) و 𝑃(|𝑆𝑛| > 𝑥) های احتمال برای نمایی های کران از برخی بخش این در

دهیم. می نشان را { ۱
𝑛 ∑

𝑛
𝑘=۱ 𝑋𝑘} دنبالە ی

دهید قرار و بگیرید نظر در متناهی واریانس و صفر میانگین با را {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} منفی، وابستگی دارای را تصادفی متغیرهای از ای دنباله
𝑠𝑛 = ∑𝑛

𝑘=۱ 𝑋𝑘 𝑠′𝑛 = ∑𝑛
𝑘=۱(𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋𝑘)) 𝐵𝑛 = ∑𝑛

𝑘=۱ 𝜎۲
𝑘

نیازمند که شود می آورده بدست 𝑃(𝑆𝑛 ≥ 𝑥) احتمال برای نمایی بالای کران یک ،{ ۱
𝑛 ∑

𝑛
𝑘=۱ 𝑋𝑘} کامل همگرایی اثبات راستای در ، ادامه در

باشیم: می زیر قضیه
که −𝑎 < 𝑡 < 𝑏 و 𝑀𝑋(𝑡) < ∞ همچنین و باشند 𝑚 میانگین با توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای 𝑋𝑛 ، ..،𝑋۱ کنید فرض .۱ .۲ قضیه

داریم: آنگاه ،۰ < 𝑎 < 𝑏

𝑃 ቆ𝑋۱ + ... + 𝑋𝑛
𝑛 ≥ 𝑚 + 𝜀ቇ ≤ 𝜌𝑛 (۵)

.𝜌 = inf۰<𝑡<𝑏 ൫𝑒−𝑡(𝑚+𝜀)൯𝑀𝑋۱(𝑡) آن در که

می  دهد: نتیجه مارکوف نامساوی بنابراین است؛ صعودی تابعی 𝑥 ↦ 𝑒𝑡𝑥 تابع چون ،۰ < 𝑡 < 𝑏 هر برای اثبات.

𝑃(𝑍 ≥ ۰) = 𝑃(𝑒𝑡𝑍 ≥ 𝑒۰) = 𝑃(𝑒𝑡𝑍 ≥ ۱) ≤ 𝐸(𝑒𝑡𝑍)
۱ = 𝑀𝑍(𝑡)

داریم: ،۰ < 𝑡 < 𝑏 روی بر اینفیمم گرفتن با
𝑃(𝑍 ≥ ۰) ≤ inf۰<𝑡<𝑏𝑀𝑍(𝑡)

داریم: ،−𝑎 < 𝑡 < 𝑏 برای لذا .𝐸(𝑌𝑘) = −𝜀 < ۰ بنابراین .𝑌𝑘 = 𝑋𝑘 −𝑚 − 𝜀 کنید فرض اکنون
𝑀𝑌𝑘(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑌𝑘) = 𝑒−𝑡(𝑚+𝜀)𝐸(𝑒𝑡𝑋𝑘)

= 𝑒−𝑡(𝑚+𝜀)𝑀𝑋𝑘(𝑡) < ∞
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𝑃 ቆ𝑋۱ + ... + 𝑋𝑛
𝑛 ≥ 𝑚 + 𝜀ቇ = 𝑃 ቆ𝑌۱ + ... + 𝑌𝑛

𝑛 ≥ ۰ቇ
= 𝑃(𝑌۱ + ... + 𝑌𝑛 ≥ ۰) ≤ inf۰<𝑡<𝑏𝑀𝑌۱+...+𝑌𝑛(𝑡)

= inf۰<𝑡<𝑏 ൣ𝑀𝑌۱(𝑡)൧
𝑛 = 𝜌𝑛. (۶)

آن در که
𝜌 = inf۰<𝑡<𝑏𝑀𝑌۱(𝑡) = inf۰<𝑡<𝑏𝐸 ൫𝑒

𝑡(𝑋۱−𝑚−𝜀)൯ = inf۰<𝑡<𝑏 𝑒
−𝑡(𝑚+𝜀)𝑀𝑋۱(𝑡).

میگردد. حاصل نتیجه (۶) رابطه در 𝜌 مساوی دادن قرار با بنابراین
داریم ،𝑚 = ۰ اگر خاص، حالت در .۲ .۲ ملاحظه

𝑃(𝑆𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ 𝜌𝑛 = inf۰<𝑡<𝑏 𝑒
−𝑛𝑡𝜀𝐸(𝑒𝑡𝑋۱)𝑛

آنگاه باشند، صفر میانگین با منفی وابستگی دارای تصادفی متغیرهای 𝑋𝑛 ، ...،𝑋۱ اگر .۳ .۲ نتیجه

𝑃(𝑆𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ 𝑒−𝑛𝑡𝜀
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝐸(𝑒𝑡𝑋𝑘)

نوشت: توان می (۵ .۱) لم و (۱ .۲) قضیه از استفاده با اثبات.

𝑃(𝑆𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ 𝑒−𝑛𝑡𝜀𝐸(𝑒𝑡 ∑𝑛𝑘=۱ 𝑋𝑘)

= 𝑒−𝑛𝑡𝜀𝐸(
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝑒𝑡𝑋𝑘)

≤ 𝑒−𝑛𝑡𝜀
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝐸(𝑒𝑡𝑋𝑘) (۷)

وجود مثبتی ثابت 𝐻 کنید فرض همچنین و باشند منفی وابستگی دارای تصادفی متغیرهای از ای دنباله {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض .۴ .۲ قضیه
داریم: ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ،𝑚 ≥ ۲ برای بطوریکه دارد

|𝐸(𝑋𝑚𝑘 )| ≤
۱
۲𝑚!𝜎

۲
𝑘𝐻𝑚−۱

همگراست. صفر به کامل بطور ۱
𝑛 ∑

∞
𝑘=۱ 𝑋𝑘 آنگاه ،𝜀 > ۰ هر برای ∑∞

𝑛=۱ exp ൜−𝑛۲𝜀۲
۴𝐵𝑛 ൠ < ∞ اگر
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داریم: |𝑡| ≤ ۱
۲𝐻 برای مارکف، نامساوی و لم(۵. ۱) لم(۳. ۱)، لم(۱. ۱)، بوسیله اثبات.

𝑃(|𝑠𝑛| ≥ 𝑥)
= 𝑃(𝑠𝑛 ≥ 𝑥) ∪ 𝑃(𝑠𝑛 ≤ −𝑥)
= 𝑃(𝑠𝑛 ≥ 𝑥) + 𝑃(𝑠𝑛 ≤ −𝑥) − 𝑃(𝑠𝑛 ≥ 𝑥, 𝑠𝑛 ≤ −𝑥)
≤ 𝑃(𝑠𝑛 ≥ 𝑥) + 𝑃(−𝑠𝑛 ≥ 𝑥)
≤ 𝑒−𝑡𝑥 ൣ𝐸𝑒𝑡𝑠𝑛 + 𝐸𝑒−𝑡𝑠𝑛൧
= 𝑒−𝑡𝑥 ቂ𝐸𝑒𝑡 ∑𝑛𝑘=۱ 𝑋𝑘 + 𝐸𝑒−𝑡∑𝑛𝑘=۱ 𝑋𝑘ቃ

= 𝑒−𝑡𝑥 𝐸
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝑒𝑡𝑋𝑘 + 𝐸
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝑒−𝑡𝑋𝑘

≤ 𝑒−𝑡𝑥 
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝐸𝑒𝑡𝑋𝑘 +
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝐸𝑒−𝑡𝑋𝑘

≤ 𝑒−𝑡𝑥 
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝑒𝑡۲𝜎۲
𝑘 +

𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝑒𝑡۲𝜎۲
𝑘

= 𝑒−𝑡𝑥 ቂ۲𝑒𝑡۲ ∑𝑛𝑘=۱ 𝜎۲
𝑘ቃ

= 𝑒−𝑡𝑥+𝑡۲𝐵𝑛

بنابراین
𝑃(|𝑠𝑛 ≥ 𝑥) ≤ 𝑒−𝑡𝑥+𝑡۲𝐵𝑛

می مینمم را ℎ(𝑡) تابع که باشد می 𝑡۰ =
𝑥

۲𝐵𝑛 یکتا جواب دارای ℎ′(𝑡) = ۰ معادله ،۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝐵𝑛
𝐻 و ℎ(𝑡) = −𝑡𝑥 + 𝑡۲𝐵𝑛 کردن فرض با

داریم: ℎ(𝑡) تابع در 𝑡۰ کردن جایگذاری با بنابراین کند.

𝑃(|𝑆𝑛| ≥ 𝑥) ≤ ۲exp{− 𝑥۲
۴𝐵𝑛 }

.۰ ≤ 𝑥 ≤ 𝐵𝑛
𝐻 اگر

داریم: ،𝜀 > ۰ هر برای اکنون
∞


𝑘=𝑛

𝑃 𝑠𝑛𝑛 ≥ 𝜀൨ ≤
∞


𝑛=۱

۲exp ቈ−𝑛
۲𝜀۲

۴𝐵𝑛  < ∞,

داریم: ،𝜀′ ≥ 𝜀 > ۰ هر برای توزیع تابع خاصیت بنابه و
∞


𝑛=۱

𝑃 ቂ|𝑆𝑛|𝑛 ≥ 𝜀′ቃ ≤
∞


𝑛=۱

𝑃 [|𝑆𝑛|𝑛 ≥ 𝜀] < ∞

شود. می تکمیل اثبات تعریف(۳. ۱) بنابر
اگر 𝑒𝑛 = ⅿax ൜ess sup۱≤𝑘≤𝑛

|𝑋𝑘|
ඥ𝐵𝑛

ൠ و منفی وابستگی دارای تصادفی متغیرهای از ای دنباله {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض .۵ .۲ قضیه
همگراست. صفر به کامل بطور ۱

𝑛 ∑𝑘=۱ 𝑛𝑋𝑘 ،𝜀 > ۰ هر برای آنگاه ،∑∞
𝑛=۱ exp ൜−۲𝑛𝜀۲

𝑐۲𝑛𝐵𝑛
ൠ < ∞
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داریم: مارکف نامساوی و (۵ .۱) و (۳ .۱) لم(۱. ۲)، از استفاده با اثبات.
𝑃(|𝑆𝑛| ≥ 𝜀)

≤ 𝑃(𝑆𝑛 ≥ 𝜀) + 𝑃(−𝑆𝑛 ≥ 𝜀)

≤ 𝑒−𝑡
𝜀

ඥ𝐵𝑛 ቈ𝐸(𝑒𝑡
𝑆𝑛
ඥ𝐵𝑛 ) + 𝐸(𝑒−𝑡

𝑆𝑛
ඥ𝐵𝑛 )

= 𝑒−𝑡
𝜀

ඥ𝐵𝑛 𝐸(𝑒𝑡
∑𝑛𝑘=۱ 𝑋𝑘
ඥ𝐵𝑛 ) + 𝐸(𝑒−𝑡

∑𝑛𝑘=۱ 𝑋𝑘
ඥ𝐵𝑛 )൩

= 𝑒−𝑡
𝜀

ඥ𝐵𝑛 𝐸
𝑛

ෑ
𝑘=۱

(𝑒𝑡𝑋𝑘 + 𝑒−𝑡𝑋𝑘)

≤ 𝑒−𝑡
𝜀

ඥ𝐵𝑛 
𝑛

ෑ
𝑘=۱

൫𝐸𝑒𝑡𝑋𝑘 + 𝐸𝑒−𝑡𝑋𝑘൯

≤ ۲exp[− 𝑡𝜀
ඥ𝐵𝑛

+ 𝑛𝑡۲𝑐۲
𝑛

۲ ].

داریم: ،𝑡۰ =
𝜀

𝑛𝑐۲𝑛ඥ𝐵𝑛
برای بنابراین

𝑃(|𝑆𝑛| > 𝜀) ≤ ۲exp[− 𝜀۲
۲𝑛𝑐۲𝑛𝐵𝑛

],

داریم: فرض بوسیله و
∞


𝑛=۱

𝑃[ |𝑆𝑛|𝑛 > 𝜀] ≤ ۲
∞


𝑛=۱

exp[− 𝑛𝜀۲
۲𝑐۲𝑛𝐵𝑛

] < ∞

کند. می تکمیل را اثبات این که

سطری تصادفی متغیرهای برای قوی حدی قضیه .۳
و 𝐸(𝑋𝑛,𝑘) = ۰ میانگین با منفی وابستگی دارای دو به دو سطری تصادفی متغیرهای از آرایش یک {𝑋𝑛 , ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض

باشد. می حقیقی مثبت عددی 𝛼 آن در که 𝜉𝑛 = ۱
𝑛𝛼 ∑

𝑛
𝑘=۱ 𝑋𝑛,𝑘 کنید فرض همچنین 𝜎۲

𝑛,𝑘 = 𝐸(𝑋۲
𝑛,𝑘)

داریم: باشند، می منفی وابستگی دارای دو به دو تصادفی متغیرهای {𝑋𝑛,𝑘 , ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ ۱} که آنجایی آز

𝐸(𝜉۲
𝑛) ≤

۱
𝑛۲𝛼

𝑛


𝑘=۱

𝜎۲
𝑛,𝑘 , (۸)

که زیرا

𝐸(𝜉۲
𝑛) =

۱
𝑛۲𝛼 𝐸 

𝑛


𝑘=۱

𝑋𝑛,𝑘

۲

= ۱
𝑛۲𝛼 𝐸 

𝑛


𝑘=۱

𝑋۲
𝑛,𝑘 + ۲

𝑘≠𝑗
𝑋𝑛,𝑘𝑋𝑛,𝑗

= ۱
𝑛۲𝛼 

𝑛


𝑘=۱

𝐸(𝑋۲
𝑛,𝑘) + ۲

𝑘≠𝑗
𝐸(𝑋𝑛,𝑘𝑋𝑛,𝑗)
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لذا باشند می منفی وابستگی دارای دو به دو تصادفی متغیرها که آنجایی از
Ⅽov(𝑋𝑛,𝑘 , 𝑋𝑛,𝑗) = 𝐸(𝑋𝑛,𝑘𝑋𝑛,𝑗) < ۰

بنابراین
𝐸(𝜉۲

𝑛) =
۱
𝑛۲𝛼 

𝑛


𝑘=۱

𝐸(𝑋۲
𝑛,𝑘) + ۲

𝑘≠𝑗
𝐸(𝑋𝑛,𝑘𝑋𝑛,𝑗) ≤

۱
𝑛۲𝛼

𝑛


𝑘=۱

𝜎۲
𝑛𝑘

میانگین با منفی وابستگی دارای دو به دو سطری تصادفی متغیرهای از آرایش یک {𝑋𝑛 , ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض .۱ .۳ قضیه
باشیم: داشته ،𝛼 > ۰ برخی برای اگر باشند. 𝐸(𝑋𝑛,𝑘) = ۰

∞


𝑛=۱

۱
𝑛۲𝛼

𝑛


𝑘=۱

𝜎۲
𝑛𝑘 < ∞

همگراست. کامل بطور ۱
𝑛𝛼 ∑

𝑛
𝑘=۱ 𝑋𝑛,𝑘 آنگاه

داریم: (۸) رابطه و چپیشف نامساوی بوسیله اثبات.

𝑃(|𝜉𝑛| > 𝜀) ≤ ۱
𝜀۲𝐸(𝜉۲

𝑛) ≤
۱
𝑛۲𝛼

𝑛


𝑘=۱

𝜎۲
𝑛,𝑘

داریم ،𝛼 > ۰ برخی برای فرض بنابه
∞


𝑛=۱

𝑃(|𝜉𝑛| > 𝜀) ≤
∞


𝑛=۱

۱
𝑛۲𝛼

𝑛


𝑘=۱

𝜎۲
𝑛,𝑘 < ∞

باشد. می کامل همگرای ۱
𝑛𝛼 ∑

𝑛
𝑘=۱ 𝑋𝑛,𝑘 کامل، همگرایی تعریف بنابر

منفی وابستگی دارای تصادفی متغیرهای برای هافدینگ قضیە ی تعمیم .۴
شود. می داده تعیمم باشند، منفی وابسته تصادفی متغیرهای که حالتی برای هافدینگ(قضیه(۱. ۴)) قضیە ی بخش این در

داریم: 𝑡 حقیقی عدد هر برای بنابراین |𝑃(|𝑋؛ ≤ 𝑐) = ۱ و 𝐸(𝑋) = ۰ بطوریکه باشد متغیرتصادفی یک 𝑋 کنید فرض .۱ .۴ لم

𝐸𝑒𝑡𝑋 ≤ 𝑒𝑡۲𝑐۲
. (۹)

داریم: فرض بوسیله اثبات.
|𝑋| ≤ 𝑐 ⟶ 𝑋۲ = |𝑋|۲ ≤ 𝑐۲ ⟶ 𝐸(𝑋۲) ≤ 𝐸(𝑐۲) ⟶ 𝜎۲ ≤ 𝑐۲ ⟶ 𝑒𝜎۲ ≤ 𝑒𝑐۲

داریم: ،(۱ .۱) لم طبق همچنین
𝐸𝑒𝑡𝑋 ≤ 𝑒𝑡۲𝜎۲ ≤ 𝑒𝑡۲𝑐۲

کند. می تکمیل را اثبات این که
𝑎 < 𝑏 که 𝑖 هر برای 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑏) = ۱ بطوریکه باشند مستقل تصادفی متغیرهای 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ کنید فرض هافدیدینگ: قضیه .۲ .۴ قضیه

داریم: 𝑐 = 𝑏 − 𝑎 ،𝜀 > ۰ هر برای بنابراین .𝑆′𝑛 = ∑𝑛
𝑘=۱(𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋𝑘)) همچنین و

𝑃(𝑆′𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ exp ቈ−۲𝑛𝜀۲
𝑐۲  (۱۰)
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و 𝑎 < 𝑏 که 𝑖 هر برای 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑏) = ۱ بطوریکه باشند منفی وابستگی دارای تصادفی متغیرهای 𝑋𝑛 ،...،𝑋۱ کنید فرض .۳ .۴ قضیه
داریم: 𝑐 = 𝑏 − 𝑎 ،𝜀 > ۰ هر برای بنابراین .𝑆′𝑛 = ∑𝑛

𝑘=۱(𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋𝑘)) همچنین

𝑃(𝑆′𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ exp ቈ−𝑛𝜀
۲

۴𝑐۲  (۱۱)

(۵ .۱) و لم(۱. ۱) بوسیله بنابراین .|𝑌𝑘| ≤ 𝑐 و 𝐸(𝑌𝑘) = ۰ داریم، بنابراین .𝑘 = ۱, ..., 𝑛 برای 𝑌𝑘 = 𝑋𝑘 − 𝐸(𝑋𝑘) کنید تعریف اثبات.
داریم:

𝑃(𝑆𝑛 ≥ 𝜀) ≤ exp(−𝑛𝑡𝜀)𝐸𝑒ℎ𝑆𝑛

≤ exp[−𝑛𝑡𝜀]
𝑛

ෑ
𝑘=۱

𝐸𝑒𝑡𝑌𝑘

≤ exp[−𝑛𝑡𝜀 + 𝑛𝑡۲𝑐۲].

داریم: ،𝜀 > ۰ برای بنابراین کند. می مینیمم را ℎ(𝑡) تابع 𝑡۰ =
𝜀

۲𝑐۲ آنگاه ،ℎ(𝑡) = −𝑛𝑡𝜀 + 𝑛𝑡۲𝑐۲ اگر

𝑃(𝑆′𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ exp ቈ−𝑛𝜀
۲

۴𝑐۲ 

قضیه(۴. ۳) شرایط تحت داریم: ،𝜀 > ۰ هر برای .۴ .۴ نتیجه

𝑃(|𝑆′𝑛| ≥ 𝑛𝜀) ≤ ۲exp ቈ−𝑛𝜀
۲

۴𝑐۲ 

اثبات.
𝑃(|𝑆′𝑛| ≥ 𝑛𝜀) = 𝑃(𝑆′𝑛 ≥ 𝑛𝜀) + 𝑃(−𝑆′𝑛 ≥ 𝑛𝜀)

𝑃(𝑆′𝑛 ≥ 𝑛𝜀) + 𝑃(𝑆″𝑛 ≥ 𝑛𝜀) ≤ ۲expቈ
−𝑛𝜀۲

۴𝑐۲ 
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چکیده
دارد. برعهده تولیدی شرکت های موثر تامین و تولید مدیریت در را مهمی بسیار نقش فروش، میزان بینی پیش
کرده تر پررنگ مراتب به را نقش این محصولات و اولیه مواد از نگهداری ویژە ی محدودیت های و نیازمندی ها
های هزینه نیاز مورد مواد اندازه از بیش دپوی عبارتی به یا محصول تولید برای اضافی مواد نیاز از بیش جذب است.
تولید موثر برنامە ریزی آن نتیجە ی در و تقاضا صحیح بینی پیش با البته که می گردد موجب را سرمایه رکود و بالا بسیار
توابع از استفاده موضوع، این بالای اهمیت سبب به راستا این در رساند. حداقل به را تهدیدات این می توان تامین، و
فصلی (ARIⅯA) آریما مدل از استفاده با پژوهش این در است. شده مرسوم فروش پیش بینی برای کارا و قدرتمند
شده پرداخته آتی روز های در گلستان باتری نیک توزیعی و تولیدی شرکت فروش میزان بینی پیش و سازی مدل به
بازاریابی و فروش استراتژی تدوین در مدیران به بازار، در تقاضا پیش بینی شدە ی متفاوت شرایط بررسی با سپس و
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مقدمه .۱
رقابت صنعت، بخش بر خصوص به كشورها، ملی اقتصاد بر آن تاثیر و بین المللی کسب وکار فضای در آمده وجود به تغییرات و تحولات به توجه با
شاخص های نزول و رکود دوران ایران اقتصاد آن تبع به و جهانی اقتصاد .[۷] است گرفته شکل جهانی بازار در موجود قدرتهای بین سنگینی
تلقی طلایی دوران و فرصت یک مثابه به تبلیغات و بازاریابی حوزه برای را رکود دوران این بتوان شاید وجود این با می کنند. طی را اقتصادی
بازاریابی تخصص و دانش و می نمایند بازاریابی فعالیت های معطوف را بیشتری تلاش های اقتصادی بنگاە های شرایطی چنین در که چرا کرد
مشتریان نیازهای ساختن برآورده و شناسایی وسیله بازاریابی، .[۸] می یابد کسب وکارها بقای و فعالیت استمرار در رفیع تری جایگاه و اهمیت
سودآورترین می کند. ایفا جدید مشتریان آوردن دست به و جذب در و موجود مشتریان حفظ در را حیاتی نقشی و است سودمند روشی به
استراتژی چه اینکه تعیین اما می کنند؛ اجرا و ترسیم را بازاریابی استراتژیهای موفقیت با که هستند شرکتهایی نوعاً اقتصادی بحران در شرکتها
و برنامە ریزی با باید است، امروزی متلاطم محیط در فعالیت خواهان شرکتی اگر بنابراین نیست. سادە ای چندان کار شود اتخاذ باید بازاریابی
مدیران برنامە ریزی، هنگام در دهد. ادامه خویش بقای به و ساخته آماده محیطی چالش های با مبارزه برای را خود مناسب، استراتژی های تعیین
خدمات و کالاها برای آینده تقاضای برآورد یا پیش بینی برنامە ریزی، در قدم اولین بنابراین می کنند؛ تعیین را داد خواهند انجام آینده در که اقداماتی
پیش بینی ها همه شروع نقطه می شود نامیده فروش» «پیش بینی که خدمات و کالاها آینده تقاضای برآورد آن هاست. تولید برای نیاز مورد منابع و
حمایت درسیستم های مهمی بسیار نقش مختلف، صنایع در زیاد بسیار رقابت دلیل به فروش، پیش بینی .[۱۰] است فروش و تولید مدیریت در
و کند اتخاذ خرید برای مناسبی تصمیم باشد، داشته موجودی از مطلوبی سطح سازمان می شود باعث پیش⁃بینی دارد. مدیران تصمیمات از
تلقی مهم امری سودآوری، به رسیدن برای پیش بینی بنابراین تأثیرگذارند؛ سازمان سودآوری بر اینها همه باشد. داشته کارایی فعالیت های و اقدامات
قطعیت داشتن بدون انبار نیازمندی های می نمایند. تصمیم گیری آتی اتفاقات از گاهی آ بدون مدیران روزه هر که است ذکر شایان .[۳] می شود

∗سخنران
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وضعیت از گاهی آ بدون سرمایە گذاری ها و می شوند خریداری تقاضا روند از گاهی آ بدون تجهیزات می شود، داده سفارش آینده اوضــاع از
تخمین باشند. داشته آینده از بـهتری تخمین كه بودە اند برآن همیشه مدیران شده، بیان مطالب به توجه با می پذیرد. انجام آنها آتی سوددهی
که اولیه نیروی این دارد. اولیه نیروی یک به نیاز خودرو مختلف بخش های همە  کار به شروع می باشد. پیش بینی اصلی هدف درست، و صحیح
بخش های نیروی اکنون می شد تامین اولیه الکتریکی انرژی یک از مدرن) (خودروهای بنزین سوز داخلی احتراق خودروهای ساخت ابتدای از
موتور درون سوخت زدن آتش برای تنها الکتریسیته از خود راه ابتدای در خودروسازی صنعت می کند. تامین را خودرو قسمت های از بسیاری
خود فعالیت برای که شدند اضافه خودروها برقی سیستم های به دیگری بخش های و بوق ها چراغ ها، استارت، زمان مرور به اما می کرد، استفاده
مختلف بخش های نیاز مورد انرژی که می  شود دیده الکتریکی مدارهای از پیچیده سیستمی امروزی خودروهای در دارند. برق جریان به نیاز
نیاز مورد الکتریسیتە  ذخیرە کنندە  باتری است. پیچیده سیستم این بخش اصلی ترین و اولین خودرو باتری می کند. تقسیم و ذخیره تامین، را آن ها
متفاوت ولتاژ های با و مختلف انواع در است قابل شارژ باتری های از گونە ای که اتومبیل باتری خودروها. برقی سیستم سرمنشاء و است خودرو
اما می کند، کار هوایی ای و آب شرایط هر در که است خودرو دردسر کم و استهلاک کم قطعات از باتری می شود. استفاده خودروها نیاز به بسته
گذشت از پس یک هر و است متفاوت باتری مختلف انواع عمر طول البته دارد. حالت) بهترین (در سال ۴ حدود مفیدی عمر طول حال هر در
این خودرو سلامت دربارە  مهم نکتە  داد. افزایش زیادی حد تا را مفید عمر طول این درست رفتارهای با می توان اما شد خواهند سولفاته زمانی
دهه طی باتری می کند. وارد آسیب نیز دیگر قطعات به نکردن کار خوب درصورت و دارد مستقیم تاثیر آن بخش های سایر سلامت بر که است
شد. خواهند برخوردار خاصی جایگاه از دیگر اشیای و خودرو باتری  میان این در و می شود محسوب استراتژیک کاملا قطعە ای و کالا آینده  های
گلستان باتری نیک توزیعی و تولیدی شرکت پتانسیل بالابردن و منابع از بهرە برداری سیاست تعیین در محصول این پیش بینی فروش بنابراین،
محصولات اهمیت افزایش علی رغم است. برخوردار ویژە ای اهمیت از بیشتر سودآوری و رقابتی مزیت کسب و نوین روشهای از استفاده در
نوع این برای پیش بینی جدید روش های به کافی توجه محصولات، این دقیق تر فروش پیش بینی به بازاریابی مدیران توانایی بهبود به نیاز و ملی
بازارها در كلان سرمایە گذاریهای و تصمیمات اخذ برای پیش بینی ابزارهای مهمترین از یکی به كمی، روشهای امروزه است. نشده محصولات
شرکت فروش بینی پیش پژوهش، این انجام از هدف است. پیش بینی روش انتخاب فاكتورهای مهمترین از یکی پیش بینی، دقت شدە اند. تبدیل
ارائه شرکت این به را مناسبی بازاریابی استراتژی آن مبنای بر و است زمانی های سری روش از استفاده با گلستان باتری نیک توزیعی و تولیدی
یا مدت کوتاه پیچیده یا ساده کاملا́ می تواند پیش بینی روشهای که دارد ضرورت موضوع این به اشاره بینی پیش فرآیند شدن روشن برای دهد.
طبقە بندی کمˁی، و کیفی روشهای اصلی گروه دو به را آنها می توان موجود روش های در تنوع رغم علی اما باشد. و... کیفی یا کمˁی مدت بلند
شرایط گرفتن نظر در و خود تجارب از استفاده با کننده پیش بینی و است ذهنی قضاوت بر مبتنی بینی پیش کیفی روشهای در .([۵] و [۹]) نمود
عدم یا تاریخی های داده به دسترسی عدم یا فقدان بعضاً فرآیند این در می کنند. پیش بینی را آینده دادە های پیش بینی، قابل تغییرات و کنونی
متغیر ارزش گذشته، دادە های تحلیل و تجزیه از استفاده با کمˁی روشهای در سازد. می ضروری را قضاوتی روشهای از استفاده آن، حجم کفایت
متغیره چند و متغیره یک مدل های به خود زمانی سری است. آن از نمونە ای زمانی سری های و رگرسیون روشهای می شود. پیش بینی نظر مورد
در می شود پیش بینی وابسته متغیر آتی مقادیر و ارزش زمانی، سری یک گذشته مقادیر ارزش براساس تنها متغیره یک های مدل در می شود. تقسیم
مربوط آماری مدل است، درارتباط پیش بینی برای نظر مورد مورد متغیر با که متغیرهایی تشخیص و شناسایی با متغیره چند مدل های در که حالی
به توجه با بخشید. بهبود را پیش بینی نتیجه می توان متغیرها بین روابط شناسایی با مدل ها دراین می رود. بکار بینی پیش برای و می شود طراحی
زمانی سری چارچوب در تاریخی دادە های بر مبتنی مدل های از تحقیق این در کمˁی، روش مزایای گرفتن نظر در و تاریخی دادە های به دسترسی
برای که تاریخی الگوی یک به دستیابی برای معمولا˟ و است معین متغیر یک به مربوط زمانی متوالی مشاهدات زمانی، سری شد. خواهد استفاده
مقادیر از استفاده با می شود تلاش زمانی سری تحلیل و تجزیه در دیگر عبارت به شود. می استفاده زمانی سری از باشد، مفید نظر مورد پیش بینی
برای آینە ای گذشته که شود می فرض است گذشته روند بر مبتنی که هایی بینی پیش در چند هر شود. بینی پیش متغیر یک آینده مقادیر گذشته
بنابراین است. همراه قطعیت عدم مقداری با ها بینی پیش تمامی که داشت توجه باید ولی یابد می ادامه آینده در گذشته روندهای و است آینده
پیش ازعدم ناشی فرصت هزینه از بیشتر بینی، پیش از حاصل منافع که داشت انتظار باید ولی باشد دقیق کاملا́ بینی پیش هر که بود امیدوار نباید
متدولوژی از استفاده با زمانی های سری کمˁی مدل های بوسیلۀ فروش بینی پیش دقت که است آن بر پژوهش این در محقق هرحال، به باشد. بینی
از آن محاسبات برای و زمانی سری های روش از فروش پیش بینی آماری تحلیل برای تحقیق این در دهد. قرار آزمون مورد را جنکینز باکس–

است. استفادە  ⅯINITAB نرم افزار

تحقیق روش .۲
گلستان باتری نیک توزیعی و تولیدی شرکت تحقیق، مکانی قلمرو و می باشد ۱۴۰۰ سال مرداد تا ۱۳۹۹ سال فروردین از تحقیق، زمانی قلمرو
غیر های روش نمود. بندی تقسیم رگرسیونی غیر و رگرسیونی دسته دو به را بینی پیش معمول های روش توان می کلی حالت در می  باشد.
بندی تقسیم غیرعلی و علی گروه دو به نیز رگرسیونی روش های است. نمایی تعدیل روش های انواع و متحرک میانگین روش شامل رگرسیونی
علی غیر رگرسیون های روش جمله از و شرطی ناهمسان واریانس با رگرسیو خود مدل به توان می علی رگرسیون های روش جمله از شوند. می
ARIⅯAبر روش شده، انجام مطالعات از بسیاری در ۴۹۳۲(. بکشلو، و نژاد نمود(بریم اشاره فصلی ARIⅯA و ARⅯA فرآیند به توان می

شود. می پرداخته فصلی ARIⅯA خطی روش بررسی به مطالعه این در لذا است. داشته برتری بینی پیش خطی های روش دیگر
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زمانی سری مدل .۳
می نشان زیر صورت به را آن معمولا و باشند. شده مرتب دیگری کمیت هر یا و زمان حسب بر که است مشاهدات از ای مجموعه زمانی سری
باشد گسسته مجموعه اگر و گویند. می پیوسته را زمانی سری باشند پیوسته بصورت مشاهدات از مجموعه این اگر [۶] .𝑥۱, 𝑥۲, ⋯, 𝑥𝑛 دهند
تحلیل و تجزیه برای اغلب پیوندد. می وقوع به معینی فواصل در مشاهدات گسسته زمانی های سری در شود. می خوانده گسسته زمانی سری
زمانی های سری در که است این کار این دلیل گیرد. می صورت تحلیل و تجزیه و آورده در گسسته بصورت را آنها پیوسته زمانی های سری
های شاخص بورس، بازار در سهام قیمت اقتصاد در .[۲] است استفاده قابل محاسبات برای گسسته فواصل در شده رقمی مقادیر فقط پیوسته
گونه رفتار .[۱] هستند زمانی سری از هایی نمونه روزانه، حرارت درجه کمترین و بیشترین هواشناسی در و سالانه فروش ارقام ماهانه، قیمت
متحرک میانگین خودهمبسته (ⅯA)، متحرک میانگین (AR)، تصادفی همبسته خود ۱مدل وسیله به توان می را زمانی های سری مختلف های
شامل که ARⅯA(p،qگویند ) را فرآیندی کلی طور به .[۴] کرد توصیف ARIⅯA یکپارچه متحرک میانگین خودهمبسته (ARⅯAو )
و شود ساکن گیری تفاضل ⅾمرتبه از پس زمانی سری یک اگر چنین هم باشد. متحرک میانگین جمله qمرتبه و خودرگرسیون جمله pمرتبه
) انباشته متحرک میانگین خودرگرسیونی زمانی سری اصلی، زمانی سری صورت این در گردد. سازی ARⅯA(p،qمدل ) فرآیند توسط سپس
صورت به و کرد سازی مدل گذشته خطاهای و ها ارزش از ترکیبی صورت به توان می را زمانی سری یک عموما .[۱۱] ARIⅯA(p،ⅾ،qاست
را مشاهده S هر که است ای دوره فصلی مولفه یک شامل زمانی های سری بیشتر عمل در کرد. ۴بیان رابطه شکل به یا ARIⅯA(p،ⅾ،qو (
داده برای نامند. می فصلی دوره را تکراری ی پدیده این برای زمانی دوره کمترین باشد. می فصلی دوره طول دهنده نشان S کنند. می تکرار
می تعمیم را ARIⅯA مدل بودن، فصلی بررسی برای جنکیز و باکس باشد. می ۱۲S= ماهه) (سه فصلی های داده برای و ۱۲S= ماهانه های

کنیم: می تعریف زیر صورت به را کلی ضربی فصلی مدل و دهند
𝜙𝑝(𝐵)Φ𝑝(𝐵𝑠)𝑤𝑡 = 𝜃𝑞Θ𝑄(𝐵𝑠)𝑎𝑡 ,

ی مرتبه از هایی ای چندجمله ترتیب به 𝜙𝑝, Φ𝑝, 𝜃𝑞 , Θ𝑄.نامند می (𝑝, 𝑑, 𝑞)× (𝑃, 𝐷, 𝑄)𝑠 درجه از پذیر ضرب فصلی مدل یک را فوق مدل
متغیرهای برند. می بکار 𝜎۲

𝑎 واریانس و صفر میانگین با محض تصادفی فرآیند یک برای جنکیز و باکس که است نمادی 𝑎𝑡و هستند p،P،q،Q
.[۶] آیند می بوجود بودن فصلی و روند بردن بین از برای 𝑥𝑡 اولیه سری کردن تفاضلی با 𝑤𝑡 = ∇𝑑∇𝐷𝑠 𝑥𝑡

تحقیق های یافته .۴
متغیر بین رابطه آوردن دست به برای می گردد. برآورد مستقل متغیرهای از استفاده با وابسته متغیر زمانی، سری روش از استفاده با مدل سازی در
آن AⅭF نمودار و سری نمودار رسم زمانی سری تحلیل و تجزیه در گام اولین شد. استفاده Ⅿinitab نرم افزار مستقل، متغیرهای و وابسته
در اشکال از جلوگیری برای لذا است بوده صفر باطری فروش روزهایی در که آنجایی از میکنیم یادآوری باشد. می سری ایستایی بررسی برای
خواهد انجام کار 𝑥𝑡+۱ شدە ی تبدیل های داده با لذا و کنیم می اضافه را یک عدد ها داده به شود کم مساله کلیت از اینکه بدون بعدی محاسبات

است. شده داده نشان ۴ شکل  در گلستان باتری نیک توزیعی و تولید شرکت فروش تعداد سری نمودار شد.

باتری فروش تعداد زمانی سری نمودار :۱ شکل
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شکل  در گلستان باتری نیک توزیعی و تولید شرکت فروش تعداد AⅭF نمودار همچنین دهد. می نشان را فصلی رفتار نوع یک سری این نمودار
است. شده داده ۴ −۲

باتری فروش تعداد AⅭF نمودار :۲ شکل

و شد استفاده باکس⁃کاکس تبدیلات از کار این برای پردازیم. می واریانس در سری ایستایی بررسی به ابتدا دادە ها، سری بیشتر بررسی برای
است. شده داده نشان ۴ −۴ شکل در شده تبدیل سری نمودار باشد. می 𝜆 = ۰/۲۴ پارامتر تبدیل برای مقدار بهترین

باتری فروش تعداد سری برای باکس⁃کاکس تبدیلات نمودار :۳ شکل
دادە های PAⅭF و AⅭF ۶ −۴ و ۵ −۴ نمودارهای باشد. می ایستا واریانس و میانگین در که است زمانی سری یک بیانگر ۴ −۴ شکل نمودار

می دهند. نشان را باتری فروش تعداد سری شده تبدیل
می شود ملاحظه که همانطور می دهند. نشان برجستە ای طور به را سری دادە های بودن فصلی شده تبدیل دادە های PAⅭF و AⅭF نمودارهای
را ۷ تناوب دوره با فصلی تفاضل یک اکنون دارد. وجود است تنزل حال در آرامی به که شدیدی مثبت خودهمبستگی ۲۱ ،۱۴ ،۷ تاخیرهای در
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شده تبدیل دادە های برای AⅭF نمودار :۴ شکل

است. شده داده زیر در نمودارها می کنیم. اعمال شده تبدیل دادە های روی

شده تبدیل دادە های برای PAⅭF نمودار :۵ شکل
شده قطع خودهمبستگی تابع اینکه به نظر است. شده برطرف حدودی تا فصلی پدیدە ی که می دهد نشان ۷ مرتبە ی از شده تفاضلی سری نمودار
ضربی فصلی آریمای مدل بنابراین بود. خواهد متحرک میانگین شکل دارای مدل می یابد، کاهش تر آهسته جزیی خودهمبستگی تابع و است
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۷ مرتبە ی از شده تفاضلی سری نمودار :۶ شکل

۷ مرتبە ی از شده تفاضلی سری AⅭF نمودار :۷ شکل

۹۵ اطمینان سطح در 𝐻۰ ∶ 𝜃۰ = ۰ فرضیه که شد رسیده نتیجه این به نظر مورد مدل بررسی از پس می باشد. ۷(۱،۱،۰)×(۱،۰،۰ARIⅯA(
است: شده داده نشان ۳ −۴ جدول در آزمون نتایج و حذف مدل از ثابت جمله پس نمی شود. رد درصد

و ۰̸۸۱۵۴ و −۰̸۱۴۶۷ از عبارتند ترتیب به فصلی و غیرفصلی متحرک میانگین پارامترهای برای برآورد مقدار که می شود مشاهده ۱ −۴ جدول از
باقیماندە ها اساس بر مدل مناسبت بررسی به اکنون می باشد. قبول مورد نظر مورد مدل بنابراین دارند. صفر با معنی داری اختلاف پارامتر دو هر
مدلهای اولیه، الگوی اصلاح و برازش با سپس گردیده، مشخص اولیه الگوی عنوان به ۷(۱،۱،۰)×(۱،۰،۰ARIⅯA( مدل شد. خواهد پرداخته
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است: شده تعریف زیر صورت به فصلی آریمای نهایی
است. شده داده زیر جدول در شده شناسایی الگوهای روی بر پرت⁃مانتو آزمون نتایج

۷(۱،۱،۰)×(۱،۰،۰ARIⅯA( یعنی ۱Ⅿ نهایی مدل بنابراین است نشده مدل بهبود موجب مدل در پارامتر افزایش با فوق مدل های از هیچکدام
می شود. پرداخته مرداد ۳۰ تا ۱۴۰۰ مرداد ۲ از روز ۳۰ در شده تبدیل دادە های فروش بینی پیش به اکنون است. گرفته قرار پذیرش مورد

شد تشریح زمانی سری مدل ساخت و طراحی مراحل سپس شد. پرداخته دادە ها جمع آوری چگونگی و شاخص ها توضیح به ابتدا فصل، این در
گرفت. قرار کندوکاو مورد گلستان باتری نیک توزیعی و تولیدی شرکت باتری های فروش تعداد پیش  بینی آن از پس و

گیری نتیجه .۵
ابزارهای ترین مهم از یکی بینی پیش است. آینده وضعیت از درست بینی پیش داشتن مستلزم کار، و کسب های حوزه همه در موثر ریزی برنامه
هیچ و یابند نمی انطباق واقعیت با کامل طور به هرگز ها بینی پیش است. رقابتی های محیط در خصوص به ها سازمان اداره جهت مدیران،
این در است. برخوردار اساسی اهمیت از شرکتی در فروش بینی پیش ندارد. وجود بینی پیش روش بهترین عنوان به فردی به منحصر روش
برای آن مقادیر و شد بررسی گلستان باتری نیک توزیعی و تولیدی شرکت باتری تعداد فروش بینی پیش در زمانی های سری مدل کارایی مقاله



۱۰۵ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ توماج عبدالسعید

 

پیش بینی به خوبی به که می باشد ۷(۱،۱،۰)×(۱،۰،۰ARIⅯA( فصلی مدل مدل ها انواع بررسی از پس مناسب مدل آمد. بدست آینده روز ۳۰
دارد. باتری فروش تعداد بینی پیش زمینه در قبولی قابل نتایج زمانی، های سری مدل که دهد می نشان نتایج گردید. منتج دادە ها
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چکیده
شد. معرفی (۱۹۶۷) تیل هنری توسط که است درآمد نابرابری اندازە گیری معیارهای مهمترین از یکی تیل۱ شاخص
با تیل می  گیرد. قرار استفاده مورد درآمد توزیع های در نابرابری میزان مطالعه برای ای گسترده طور به شاخص این
این در نمود. معرفی درآمد توزیع های در نابرابری ارزیابی برای را روشی اطلاع نظریه در آنتروپی مفهوم از استفاده
کرد. خواهیم مطالعه یافته تعمیم آنتروپی های اندازه کلاس با را آنها ارتباط و معرفی را شاخص های تیل ابتدا مقاله
و مهم توزیع های شامل که پارتو توزیع های خانواده برای را شاخص های تیل آمده، بدست روابط از استفاده با سپس

کرد. خواهیم محاسبه هستند درآمد به مربوط مباحث در پرکاربرد

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

یافته تعمیم آنتروپی
پارتو توزیع های
تیل شاخص های 

مقدمه .۱
و توسعه نابرابری، فقر، رفاه، مطلوبیت، به مربوط موضوعات جمله از اقتصادی تحلیل های عمده در کننده وتعیین محوری نقش «درآمد» عنصر

دارد. موضوعات دیگر
که صورتی در می شود، متمرکز درآمدی نابرابری بر ها بحث درنگ بی می آید، میان به سخن اقتصادی نابرابری از وقتی نگاه، زاویه همین با
محرومیت مناسب، نبودآموزش بیکاری، نظیر متغیرهایی درآمدی، نابرابری معیارهای در که چرا است درآمدی نابرابری از اعم اقتصادی نابرابری
است. نگرفته قرار توجه مورد عمر) طول و سلامتی زندگی(نظیر کیفیت مختلف های جنبه و آزادی جنسیتی، تبعیض جمله از اجتماعی های
میزان اندازە گیری برای است. اجتماعی نابرابری و حقوقی سیاسی، نابرابری نظیر نابرابری ها دیگر انواع از متأثر نیز اقتصادی نابرابری این، از فراتر
جهت به برخی محاسبه، در راحتی جهت به شاخص ها این از برخی است. شده ارائه متفاوتی شاخص های جامعه یک درآمد توزیع در نابرابری

اند. شده ارائه است آمده عمل به اجتماعی رفاه و مساوات عدالت، از که مفهومی به بنا نیز وبرخی آماری ملاحظات
بندی تقسیم این مطابق می کنند. تقسیم قیاسی۲ شاخص های و ۱ عینی شاخص های طبقە ی دو به را نابرابری شاخص های بندی تقسیم یک در
وتعیین درآمد توزیع الگوی وتحلیل تجزیه به جامعه افراد درآمد پراکندگی اندازە گیری برمبنای که هستند معیارهایی و ابزارها عینی شاخص های
معتقدند عینی شاخص های منتقدین ندارند. اجتماعی رفاه وتابع فردی رفاه تابع جامعه، مطلوبیت های به مستقیم توجه پرداخته آن نابرابری میزان
میزان وتعیین آنها نابرابری اندازە گیری درآمد، توزیع های کامل بندی رتبه امکان اجتماعی رفاه تابع با ارتباط در فرض هایی از استفاده بدون که
از که تعریفی مطابق اجتماعی، رفاه حداکثر مقایسه پایه بر را نابرابری شاخص های اساس این بر و ندارد وجود الگوها بین اختلاف و تفاوت
مرز و حد می  گویند. قیاسی شاخص را شاخص ها گونه این کنند. می تنظیم رفاه این از بخشی دادن دست از میزان با آید، می عمل به رفاه تابع
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شفیق) شبنم ) shafigh0687@gmail.com ریابی)، اول یعقوبی (مهدی m_yaghoobiawal@yahoo.com الکترونیک: پست

1Objective
2Syllogistical
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شاخص این چون هست نیز قیاسی شاخص یک عینی شاخص هر معتقدند برخی که طوری به ندارد وجود طبقه دو این بین صریحی و مشخص
است. اجتماعی رفاه توابع از خاصی اشکال گیرندە ی بر در نیز

زنگا شاخص و بونفرونی ضریب جینی، ضریب ها آن ترین معروف که اند شده معرفی برابری نا میزان گیری اندازه برای مختلفی شاخص های
شاخص این از تعمیمی جمله از است شده معرفی آن از مختلفی های تعمیم لذا و دارد نیز نقایصی بودن محبوب درعین جینی ضریب است.
بود دیگر مهم نابرابری شاخص چندین بر مشتمل خود که (𝐺𝐸) یافته تعمیم آنتروپی شاخص همچنین شد. پیشنهاد (۱۹۸۳) ییتزاکی۳ توسط
توسط گسترده طور به بعدها شاخص دو این شدە اند. معرفی تیل توسط که اند 𝑇۱و𝑇۰ شاخص های شاخص، این مهم و خاص حالت شد. معرفی
همکاران و سارابیا۶ ، (۲۰۱۴) همکاران و جوردا۵ ، (۲۰۰۷) همکاران و چوتوکاپاپنج۴ به توان می که قرارگرفتە اند استفاده مورد زیادی محققین
کرد. خواهیم مطالعه را یافته تعمیم آنتروپی های انداز ه کلاس با آنها ارتباط و معرفی را تیل شاخص های ابتدا مقاله این در کرد. اشاره (۲۰۱۷)
مربوط مباحث در پرکاربرد و مهم توزیع های شامل که پارتو توزیع های خانواده برای را تیل شاخص های آمده، بدست روابط از استفاده با سپس

کرد. خواهیم محاسبه هستند درآمد به

تیل شاخص های  .۲
باشد. 𝜇 میانگین با نفره 𝑁 جامعه یک در درآمد بردار 𝑋 = (𝑋۱.𝑋۲.… .𝑋𝑁)فرض کنید

تیل شاخص های به که نمود معرفی نابرابری گیری اندازه برای را 𝑇۱ 𝑇۰و شاخص دو اطلاع نظریه در آنتروپی۷ مفهوم از استفاده با (۱۹۶۷) تیل
شوند: می تعریف زیر فرم به و اند معروف

𝑇۱ =
۱
𝑁

𝑁

𝑖=۱
𝑋𝑖
𝜇 ⅼog 𝑋𝑖𝜇 .

باشد. می است) ⅼog𝑁 مساوی (که عادلانه کاملا درآمد توزیع به مربوط آنتروپی از درآمدکنونی توزیع آنتروپی تفاضل واقع در شاخص این
ⅼog𝑁 مساوی عادلانه) نا کاملا توزیع با (متناظر مقدارآن بیشترین و صفر مساوی عادلانه) کاملا توزیع با (متناظر تیل اندازە ی مقدار کمترین

است.
آن توان می یک و صفر بین فاصلە ی به شاخص این دامنه کردن محدود برای نیست. جامعه افراد تعداد از مستقل شاخص این اندازە ی بنابراین
پذیری تجزبه ویژگی دارای تیل شاخص ثانیاً می کند. تغییر حدی تا شده اندازە گیری نابرابری مفهوم حالت این در اما کرد تقسیم ⅼog𝑁 بر را
جامعه افراد تعداد به نابرابری شاخص وابستگی که بود معتقد تیل البته می شود. اشکال دچار آن تجزیە پذیری تعدیلی چنین انجام با که است
درآمدی گونه هیچ دیگر وفرد جامعه درآمد تمام دارای فرد یک باشدکه شده تشکیل فرد دو از ای جامعه اگر که ترتیب این به است. طبیعی امری
ها آن از یکی که باشد شده تشکیل فرد ۲× ۱۰۶ از بررسی مورد ی جامعه اگر حال بود. خواهد ⅼog ۲ برابر تیل شاخص ی اندازه باشد، نداشته
تساوی عدم تیل، اعتقاد به است. ⅼog(۲× ۱۰۶) مساوی تیل شاخص ی اندازه باشند، نداشته درآمدی گونه هیچ بقیه و جامعه درآمد تمام دارای
جامعە ی در نابرابری از بیشتر مراتب به دوم جامعە ی در نابرابری چون است. منطقی کاملا́ بررسی مورد حالت دو در نابرابری شاخص اندازە ی
اول جامعە ی از بیشتر مراتب به دوم جامعە ی در افراد کل از آنان جمعیتی سهم و درآمد بدون افراد نسبت که است آن امر این دلیل است. اول
باشند، نداشته درآمدی گونه هیچ جامعه افراد دیگر نصف و شود توزیع افرادآن از نیمی بین مساوی کاملا طور به دوم جامعە ی درآمد اگر است.
افراد از نیمی اخیر، حالت دو هر در که است آن علت و می شود اول جامعە ی در شاخص اندازە ی ومساوی ⅼog ۲ برابر شاخص این اندازە ی
را است موسوم تیل اندازە ی به که شاخص این از دیگری شکل تیل، هستند. درآمدی هیچ گونه بدون دیگر نیمە ی و مساوی درآمد دارای جامعه

است. کرده ارائه زیر صورت به

𝑇۰ =
۱
N

N
i=۱

ⅼog 𝜇
𝑋𝑖

.

شد. خواهند محاسبه درآمد توزیع های برخی برای تیل شاخص های ادامه در
همچنین است. شده تعریف ۰ ≤ 𝐿 < 𝑈 < ∞ بازه بر که باشد 𝑓 (𝑥) چگالی تابع با پیوسته مطلقا” نامنفی تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض
وبه دهند می نشان 𝐺𝐸 نماد با را یافته تعمیم آنتروپی های اندازه کلاس . 𝐸 (𝑋) = �. دهیم: قرار و باشد متناهی 𝑋 ریاضی امید کنید فرض

3 Yitzhaki
4 Chotikapanich
5 Jorda
6 Sarabia
7Entropy
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کنند: می تعریف زیر صورت

𝐺𝐸 (𝜃) = ۱
𝜃 (𝜃 − ۱) 𝐸 ቆ

𝑋
𝜇 ቇ

𝜃
− ۱൩ , 𝜃 ≠ ۰, ۱, (۱)

.𝐸 ൫𝑋𝜃൯ < ∞ که
عنوان به اینها همچنین است. 𝑇۱ 𝑇۰و تیل شاخص های با متناظر 𝜃 = و۱ 𝜃 = برای۰ GE حدی حالت های که داد نشان می توان سادگی به

زیر: انتگرال خاص حالت های

න
U

Ⅼ
𝑥r ൫ⅼog 𝑥൯ⅿ ⋅ f (𝑥) ⅾ𝑥 = E ቂxr ൫ⅼog x൯ⅿቃ , (۲)

باشند. می ( 𝑟 = 𝑚 = ۱) و (𝑚 = ۱.𝑟 = ۰) با
است. مفید فوق انتگرال محاسبه در زیر لم

که: طوری به باشد، پیوسته مطلقاً تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض لم:
𝐸 (𝑋𝑟) < ∞, 𝑟 = ۱, ۲, ⋯ .

آنگاه 𝑔(𝑟) = 𝐸 (𝑋𝑟) دهیم قرار اگر
𝑑𝑚
𝑑𝑟𝑚𝑔 (𝑟) = 𝐸 ቂ𝑋𝑟 ൫ⅼog𝑋൯𝑚ቃ ,𝑚 = ۱, ۲, ⋯ .

می شود. انجام سادگی به استقراء به اثبات
تعریف کنیم: اگر حال

𝑈 (𝑟,𝑚) = 𝐸 ቂ𝑋𝑟 ൫ⅼog𝑋൯𝑚ቃ (۳)
داریم را زیر روابط :آنگاه

𝑈 (۰, ۱) = 𝐸 ൫ⅼog𝑋൯ , (۴)
𝑈 (۱, ۱) = E ൫X ⅼog X൯ . (۵)

شکل به می دهند نمایش 𝑇۱و 𝑇۰ بانمادهای معمولا˟ که تیل شاخص های دارند. تیل شاخص با مستقیمی ارتباط قبل عبارات که باشید داشته توجه
می شوند: تعریف زیر

𝑇۰ (𝑋) = −𝐸 ቆⅼog 𝑋𝜇 ቇ . (۶)

𝑇۱ (X) = 𝐸 ቆ𝑋𝜇 ⅼog 𝑋𝜇 ቇ . (۷)

که: داد نشان می توان سادگی به

𝑇۰ (X) = −𝑈 (۰, ۱) + ⅼog 𝜇. (۸)
𝑇۱ (X) = ۱

𝜇𝑈 (۱, ۱) − ⅼog 𝜇. (۹)

است. مناسب دارند ای بسته شکل که پارامتری توزیع های برای تیل شاخص های آوردن دست به برای بالا عبارات



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ شفیق ش. ریابی، اول یعقوبی م. ۱۱۰

یعنی: است 𝐺𝐸 برای حدی اندازه دو حصول به منجر که است (۲۰۰۹) جنکینس۸ توسط آمده دست به فرمول از خاصی حالت (۲) معادله

𝐺𝐸 (۰) = 𝑈 (۰, ۱) . (۱۰)
𝐺𝐸 (۱) = 𝑈 (۱, ۱) . (۱۱)

در است. استفاده قابل دارند، متغیره چند حالت که نیز بالاتر مراتب با گشتاورهای برای بلکه می رود کار به متغیره یک حالت برای تنها نه فوق لم
کرد. خواهیم محاسبه را تیل شاخص های خانواده، این در سپس و معرفی را پارتو توزیع های خانواده ابتدا ادامه

پارتو توزیع های خانواده .۳
تقریب 𝐶𝑥−𝛼 با می تواند است 𝑥 معین مقدار از بیش درآمدشان که افرادی درآمد توزیع جوامع، از بسیاری در که کرد مشاهده (۱۸۹۷) پارتو
𝑥 مختلف مقادیر برای اگر که داشت اعتقاد پارتو می رسد. نظر به تر مناسب زیاد درآمدهای برای تقریبی چنین که کرد مشاهده او ویژه به شود.
خواهیم مواجه خطی تقریبا نمودار یک با کنیم، رسم را دارند سطح این از بیش درآمدی که افرادی تعداد مقابل در درآمد سطح لگاریتم نمودار

اند. کرده تایید را اعتقاد این تجربی دادە های اخیر قرن یک طول در اینکه جالب شد.
مانند مختلف علوم در استفاده برای را مناسبی کاربردی های مدل اند، مرتبط دیگر توزیع های از بسیاری با پارتو توزیع های خانواده که آنجایی از
(کلاسیک) اول نوع پارتو توزیع با پارتو توزیع های خانواده مراتبی سلسله لحاظ از اند. آورده فراهم اعتماد قابلیت و فیزیک شناسی، جامعه

یافتند. تکامل نابرابری و شکل مقیاس، مکان، پارامترهای شدن اضافه با تدریج به و شروع
می دهد. نشان را پارتو خانواده توزیع های r مرتبه گشتاورهای همچنین و تجمعی توزیع تابع یا احتمال، چگالی تابع (۱) جدول

پارتو خانواده توزیع های مشخصە های برخی :۱ جدول
𝐸 (𝑋r) ام r مرتبه گشتاور 𝐹 (𝑥) توزیع تابع یا 𝑓 (𝑥) چگالی تابع توزیع نام

𝛼𝜎𝑟
𝛼−۱ , 𝛼 > 𝑟 𝑓 (𝑥) = 𝛼𝜎𝛼

𝑥𝛼+۱ , 𝑥 ≥ 𝜎 > ۰ کلاسیک پارتو
𝜎𝑟𝛾(𝛼−r)𝛾(r+۱)

𝛾(𝛼) , 𝛼 > 𝑟 𝑓 (𝑥) = 𝛼
𝜎ቀ۱+ 𝑥

𝜎 ቁ
𝛼+۱ , 𝑥 ≥ ۰ ۲ نوع پارتو

𝜎r𝛾 (۱ − r𝛽) 𝛾 (۱ + r𝛽) − ۱
𝛽 < 𝑟 < ۱

𝛽 𝐹 (𝑥) = ۱ − ۱
۱+ቀ 𝑥𝜎 ቁ

۱
𝛽 ൩
, 𝑥 ≥ ۰ ۳ نوع پارتو

𝜎𝑟𝛾(𝛼−r𝛽)𝛾(۱+r𝛽)
𝛾(𝛼) , − ۱

𝛽 < 𝑟 < 𝛼
𝛽 𝐹 (𝑥) = ۱ − ۱

۱+ቀ 𝑥𝜎 ቁ
۱
𝛽 ൩

𝛼 , 𝑥 ≥ ۰ ۴ نوع پارتو

پارتو توزیع های خانواده در شاخص های تیل محاسبه .۴
کنیم. می محاسبه پارتو خانواده توزیع های برخی برای را شاخص های تیل بخش دراین

کلاسیک پارتو توزیع .۱ .۴
از: است عبارت توزیع این ام r مرتبه گشتاور و چگالی تابع شد، بیان قبلا که طور همان 

𝑓 (𝑥;𝛼, 𝜎) = 𝛼𝜎𝛼
𝑥𝛼+۱ , 𝑥 ≥ 𝜎 > ۰. (۱۲)

𝐸 (𝑋r) = 𝛼𝜎𝑟
𝛼 − ۱ , 𝛼 > 𝑟. (۱۳)

8 Jenkins
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داریم: پس

𝐸 (𝑋) = 𝛼𝜎
𝛼 − ۱ . (۱۴)

: به)۳( بنا طرفی از

𝑈 (𝑟, ۱) = 𝑑
𝑑𝑟𝐸 (𝑋

𝑟) = ൫𝛼𝜎𝑟 ⅼog𝜎൯ (𝜎 − 𝑟) + 𝛼𝜎𝑟

(𝛼 − 𝑟)۲ . (۱۵)

داشت: خواهیم )۸( به بنا

𝑇۰ (X) = −𝑈 (۰, ۱) + ⅼog𝐸 (𝑋)
= − ۱

𝛼 + ⅼog 𝛼
𝛼 − ۱ . (۱۶)

همچنین:

𝑈 (۱, ۱) = 𝛼𝜎 ⅼog𝜎
𝛼 − ۱ + 𝛼𝜎. (۱۷)

𝑇۱ (X) = ۱
𝐸(𝑋)𝑈 (۱, ۱) − ⅼog𝐸 (𝑋) : )۹( به بنا

= ۱
𝛼 − ۱ − ⅼog 𝛼

𝛼 − ۱ . (۱۸)
دو نوع پارتو توزیع .۲ .۴

است: زیر فرم به توزیع این ام r مرتبه گشتاور و چگالی تابع دیدیم که همان گونه

𝑓 (𝑥;𝛼, 𝜎) = 𝛼

𝜎 ቀ۱ + 𝑥
𝜎ቁ

𝛼+۱ , 𝛼 ≥ ۰. (۱۹)

E (X)r = 𝜎𝑟 (𝛼 − r) (r + ۱)
𝛾 (𝛼) . (۲۰)

نوشت: توان می لذا

𝐸 (𝑋) = 𝜎
𝛼 − ۱ . (۲۱)

که: دیدیم طرفی از

𝑈 (𝑟, ۱) = 𝑑
𝑑𝑟𝐸 (𝑋

𝑟) = 𝜎𝑟 ⅼog𝜎 (𝛼 − r) (r + ۱) − �́� (𝛼 − r) 𝜎r (r + ۱) + �́� (r + ۱) 𝜎r𝛾 (𝛼 − r)
𝛾 (𝛼) .

(۲۲) .⇒ 𝑈 (۰, ۱) = ⅼog𝜎 + 𝜓 (𝛼) − 𝛾
است. ⅾigaⅿⅿa تابع 𝜓 (𝛼) = �́�(𝛼)

𝛾(𝛼) و اویلر ثابت 𝛾 = ./۵۷۷۲۱۵۶۶۴۹ آن در که
:)۸ بنابه)

𝑇۰ (X) = −𝑈 (۰, ۱) + ⅼog𝐸 (𝑋)
= 𝛾 + 𝜓 (𝛼) − ⅼog (𝛼 − ۱) , (۲۳)

𝑈 (۱, ۱) = 𝜎
𝛼 − ۱ ൫ⅼog𝜎 + 𝜓 (𝛼 − ۱) − 𝛾 + ۱൯ . (۲۴)
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: داریم به)۹( بنا همچنین

𝑇۱ (X) = ۱
𝐸 (𝑋)𝑈 (۱, ۱) − ⅼog𝐸 (𝑋) (۲۵)

= ۱ − 𝛾 − 𝜓 (𝛼 − ۱) + ⅼog (𝛼 − ۱) . (۲۶)
سه نوع پارتو توزیع .۳ .۴

است: زیر فرم به توزیع این ام r مرتبه گشتاور و توزیع تابع

𝐹 (𝑥) = ۱ − ۱
۱ + ቀ 𝑥𝜎ቁ

۱
𝛽 ൩
, 𝑥 ≥ ۰. (۲۷)

𝐸 (𝑋)r = 𝜎r𝛾 (۱ − r𝛽) 𝛾 (۱ + r𝛽) . (۲۸)
⇒ 𝐸 (𝑋) = 𝜎𝛾 (۱ − 𝛽) 𝛾 (۱ + 𝛽) . (۲۹)

طرفی از

𝑈 (𝑟, ۱) = 𝑑
𝑑𝑟𝐸 (𝑋

𝑟)

= 𝜎𝑟 ⅼog𝜎𝛾 (۱ − r𝛽) 𝛾 (۱ + r𝛽) − 𝛽�́� (۱ − r𝛽) 𝜎𝑟𝛾 (۱ + r𝛽) + 𝛽�́� (۱ + r𝛽) 𝛾 (۱ − r𝛽) 𝜎r.
⇒ 𝑈 (۰, ۱) = ⅼog𝜎. (۳۰)

داریم: ) ۸( به بنا 𝑇۰ (X) محاسبه برای

𝑇۰ (X) = −𝑈 (۰, ۱) + ⅼog𝐸 (𝑋)
= ⅼog [𝛾 (۱ − 𝛽) 𝛾(۱ + 𝛽)] . (۳۱)

و
𝑈 (۱, ۱) = 𝜎 ⅼog𝜎𝛾 (۱ − 𝛽) 𝛾 (۱ + 𝛽) − 𝛽�́� (۱ − 𝛽) 𝛾 (۱ + 𝛽)𝜎 + 𝛽�́� (۱ + 𝛽) 𝛾 (۱ − 𝛽)𝜎, (۳۲)

: )۹ به) توجه وبا

𝑇۱ (X) = ۱
𝐸 (𝑋)𝑈 (۱, ۱) − ⅼog𝐸 (𝑋)

= 𝛽 [𝜓 (۱ + 𝛽) − 𝜓 (۱ − 𝛽)] − ⅼog [𝛾 (۱ + 𝛽) 𝛾 (۱ − 𝛽)] . (۳۳)
چهار نوع پارتو توزیع .۴ .۴

است: زیر فرم به توزیع این ام r مرتبه گشتاور و توزیع تابع
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𝐹 (𝑥) = ۱ − ۱

۱ + ቀ 𝑥𝜎ቁ
۱
𝛽 ൩

𝛼 , 𝑥 ≥ ۰. (۳۴)

𝐸 (𝑋)r = 𝜎𝑟𝛾 (𝛼 − r𝛽) 𝛾 (۱ + r𝛽)
𝛾 (𝛼) , (۳۵)

𝐸 (𝑋) = 𝜎𝛾 (𝛼 − 𝛽) 𝛾 (۱ + 𝛽)
𝛾 (𝛼) . (۳۶)

𝑈 (𝑟, ۱) = 𝑑
𝑑𝑟𝐸 (𝑋

𝑟) (۱)

= 𝜎𝑟 ⅼog𝜎𝛾 (𝛼 − r𝛽) 𝛾 (۱ + r𝛽) − 𝛽�́� (𝛼 − r𝛽) 𝜎𝑟𝛾 (۱ + r𝛽) + 𝛽�́� (۱ + r𝛽) 𝛾 (𝛼 − r𝛽) 𝜎r
𝛾 (𝛼) . (۲)

⇒ 𝑈 (۰, ۱) = ⅼog𝜎 − 𝛽𝜓 (𝛼) − 𝛽𝛾. (۳۷)
: )۸ به) بنا

𝑇۰ (X) = −𝑈 (۰, ۱) + ⅼog𝐸 (𝑋)
(۳۸) .= 𝛽 [𝛾 + 𝜓 (𝛼)] + ⅼog 𝛾(۱+𝛼)𝛾(𝛼−𝛽)𝛾(𝛼) ൨

𝑈 (۱, ۱) = 𝜎 ⅼog𝜎𝛾 (𝛼 − 𝛽) 𝛾 (۱ + 𝛽) − 𝛽�́� (𝛼 − 𝛽) 𝜎𝛾 (۱ + 𝛽) + 𝛽�́� (۱ + 𝛽)𝜎𝛾 (𝛼 − 𝛽)
𝛾 (𝛼) . (۳۹)

𝑇۱ (X) = ۱
𝐸(𝑋)𝑈 (۱, ۱) − ⅼog𝐸 (𝑋) )۹( به بنا

= 𝛽 [𝜓 (۱ + 𝛽) − 𝜓 (𝛼 − 𝛽)] − ⅼog 𝛾 (𝛼 − 𝛽) 𝛾(۱ + 𝛽)
𝛾 (𝛼) . (۴۰)

است. آمده (۲) جدول در فوق نتایج خلاصه

پارتو خانواده توزیعهای برخی برای تیل شاخص های :۲ جدول
𝑇۱ (X) 𝑇۰ (X) توزیع نام

۱
𝛼−۱ − ⅼog 𝛼

𝛼−۱ − ۱
𝛼 + ⅼog 𝛼

𝛼−۱ کلاسیک پارتو
۱ − 𝛾 − 𝜓 (𝛼 − ۱) + ⅼog (𝛼 − ۱) 𝛾 + 𝜓 (𝛼) − ⅼog (𝛼 − ۱) ۲ نوع پارتو

𝛽 [𝜓 (۱ + 𝛽) − 𝜓 (۱ − 𝛽)] −
ⅼog [𝛾 (۱ + 𝛽) 𝛾 (۱ − 𝛽)]

ⅼog [𝛾 (۱ − 𝛽) 𝛾(۱ + 𝛽)] ۳ نوع پارتو

𝛽 [𝜓 (۱ + 𝛽) − 𝜓 (𝛼 − 𝛽)] − ⅼog 𝛾(𝛼−𝛽)𝛾(۱+𝛽)
𝛾(𝛼) 𝛽 [𝛾 + 𝜓 (𝛼)] + ⅼog 𝛾(۱+𝛼)𝛾(𝛼−𝛽)𝛾(𝛼) ൨ ۴ نوع پارتو

نتیجە گیری .۵
خواص شوند. می استفاده آماری جامعه یک در ثروت یا درآمد توزیع در نابرابری میزان سنجش برای مهمی ابزارهای عنوان به تیل شاخص های
با تیل شاخص های رابطه از استفاده با نمودیم سعی مقاله این در است. افزوده آنها اهمیت بر نابرابری شاخص های سایر با آنها ارتباط و جالب
نماییم. محاسبه هستند، درآمد های بررسی در اهمیت پر و متداول خانوادە ای که پارتو توزیع های خانواده در را آنها یافته تعمیم آنتروپی های اندازه
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چکیده
رود. می شمار به اقتصادی آمار در اهمیت حائز و ارزشمند موضوعات از درآمد توزیع نابرابری های شاخص مطالعه
می تقسیم قیاسی و عینی های شاخص عمده گروه دو به ها شاخص این متفاوت دیدگاه دو از و کلی رویکرد یک در
میزان تعیین و درآمد الگوی تحلیل و تجزیه به جامعه افراد درآمد پراکندگی میزان محاسبه با عینی های شاخص شوند.
مقابل، در ندارند. اجتماعی رفاه تابع و فردی رفاه تابع جامعه، های مطلوبیت به مستقیم توجه و پرداخته آن نابرابری
اندازه اجتماعی و فردی رفاه تابع برای هایی فرض گرفتن نظر در با را آمد در توزیع نابرابری قیاسی، های شاخص
گرفته نظر در جامعه افراد فردی های مطلوبیت جمع حاصل اجتماعی رفاه تابع یک رویکرد این در کنند. می گیری
توابع و آمد در نابرابری های شاخص معرفی با حاضر مقاله در دهد. می بدست را مفیدی های شاخص و شود می
کنیم. می استخراج را شده معرفی مشهور های شاخص برخی خاص، مطلوبیت توابع بکارگیری با همچنین و مطلوبیت

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

درآمد نابرابری شاخص
مطلوبیت تابع درآمد، توزیع

رفاه تابع

مقدمه .۱
همواره معقول مقیاسی با آن ارزیابی که می انجامد پیامدی به ممکن اعمال مجموعه میان از معلوم عمل هر انجام تصمیم گیری، فرآیند یک در
این در نیز شانس سازە ی اگر ویژه به دارد. بستگی گوناگونی سازە های به دیگر عمل بر عملی رجحان یا برتری که چرا نیست، ممکن یا آسان
می شود تعریف است مواجه آنها با شخص که گوناگونی پیامدهای روی که است تابعی مطلوبیت می شود. دشوارتر آن سنجش باشد، مؤثر پیامد
نسبی رضایت اندازە گیری ابزار مطلوبیت تابع اقتصاد، علم در رو این از می کند. اندازە گیری عددی مقیاس یک با را آنها نسبی دلپسندی میزان و
می پذیرد. صورت پول مطلوبیت روی اصلی تمرکز بیمه و اقتصاد مالی، ریاضیات در بخصوص کاربردی زمینە های از دربسیاری می آید. شمار به
تابع ریاضی امید اساس بر آنها گیری های تصمیم باید هستند مواجه تصادفی نمودهای با سرمایە گذاران که وقتی مدرن، اقتصادی تئوری های در

شود. بنا مطلوبیت
برخوردار ای ویژه اهمیت از آمد در توزیع در نابرابری میزان گیری اندازه و درآمد توزیع چگونگی بررسی اقتصاد، و آمار علم نظران صاحب برای
او کرد. ابداع را درآمد توزیع بر حاکم ساده الگوی او، آمد در توزیع قانون که است کسی اولین ایتالیایی اقتصاددان (۱۸۹۵) پارتو۱ ویلفرد است.
جامعه افراد اکثر و زياد درآمد داراي مردم از اندکي تعداد که دريافت و داد نشان عمودي محور روي بر را جمعيت و افقي محور روي را فردي درآمد
اقتصاددان (۱۹۰۷) لورنتس۲ اتو ماکس توسط مشابه تئوری یک شد. ابداع وی توسط پارتو نمودار ترتیب بدین و هستند اندکي درآمد داراي
متعدد تحقیقات کنون تا دارد. تعلق مردم از کمي بسيار تعداد به ثروت، يا درآمد سهم بيشترين که داشتند اشاره محقق هردو شد. ارائه آمریکایی

∗سخنران
زاده) حسین (علیرضا hoseinzade1@yahoo.com الکترونیک: پست
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در بیشتر اطلاع برای است. شده بیان پارتو توزیع برای مختلفی های تعمیم بخصوص است. شده انجام درآمد های توزیع زمینه در متنوعی و
شود. مراجعه (۲۰۰۳) وکوتز۳ کلیبر به زمینه این

اهمیت حائز نیز باشند درآمد توزیع در نابرابری میزان گیری اندازه به قادر که هایی شاخص طراحی درآمد، توزیع قانون کردن مشخص بر علاوه
میکند. اندازهگیری را درآمد توزیع الگوی در پراکندگی نسبی میزان که است آماره یک اساساً نابرابری شاخص یک آمار، علم دیدگاه از است.
نابرابری میزان بودن بیشتر نتیجه در و درآمدی شکاف بودن بزرگ معرف باشد بزرگتر جامعه درآمد توزیع الگوی در شاخصها این مقدار چه هر
قیاسی های شاخص و عینی های شاخص کلی گروه دو در درآمد نابرابری های شاخص کلی طور به برعکس. و است جامعه افراد میان در درآمد

است. شده ارائه و طراحی
توجه و پرداخته آن نابرابری میزان تعیین و درآمد الگوی تحلیل و تجزیه به جامعه افراد درآمد پراکندگی میزان محاسبه با عینی های شاخص

ندارند. اجتماعی رفاه تابع و فردی رفاه تابع جامعه، های مطلوبیت به مستقیم
هایی فرض گرفتن نظر در با را درآمد توزیع در نابرابری ندارند، رفاه تابع به مستقیمی توجه که عینی های شاخص خلاف بر قیاسی های شاخص
گذار بنیان را (۱۹۲۰) دالتون۴ کند. می ایفا ارزنده نقشی مطلوبیت توابع رهیافت این در کنند. می گیری اندازه اجتماعی و فردی رفاه تابع برای
می فرض و گیرد می نظر در جامعه افراد فردی های مطلوبیت جمع حاصل را جامعه اجتماعی رفاه تابع او دانند. می قیاسی های شاخص ارائه
می نظر در مقعر و یکسان را جامعه افراد همه فردی مطلوبیت تابع همچنین باشد. آنها درآمد میزان از تابعی جامعه افراد فردی مطلوبیت کند

گیرد.

درآمد نابرابری شاخصهای طراحی اصولی رهیافت .۲
عدالت، از که تعاریفی به بسته ها شاخص این است. شده ارائه درآمد توزیع در نابرابری میزان گیری اندازه برای متعددی های شاخص کنون تا
انتخاب و آمد در توزیع نابرابری سنجش در آنها عملکرد مقایسه لحاظ این به اند. شده طراحی است آمده عمل به اجتماعی رفاه و مساوات

نیست. پذیر امکان ارجح شاخص
شاخص یک ساختن در که اند نموده اصولی و خواص از ای مجموعه طرح به معطوف را خود توجه اقتصاددانان از گروهی مشگل این رفع برای
باشد. مطلوب نابرابری شاخص یک انتخاب و طراحی در مناسبی پاسخ تواند می ای، مجموعه چنین وجود گیرد. قرار توجه مورد باید نابرابری
جنبه امر این رعایت گیرد. قرار توجه مورد موجود آماري اطلاعات از استفاده با آن محاسبه سهولت ويژگي باید نابرابری شاخص یک طراحی در

است. توجه قابل اجرايي و عملي جنبه از فقط و نداشته نظري
کنیم می فرض دهیم. می ارائه را است اصل هفت بر مبتنی که نابرابری شاخص یک طراحی اصولی رهیافت (۱۹۹۳) معصومی۵ از الهام با اکنون
دارای جامعه درآمد بردار 𝑋 = (𝑋۱.… .𝑋𝑁) کنیم می فرض همچنین باشد. خانوار یک یا نفر یک تواند می فرد هر که باشد فرد 𝑁شامل جامعه

کند. صدق زیر اصول در باید 𝐼(𝑋) مانند نابرابری شاخص هر باشد. � میانگین
متناسب تغییر به نسبت پایایی اصل ( الف

تمام درآمد اگر دیگر عبارت به است. درآمدها تمام متناسب تغيير به نسبت 𝐼(𝑋) نابرابری شاخص حساسیت عدم یا و پایایی معرف اصل این
مستقل باید نابرابری شاخص اصل این طبق بر كند. نمی تغييري درآمد توزيع نابرابري شاخص يابد (كاهش) افزايش نسبت يك به جامعه افراد

گویند. می نیز استقلال اصل اوقات گاهی را اصل این رو این از باشد. جامعه آمد در میانگین از مستقل نیز و گیری اندازه واحد از
تقارن اصل ( ب

𝑋مؤلفههای گرفتن قرار ترتیب دیگر عبارت به است. پایا 𝑋 = (𝑋۱.… .𝑋𝑁) بردار عناصر از جایگشت هر به نسبت 𝐼(𝑋) نابرابری شاخص
ثروت، مانند افراد ویژگیهای سایر به و داشته بستگی درآمدها فراوانی توزیع به باید تنها نابرابری شاخص بنابراین است. بیتاثیر 𝐼 (𝑋) مقدار در
را خود درآمدی جایگاه متفاوت ویژگیهای با جامعه افراد از تعدادی اگر که طوری به باشد نداشته بستگی اینها مانند و جنسیت و تحصیلات

کند. تغییر نباید نابرابری شاخص دهند، تغییر
پیگو–دالتون۶ اصل یا انتقالات اصل ( ج

میدهد. کاهش را نابرابری شاخص مقدار افراد، سایر درآمد داشتن نگه ثبات با فقیر، فرد یک به غنی فرد یک از درآمد انتقال هر اصل این مطابق
پیوستگی اصل ( د

محاسبات در زیادی کمک میشود، برآورده نابرابری شاخصهای همه ً تقریبا توسط که اصل این است. پیوسته آرگومانهایش همه به نسبت 𝐼 (𝑋)
میکند. یکدیگر با مختلف جمعیتهای مقایسه و ریاضی

جمعیت همگنی اصل یا تکرار پایایی اصل ( ه
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نيز درآمدي) دهک هاي مثال (بە طور درآمدي گروە هاي تمام افراد تعداد متناسب تغيير به نسبت حساسيت عدم اصل که جمعیت همگنی اصل
درآمدي گروە هاي سهم ديگر عبارت به كند، تغيير نسبت يك به جامعه درآمدي گروە هاي تمام اعضای تعداد اگر كه است آن بيانگر مي شود، ناميده
نابرابري شاخص یعنی كند، تغيير نبايد نابرابري شاخص اندازه بماند، ثابت کشور کل جمعيت کاهش) يا (افزايش تغيير کشور بە رغم جمعيت از

باشد. بررسي مورد جامعه افراد تعداد از مستقل بايد درآمد توزيع
جمعی پذیری تجزیه اصل یا یکپارچه سازگاری اصل ( و

نابرابری شاخص و بوده 𝜇𝑟 درآمد میانگین دارای (𝑟 = ۱٫۲.… .𝑅) ام 𝑟 گروه کنید فرض نیز و باشد شده افراز گروه 𝑅به جامعه کنید فرض
گروه، آن در نابرابری اما مانده ثابت گروه درآمد میانگین که کند تغییر نحوی به افراد درآمد گروه هر در اگر اصل این مطابق باشد. 𝐼𝑟 گروه این

یابد. افزایش باید نیز جامعه کل نابرابری شاخص آنگاه یابد، افزایش ، 𝐼𝑟یعنی
باشیم: داشته باید یعنی کرد؛ تجزیه گروهها داخل و گروهها بین نابرابری مجموع به را نابرابری شاخص یک بتوان باید اصل این مطابق بنابراین

𝐼𝑇 = 𝐼𝐵 + 𝐼𝑊

گروهها داخل نابرابری موزون مجموع 𝐼𝑊 = ∑𝑅
𝑟=۱𝑊𝑟𝐼𝑟 و گروهها بین نابرابری 𝐼𝐵 = 𝐼(𝜇۱.… .𝜇𝑅) کل، نابرابری 𝐼𝑇 = 𝐼(𝑋) آن در که

است.
دامنه و داده کاهش زیادی حد تا را شاخص اعتبار تواند می آن فقدان و بوده معقول کاملا نابرابری شاخص یک برای خاصیتی چنین وجود انتظار
شاخصهاست پرکاربردیترین از که جینی ضریب منجمله نابرابری شاخصهای اکثر آوری شگفت طور به اما کند. محدود بسیار را آن کاربرد
در بلکه نمییابد افزایش تنها نه جینی ضریب درآمدها، در تغییری چنین انجام با که است آن بیانگر تجربی مطالعات است. خاصیتی چنین فاقد

مییابد. کاهش نیز مواردی
نرمالیزه اصل ( ز

شاخص هاي اغلب تغييرات دامنه باشد. صفر باید نابرابری شاخص مقدار آنگاه باشند، برابر هم با درآمدها کلیه اگر که کند می بیان اصل این
ویژگی اين نداشتن اما می شود؛ شمرده مزيت يک نسبي بودن)، به (موسوم ويژگي اين از بهرە مندي و دارد قرار يک تا صفر بازه در درآمد نابرابري
در درآمد نابرابري مقايسه و تسهیل را ارزيابي شاخص، یک به وسیله ويژگي اين رعایت نيست. آن فايدگی کم  يا بي فايدگی خدشە دار، معناي به
صفر نابرابری شاخص مقدار کامل۷” ”برابری حالت در مي سازد. پذیر امکان را مکان و زمان طي در درآمد توزيع الگوهاي در و گوناگون جوامع
برابر شاخص مقدار کامل۸” ”نابرابری حالت در و است شده توزيع آن افراد تمام بين مساوي طور بە  جامعه درآمد که است زمانی این و است

گیرد. تعلق فرد يك به فقط جامعه درآمد تمام که است صورتی در این و است یک

مطلوبیت تابع .۳
میان از عمل یک انجام از حاصل ممکن پیامدهای ترتیب نمودن مشخص برای ریاضی ساختار یک ارائه مستلزم مطلوبیت نظریه تحلیلی مطالعه
انتهای یک که می شوند مرتب گونە ای به می نامند، مطلوبیت آنرا که عددی مقیاس یک با نمودها یا پیامدها این می باشد. ممکن اعمال مجموعه
چنین با شوند. متناظر پرداخت ها و زیانها مانند غیردلپسند پیامدهای به مقیاس دیگر انتهای و پاداش ها و سودها مانند دلپسند پیامدهای به مقیاس
ردیف در الامکان حتی یا باشد، مطلوبیت ماکسیمم دارای که برگزیند را پیامدی ممکن پیامدهای میان از که است این گیرنده تصمیم هدف ترتیبی
مطرح (۱۹۴۴) مورگنسترن۹ و نیومن توسط بار اولین مطلوبیت تئوری موضوعه اصول باشند. بالایی مطلوبیت دارای که باشد ممکنی پیامدهای

کردند. تشریح اصول این کمک به را مطلوبیت توابع ساختن نحوه و نمودند ثابت را مطلوبیت تابع وجود اصول این از استفاده با آنها شد.
باشد: زیر خواص دارای باید ،𝑈(𝑥)مانند ۱۰ مطلوبیت تابع هر که می شود فرض اقتصادی دیدگاه از

𝑥باشد، از صعودی اکیدأ تابعی 𝑈(𝑥) .۱
باشد. 𝑥 از مقعر اکیدأ تابعی 𝑈(𝑥) .۲

مثبت مطلوبیت تابع اول مرتبه مشتق که می کنند بیان فوق شرایط صورت این در که باشد دوم مرتبه از مشتق پذیر 𝑈(𝑥) که می کنیم فرض معمولأ
است. منفی آن دوم مرتبه مشتق و

خاصیت است. موسوم نیز اقناع۱۱” عدم ”خاصیت به خاصیت این هستند. بیشتری مطلوبیت دارای دلپسندتر نمودهای که می کند بیان اول خاصیت
از صعودی تابعی باید 𝑈 (𝑥 + 𝑔) − 𝑈(𝑥) یعنی ،𝑔 اندازه به پولی نمودی آوردن بدست اثر در مطلوبیت تابع رشد میزان که می کند بیان دوم

می گویند. گریزی”۱۲ ریسک “خاصیت آن به که است خاصیت این به متمایل مردم عموم مطلوبیت تابع دیگر سوی از باشد. 𝑥 سرمایه

7Perfect equality
8Perfect inequality
9 Neumann and Morgenstern
10Utility function
11 Non – satiation property
12 Risk aversion property
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او گریزی ریسک میزان برای معیاری سرمایە گذار، دارایی از تابعی عنوان به 𝑟 (𝑥) است. موسوم گریزی ریسک تابع به 𝑟 (𝑥) = −𝑈″(𝑥)
𝑈′(𝑥) تابع

مطلوبیت تابع برای اولیە ای شرایط همچنین و 𝑟 (𝑥) تابع داشتن دست در با زیرا می کند، مشخص را 𝑈(𝑥) کامل بطور تابع این می دهد. ارائه
دوم: مرتبه دیفرانسیل معادله حل با می توانیم ،𝑈(𝑥)

𝑈″ (𝑥) + 𝑟 (𝑥)𝑈′ (𝑥) = ۰
آوریم. بدست 𝑈 (𝑥) برای یکتایی جواب

باشیم: داشته 𝑥۰ مانند خاصی نقطه در اگر می گویند استاندارد مطلوبیت تابع رایک 𝑈 (𝑥) تابع
.𝑈 (𝑥۰) = ۰.𝑈′ (𝑥۰) = ۱

آمد. خواهد بدست 𝑈 (𝑥) برای زیر یکتای جواب بالا دیفرانسیل معادله حل با و اولیه شرایط این گرفتن نظر در با حال
.𝑈 (𝑥) = ∫𝑥𝑥۰ exp[−∫𝑧𝑥۰𝑟 (𝑦) 𝑑𝑦]𝑑𝑧

باشد. ثروت از نزولی تابعی باید واقع گرا، مطلوبیت تابع یک به مربوط ، 𝑟 (𝑥) تابع که است آن بر عمومی توافق یک اقتصادی تئوری های در
محاسبات در اقتصادی، مسائل تحلیل و تجزیه بر علاوه توابع این می دهیم. قرار بررسی مورد را آنها خواص و معروف مطلوبیت توابع برخی اکنون

گیرند. می قرار استفاده مورد بیمه علوم به مربوط
نمایی مطلوبیت تابع ⋅

است: زیر صورت 𝛼به > ∘ پارامتر با نمایی مطلوبیت توابع خانواده

𝑈 (𝑥) = ۱
𝛼 (۱ − 𝑒−𝛼 𝑥) , 𝛼 > ∘ ,−∞ < 𝑥 < ∞.

.𝑟(𝑥) = 𝛼 داریم، 𝑥هر برای همچنین .𝑈′(∘) = ۱ و 𝑈(∘) = ∘ که است واضح
لگاریتمی مطلوبیت تابع ⋅

است: لگاریتمی مطلوبیت توابع خانواده معرف زیر، فرم به 𝛾 ،𝛽 , 𝛼 پارامترهای با مطلوبیت توابع از پارامتری سه خانواده یک

𝑈(𝑥) = 𝛼 ⅼn(𝑥 − 𝛽) + 𝛾 , 𝑥 > 𝛽, 𝛼 > ∘,−∞ < 𝛽 , 𝛾 < ∞.

یک به مذکور خانواده 𝛾 = −𝛼 ⅼn𝛼 گرفتن نظر در با همچنین .𝑈′(۱) = ۱ و 𝑈(۱) = ∘ داریم، 𝑈(𝑥) = ⅼn(𝑥) که خاصی حالت در
شد: خواهد تبدیل زیر صورت به پارامتری دو خانواده

𝑈 (𝑥) = 𝛼 ⅼnቆ𝑥 − 𝛽
𝛼 ቇ ,

داریم: همجنین .𝑈′(𝛼 + 𝛽) = ۱ و 𝑈(𝛼 + 𝛽) = ∘ حالت، این در که

𝑟 (𝑥) = ۱
𝑥 − 𝛽 , 𝑥 > 𝛽,

است. 𝑥 از نزولی اکیدأ تابعی که
اول نوع توانی مطلوبیت تابع ⋅

فرم: به مطلوبیت توابع از پارامتری دو خانواده یک

𝑈 (𝑥) = 𝛼𝛽+۱ − (𝛼 − 𝑥)𝛽+۱
(𝛽 + ۱)𝛼𝛽 .

𝑥
𝛼 < ۱.𝛽𝛼 > ۰.

که است 𝑟 (𝑥) = 𝛽
𝛼−𝑥 برابر گریزی ریسک تابع فوق خانواده برای است. 𝛽موسوم و 𝛼پارامترهای با اول نوع توانی مطلوبیت توابع خانواده به

است. 𝑥از صعودی تابعی 𝛽 > مقادیر∘ برای
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دو مطلوبیت توابع خانواده 𝛽 = 𝜆
𝜃 و 𝛼 = −۱

𝜃 پارامتری تبدیل با و فوق پارامتری دو خانواده گرفتن نظر در با (۲۰۰۹) همکاران و حسین زاده
دادند: قرار مطالعه مورد را آن خواص و گرفته نظر در را زیر پارامتری

𝑈𝜃, 𝜆 (𝑥) =
(۱ + 𝜃𝑥)

𝜃−𝜆
𝜃 − ۱

𝜃 − 𝜆 , ۱ + 𝜃 𝑥 > ∘ , 𝜆 > ∘ , −∞ < 𝜃 < ∞.

دوم نوع توانی مطلوبیت تابع ⋅
است: زیر فرم به 𝑘پارامتر با دوم نوع توانی مطلوبیت توابع خانواده

𝑈 (𝑥) = 𝑥۱−𝑘 − ۱
۱ − 𝑘 , 𝑥 > ∘ , 𝑘 > ∘ , 𝑘 ≠ ۱.

و 𝑈′(۱) = ۱ و 𝑈(۱) = ∘ همچنین .𝑘 → ۱ که وقتی است دوم نوع توانی مطلوبیت تابع حدی حالت 𝑈(𝑥) = ⅼn(𝑥) تابع که کنید توجه
است. 𝑥از نزولی اکیدأ تابعی که 𝑟 (𝑥) = 𝑘

𝑥۱۳لاینکس مطلوبیت تابع ⋅
گردید: معرفی زیر فرم به (۱۹۸۸) بل۱۴ توسط است، نمایی تابع یک و خطی تابع یک مجموع که تابع این

𝑈(𝑥) = 𝛼 𝑥 − 𝛽 𝑒−𝛾 𝑥 , 𝛼 , 𝛽 , 𝛾 > ∘ , −∞ < 𝑥 < ∞.

داد. قرار مطالعه مورد را زیر فرم به مطلوبیت توابع از یافتە ای تعمیم میانگین ،(۲۰۰۷) کنیفی۱۵

𝑈 (𝑥) = ൣ∑𝑤𝑖 𝑈−𝜆
𝑖 (𝑥)൧

−۱
𝜆 ,

طوری به هستند یافته تعمیم میانگین وزن های (𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛)،𝑤𝑖و حقیقی پارامتر یک 𝜆 مطلوبیت، توابع (𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛)،𝑈𝑖(𝑥)آن در که
است. استاندارد نرمال توزیع تابع 𝜙(𝑥) داد. قرار بررسی مورد و معرفی را زیر مطلوبیت توابع او مطالعه این در .∑𝑛

𝑖=۱𝑤𝑖 = ۱ که

⋅𝑈(𝑥) = 𝑤𝜙(𝑥) + (۱ −𝑤) ⅼn 𝑥 ,

⋅𝑈 (𝑥) = 𝜙𝑤 (𝑥) (ⅼn 𝑥)۱−𝑤 ,

⋅𝑈 (𝑥) = ൣ𝑤𝜙−𝜆 (𝑥) + (۱ −𝑤) (ⅼn 𝑥)−𝜆൧
−۱
𝜆 ,

⋅𝑈 (𝑥) = ൣ𝑤𝜙−𝜆 (𝑥) + (۱ −𝑤) (ⅼn 𝑥)−𝜆൧
−۱
𝜆 ,

مطلوبیت بر مبتنی نابرابری شاخصهای
شاخصهای که نمودیم بیان همچنین نمودیم. تقسیم قیاسی و عینی های شاخص عمده دسته دو به را درآمد توزیع نابرابری های شاخص قبلا
های شاخص کنند. می ارزیابی را درآمد توزیع نابرابری میزان جامعه، افراد درآمد پراکندگی میزان برآورد رویکرد با که هستند هایی آماره عینی
شاخص زمره در تیل۱۸ و جینی۱۷ ها، لگاریتم واریانس پراکندگی، ضریب واریانس، ، هرفیندال۱۶ نسبی، میانگین از انحراف نسبی، تغییرات دامنه
ها، شاخص همه پایین کران است. شده منعکس (۱) جدول در ها شاخص این تغییرات دامنه و محاسباتی فرمول روند. می شمار به عینی های
محاسباتی فرمول توانیم می یک عدد به کامل، نابرابری حالت یعنی ها، شاخص بالای کران تبدیل برای و است صفر کامل، برابری حالت یعنی

نماییم. تقسیم شاخص تغییرات بالای کران بر را
نابرابری حالت در همچنین است. 𝜇 یعنی جامعه آمد در میانگین برابر و مساوی جامعه افراد همه آمد در کامل، برابری حالت در که داریم توجه

دارد. اختیار در است 𝑁𝜇 برابر که را ثروت همه نفر یک این و است صفر نفر یک جز به افراد همه درآمد کامل،
تغییرات) (دامنه حداکثر و حداقل مقادیر توان می نابرابری شاخص در جاگذاری و فوق ملاحظه دو کاربستن به با
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عینی نابرابری های شاخص :۱ جدول
شاخصنابرابری نام محاسباتی فرمول شاخص تغییرات دامنه
نسبی تغییرات دامنه 𝑅 = ۱

𝜇 [ⅿax𝑋𝑖 − ⅿin𝑋𝑖] ۰ ≤ R ≤ N
نسبی میانگین از انحراف 𝐴𝐷 = ۱

𝑁𝜇∑
𝑁
𝑖=۱ |𝑋𝑖 − 𝜇| ۰ ≤ R ≤ ۲(𝑁−۱)

𝑁

هرفیندال 𝐻 = ∑𝑁
𝑖=۱ ቀ

𝑋𝑖
𝑇 ቁ

۲
= ۱

(𝑁𝜇)۲∑
𝑁
𝑖=۱𝑋۲

𝑖 ۰ ≤ H ≤ ۱
𝑁

واریانس 𝑉 = ۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱ (𝑋𝑖 − 𝜇)۲ ۰ ≤ V ≤ (N − ۱)�۲

پراکندگی ضریب 𝐶𝑉 = √𝑉
𝜇 ۰ ≤ ⅭV ≤ √𝑁 − ۱

ها لگاریتم واریانس 𝑉𝐿 = ۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱(ⅼog𝑋𝑖 − ⅼog 𝜇)۲ ۰ ≤ VⅬ < ∞

جینی 𝐺 = ۱
۲𝑁۲𝜇∑

𝑁
𝑖=۱∑

𝑁
𝑗=۱ ห𝑋𝑖 − 𝑋𝑗ห ۰ ≤ G ≤ 𝑁−۱

𝑁
تیل 𝑇 = ۱

𝑁∑
𝑁
𝑖=۱

𝑋𝑖
𝜇 ⅼog 𝑋𝑖

𝜇 ۰ ≤ T ≤ ⅼog𝑁

آورد. دست به را شاخص
فرضهایی گرفتن نظر در با را درآمد توزیع در نابرابری ندارد، رفاه تابع به مستقیمی توجه که عینی شاخصهای برخلاف قیاسی، شاخصهای

دهیم. می قرار بررسی مورد و معرفی را معروف قیاسی شاخص دو زیر در میکنند. اندازهگیری اجتماعی و فردی رفاه تابع برای
شاخصدالتون

و فردی مطلوبیت توابع اساس بر را قیاسی های شاخص که است قیاسی های شاخص ارائه گذار بنیان دالتون نمودیم بیان قبلا که گونه همان
این بر و گیرد می نظر در مقعر و یکسان را جامعه افراد همه فردی مطلوبیت تابع او است. نموده بنا اجتماعی رفاه تابع یک قالب در اجتماعی
در از حاصل مطلوبیت 𝑈(𝑥) اگر بنابراین گیرد. می نظر در جامعه افراد فردی های مطلوبیت جمع حاصل را جامعه اجتماعی رفاه تابع اساس

شود: می تعریف زیر صورت به اجتماعی رفاه تابع صورت این در باشد 𝑥 آمد

𝑊 = 𝑊 (𝑈 (𝑋۱) .𝑈 (𝑋۲) .… .𝑈 (𝑋𝑁)) =
𝑁

𝑖=۱
𝑈(𝑋𝑖)

بود. خواهد معتبر زیر نامساوی 𝑈(𝑥) مقعر تابع برای جنسن نامساوی استناد به حال
. ۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱𝑈 (𝑋𝑖) ≤ 𝑈 (𝜇)

اجتماعی رفاه بین اختلاف میزان نسبت صورت به را خود شاخص دالتون است. 𝑁𝑈 (𝜇) برابر اجتماعی رفاه اکثر حد نامساوی این استناد به
عادلانه درآمد توزیع ازای به که اجتماعی رفاه حداکثر بر 𝑁𝑈 (𝜇) − ∑𝑁

𝑖=۱𝑈 (𝑋𝑖) یعنی عادلانه درآمد توزیع با کنونی درآمد توزیع از حاصل
کند: می تعریف زیر صورت به میشود حاصل

.𝐷 = 𝑁𝑈(𝜇)−∑𝑁𝑖=۱𝑈(𝑋𝑖)
𝑁𝑈(𝜇) = ۱ − ∑𝑁𝑖=۱𝑈(𝑋𝑖)

𝑁𝑈(𝜇)

در درآمد نابرابری میزان عنوان به را ممکن اجتماعی رفاه حداکثر با مقایسه در جامعه کل رفاه نسبی کاهش میزان شاخص این دیگر عبارت به
الزاماً آن اندازه درآمد توزیع کامل نابرابری حالت در اما است صفر مساوی درآمد توزیع کامل برابری حالت در شاخص این اندازه میگیرد. نظر
صورت به را (𝐷∗) دالتون شده تعدیل شاخص کاکوانی شود، محدود یک و صفر بین شاخص این تغییرات دامنه که این برای نیست. یک مساوی

کرد: پیشنهاد زیر

.𝐷∗ = 𝑁𝑈(𝜇)−∑𝑁𝑖=۱𝑈(𝑋𝑖)
𝑁𝑈(𝜇)−(𝑁−۱)𝑈(۰)−𝑈(𝑁𝜇)

13Linex utility function
14Bell
15Conniffe
16Herfindahal
17Gini
18Theil
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این اندازه افزایش یا کاهش موجب ترتیب، به درآمدها کلیه کاهش یا افزایش نتیجه در و نبوده درآمد اندازهگیری واحد از مستقل دالتون شاخص
قبول قابل را آن و بوده واقف خود شاخص در فوق ویژگی وجود بر آن، پذیرش و درآمدها متناسب اصل پیشنهاد با دالتون البته میشود. شاخص

میداند.
شاخصآتکینسون

به معادل طور به اگر که است سرانهای درآمد از عبارت 𝑋𝑒 نمود. بنا را خود شاخص 𝑋𝑒 مانند سرانه درآمد یک تعریف با (۱۹۷۰) آتکینسون۱۹
است. شده ایجاد کنونی درآمد توزیع توسط که است اجتماعی رفاه با برابر آن از حاصل اجتماعی رفاه شود، داده تخصیص جامعه افراد از یک هر
برابر جامعه افراد از یک هر به 𝑋𝑒 تخصیص از پس اجتماعی رفاه و است ∑𝑁

𝑖=۱𝑈(𝑋𝑖)برابر کنونی درآمد توزیع اجتماعی رفاه دالتون ایده بر بنا
بودن صعودی اکیدا و 𝑁𝑈 (𝑋𝑒) = ∑𝑁

𝑖=۱𝑈(𝑋𝑖) تساوی از لذا باشند. برابر یکدیگر با باید 𝑋𝑒 تعریف بر بنا مقدار دو این که است 𝑁𝑈(𝑋𝑒):داشت خواهیم مطلوبیت تابع
.𝑋𝑒 = 𝑈−۱ ቀ ۱

𝑁∑
𝑁
𝑖=۱𝑈 (𝑋𝑖)ቁ

زیر صورت به را خود شاخص آتکینسون است. برقرار همواره 𝑋𝑒 ≤ 𝜇 نامساوی جنسن، نامساوی و مطلوبیت تابع خواص به توجه با براحتی
است: کرده بیان

.𝐴 = ۱ − 𝑋𝑒
𝜇

نیست یک مساوی ً لزوما درآمد، توزیع کامل نابرابری حالت در اما است صفر مساوی درآمد توزیع کامل برابری حالت در شاخص این اندازه
داریم: درآمد کامل نابرابری حالت در شود. اعمال رفاه تابع روی بر شرایطی آنکه مگر

.𝑁𝑈 (𝑋𝑒) = ∑𝑁
𝑖=۱𝑈 (𝑋𝑖) = (𝑁 − ۱) 𝑈 (۰) + 𝑈 (𝑁𝜇)

است: کرده ارائه زیر صورت به فوق مفاهیم برمبنای را خود شاخص آتکینسون

.𝐴 = ۱ − ۱
𝜇 ቂ

۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱𝑋𝑣𝑖 ቃ

۱
𝑣 𝑣 ≤ ۱

.۰ ≤ 𝐴 ≤ ۱� 𝑁 بزرگ مقادیر برای و ،۰ ≤ 𝐴 ≤ ۱ − 𝑁۱− ۱
𝜈 که دید توان می راحتی به

ارائه را دیگر شاخص دو و اخیر شاخص 𝐴 = ۱ − 𝑋𝑒
𝜇 اصلی شاخص در نمایی و لگاریتمی و توانی مطلوبیت تابع سه کارگیری به با ما اکنون

کنیم. می
محاسبات ای پاره با بگیریم نظر در 𝑥 > ۰.𝜈 < ۱ برای 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝜈−۱

𝜈 فرم به توانی مطلوبیت تابع را مطلوبیت تابع اگر :۱ خاص حالت
. 𝑈−۱ (𝑥) = (𝜈𝑥 + ۱) ۱

𝜈 آوریم، می بدست ساده جبری
داریم: 𝑋𝑒 تعریف بر بنا حال

𝑋𝑒 = 𝑈−۱ ቀ ۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱𝑈 (𝑋𝑖)ቁ = 𝑈−۱ ൬ ۱

𝑁∑
𝑁
𝑖=۱

𝑋𝑣𝑖 −۱
𝑣 ൰ = 𝑈−۱ ൬∑𝑋

𝑣
𝑖 −𝑁
𝑁𝑣 ൰ = 𝑣∑𝑋𝑣𝑖 −𝑁

𝑁𝑣 + ۱൨
۱
𝑣 = ቂ ۱

𝑁∑
𝑁
𝑖=۱𝑋𝑣𝑖 − ۱ + ۱ቃ

۱
𝑣 =

.ቂ ۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱𝑋𝑣𝑖 ቃ

۱
𝑣

شد. خواهد حاصل (۱۹۷۰) آتکینسون شاخص 𝐴 = ۱ − 𝑋𝑒
𝜇 اصلی شاخص در جایگذاری با حال

فرم: به لگاریتمی مطلوبیت تابع را مطلوبیت تابع اگر حالتخاص۲:
𝑈 (𝑥) = ⅼn 𝑥𝑥 > ۰

داریم: و 𝑈−۱ (𝑥) = 𝑒𝑥 وضوح به آنگاه بگیریم، نظر در

𝑋𝑒 = 𝑈−۱ ቆ ۱
𝑁

𝑁

𝑖=۱
𝑈 (𝑋𝑖)ቇ = 𝑈−۱ ቆ ۱

𝑁
𝑁

𝑖=۱
ⅼn𝑋𝑖ቇ = 𝑈−۱ ൬ ۱

𝑁 ⅼn (𝑋۱.𝑋۲ …𝑋𝑁)൰

19 Atkinson
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. = eⅼnቀ𝑁ඥ𝑋۱.𝑋۲…𝑋𝑁ቁ = 𝑁ඥ𝑋۱.𝑋۲ …𝑋𝑁

خواهد زیر بهصورت حالت این در آتکینسون شاخص لذا و است فرد 𝑁درآمدهای هندسی میانگین برابر 𝑋𝑒 حالت این در که میشود ملاحظه
بود:

.𝐴 = ۱ − 𝑋𝑒
𝜇 = ۱ − 𝑁ඥ𝑋۱.𝑋۲…𝑋𝑁

𝜇

.۰ ≤ 𝐴 ≤ ۱ حالت این در وضوح به
محاسبات ای پاره با آنگاه بگیریم نظر در 𝛼 > ۰ برای 𝑈 (𝑥) = ۱−𝑒−𝛼𝑥

𝛼 فرم، به نمایی مطلوبیت تابع را مطلوبیت تابع اگر :۳ خاص حالت
داریم: حال .𝑈−۱ (𝑥) = −۱

𝛼 ⅼn (۱ − 𝛼𝑥) آوریم، می بدست ساده جبری

𝑋𝑒 = 𝑈−۱ ቆ ۱
𝑁

𝑁

𝑖=۱
𝑈 (𝑋𝑖)ቇ = 𝑈−۱ ቆ ۱

𝑁
𝑁

𝑖=۱
۱ − 𝑒−𝛼𝑋𝑖

𝛼 ቇ = 𝑈−۱ ൭𝑁 − ∑𝑁
𝑖=۱𝑒−𝛼𝑋𝑖
𝛼𝑁 ൱

= −۱
𝛼 ⅼnቆ۱ − ۱ + ۱

𝑁
𝑁

𝑖=۱
𝑒−𝛼𝑋𝑖ቇ = −۱

𝛼 ⅼnቆ ۱
𝑁

𝑁

𝑖=۱
𝑒−𝛼𝑋𝑖ቇ .

شد. خواهد استنتاج زیر شاخص نتیجه در و

.𝐴 = ۱ − 𝑋𝑒
𝜇 = ۱ + ۱

𝛼𝜇 ⅼn ቀ ۱
𝑁∑

𝑁
𝑖=۱𝑒−𝛼𝑋𝑖ቁ

است. ۱ برابر 𝑁 بزرگ مقادیر برای و کامل نابرابری حالت در و صفر برابر شاخص مقدار کامل برابری حالت در
گیری نتیجه

با توانیم می شود، می بنا جامعه افراد مطلوبیت توابع روی بر که اجتماعی رفاه تابع بر مبتنی آمد در نابرابری های شاخص ویژه اهمیت دلیل به
بر باشد داشته گانه هفت اصول با را سازگاری بیشترین که را شاخصی و بسازیم جدیدی نابرابری های شاخص متفاوت رفاه توابع گرفتن نظر در

آورد. نخواهد بدست را مناسبی نابرابری شاخص لزوما مناسب رفاه تابع انتخاب که است ذکر به لازم گزینیم.
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چکیده
ارتباط و بودن پذیر انعطاف است. درآمد توزیع برای مناسب مدل یک دوم، نوع یافته تعمیم بتای توزیع های خانواده
مجموعه زیر و ۲ نوع یافته تعمیم بتای توزیع مقاله این در است. افزوده آن اهمیت بر مهم توزیع های از بسیاری با آن
را آنها بین ارتباط و لوماکس و فیسک داگوم، مادالا، سینگ ،۲ نوع بتای یافته، تعمیم گامای توزیع های قبیل از آن های

ایم. نموده بیان را توزیع هر بارز های مشخصه و داده قرار مطالعه مورد

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

۲ نوع یافته تعمیم بتای
یافته تعمیم گامای

مادالا سینگ
داگوم
فیسک

لوماکس

مقدمه .۱
ساده توزیع یک کرد معرفی او که توزیعی شد. آغاز پارتو۱ ویلفرد کارهای با ۱۸۹۵ سال در بار اولین درآمد اقتصادی توزیع های بندی مدل
پارتو توزیع گرچه که داد نشان تجربی مطالعات داشت. درآمد های نابرابری مقایسه و اقتصادی رشد به مربوط مباحث در زیادی تأثیر ولی بود
توزیع معرفی از پس است. نیاز مورد جدیدتری های مدل پایین درآمدهای برازش برای اما کند می بندی مدل خوبی به را بالا سطح درآمدهای
کرد معرفی را گاما توزیع (۱۸۹۵) آمون۲ نمودند. ارائه را جدیدی مدل های و پرداختند پژوهش به درآمد توزیع های زمینه در زیادی افراد پارتو
متلن۵ و بارتلز۴ کرد، معرفی را یافته تعمیم گامای توزیع (۱۹۲۴) آموروسو۳ می شود. استفاده آن از درآمد دادە های برازش برای نیز اخیرا که
کرد معرفی را دوم و اول نوع یافته تعمیم بتای چهارپارامتری توزیع دو (۱۹۸۴) دونالد۶ مک همچنین دادند. پیشنهاد را وایبل توزیع (۱۹۷۵)
همکاران و دادپی ،(۲۰۰۳) کوتز۸ و ۷ کلیبر به می توان بیشتر مطالعه برای بودند. حدی) و خاص (حالت های قبلی توزیع های از تعمیمی که
مهم مدل های برخی سپس و دوم نوع یافته تعمیم بتای توزیع ابتدا مقاله این در نمود. مراجعه (۲۰۱۴) همکاران و ریابی اول یعقوبی ،(۲۰۰۷)
مطالعه مورد را آنها بین ارتباط و لوماکس و فیسک داگوم، مادالا، سینگ دوم، نوع بتای یافته، تعمیم گامای توزیع های قبیل از آن مجموعه زیر

ایم. نموده بیان را توزیع هر بارز مشخصە های و داده قرار
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نوع۹ یافته تعمیم بتای توزیع − ۲ .۲
مدل یک توزیع، این شد. معرفی (۱۹۸۴) دونالد مک توسط که 𝐺𝐵۲است توزیع یافته، تعمیم بتای توزیع های خانواده مهم و محوری توزیع
آن ارتباط و توزیع این بودن پذیر انعطاف است. گرفته قرار استفاده مورد زیادی محققین توسط که است درآمد توزیع به برازش برای مناسب
می شود داده نمایش 𝐺𝐵۲(𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞) نماد با معمولا که پارامتری چهار توزیع این است. افزوده آن اهمیت بر درآمد مهم توزیع های بسیاری با

است: زیر فرم به توزیع تابع و چگالی تابع دارای

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥𝑎𝑝−۱

𝑏𝑎𝑝𝐵 (𝑝, 𝑞) ۱ + ቀ𝑥𝑏ቁ
𝑎
൨
𝑝+𝑞 𝑥 > ۰, (۱)

𝐹 (𝑥) =
ቀ𝑥𝑏ቁ

𝑎

𝑝𝐵 (𝑝, 𝑞) ۱ + ቀ𝑥𝑏ቁ
𝑎
൨
𝑝 ۲𝐹۱ 𝑝, ۱ − 𝑞; 𝑝 + ۱; ቀ𝑥𝑏ቁ

𝑎

۱ + ቀ𝑥𝑏ቁ
𝑎  𝑥 > ۰, (۲)

و اند مثبت نیز پارامترها همه و اند شکل پارامترهای 𝑞 و 𝑝 و 𝑎 و مقیاس پارامتر 𝑏 آن در که

۲𝐹۱ (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥) =
∞

𝑛=۰
(𝑎)𝑛(𝑏)𝑛
(𝑏)𝑛

.
𝑥𝑛
𝑛! , |𝑥| < ۱, (۳)

است. گوس۱۰ هندسی فوق تابع
(𝑎 = 𝑝 = ۱), (𝑝 = 𝑞 = ۱), (𝑞 = ۱), (𝑎 = دادن قرار با مثال برای درآمدند توزیع های زیادی تعداد شامل 𝐺𝐵۲ توزیع های خانواده

آید. می دست به لوماکس۱۴ و فیسک۱۳ داگوم۱۲، ،۲ نوع بتای سینگ⁃مادالا۱۱ توزیع های، متناظرا 𝐺𝐵۲ توزیع در ۱), (𝑝 = ۱)
تابع دارای و آید می دست به 𝑞 → ∞ و 𝑏 = 𝛽𝑞

۱
𝑎 دادن قرار با که است یافته۱۵ تعمیم گامای توزیع 𝐺𝐵۲ توزیع مهم و خاص حالت یک ⋅

است: زیر فرم به چگالی

𝑓 (𝑥) = 𝑎
𝜃𝑎𝑝𝛾(𝑝)𝑥

𝑎𝑝−۱𝑒−(𝑥/𝜃)𝑎 (۴)

𝐺𝐵۲ توزیع زیرخانواده بنابراین اند 𝐺𝐺 توزیع از خاصی حالات و... یافته تعمیم نرمال وایبل، گاما، نمایی، توزیع های چون که داشت توجه باید
می کند. بیان را روابط این از برخی (۱) شکل شوند. می محسوب نیز

معکوس لومکس توزیع ،(SⅯ) مادالا سینگ⁃ توزیع ،(۲B)دوم نوع بتای توزیع  ،(Ⅾ) داگوم توزیع ،(𝐺𝐵۲)دوم نوع یافته تعمیم بتای توزیع
.(GN) یافته تعمیم نرمال ، (W) وایبل ،(GG) یافته تعمیم گامای ،(Ⅼ) لومکس توزیع ،(Fisk) لگ⁃لجستیک توزیع ،(IⅬ)

است استنتاج قابل زیر روابط راحتی به 𝐺𝐵۲ توزیع برای
آنگاه 𝑋 ∼ 𝐺𝐵۲(𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞) اگر ⋅

۱)𝑌 = 𝑋𝑠 ∼ 𝐺𝐵۲ ቀ𝑎𝑠 , 𝑏𝑠 , 𝑝, 𝑞ቁ , 𝑠 > ۰.
۲)𝑌 = ۱

𝑋 ∼ 𝐺𝐵۲ ቀ𝑎, ۱
𝑏 , 𝑝, 𝑞ቁ .

۳)𝐸 ൫𝑋𝑘൯ = 𝑏𝑘𝛾ቀ𝑝+ 𝑘
𝑎 ቁ𝛾ቀ𝑞−

𝑘
𝑎 ቁ

𝛾(𝑝).𝛾(𝑞) , −𝑎𝑞 < 𝑘 < 𝑎𝑞.

۴)𝑌 = ቀ 𝑋𝑎

۱+𝑋𝑎 ቁ
۱
𝑎 ∼ 𝐺𝐵۱ (𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞) .

9 Generalized Beta distribution of the second kind: 𝐺𝐵2
10Gauss’s hypergeometric
11 Singh-Maddala
12Dagum:𝐷
13 Fisk
14Lomax:𝐿
15Generalize Gamma: 𝐺𝐺
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 و... حالات خاصی از توزیع    هاي نمایی، گاما، وایبل، نرمال تعمیم یافتهباید توجه داشت که چون توزیع

کند.روابط را بیان میاز این  ) برخی1نیز محسوب می شوند. شکل (  اند بنابراین زیرخانواده  توزیع
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 و روابط بین آنها  2هاي بتاي تعمیم یافته نوغ توزیع خانواده ):1(شکل 

توزیع لومکس  )، (  مادالا -توزیع سینگ)، (توزیع بتاي نوع دوم )،(  توزیع داگوم)، ( توزیع بتاي تعمیم یافته نوع دوم

 ).( نرمال تعمیم یافته،  )( وایبل)، ( گاماي تعمیم یافته ،)( توزیع لومکس، )(  لجستیک-)، توزیع لگ( معکوس 

 

  به راحتی روابط زیر قابل استنتاج است  توزیع براي
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 با سایر توزیع ها    رابطه توزیع   2-1

= = =

= =
== = ===

=

آنها بین روابط و ۲ نوغ یافته تعمیم بتای توزیع های خانواده :۱ شکل

ها توزیع سایر با 𝐺𝐵۲ توزیع رابطه .۱ .۲
آنگاه باشند، مستقل و ،𝑋۲ ∼ 𝐺𝐺(𝑎, ۱, 𝑞) و 𝑋۱ ∼ 𝐺𝐺(𝑎, ۱, 𝑝) اگر که دادند نشان (۱۹۶۹) آهوجا۱۷ و (۱۹۶۷) مالیک۱۶

𝑋۱
𝑋۲

∼ 𝐺𝐵۲ (𝑎, ۱, 𝑝, 𝑞) . (۵)

است. معروف زیر صورت به بیشتر (۵) رابطه

ቆ𝑋۱
𝑋۲

ቇ
۱/𝑎

∼ 𝐺𝐵۲ (𝑎, ۱, 𝑝, 𝑞) . (۶)

می دهد. نشان را 𝐺𝐵۲ و گاما توزیع بین رابطه که هستند. مستقل و ،𝑋۲ ∼ 𝐺(۱, 𝑞) و 𝑋۱ ∼ 𝐺(۱, 𝑝) آن در که
می دهد: نتیجه که است ۱a= ازای به (۶) رابطه خاص حالت

𝑋۱
𝑋۲

∼ 𝐵۲ (۱, 𝑝, 𝑞) . (۷)

تصادفی داده ،𝐺(۱, 𝑞) و 𝐺(۱, 𝑝) توزیع از ابتدا  که صورت بدین کرد،  استفاده 𝐺𝐵۲ توزیع از تصادفی اعداد تولید برای می توان (۶) رابطه از
کرد. سازی شبیه 𝐺𝐵۲ توزیع از داده (۵) رابطه از می توان یا می کنیم. تولید داده  ،𝐺𝐵۲ توزیع از  (۶) رابطه از استفاده با سپس و تولید

آنگاه: باشند مستقل 𝑋۲ و 𝑋۱ و ،𝑋۲ ∼ 𝐺(۱, 𝑞) و 𝑋۱ ∼ 𝐺(۱, 𝑝) اگر می دانیم

𝑊 = 𝑋۱
𝑋۱ + 𝑋۲

∼ 𝐵۱ (𝑝, 𝑞) . (۸)

که می شود استنباط راحتی به (۸) و (۷) روابط مقایسه با

𝑋 = ۱
𝑊 − ۱ = ۱ −𝑊

𝑊 ∼ 𝐵۲ (𝑝, 𝑞) . (۹)

16 Malik
17 Ahuja
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تجربی  نتایج .۲ .۲
برازش فنلاند کشور در ۱۹۶۷ سال به مربوط مالیاتی درآمدهای دادە های از مجموعە ای به پارامتری چهار 𝐺𝐵۲ توزیع یک (۱۹۸۰) ورتیا و ورتیا
توزیع از بهتر ، داده برازش توزیع این که کردند مشاهده و کردند محاسبه را پارامترها گشتاورهای و ماکسیمم درستنمایی برآوردهای آنها دادند.

است. نرمال لگ پارامتری سه و دو
توزیع ده از 𝐺𝐵۲ توزیع آنها مطالعه در برد. کار به آمریکا در ۱۹۸۰ سال در درآمد دادە های برای را ۲B و 𝐺𝐵۲ توزیع های دونالد(۱۹۸۴) مک

نبود. بهتر دادە ها آن در مادالا سینگ⁃ توزیع از توزیع این اما داد. نتیجه بهتر بود) گاما نوع و بتا نوع توزیع های شامل (که دیگر
کردند. برآورد را آنها پارامترهای و بردند کار به ۱۹۸۰ تا ۱۹۴۸ سال از خانوادە ها درآمدهای برای را  𝐺𝐵۲ توزیع دونالد(۱۹۸۹) مک و باتلر۱۸

آوردند. بدست شده) بندی (طبقه گروهی دادە های برای را پارامترها برآورد همچنین
نسبت را شده داده برازش 𝐺𝐵۲ توزیع مزایای و دادند ارائه ثروت و درآمد دادە های به را آن خاص حالت های و 𝐺𝐵۲ توزیع بسیاری محققین

کنید. مراجعه (۲۰۰۳) ترد۱۹ و کلیبر به بیشتر اطلاع برای دادند. نشان دیگر توزیع های به
بدست را زیر چگالی تابع و کرد استفاده بود برده کار به 𝐺𝐵۲ برای فلر که فرمی از او کرد. ارائه 𝐺𝐵۲ توزیع از تعمیمی (۲۰۰۱) زاندوناتی۲۰

آورد:

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝜃𝑥𝑎−۱
𝑏𝑎𝐵(𝑝, 𝑞) ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰

𝑎

−𝜃𝑝

൝۱ − ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰
𝑎

−𝜃
ൡ
𝑞−۱

. (۱۰)

می رسیم. 𝐺𝐵۲ توزیع به 𝜃 = ۱ اگر که است واضح می شود. نامیده زاندوناتی توزیع که

مادالا سینگ⁃ توزیع .۳
درآمد دادە های برای آن از پس و شد معرفی (۱۹۷۵) مادالا و سینگ توسط می شود داده نمایش 𝑆𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑞) نماد با معمولا که توزیع این
عنوان به را آن که است آن تر راحت اما شد، معرفی 𝐺𝐵۲ توزیع از قبل توزیع این اگرچه است. گرفته قرار محققین از بسیاری توجه مورد
نوشت: می تون عبارتی به .۱p= که وقتی است 𝐺𝐵۲ توزیع خاص حالت مادالا سینگ⁃ توزیع کنیم. معرفی 𝐺𝐵۲ توزیع از خاصی حالت

.𝐺𝐵۲(𝑎, 𝑏, ۱, 𝑞) ≡ 𝑆𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑞)
است:. زیر چگالی تابع دارای مادالا سینگ⁃ توزیع

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑞𝑥𝑎−۱
𝑏𝑎[۱ + (𝑥/𝑏)𝑎]۱+𝑞 , 𝑥 > ۰, (۱۱)

دنباله q پارامتر همچنین هستند. شکل پارامترهای q و a و مقیاس پارامتر b می باشند. مثبت سه هر که دارد q و b و a پارامتر سه فوق چگالی
می کند. کنترل را توزیع دنباله دو هر a پارامتر و توزیع راست سمت

برای را توزیع این (۱۹۸۰) کاکوانی۲۲ می نامند. ۲۱ XII نوع بر توزیع را آن برخی است. شده معرفی آماری متون در مختلف اسامی با توزیع این
توزیع را آن جانسون(۱۹۷۴) و میلک نامید. پی۲۳ بتا⁃ توزیع را آن آرنولد(۱۹۸۳) نامید. IV نوع پارتو توزیع را آن و برد کار به درآمد دادە های

است. شده ارائه مادالا سینگ⁃ توزیع برای نیز دیگری اسامی آماری متون در نامیدند. یافته تعمیم لجستیک لگ⁃
همکاران(۱۹۹۹)). و (کلوگمن۲۵ است شده نامیده لجستیک۲۴ پارا⁃ توزیع حالت این در باشد. a=q که است وقتی (۱۱) چگالی تابع خاص حالت
۱a= اگر بعلاوه می نامند. فیسک توزیع یا لجستیک لگ⁃ توزیع را آن که می شود. حاصل ۱q= ازای به فوق چگالی از دیگری خاص حالت

نامند. می لومکس توزیع را آن باشد
است: زیر صورت به مادالا سینگ⁃ توزیع تابع

𝐹(𝑥) = ۱ − [۱ + (𝑥/𝑏)𝑎]−𝑞 , 𝑥 > ۰. (۱۲)

18Butler
19Trede
20Zandonatti
21 Burr XII distribution
22- Kakwani
23- Beta-P distribution
24 Paralogistic distribution
25 Klugman
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آورد: بدست زیر صورت به را فوق توزیع تابع معکوس می توان سادگی به بالا رابطه از استفاده با
𝐹−۱(𝑢) = 𝑏[(۱ − 𝑢)−۱/𝑞 − ۱]۱/𝑎 , ۰ < 𝑢 < ۱. (۱۳)

باعث مطلب این دارند. ای بسته و ساده فرم همگی چندک تابع و توزیع تابع چگالی، تابع آن برای که است توزیعی مادالا سینگ⁃ توزیع بنابراین
است. شده مختلف مباحث در توزیع این زیاد کاربرد

توزیع دیگر خواص برخی و گشتاورها .۱ .۳
می شود: حاصل زیر صورت به –a<k<aq برای مادالا سینگ⁃ توزیع گشتاور امین k ریاضی محاسبات ای پاره با

𝐸 ൫𝑋𝑘൯ = 𝑏𝑘𝐵(۱ + 𝑘/𝑎, 𝑞 − 𝑘/𝑎)
𝐵(۱, 𝑞) = 𝑏𝑘𝛾(۱ + 𝑘/𝑎)𝛾(𝑞 − 𝑘/𝑎)

𝛾(𝑞) , (۱۴)
وی ژه به

𝐸 (𝑋) = 𝑏𝐵(۱ + ۱/𝑎, 𝑞 − ۱/𝑎)
𝐵(۱, 𝑞) = 𝑏𝛾(۱ + ۱/𝑎)𝛾(𝑞 − ۱/𝑎)

𝛾(𝑞) , (۱۵)
و

var (𝑋) = 𝑏۲{𝛾(𝑞)𝛾(۱ + ۲/𝑎)𝛾(𝑞 − ۲/𝑎) − 𝛾۲(۱ + ۱/𝑎)𝛾۲(𝑞 − ۱/𝑎)}
𝛾۲(𝑞) , (۱۶)

بود: خواهد زیر فرم به تغییرات ضریب نتیجه در

𝐶𝑉 = ඨ𝛾(𝑞)𝛾(۱ + ۲/𝑎)𝛾(𝑞 − ۲/𝑎)
𝛾۲(۱ + ۱/𝑎)𝛾۲(𝑞 − ۱/𝑎)} − ۱, (۱۷)

از: عبارتند برجستگی ضریب و چولگی ضریب همچنین

𝑠𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 = 𝛾۲(𝑞)𝜆۳ − ۳𝛾(𝑞)𝜆۲𝜆۱ + ۲𝜆۳۱
[𝛾(𝑞)𝜆۲ − 𝜆۲۱]۳/۲ , (۱۸)

𝑘𝑢𝑟𝑡𝑜𝑠𝑖𝑠 = 𝛾۳(𝑞)𝜆۴ − ۴𝛾۲(𝑞)𝜆۳𝜆۱ + ۶𝛾(𝑞)𝜆۲𝜆۲۱
[𝛾(𝑞)𝜆۲ − 𝜆۲۱]۲

, (۱۹)

آنها در که
. 𝜆𝑖 = 𝛾(۱ + 𝑖/𝑎)𝛾(𝑞 − 𝑖/𝑎), 𝑖 = ۱, ۲, ۳, ۴.

می آوریم: بدست چگالی تابع از گیری مشتق با بعلاوه

𝑥ⅿoⅾ𝑒 = 𝑏 ቆ 𝑎 − ۱
𝑎𝑞 + ۱ቇ

۱/𝑎
, 𝑎 > ۱. (۲۰)

میشود. تر نازک توزیع راست سمت دم مییابد، افزایش q وقتی یعنی است. نزولی تابع یک q، به نسبت نما که میشود ملاحظه
بدست نیز را مرتب آمارههای به مربوط ویژگیهای از بعضی میتوانیم میباشند، بسته فرم دارای آن چندکی تابع و مادالا سینگ⁃ توزیع تابع چون

که دادند نشان (۱۹۸۳) آرنولد و (۱۹۷۷) لاگونا۲۶ و آرنولد مثلا́ آوریم.
𝑋 ∼ 𝑆𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑞) ⇒ 𝑋۱ ∶ 𝑛 ∼ 𝑆𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑛𝑞). (۲۱)

26 Laguna
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است. جدید پارامترهای با مادالا سینگ⁃ توزیع دارای آن اول مرتبه مرتب آماره باشد مادالا سینگ⁃ توزیع دارای X اگر که کردند اثبات واقع در
همچنین

𝐸 (𝑋۱ ∶ 𝑛) =
𝑏𝛾(۱ + ۱/𝑎)𝛾(𝑛𝑞 − ۱/𝑎)

𝛾(𝑛𝑞) . (۲۲)
آوردند. بدست ۲ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 برای را تایی n تصادفی نمونه یک در ام i مرتبه مرتب آمارههای ام، k مرتبه گشتاورهای (۱۹۷۷) تادیکامالا۲۷

𝐸 ൫𝑋𝑘
𝑖 ∶ 𝑛൯ = 𝑖 ቆ 𝑛

𝑖 ቇ 𝑏𝑘𝑞
𝑖−۱
𝑗=۰

(−۱)𝑗 ቆ 𝑖 − ۱
𝑗 ቇ 𝐵 ቆ𝑞𝑛 − 𝑞𝑖 + 𝑞 − 𝑘

𝑎 + 𝑞𝑗 , ۱ + 𝑘
𝑎ቇ .

کردند. تهیه a و q ، b ، n مختلف مقادیر برای ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 برای را جداولی (۱۹۷۷) لاگونا و آرنولد
آنگاه: 𝑋 ∼ 𝑆𝑀(𝑎, 𝑏, 𝑞) اگر که کردند ثابت (۱۹۹۰) همکاران و السیدی۲۸

𝑃 ۱ + ቆ𝑋𝑏 ቇ
𝑎
> 𝑥𝑦൩ = 𝑃 ۱ + ቆ𝑋𝑏 ቇ

𝑎
> 𝑥൩ ⋅ 𝑃 ۱ + ቆ𝑋𝑏 ቇ

𝑎
> 𝑦൩ , (۲۳)

نماید. تبیین را مادالا سینگ⁃ توزیع میتواند فوق رابطه بنابراین بالعکس. و 𝑥, 𝑦 > ۱ و 𝑎, 𝑏 > ۰ آن در که
داد: ارائه زیر صورت به SⅯ توزیع از تعمیمی (۲۰۰۱) زاندوناتی

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑞𝜃𝑥𝑎−۱
𝑏𝑎 ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰

𝑎

−𝑞−۱

൝۱ − ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰
𝑎

−𝑞
ൡ
𝜃−۱

, 𝑥 > ۰. (۲۴)

همان دهیم،  قرار 𝜃 = ۱ اگر که است واضح است. شده اضافه 𝜃 پارامتر یک دارد،  q و b و a پارامتر سه که مادالا سینگ⁃ توزیع به واقع در
میشود. حاصل SⅯ توزیع

داگوم توزیع .۴
با و نامیده 𝑎, 𝑏, 𝑝 > ۰ پارامترهای با داگوم توزیع که میشود. حاصل زیر چگالی دهیم، قرار یک برابر را q شکل پارامتر ،𝐺𝐵۲ توزیع در اگر

میشود. داده نمایش 𝑋 ∼ 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑝) نماد

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑝𝑥𝑎𝑝−۱
𝑏𝑎𝑝[۱ + (𝑥/𝑏)𝑎]𝑝+۱ , 𝑥 > ۰. (۲۵)

زمان آن در لذا است. شده ارائه (۱۹۴۲) بر توسط سال در بار اولین داگوم توزیع ظاهراً میشود. استفاده علوم مختلف های زمینه در توزیع این از
گردد. می بوط مر مادالا سینگ⁃ توزیع به زیر رابطه با داگوم توزیع شد. نامیده سوم نوع بر توزیع داگوم، توزیع

𝑋 ∼ 𝐷 (𝑎, 𝑏, 𝑝) ⇔ ۱
𝑋 ∼ 𝑆𝑀 ൬𝑎, ۱

𝑏 , 𝑝൰ . (۲۶)
شد بیان قبلا که طور همان کنیم. پیدا را داگوم توزیع خواص بتوانیم مادالا سینگ⁃ توزیع خواص روی از که دهد می اجازه ما به رابطه این
معکوس۲۹ بر توزیع داگوم،  توزیع که نیست منتظره غیر پس شود. می نامیده بر توزیع ساده طور به یا XII نوع بر توزیع مادالا،  سینگ⁃ توزیع

است. شده نامیده معکوس بر توزیع داگوم، توزیع آماری، متون بعضی در لذا شود. نامیده
برای را خود توزیع (۱۹۷۷) داگوم اند. نامیده بتا⁃کا۳۰ توزیع ،𝐺𝐵۲ توزیع از خاصی حالت عنوان به را داگوم توزیع جانسون(۱۹۷۴)، و میلک

آورد: بدست زیر دیفرانسیل معادله از استفاده وبا درآمد از تجربی مشاهدات مجموعه یک

𝜂 (𝑥, 𝐹) = 𝑑 ⅼog𝐹(𝑥)
𝑑 ⅼog 𝑥 = 𝑎𝑝 ቄ۱ − [𝐹 (𝑥)]۱/𝑝ቅ , 𝑥 ≥ ۰. (۲۷)

.𝑎𝑝 > ۰𝑝 > ۰ طوریکه به
27 Tadikamalla
28 El-Saidi
29 Inverse Burr distribution
30 Beta-K
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توزیع دیگر خواص برخی و گشتاورها .۱ .۴
است: زیر صورت به و بسته فرم دارای داگوم توزیع تابع

𝐹 (𝑥) = ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰
−𝑎

−𝑝

, 𝑥 > ۰. (۲۸)

است: زیر صورت به بسته فرم دارای نیز آن چندکی تابع لذا
𝐹−۱(𝑢) = 𝑏[𝑢−۱/𝑝 − ۱]−۱/𝑎 , ۰ < 𝑢 < ۱. (۲۹)

میآید. بدست زیر صورت (–ap<k<a) توزیع ام k مرتبه گشتاور ،۲ بخش نتایج از استفاده با و سادگی به

𝐸 ൫𝑋𝑘൯ = 𝑏𝑘𝐵(𝑝 + 𝑘/𝑎, ۱ − 𝑘/𝑎)
𝐵(𝑝, ۱) = 𝑏𝑘𝛾(𝑝 + 𝑘/𝑎)𝛾(۱ − 𝑘/𝑎)

𝛾(𝑝) . (۳۰)

میشوند. حاصل زیر صورت به داگوم توزیع برای تغییر ضریب و var(𝑋), 𝐸(𝑋۲), 𝐸(𝑋), 𝑘 = ۲ 𝑘 = ۱ دادن قرار با

𝐸 (𝑋) = 𝑏𝛾(𝑝 + ۱/𝑎)𝛾(۱ − ۱/𝑎)
𝛾(𝑝) , (۳۱)

var (𝑋) = 𝑏۲{𝛾(𝑝)𝛾(𝑝 + ۲/𝑎)𝛾(۱ − ۲/𝑎) − 𝛾۲(𝑝 + ۱/𝑎)𝛾۲(۱ − ۱/𝑎)}
𝛾۲(𝑝) , (۳۲)

𝐶𝑉 = ඨ𝛾(𝑝)𝛾(𝑝 + ۲/𝑎)𝛾(۱ − ۲/𝑎)
𝛾۲(𝑝 + ۱/𝑎)𝛾۲(۱ − ۱/𝑎) , (۳۳)

از عبارتند کشیدگی ضریب و چولگی ضریب همچنین

𝑠𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 = 𝛾۲(𝑝)𝜆۳ − ۳𝛾(𝑝)𝜆۲𝜆۱ + ۲𝜆۳۱
[𝛾(𝑝)𝜆۲ − 𝜆۲۱]۳/۲ 𝑖, (۳۴)

𝑘𝑢𝑟𝑡𝑜𝑠𝑖𝑠 = 𝛾۳(𝑝)𝜆۴ − ۴𝛾۲(𝑝)𝜆۳𝜆۱ + ۶𝛾(𝑝)𝜆۲𝜆۲۱ − ۳𝜆۴۱
[𝛾(𝑝)𝜆۲ − 𝜆۲۱]۲

. (۳۵)

. 𝜆𝑖 = 𝛾(۱ − 𝑖/𝑎)𝛾(𝑝 + 𝑖/𝑎), 𝑖 = ۱, ۲, ۳, ۴. آنها در که
از عبارتست نیز داگوم توزیع نمای

𝑥ⅿoⅾ𝑒 = 𝑏 ൬𝑎𝑝 − ۱
𝑎 + ۱ ൰

۱/𝑎
, 𝑎𝑝 > ۱. (۳۶)

برای و هستند مدی تک معمولا˟ که آید، می بدست چگالی تابع از پذیری انعطاف و جذاب شکلهای ، داگوم چگالی تابع در پارامترها تغییر با
دارند. کاربرد درآمد دادە های

آورد. بدست 𝑥𝑚 = 𝑏[۲۱/𝑝 − ۱]−۱/𝑎 صورت به را داگوم توزیع میانه توان می چندکی تابع از
، 𝑋𝑛∶ 𝑛 ∼ 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑛𝑝) که میشود ثابت سادگی به آنگاه باشد، تایی n نمونه یک در ام n مرتبه مرتب آماره 𝑋𝑛∶ 𝑛 و 𝑋 ∼ 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑝) اگر

یعنی
𝑋 ∼ 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑝) ⇒ 𝑋𝑛∶ 𝑛 ∼ 𝐷(𝑎, 𝑏, 𝑛𝑝).

از عبارتست ام n مرتبه مرتب آماره ریاضی امید قبل، شده گفته مطالب به توجه با

𝐸 (𝑋𝑛∶ 𝑛) =
𝑏𝑘𝛾(𝑛𝑝 + ۱/𝑎)𝛾(۱ − ۱/𝑎)

𝛾(𝑛𝑝) . (۳۷)
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. آورد دست به بازگشتی رابطه توسط توان می را مرتب آمارە های سایر گشتاورهای
است: برقرار زیر رابطه داگوم توزیع در که دادند نشان همکاران(۱۹۹۰) و السیدی که است ذکر به لازم

𝑃 ۱ + ቆ𝑏𝑋ቇ
𝑎
> 𝑥𝑦൩ = 𝑃 ۱ + ቆ𝑏𝑋ቇ

𝑎
> 𝑥൩ ⋅ 𝑃 ۱ + ቆ𝑏𝑋ቇ

𝑎
> 𝑦൩ , 𝑎, 𝑏 > ۰ 𝑥, 𝑦 > ۱. (۳۸)

نوع داگوم توزیع را (۲۵) رابطه در شده معرفی داگوم توزیع او داد. ارائه را خود شده معرفی توزیع از تعمیمهایی سالهای۱۹۸۰− ۱۹۷۷ در داگوم
داد. ارائه زیر صورت به است، I نوع داگوم توزیع از تعمیمی که را II نوع داگوم توزیع و نامید I

𝐹 (𝑥) = 𝛼 + (۱ − 𝛼) ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰
−𝑎

−𝑝

, 𝑥 ≥ ۰, (۳۹)

نوع داگوم توزیع از .۰ < 𝛼 < ۱ که است. شده اضافه (𝑎, 𝑏, 𝑝) پارامتر سه مجموعه به 𝛼 پارامتر ، II نوع داگوم توزیع در که است واضح
شده گرفته نظر در 𝛼 < ۰ آن در که است II نوع داگوم توزیع همان نیز III نوع داگوم توزیع کرد. استفاده درآمد دادە های برای توان می نیز II

آورد. بدست 𝑎𝑝 > ۰ 𝑝 > ۰ فرض با زیر دیفرانسیل معادله از توان می را III و II نوع داگوم توزیع هر است.

𝜂 (𝑥, 𝐹) = 𝑑[ⅼog𝐹(𝑥) − 𝛼]
𝑑 ⅼog 𝑥 = 𝑎𝑝 ൝۱ − ቈ𝐹(𝑥) − 𝛼

۱ − 𝛼 
۱/𝑝

ൡ , 𝑥 ≥ ۰. (۴۰)

است: زیر صورت به توزیع تابع این آورد. بدست ثروت و انسانی سرمایه متغیر دو برای را زیر متغیره دو توزیع (۱۹۹۹) داگوم
𝐹(𝑥۱, 𝑥۲) = (۱ + 𝑏۱𝑥−𝑎۱۱ + 𝑏۲𝑥−𝑎۲۲ + 𝑏۳𝑥−𝑎۱۱ 𝑥−𝑎۲۲ )−𝑝, 𝑥𝑖 > ۰, 𝑖 = ۱, ۲. (۴۱)

آید. می در زیر صورت به فوق توزیع آنگاه ، 𝑏۳ = 𝑏۱𝑏۲اگر است. پارامتری شش توزیع یک که
𝐹(𝑥۱, 𝑥۲) = (۱ + 𝑏۱𝑥−𝑎۱۱ )−𝑝(۱ + 𝑏۲𝑥−𝑎۲۲ )−𝑝. (۴۲)

متغیره چند توزیع برای تجربی کاربردهای از مثالی هنوز متغیره، دو حالت جز به هستند. مستقل 𝑋۲, 𝑋۱ که شود می ملاحظه (۴۲) رابطه طبق
است. نشده ارائه داگوم،

تجربی نتایج .۲ .۴
توزیع این از متعددی کاربردهای آن از بعد ولی میشد، برده کار به ۱۹۹۰ دهه تا انگلیس اقتصادی مجلات در خاص طور به داگوم توزیع اگرچه
درآمد برای را II نوع داگوم توزیع (۱۹۷۷) داگوم مثلا́ است. آمده لاتین آمریکای و ایتالیایی فرانسوی، مجلات در ثروت و درآمد دادە های برای
از فرانسویان حقوق سازی مدل برای را II نوع داگوم توزیع ،(۱۹۸۳) ترازا۳۲ و اسپینگوئت۳۱ برد. کار به ۱۹۶۹ تا ۱۹۶۰ های سال از خانوار
اطلاع برای دادند. برازش ها ایتالیایی درآمد دادە های به را III تا I نوع داگوم توزیع (۱۹۸۹) لمی و داگوم برد. کار به ۱۹۷۸ تا ۱۹۷۰ های سال

کنید. مراجعه (۲۰۰۳) کوتز و کلیبر به داگوم توزیع کاربرد از بیشتر

لومکس توزیع و فیسک توزیع .۵
توزیع و فیسک توزیع داریم را آنها بررسی قصد که توزیعی دو می کنیم. بررسی را 𝐺𝐵۲ توزیعهای خانواده از دیگری زیرخانواده بخش این در
این خواص چون است. شده استفاده مقالات در آنها از بسیاری کاربردهای ولی نیستند، پذیر انعطاف خیلی توزیع دو این اگرچه هستند. لومکس

می کنیم. اکتفا توزیع دو این از مختصری مطالب ذکر به بخش این در است، شده بررسی آماری متون اکثر در ها توزیع

31 Espinguet
32 Terraza
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فیسک توزیع .۱ .۵
است: زیر چگالی تابع و توزیع تابع با فیسک توزیع می کنیم بررسی بخش این در که توزیعی اولین

𝐹 (𝑥) = ۱ − ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰
𝑎

−۱

= ቈ۱ + ൬𝑥𝑏൰
−𝑎

−۱
, 𝑥 > ۰, (۴۳)

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥𝑎−۱

𝑏𝑎 ۱ + ቀ𝑥𝑏ቁ
𝑎
൨

۲ , 𝑥 > ۰, (۴۴)

.𝑎, 𝑏 > ۰ آنها در که
توزیع توان می همچنین باشد. می ۱q= با مادالا سینگ⁃ توزیع واقع در فیسک، توزیع شد. معرفی (۱۹۶۱) فیسک توسط بار اولین توزیع این
چامپرنان۳۳ توزیع از پارامتری سه خاص حالت عنوان به همچنین توان می را فوق چگالی گرفت. نظر در ۱p= با داگوم توزیع یک را فوق

گرفت. نظر در (۱۹۵۲)
صورتی در کردند، یاد لجستیک لگ⁃ توزیع عنوان به فیسک توزیع از همکاران(۱۹۸۸)، و شوکری۳۴ داگوم(۱۹۷۵)، مانند نویسندگان از بعضی
نیز لجستیک لگ⁃ (۴۴)، توزیع توزیع به دلیل این به کرد. اضافه آن به مکان پارامتر یک و نامید III نوع پارتو توزیع را آن آرنولد(۱۹۸۳) که
میباشد.. b مکان پارامتر و a مقیاس پارامتر با لجستیک توزیع دارای ⅼogX که شود می ثابت آنگاه باشد (۴۴) توزیع دارای X اگر زیرا میگویند.
چگالی باشد. تایی n تصادفی نمونه در ام i مرتبه مرتب آماره 𝑋𝑖 ∶ 𝑛 و باشد اختیار در Fisk(a،b) توزیع از تایی n تصادفی نمونه کنید فرض

: از عبارتست 𝑋𝑖 ∶ 𝑛
𝑓𝑖 ∶ 𝑛 (𝑥) = 𝑖 ቆ 𝑛

𝑖 ቇ𝐹 (𝑥)𝑖−۱ [۱ − 𝐹 (𝑥)]𝑛−𝑖 𝑓 (𝑥)

= 𝑛!𝑎𝑥𝑎𝑖−۱
(𝑖−۱)!(𝑛−𝑖)!𝑏𝑎𝑖[۱+(𝑥/𝑏)𝑎]𝑛+۱

(۴۵)

نوشت میتوان واقع در باشد. می 𝐺𝐵۲ توزیع که
𝑋𝑖 ∶ 𝑛 ∼ 𝐺𝐵۲(𝑎, 𝑏, 𝑖, 𝑛 − 𝑖 + ۱).

ببینید. را آرنولد(۱۹۸۳) بیشتر اطلاع برای
دوم نوع پارتو یا لومکس توزیع .۲ .۵

شکست دادە های برای مناسب مدلی عنوان به لومکس(۱۹۵۴) توسط که باشد می لومکس توزیع 𝐺𝐵۲ توزیع از پارامتری دو خاص حالت یک
است: زیر فرم به چگالی و توزیع تابع دارای و شد معرفی اقتصادی

𝐹 (𝑥) = ۱ − ۱ + ൬𝑥𝑏൰൨
−𝑞

, 𝑥 > ۰, (۴۶)

𝑓 (𝑥) = 𝑞
𝑏 ൬۱ + 𝑥

𝑏൰
−𝑞−۱

, 𝑥 > ۰. (۴۷)
پارتو توزیع نام با بیشتر لومکس توزیع آماری متون در است. ۱a= ازای به مادالا سینگ⁃ توزیع خاص حالت لومکس، توزیع که است واضح

اگر زیرا است. شده شناخته دوم نوع
𝑋 ∼ 𝐿𝑜ⅿax(𝑏, 𝑞) ⇔ 𝑋 + 𝑏 ∼ 𝑃𝑎𝑟(𝑏, 𝑞).

شود. می نامیده VI نوع پیرسون توزیع همچنین توزیع این

گیری نتیجه .۶
که شود استفاده توزیع هایی از اسـت لازم آنهـا بررسـی بـرای و مـیکننـد اختیـار را نـامنفی مقـادیر درآمـد، ماننـد کمـی اقتصـادی مشخصـههای
توزیع ها اینگونه از خانوادهای عنوان به 𝐺𝐵۲ مانند یافته تعمیم توزیع های رابطـه ایـن در میکنند. اختیار مثبت مقادیر که هستند متغیرهایی دارای
و فیسک یافته، تعمیم گامای داگوم، مادالا، سینگ مانند مهم توزیع های از بسیاری اینکه بعلاوه دارند. ای ویژه اهمیت بالا پذیری انعطاف با

اند. استخراج قابل 𝐺𝐵۲ توزیع متناظر مشخصههای روی از راحتی به توزیع ها این مشخصههای ولذا اند توزیع این خاص حالتهای لومکس
33- Champernowne distribution
34 Shoukri
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چکیده
بوده مختلف علوم دانشمندان توجه مورد جوامع، در ثروت تقسيم نحوه و درآمد توزيع چگونگي تعيين ديرباز از
كدام هر كه هايي .شاخص اند قرارگرفته استفاده مورد و معرفي متفاوتي هاي شاخص و ها منحنی زمينه اين ودر است
نابرابری مبحث در مهم های شاخص و ها منحنی برخی بر مروری ابتدا مقاله این در دارند. منتقداني و طرفداران
ارتباط نهایت در و کرد خواهیم بیان را آنها های ویژگی و معرفی را بونفرونی شاخص و منحنی سپس داشت خواهیم

کرد. خواهیم ارائه مثال چند قالب در را نتیجه نموده، بررسی شده ذکر متداول های منحنی و ها شاخص با را آنها

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

لورنتس منحنی
بونفرونی منحنی

جینی ضریب
بونفرونی ضریب

یافته تعمیم آنتروپی های اندازه

مقدمه .۱
و درآمد در نابرابری است. جامعه آن در ثروت توازن و تعادل فرضی، جامعه یک در رفاه وضعیت و اجتماعی رشد های نشانه مهمترین از یکی
است. بوده مداران سیاست و شناسان جامعه اقتصاددانان، برای حال، به تا گذشته از توجه، مورد بسیار موضوعات از یکی جامعه یک در ثروت
شناخت با اینکه ضمن است. اقتصادی و اجتماعی ناهنجاری های از بسیاری در موثر عوامل از یکی نابرابری، که است این توجه این دلایل از یکی

داشت؟ خواهد جامعه بر تاثیری چه جدید مالیاتی سیاست آیا اینکه جمله از داد، پاسخ پرسش ها برخی به توان می پدیده این
در را نابرابری میزان نمودارها برخی کمک با هندسی روش در دارد. وجود عددی و هندسی عمده روش دو نابرابری گیری اندازه و بیان برای
می شود سعی عددی روش در زنگا۳. و بونفرونی۲ لورنتس۱، نابرابری منحنی های از عبارتند نمودارها این مهمترین می کشیم. تصویر به جامعه
هر که هایی شاخص شدە اند. معرفی کنون تا زیادی نابرابری های شاخص کنیم. بیان عددی شاخص یک کمک با را جامعه در نابرابری میزان که
ابتدا مقاله این در آتکینسون۸. شاخص تیل۷ شاخص زنگا۶، شاخص بونفرونی۵، ضریب ، جینی۴ ضریب ازقبیل دارند منتقدانی و طرفداران کدام
خواهیم مرور را . و... تیل های شاخص یافته، تعمیم آنتروپی اندازه جینی، ضریب لورنتس، منحنی مانند مهم های منحنی و ها شاخص برخی
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شاخص و لورنتس منحنی با بونفرونی منحنی بین ارتباط سپس کنیم. می بیان را آنها خواص و معرفی را بونفرونی شاخص و منحنی آنگاه کرد
کنیم می تبیین را موضوع مثال چند ارائه با نموده مطالعه را نابرابری های شاخص سایر با بونفرونی

لورنتس منحنی .۲
شد. پیشنهاد (۱۹۰۵) لورنز۹ اوتو ماکس توسط بار اولین که می باشد جامعه در ثروت”> ”<توزیع چگونگی مهم شاخص های از لورنتس منحنی
را درآمد تجمعی صد در منحنی این می دانند. نیز کلی صورت به اجتماعی نابرابری های نمایش برای مهمی شاخص را آن کارشناسان از بسیاری
جمعیت تجمعی درصد افقی محور و درآمد تجمعی درصد عمودی محور لورنتس، منحنی صفحه در کند. می مرتبط جمعیت تجمعی صد در با
”خط آن به که بود خواهد واحد مربع قطر لورنتس منحنی باشد، عادلانه کاملا جامعه اعضای میان در ثروت توزیع که حالتی در کند. می بیان را
ثروت از معینی درآمدهای متناسب، کاملا بطور جمعیت از مشخصی درصدهای صورت، این در گویند. می برابری۱۰ خط یا عادلانه” کاملا توزیع
منحنی و مستقیم خط بین واقع ناحیه و بود خواهد محدب منحنی یک لورنتس منحنی صورت این غیر در داشت. خواهند اختیار در را ملی
جامعه یک در لورنتس منحنی چقدر هر فوق تعریف با مطابق .(۱۳۷۱ ظهور (منتظر است موسوم درآمدها ناعادلانه توزیع ناحیه به لورنتس

است. گرفته انجام عادلانە تر جامعه آن در ثروت توزیع باشد نزدیک تر عادلانه”> کاملا توزیع ”<خط به فرضی
شود می تعریف زیر صورت به نقطه 𝑛 + ۱ حسب بر لورنتس منحنی 𝑖 = ۱, ..., 𝑛 ،𝑥𝑖مقادیر با 𝑛 حجم به جمعیت یک برای

𝐿 ቆ𝑘𝑛ቇ =
∑𝑘
𝑖=۱𝑥𝑖 ∶ 𝑛

∑𝑛
𝑖=۱𝑥𝑖 ∶ 𝑛

, 𝑘 = ۰, ۱, ۲, ..., 𝑛

به نقاط این اتصال از لورنتس منحنی و باشند شده مرتب بزرگ به کوچک از ها درآمد وقتی است فرد 𝑖امین درآمد 𝑥𝑖 ∶ 𝑛 و 𝐿(۰) = ۰ آن در که
آید می دست

استفاده با توان ,۰]می ۱] فاصله در 𝑝هر برای را 𝐿(𝑝) لورنتس تابع ولی کند می مشخص ۰, ۱
𝑛 ,

۲
𝑛 , ..., مقادیر۱ ازاء به را لورنتس بالاتابع رابطه

کرد محاسبه زیر تعریف از

𝐿 (𝑝) = ۱
𝑛𝑥 ቊ

⌊𝑝𝑛⌋

𝑖=۱
𝑥𝑖 ∶ 𝑛 + (𝑝𝑛 − ⌊𝑝𝑛⌋) 𝑥⌊𝑝𝑛⌋+۱ ∶ 𝑛ቋ , ۰ ≤ 𝑝 ≤ ۱ (۱)

است. 𝑝𝑛 از کوچکتر صحیح عد ⌊𝑝𝑛⌋بزرگترین که
شود: می تعریف زیر صورت به لورنتس تابع 𝐹(𝑥) توزیع وتابع 𝑓(𝑥)احتمال چگالی تابع با 𝑋 پیوسته تصادفی متغیر برای

𝐿 (𝑝) = ۱
𝐸(𝑋)න

𝐹−۱(𝑝)

−∞
𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑝 ∈ [۰, ۱] (۲)

است تبدیل قابل نیز زیر فرم به مناسب متغیر تغییر با که

𝐿 (𝑝) = ۱
𝐸(𝑋)න

𝑝

۰
𝐹−۱(𝑥)𝑑𝑥 𝑝 ∈ [۰, ۱] (۳)

و است توزیع میانگین 𝐸(𝑋) = ∫۱
۰𝐹−۱(𝑡)𝑑𝑡 آن در که

𝐹−۱(𝑡) = 𝑆𝑢𝑝 ൛𝑥 ห𝐹(𝑥) ≤ 𝑡 ൟ , 𝑡 ∈ [۰, ۱]
استفاده است (۳) ارز هم که زیر عبارت از توان می صورت این غیر در باشد. داشته ای بسته فرم 𝐹−۱(𝑥) که دارد کارایی وقتی (۳) فرمول ⋅

کرد

{(𝑝, 𝐿(𝑝)} = ൛(𝑝, 𝑣) ห𝑝 = 𝐹(𝑥), 𝑣 = 𝐹۱(𝑥); 𝑥 ≥ ۰ ൟ (۴)
𝐹𝑘 (𝑥) =

۱
𝐸(𝑋)∫

𝐹(𝑥)
۰ 𝑡𝑘𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ≥ ۰, 𝑘 = ۰, ۱, ۲, .... آن در که

9Max Otto Lorenz
10Egalitarian Line
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لورنتس منحنی خواص .۱ .۲
کند: می صدق زیر شرایط در 𝐿 لورنتس منحنی

𝐿 (۱) = ۱, 𝐿 (۰) = ۰ −۱
است. محدب اکیدا و صعودی اکیدا منحنی یک لورنتس منحنی −۲

𝐿 (𝑝) = ۱ کامل: عدالت حالت در و 𝐿(𝑝) ≤ 𝑝 داریم: ۰ < 𝑝 < ۱ برای −۳
۰ ≤ ∫۱

۰𝐿 (𝑝) 𝑑𝑝 ≤ ۱
۲ داریم: همواره −۴

۰ ≤ ∫۱
۰𝐿 (𝑝) 𝑑𝑝 ≤ ۱

۲ که: آید می بدست گیری انتگرال با و ∀۰ ≤ 𝑝 ≤ ۱ → ۰ ≤ 𝐿 (𝑝) ≤ 𝑝 گیریم: می نتیجه (۳) و (۱) خواص از

جینی ضریب .۳
می استفاده آماری جامعه یک در ثروت یا درآمد توزیع در نابرابری میزان سنجش برای معمولا که است آماری مهم شاخص یک جینی ضریب
این هرچه و دارد قرار یك و صفر بین همواره جینی ضریب شد. معرفی (۱۹۱۲) جینی۱۱ کورادو نام به ایتالیایی آماردان توسط بار اولین و شود
نزدیك یك به جینی ضریب چقدر هر برعكس، و است تر نزدیك كامل برابری به و بوده تر عادلانه درآمد توزیع باشد، تر نزدیك صفر به شاخص

باشد. می   درآمد توزیع در نابرابری بیانگر باشد، تر
کنیم می محاسبه زیر صورت به داده نمایش 𝐺 با را جینی ضریب .𝑖 = ۱, ..., 𝑛𝑥𝑖مقادیر با 𝑛 حجم به جمعیت یک برای

𝐺 = ۱
𝑛 ቆ𝑛 + ۱ − ۲∑

𝑛
𝑖=۱(𝑛 + ۱ − 𝑖)𝑥𝑖 ∶ 𝑛

∑𝑛
𝑖=۱𝑥𝑖 ∶ 𝑛

ቇ (۵)

بود خواهد زیر فرم به جینی ضریب باشد 𝐿 لورنتس تابع دارای تصادفی متغیر اگر𝑋یک و

𝐺 = ۲∫۱
۰(𝑢 − 𝐿(𝑢))𝑑𝑢

= ۱ − ۲∫۱
۰𝐿(𝑢)𝑑𝑢

(۶)

جینی ضریب خواص .۱ .۳
از: عبارتند جینی ضریب مهم خواص برخی

است. 𝐺 = ۰ کامل)، (عدالت نابرابری فقدان حالت ۱⁃در
که: قسمی به باشد، 𝑛 از 𝑐𝑛مانند صعودی تابعی باید جینی ضریب مقدار نابرابری ماکزیمم حالت در −۲

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑐𝑛 = ۱

طور به درآمدها کلیه اگر یعنی . است پایا مقیاسی تبدیلات به نسبت جینی ضریب یعنی 𝐺 (𝑋) = 𝐺(𝑌) آنگاه ، (𝑎 > ۰) , 𝑌 = 𝑎𝑋 ۳⁃اگر
کرد. نخواهد تغییر جینی ضریب کند، تغییر متناسبی

نیست. پایا مکانی تبدیلات به نسبت جینی ضریب .یعنی 𝐺(𝑌) < 𝐺(𝑋) آنگاه (ℎ > ۰) , 𝑌 = ℎ + 𝑋۴⁃اگر
جینی ضریب ببرد، 𝑥𝑖 به را 𝑥𝑖+۱ ، ℎ < ۱

۲ (𝑥𝑖+۱ − 𝑥𝑖) محدودیت شرط به ℎ > ۰ اندازه به انتقالی اگر انتقالات(پیگو⁃دالتون)، اصل ۵⁃طبق
می کاهش را نابرابری شاخص افراد، سایر درآمد داشتن نگه ثابت با ( 𝑥𝑖) فقیر فرد به ( 𝑥𝑖+۱) غنی فرد از درآمد انتقال یعنی یابد. می کاهش

دهد

𝐺𝐸 یافته تعمیم آنتروپی نابرابری های اندازه .۴
کرد: ارائه زیر صورت به را ( 𝐺𝐸) یافته تعمیم آنتروپی نابرابری های اندازه خانواده (۱۹۸۰) شاروک۱۲

𝐺𝐸 (𝛼) = ۱
𝛼 (𝛼 − ۱) 

۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ

𝛼
− ۱൩ (۷)

11-Corrado Gini
12Shorrock
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شامل را آتکینسون اندازه و تغییرات ضریب مجذور نصف تیل، 𝑇۱ 𝑇۰و های اندازه قبیل از مهمی نابرابری های شاخص ، ها اندازه از خانواده این
شوند. می

شود. می حاصل 𝛼 → ۰ وقتی (۲) رابطه از حد گرفتن با که هست تیل 𝑇۰ شاخص همان ،𝐺𝐸(۰)
از: است عبارت 𝑇۰ شاخص درنتیجه

𝑇۰ =
۱
𝑛 

𝑖
ⅼnቆ 𝜇𝑥𝑖 ቇ (۸)

شد. (۱۹۷۰)معرفی تیل توسط شاخص این
شود می حاصل 𝛼 → ۱ وقتی (۲) رابطه از حد گرفتن با که هست تیل 𝑇۱ شاخص همان ،𝐺𝐸(۱)

گردید. مطرح تیل توسط ۱۹۶۵ سال در 𝑇۱ شاخص

𝑇۱ =
۱
𝑛 

𝑖
ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ ⅼnቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ (۹)

شود: نوشته زیر بصورت تواند می و شود می حاصل 𝛼 = ۲ در تغییرات ضریب مجذور نصف
۱
۲𝐶𝑉

۲ = ۱
۲ 

۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ

۲
− ۱൩ (۱۰)

تئوری خواص از تعدادی فراوان شباهت دلیل به گیرد. می قرار استفاده مورد گاهی گه که است نابرابری های اندازه از دیگری کلاس آتکینسون
آتکینسون(۱۹۷۰) توسط شاخص این گیرند. می قرار مطالعه مورد کلاس همین جزء یافته، تعمیم آنتروپی نابرابری های اندازه خواص با آن

شد. معرفی

𝐴𝜀 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

۱ − ቈ ۱
𝑛∑

𝑛
𝑖=۱ ൬

𝑥𝑖
𝜇 ൰

۱−𝜀


۱
۱−𝜀

𝜀 ≠ ۱

۱ −
∏𝑛
𝑖=۱ቆ𝑥𝑖

۱
𝑛 ቇ

𝜇 𝜀 = ۱
(۱۱)

نابرابری زیان بیشترین ، گیرد می 𝜀 که مقداری بیشترین گیرد. می قرار نهایت بی و صفر بین و است نابرابری تنفر وزنی پارامتر یک 𝜀 آن در که
شود می حاصل مدنظر جامعه برای که است

که داد نشان ریمان مجموع حد بصورت معین انتگرال تعریف از استفاده با روهد۱۳(۲۰۰۸)

𝑇۰ = ⅼiⅿ
𝑛→∞

−
𝑛

𝑖=۱
۱
𝑛 ⅼnቆ𝑞𝑖𝑝𝑖 ቇ = −න

۱

۰
ⅼn 𝐿′ (𝜋) 𝑑𝜋 (۱۲)

𝑇۱ = ⅼiⅿ
𝑛→∞


𝑛

𝑖=۱
۱
𝑛 ቆ𝑞𝑖𝑝𝑖

ቇ ⅼnቆ𝑞𝑖𝑝𝑖 ቇ = න
۱

۰
𝐿′ (𝜋) ⅼn (𝐿′ (𝜋)) 𝑑𝜋 (۱۳)

۱
۲𝐶𝑉

۲ = ⅼiⅿ
𝑛→∞

۱
۲

𝑛

𝑖=۱
۱
𝑛 ൭ቆ𝑞𝑖𝑝𝑖

ቇ
۲
− ۱൱ = ۱

۲න
۱

۰
൫𝐿′(𝜋)۲ − ۱൯ 𝑑𝜋 (۱۴)

𝐴 = ⅼiⅿ
𝑛→∞

۱ − 
𝑛

𝑖=۱
۱
𝑛 ቆ𝑞𝑖𝑝𝑖

ቇ
۱−𝜀

൩

۱
۱−𝜀

= ۱ − ቈන
۱

۰
𝐿′(𝜋)۱−𝜀𝑑𝜋

۱
۱−𝜀

(۱۵)

13-Rohde
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بونفرونی منحنی .۵
پیشنهاد (۱۹۳۰) بونفرونی توسط بار اولین دارد ثروت و درآمد های نابرابری مطالعات در جالبی های ویژگی و خواص که (BⅭ) بونفرونی منحنی
و جیورجی۱۴ به بیشتر مطالعه (برای دارند زیادی اهمیت نیز اعتماد قابلیت در بلکه است ارزشمند ها نابرابری سنجش در تنها نه BⅭ شدند.

کنید). مراجعه ۲۰۰۵ پوندیر۱۶ و ۲۰۰۱ گرسینزی۱۵
شود: می تعریف زیر صورت به بونفرونی 𝑋𝑖منحنی , 𝑖 = ۱, … , 𝑛 درآمدی مقادیر با و 𝑛 حجم به جمعیتی برای

𝐵𝐶 ቆ𝑘𝑛ቇ =
∑𝑘
𝑖=۱𝑞𝑖
𝑘
𝑛

= 𝑛∑𝑘
𝑖=۱𝑥𝑖 ∶ 𝑛

𝑘∑𝑛
𝑖=۱𝑥𝑖 ∶ 𝑛

, 𝑘 = ۱, ۲, … , 𝑛 (۱۶)

روی اگر باشند. شده مرتب صعودی ترتیب به ها درآمد اگر است، فرد i−امین درآمد 𝑥𝑖 ∶ 𝑛 و ام 𝑖 فرد درآمد سهم 𝑞𝑖 =
𝑥𝑖 ∶ 𝑛

∑𝑛𝑖=۱𝑥𝑖 ∶ 𝑛
آن در که

یعنی جمعیت تجمعی درصد بر تقسیم درآمد تجمعی درصد عمودی محور روی و ቄቀ ۱
𝑛ቁ , … , ۱ቅ یعنی 𝑝𝑖 جمعیت تجمعی درصد افقی محور

ቐቌ𝑞۱
۱
𝑛
ቍ ,ቌ𝑞۱ + 𝑞۲

۲
𝑛

ቍ ,… , ۱ቑ

گویند. می بونفرونی منحنی آن به که شود می حاصل نموداری نقاط اتصال از ، شود رسم
شود: می تعریف زیر صورت به بونفرونی 𝐹(𝑥)منحنی توزیع وتابع 𝑓(𝑥)احتمال چگالی تابع با 𝑋 پیوسته تصادفی متغیر برای

چگالی تابع با و است پذیر مشتق بار دو حداقل که 𝐹(𝑥) تجمعی توزیع تابع با ، نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض :۱ تعریف
کنیم: می تعریف زیر صورت به داده نمایش 𝐵𝐶(𝑝) با را بونفرونی منحنی ، است 𝑓(𝑥) احتمال

𝐵𝐶 [𝐹 (𝑥)] = 𝜇𝑥
𝜇 = 𝐹۱(𝑥)

𝐹(𝑥) (۱۷)

شوند: می تعریف زیر صورت به که اند توزیع۱۸ تابع گشتاور اولین 𝐹۱(𝑥) و جزئی۱۷ میانگین 𝜇𝑥 که

𝜇𝑥 =
∫𝑥۰ 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∫𝑥۰𝑓(𝑡)𝑑𝑡

, 𝐹۱ (𝑥) =
۱

𝐸(𝑋)න
𝑥

۰
𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

زیر بصورت را بونفرونی منحنی 𝑝 = 𝐹(𝑥) انتخاب با که داشت توجه باید شود. می رسم واحد مربع یک در [𝐹(𝑥), 𝐵𝐶(𝐹(𝑥))] بوسیله و
نوشت: توان می نیز

𝐵𝐶 (𝑝) = 𝐹۱ ൣ𝐹−۱(𝑝)൧
𝑝 = ۱

𝜇𝑝න
𝑝

۰
𝐹−۱(𝑡)𝑑𝑡, ۰ ≤ 𝑝 ≤ ۱. (۱۸)

باشد. می چندکی تابع (𝑡) = inf{𝑥 ∶ 𝐹(𝑥) ≥ 𝑡} درآن که
داریم: دیگر سوی از شود. نمی شروع مختصات مبدا از همیشه بونفرونی منحنی اینرو از گیرد، می خود به ( ۰

۰ ) فرم 𝐵 (𝑝) ، 𝑝 → ۰ وقتی

𝐵𝐶′ (𝑝) = ۱
𝜇𝑝۲න

𝑝

۰
𝑡𝑑𝑡

𝑓(𝐹−۱ (𝑡)) > ۰
چون اما است صعودی اکیدا بونفرونی منحنی براین بنا

𝐵𝐶″ (𝑝) = − ۱
𝜇𝑝۳න

𝑝

۰
𝑡۲𝑓′ ൫𝐹−۱ (𝑡)൯ 𝑑𝑡
(𝑓(𝐹−۱ (𝑝))۳

14-Giorgi
15-Grescenzi
16-Pundir
17-Partial Mean
18-First moment distribution function
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خطی یعنی 𝑦 = ۱ خط بونفرونی منحنی صفحه در دارد. مربوطه توزیع بودن مقعر یا محدب به بستگی بونفرونی منحنی بودن مقعر یا محدب لذا
نزدیکتر برابری خط به بونفرونی منحنی هرچه شود.لذا می نامیده عدالت خط یا برابری خط سازد، می مرتبط (۱, ۱) نقطه به را (۰, ۱) نقطه که

است. تر عادلانه جامعه در درآمد یا ثروت توزیع باشد،
بونفرونی: منحنی خواص ۵ −۱

کند: می صدق زیر خواص در بونفرونی منحنی
است. صعودی اکیدا بونفرونی منحنی توزیع، هر ۱⁃برای

= ۱ کامل: برابری حالت در و ≤ ۱ آنگاه: ۰ < 𝑝 < ۱ اگر −۲
۰ ≤ ∫۱

۰𝑑𝑝 ≤ ۱ داریم: همواره −۳

شاخصبونفرونی .۶
های نابرابری گیری اندازه در مهم های شاخص از یکی گردید معرفی ،(۱۹۳۰) بونفرونی توسط بونفرونی منحنی با همزمان که نیز شاخص این
بونفرونی، منحنی بین محصور ناحیه مساحت بونفرونی شاخص هندسی لحاظ از دهند. می نمایش 𝐵 با معمولا را شاخص این است. اجتماعی

شود: می بیان زیر صورت وبه است کامل برابری خط و مختصات دستگاه

𝐵𝐶 = ۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
ቌ۱ − ∑𝑖

𝑗=۱𝑞𝑗
𝑖
𝑛

ቍ (۱۹)

باشد. می ام 𝑖 فرد درآمد سهم 𝑞𝑖 آن در که
دهنده نشان ترتیب به که را 𝑞𝑖 و 𝑝𝑖 ، است درآمد کل میانگین 𝜇 و است شده مرتب صعودی ترتیب به درآمدشان که فرد 𝑛با ای جامعه برای حال

کنیم: می تعریف زیر صورت به را است 𝑖 درآمدی گروه با متناظر درآمد تجمعی درصد و جمعیت تجمعی درصد

𝑝𝑖 =
𝑖
𝑛 , 𝑞𝑖 =

∑𝑖
𝑗=۱𝑥𝑗
𝑛𝜇

کنیم: می معرفی زیر صورت وبه داده نمایش 𝜇𝑖 با را 𝑥𝑖 با مساوی کمتر های درآمد میانگین

𝜇𝑖 =
۱
𝑖

𝑖

𝑗=۱
𝑥𝑗

کرد: محاسبه توان می نیز زیر صورت به را بونفرونی شاخص ، گسسته توزیع یک برای لذا

𝐵𝐶 = ۱
𝑛 − ۱

𝑛−۱
𝑖=۱

ቈ𝜇 − 𝜇𝑖
𝜇  = ۱

𝑛 − ۱
𝑛

𝑖=۱
ቈ𝑝𝑖 − 𝑞𝑖

𝑝𝑖
 (۲۰)

نوشت: زیر صورت به توان می ترتیبی های آماره خطی ترکیبات از نسبتی عنوان به را 𝐵𝐶

𝐵𝐶 =
∑𝑛
𝑖=۱𝑤𝑖𝑥(𝑖)
∑𝑛
𝑖=۱𝑥(𝑖)

(۲۱)

آن در که
𝑤𝑖 = ۱ −

𝑛

𝑗=۱
۱
𝑗 , 𝑤𝑖+۱ = 𝑤𝑖 +

۱
𝑖 ,

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑤𝑖 = ۰

بود: خواهد زیر فرم به بونفرونی شاخص باشد. 𝐹(𝑥) تجمعی توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک 𝑋اگر

𝐵𝐶 = න
∞

۰
𝐹 (𝑥) − 𝐹۱ (𝑥)

𝐹 (𝑥) 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = ۱ −න
∞

۰
𝐹۱ (𝑥)
𝐹 (𝑥) 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

= ۱ −න
∞

۰
𝐹۱(𝑥)𝑑 ⅼn [𝐹 (𝑥)]

(۲۲)
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داریم: 𝑝 = 𝐹(𝑥) انتخاب با و

𝐵 = ۱ −න
۱

۰
𝐵𝐶 (𝑝) 𝑑𝑝 (۲۳)

باشد. می مدنظر توزیع تابع از حاصل بونفرونی منحنی همان 𝐵𝐶(𝑝) که
عادلانه درآمد توزیع ، باشد نزدیکتر صفر به شاخص این هرچه گیرد. می را یک و صفر بین مقادیر و است نامنفی همواره بونفرونی شاخص لذا

باشد. می درآمد توزیع در نابرابری بیانگر باشد، نزدیکتر یک به شاخص این قدر چه هر برعکس و است تر
بونفرونی شاخص خواص .۱ .۶

از: عبارتند جینی ضریب مهم خواص برخی
داریم: ۱⁃همواره ۰ ≤ 𝐵 ≤ ۱

است. نابرابری فقدان اصل یا نرمالیزه اصل همان این . باشند برابر ها درآمد همه اگر تنها و اگر 𝐵 = ۰ (۲
باشد. مثبت درآمد یک اگر تنها و 𝐵اگر = ۱ (۳

تغییر نابرابری اندازه ، دهند تغییر را خود درآمدی جایگاه متفاوت های ویژگی با جامعه افراد از تعدادی اگر که معنا بدین است. متقارن 𝐵 (۴
کند. نمی

شد. معرفی (۱۹۷۶) مهران توسط که است متعلق درآمد نابرابری خطی های اندازه از کلاسی به 𝐵 (۵
. دهد می کاهش را بونفرونی شاخص فقیر، فرد به غنی فرد از درآمد انتقال ، (پیگو⁃دالتون) انتقالات اصل طبق (۶

دهد می نشان را بونفرونی شاخص و بونفرونی منحنی شکل(۱)

بونفرونی شاخص و بونفرونی منحنی :۱ شکل

توزیع توابع برخی برای شاخصبونفرونی و منحنی محاسبه .۷
جدول در ها توزیع برخی برای نتایج خلاصه سپس ، پردازیم می بونفرونی شاخص و بونفرونی منحنی محاسبه به مثالی ارائه با ابتدا بخش این در

شود. می ارائه (۱) شماره



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ دلیر ع. زاده، حسین ع. ریابی، اول یعقوبی م. ۱۴۰

باشد.داریم: مستطیلی توزیع تابع دارای ، 𝑋تصادفی متغیر کنید فرض مثال۱:

𝐹 (𝑥) = 𝑥 − (۱ − 𝜃)𝜇
۲𝜃𝜇 ; 𝜇 (۱ − 𝜃) ≤ 𝑥 ≤ 𝜇 (۱ + 𝜃) , ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۱ (۲۴)

آید: می دست به زیر صورت به 𝑋تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع

𝐹′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) = ۱
۲𝜃𝜇

داریم: شرطی) (میانگین 𝜇𝑥 برای لذا

𝜇𝑥 =
∫𝑥𝜇(۱−𝜃)

𝑡
۲𝜃𝜇𝑑𝑡

∫𝑥𝜇(۱−𝜃)
۱

۲𝜃𝜇𝑑𝑡
= ۱

۲ (𝑥 + 𝜇 (۱ − 𝜃)) (۲۵)

کنیم: می محاسبه زیر صورت به را بونفرونی منحنی

𝐵𝐶 (𝐹 (𝑥)) = 𝜇𝑥
𝜇 = ۱

۲ ቆ
𝑥
𝜇 + (۱ − 𝜃)ቇ (۲۶)

داریم: ، شود انتخاب 𝑝 = 𝐹(𝑥) اگر

𝑝 = 𝑥 − (۱ − 𝜃)𝜇
۲𝜃𝜇 ⇒ 𝑥 = ۲𝜃𝜇 + (۱ − 𝜃) 𝜇 (۲۷)

که: آید می دست به (۲۶) رابطه (۲۷)در رابطه از 𝑥جایگذاری با
𝐵𝐶 (𝑝) = 𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃) (۲۸)

شود: می حاصل زیر صورت به بونفرونی شاخص ، (۲۳) رابطه از استفاده با و

𝐵 = ۱ −න
۱

۰
(𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃)) 𝑑𝑝 = 𝜃

۲ (۲۹)

𝐹 (𝑥) = ۱−𝑒−λ𝑥 ⇒ داریم: صورت این در 𝑓 (𝑥) = λ𝑒−λ𝑥 یعنی باشد λ پارامتر با نمایی توزیع دارای 𝑋تصادفی متغیر کنید فرض مثال۲:
𝐹−۱ (𝑡) = − ۱

𝜆 ⅼn (۱ − 𝑡) ,
𝐵𝐶 (𝑝) = −۱

𝑝 ∫
𝑝
۰ ⅼn(۱ − 𝑡)𝑑𝑡, ( ۱۸ بنابر)

شود: می نتیجه جزء به جزء انتگراگیری با سادگی به
𝐵𝐶 (𝑝) = ۱ + (۱−𝑝) ⅼn(۱−𝑝)

𝑝:شود می حاصل زیر صورت به بونفرونی شاخص ، (۲۳) رابطه از استفاده با و

𝐵 = ۱ −න
۱

۰
ቆ۱ + (۱ − 𝑝) ⅼn(۱ − 𝑝)

𝑝 ቇ𝑑𝑝 = 𝜋۲
۶ − ۱

جینی ضریب لورنتسو منحنی با شاخصبونفرونی و منحنی ارتباط .۸
که: شود می دیده سادگی به (۱۸) و (۳) روابط و بونفرونی منحنی و لورنتس منحنی تعاریف به توجه با

𝐵 (𝑝) = ൝
𝐿(𝑝)
𝑝 ۰ < 𝑝 < ۱

۰𝑝 = ۰ (۳۰)
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:۱ جدول
𝐵 شاخصبونفرونی Ⅽ𝐵 بونفرونی منحنی توزیع

۰ ۱ 𝐹 (𝑥; 𝜇) = ൝𝑥𝑥 = 𝜇
۰𝑥 ≠ 𝜇 تباهیده

۱
𝛼+۱ 𝑝

۱
𝛼

𝑓 (𝑥) = 𝛼𝑥𝛼−۱
𝛼 > ۱, ۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱ توانی

𝜃
۲ (۱ − 𝜃) + 𝜃𝑝

𝐹 (𝑥) = 𝑥 − (۱ − 𝜃)𝜇
۲𝜃𝜇

𝑥 ≥ 𝜇 (۱ − 𝜃)
𝑥 ≤ 𝜇 (۱ + 𝜃) , ۰ ≤ 𝜃 ≤ ۱

مستطیلی

۱ − ∫∞۰
𝐹(𝑥;𝛼+۱,𝜆)
𝐹(𝑥;𝛼,𝜆) 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 ۱ + (𝜆𝑥)𝛼/𝛼!

∑∞𝑖=𝛼+۱
(𝜆𝑥)𝑖
𝑖!

൩
−۱

𝐹 (𝑥; 𝛼, 𝜆) = න
𝑥

۰
𝜆𝛼𝑡𝛼−۱𝑒−𝜆𝑡

Γ(𝛼)
𝛼, 𝜆 > ۰, 𝑥 ≥ ۰

گاما
𝜃

۴𝑎+۲𝜃)
۲𝑎+𝜃𝑝
۲𝑎+𝜃 𝑓 (𝑥) = ۱, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 + 𝜃یکنواخت

شوند، می مشخص تقریبی طور به منحنی دو هر و دهد می نشان لورنتس منحنی با متناظر را نابرابری بونفرونی منحنی ، هندسی دیدگاه از چه اگر
اند کرده اشاره موضوع این به (۲۰۰۹) همکاران و ایمیدو . است متفاوت ها آن اطلاعات نتایج ولی

مدنظر توزیع شکل به 𝐵 (𝑝) شکل دارد. بستگی درآمد نسبی سطوح به 𝐵 (𝑝) مقادیر که حالی در هستند. کل درآمد از کسرهایی 𝐿(𝑝) مقادیر
بعضی در و محدب نقاط بعضی در 𝐵 (𝑝) لذا نیست، مشخص دوم مشتق علامت ولی ، است صعودی 𝐵 (𝑝) که دادیم نشان قبلا است. مرتبط

است. محدب و صعودی همواره 𝐿(𝑝) که حالی در . است مقعر نقاط
این روی تجمعی نابرابری شوند، مقایسه یکدیگر با 𝑥 = 𝐹−۱(𝑝) مثلا خاص درصد یک در بونفرونی و لورنتس های منحنی از کدام هر اگر

داریم”> لورنتس منحنی برای شود. می حاصل درصد
𝐷𝐿 (𝑝) = 𝑝 − 𝐿 (𝑝) , ۰ ≤ 𝑝 = 𝐹(𝑥) ≤ ۱

است. بررسی تحت توزیع در جمعیت، کل درآمد واقعی سهم و است 𝑥 مساوی یا کمتر درآمدشان که افرادی درصد بین تفاوت 𝐷𝐿 (𝑝) که
داریم: بونفرونی منحنی گرفتن نظر در با

𝐷𝐵 (𝑝) = ۱ − 𝐵 (𝑝) = 𝜇 − 𝐸 (𝑋|𝑋 ≤ 𝜇)
𝜇 , ۰ ≤ 𝑝 = 𝐹 (𝑥) ≤ ۱

گیرد. می اندازه را است 𝑥مساوی کمتر درآمدشان که افرادی درآمد میانگین و جمعیت درآمد میانگین بین نسبی تفاوت 𝐷𝐵 (𝑝) که
صورت به آن لورنتس تابع باشد. 𝐹 (𝑥) = ۱ − ቀ 𝑥𝜎ቁ

−𝛼
, 𝑥 > 𝜎 . توزیع: تابع با نوع پارتو توزیع دارای 𝑋تصادفی متغیر اگر مثال۳:

شود: می حاصل زیر
𝐿 (𝑝) = ۱ − (۱ − 𝑝)۱− ۱

𝛼

داریم: (۳۰) رابطه به توجه با حال

𝐵 (𝑝) = ቐ
۱−(۱−𝑝)۱− ۱

𝛼

𝑝 ۰ < 𝑝 ≤ ۱
۰𝑝 = ۰

پس 𝐿 (𝑝) ≤ 𝐵 (𝑝) , 𝑝 ∈ (۰, ۱] یعنی: گیرد، می قرار بونفرونی منحنی زیر همیشه لورنتس منحنی که شود می نتیجه (۳۰) رابطه از تبصره:
است: برقرار بونفرونی ضریب و جینی ضریب بین زیر نامساوی لذا و ۱ − ∫۱

۰𝐿 (𝑝) 𝑑𝑝 ≥ ۱ − ∫۱
۰𝐵 (𝑝) 𝑑𝑝 نوشت توان می

𝐵 ≤ (۱ + 𝐺)/۲
از: است عبارت جینی شاخص زیرا
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𝐺 = ۱ − ۲න
۱

۰
𝐿 (𝑝) 𝑑𝑝

بونفرونی منحنی برحسب 𝐺𝐸 نابرابری های اندازه محاسبه .۹
شد، بیان ۴ بخش در (۱۵)،که تا (۱۲) روابط لورنتس، منحنی و 𝐺𝐸 نابرابری های اندازه بین موجود روابط همچنین و رابطه(۳۰ به توجه با

دهیم. می قرار کار اساس ، بخش این در را بونفرونی منحنی حسب بر 𝐺𝐸 نابرابری های اندازه محاسبه
نوشت: زیر صورت به توان می را (۲۰) رابطه

𝐿 (𝑝) = ൝𝑝𝐵 (𝑝) ۰ < 𝑝 ≤ ۱
۰𝑝 = ۰ (۳۱)

لذا:
𝐿′ (𝑝) = 𝐵 (𝑝) + 𝑝𝐵′ (𝑝) (۳۲)

داریم: ۱۵) تا (۱۲) روابط در (۳۲) رابطه جایگذاری با

𝑇۰ = −න
۱

۰
ⅼn(𝐵 (𝑝) + 𝑝𝐵′ (𝑝))𝑑𝑝 (۳۳)

𝑇۱ = න
۱

۰
(𝐵 (𝑝) + 𝑝𝐵′ (𝑝)) ⅼn (𝐵 (𝑝) + 𝑝𝐵′ (𝑝)) 𝑑𝑝 (۳۴)

۱
۲𝐶𝑉

۲ = ۱
۲න

۱

۰
൫(𝐵 (𝑝) + 𝑝𝐵′ (𝑝))۲ − ۱൯ 𝑑𝑝 (۳۵)

𝐴 = ۱ − ቈන
۱

۰
(𝐵 (𝑝) + 𝑝𝐵′ (𝑝))۱−𝜀

۱
۱−𝜀

(۳۶)

شود: می تعریف زیر صورت به تصادفی متغیر این برای بونفرونی منحنی آنگاه باشد. مستطیلی توزیع دارای 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض :۴ مثال
𝐵 (𝑝) = (۱ − 𝜃) + 𝜃𝑝

𝐵′ (𝑝) = 𝜃:از است عبارت 𝑝به نسبت 𝐵 (𝑝) اول مشتق
شود: می حاصل زیر صورت به 𝐺𝐸 نابرابری های اندازه (۳۶۳) تا (۳۳) روابط در 𝐵′ (𝑝) و 𝐵 (𝑝) دادن قرار با

𝐿 = −∫۱
۰ ⅼn (۲𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃)) 𝑑𝑝 == ۱

۲𝜃 ൬ⅼn ൬ (۱−𝜃)۱−𝜃
(۱+𝜃)۱+𝜃 ൰ + 𝜃 + ۱൰

𝑇 = න
۱

۰
(۲𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃)) ⅼn (۲𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃)) 𝑑𝑝

= ⅼn (𝜃 + ۱) ቈ(𝜃 + ۱)۲
۴𝜃  − ቈ۱ + 𝜃۲

۴𝜃  − (۱ − 𝜃)۲
۴𝜃 (ⅼn (۱ − 𝜃) − ۱)

۱
۲𝐶𝑉

۲ = ۱
۲න

۱

۰
൫(۲𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃))۲ − ۱൯ 𝑑𝑝 = ۱

۶𝜃
۲

𝐴 = ۱ − ቈන
۱

۰
(۲𝜃𝑝 + (۱ − 𝜃))۱−𝜀𝑑𝑝

۱
۱−𝜀
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= ۱ − ۱
۲𝜃(۲−𝜀) ൣ(𝜃 + ۱)۲−𝜀 − (۱ − 𝜃)۲−𝜀൧

۱
۱−𝜀

داریم: توانی توزیع با ، 𝑋 تصادفی متغیر برای :۵ مثال
𝐵 (𝑝) = 𝑝

۱
𝛼

𝐵′ (𝑝) = ۱
𝛼𝑝

۱
𝛼−۱ لذا: و

شود: می حاصل زیر نتایج (۳۶) تا (۳۳) روابط از استفاده با
𝑇 = ∫۱

۰ ൬𝑝
۱
𝛼 ቀ ۱

𝛼 + ۱ቁ൰ ⅼn ൬𝑝 ۱
𝛼 ቀ ۱

𝛼 + ۱ቁ൰ 𝑑𝑝 = ⅼn ቀ𝛼+۱
𝛼 ቁ−𝐿 = −∫۱

۰ ⅼn ൬𝑝 ۱
𝛼 ቀ ۱

𝛼 + ۱ቁ൰ 𝑑𝑝 = − ۱
𝛼 (ⅼn (𝑝) − ۱)−ⅼn ቀ ۱

𝛼 + ۱ቁ
۱

𝛼+۱۱
۲𝐶𝑉

۲ = ۱
۲න

۱

۰
ቆ൬𝑝

۱
𝛼 ൬ ۱

𝛼 + ۱൰൰
۲
− ۱ቇ𝑑𝑝 = ۱

۲ ቈ
(𝛼 + ۱)۲
𝛼(۲ + 𝛼) − ۱

𝐴 = ۱ − ቈ∫۱
۰൬𝑝

۱
𝛼 ቀ ۱

𝛼 + ۱ቁ൰
۱−𝜀

𝑑𝑝
۱

۱−𝜀
= ۱ − ቈቀ𝛼+۱

𝛼 ቁ
۱−𝜀

.
𝛼

۱+𝛼−𝜀 
۱

۱−𝜀

داریم: 𝐵′(𝑝) و 𝐵(𝑝) .برای باشد یکنواخت تجمعی توزیع تابع دارای 𝑋تصادفی متغیر کنید فرض :۶ مثال

𝐵 (𝑝) = ۲𝑎 + (𝑏 − 𝑎) 𝑝
𝑎 + 𝑏

𝐵′ (𝑝) = 𝑏 − 𝑎
𝑎 + 𝑏

داریم: (۳۶) تا روابط(۳۳) در بالا روابط دادن قرار با

𝐿 = −න
۱

۰
ⅼnቆ۲(𝑎 + 𝑝 (𝑏 − 𝑎))

𝑎 + 𝑏 ቇ𝑑𝑝 = − ⅼnቆ ۲𝑏
𝑎 + 𝑏ቇ

𝑇 = න
۱

۰
ቆ۲ (𝑎 + 𝑝 (𝑏 − 𝑎))

𝑎 + 𝑏 ቇ ⅼnቆ۲ (𝑎 + 𝑝 (𝑏 − 𝑎))
𝑎 + 𝑏 ቇ𝑑𝑝 =

۲𝑏 ⅼn ቀ ۲𝑏
𝑎+𝑏ቁ

𝑎 + 𝑏
۱
۲𝐶𝑉

۲ = ۱
۲න

۱

۰
൭ቆ۲ (𝑎 + 𝑝 (𝑏 − 𝑎))

𝑎 + 𝑏 ቇ
۲
− ۱൱𝑑𝑝 = ۲𝑏۲

𝑎 + 𝑏 − ۱
۲

𝐴 = ۱ − න
۱

۰
ቆ۲ (𝑎 + 𝑝 (𝑏 − 𝑎))

𝑎 + 𝑏 ቇ
۱−𝜀

𝑑𝑝൩

۱
۱−𝜀

= ۱ − ൭ቆ ۲𝑏
𝑎 + 𝑏ቇ

۱−𝜀
൱

۱
۱−𝜀

مقیاسشده۱۹ کل زمان آزمون انتقال منحنی با آن ارتباط و بونفرونی منحنی .۱۰
حلقه از یکی بونفرونی منحنی خصوصا و لورنتس منحنی با آن ارتباط که است 𝑆𝑇𝑇𝑇 منحنی ، اعتماد قابلیت در کاربردی های منحنی از یکی

است. اعتماد قابلیت و اقتصاد اتصال های
و پیوسته که باشد 𝐹(𝑥) تجمعی توزیع تابع و 𝑓(𝑥) احتمال چگالی تابع با پیوسته اکیدا و نامنفی تصادفی متغیر یک ، 𝑋کنید فرض :۲ تعریف

کنیم: می تعریف زیر ،بصورت داده 𝑇۴نمایش با معمولا را 𝑆𝑇𝑇𝑇 منحنی است. پذیر مشتق بار دو حداقل

𝑇۴ (𝑝) =
۱
𝜇න

𝐹−۱(𝑝)

۰
𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡; 𝑝 ∈ [۰, ۱] (۳۷)

است. 𝐹−۱ (۰) = و۰ باشد می چندکی تابع 𝐹 (𝑡) = sup {𝑥|𝐹(𝑥) ≤ 𝑡} و است توزیع میانگین 𝐸 (𝑋) = 𝜇 < ∞ آن در که
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آزمون مساله در واردشده تعاریف براساس یکدیگر با ها منحنی مقایسه به توان می ها منحنی سایر با آن ارتباط و 𝑇۴ منحنی تعریف به توجه با
. پرداخت اعتماد قابلیت و بقا

نوشت: زیر صورت به توان می را بونفرونی منحنی و 𝑇۴ بین رابطه

𝑇۴ (𝑝) = 𝑝𝐵 (𝑝) + ቈ۱ − 𝑝
𝜇  𝐹−۱ (𝑝) , 𝑝 ∈ (۰, ۱] (۳۸)

دوم مشتق و است صعودی منحنی این لذا . است مثبت آن اول مشتق همیشه شود. می تعریف واحد مربع در بونفرونی منحنی مانند 𝑇۴ منحنی
است. مقعر نقاط بعضی در و محدب نقاط بعضی در لذا دارد، متغیر علامتی آن

گیرد. می 𝑇۴قرار منحنی زیر و لورنتس منحنی بالای همیشه بونفرونی منحنی .قضیه۱:
داریم: شهودی طور به اثبات:

𝐿 (𝑝) = 𝑝𝐵𝐶 (𝑝) ≤ 𝐵𝐶 (𝑝) 𝑝 ∈ (۰, ۱]
داریم: 𝐹−۱ (۰) = ۰ و 𝐹 (۰) = فرض۰ با

𝑇۴ (𝑝) =
۱
𝜇න

𝐹−۱(𝑝)

۰
[۱ − 𝐹 (𝑡)] 𝑑𝑡 = ۱

𝜇න
𝑝

۰
(۱ − 𝑡) 𝑑𝐹−۱ (𝑡)

𝑇۴ (𝑝) =
۱
𝜇 ቊ(۱ − 𝑝)𝐹−۱ (𝑝) + න

𝑝

۰
𝐹−۱ (𝑡) 𝑑𝑡ቋ ≥

۱
𝜇 ቊ(۱ − 𝑝) ۱

𝑝න
𝑝

۰
𝐹−۱ (𝑡) 𝑑𝑡 + න

𝑝

۰
𝐹−۱ (𝑡) 𝑑𝑡ቋ

۱
𝜇𝑝න

𝑝

۰
𝐹−۱ (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐵𝐶 (𝑝) 𝑝 ∈ (۰, ۱]

گیرد. می قرار 𝑇۴ منحنی زیر همیشه بونفرونی منحنی که گیریم می نتیجه بنابراین
است اثبات قابل قبل قضیه مشابه روشی با نیز زیر قضیه

از: است عبارت 𝑉 آن در که 𝐵 ≤ ቀ۱ − 𝑉
۲ ቁ داریم: همواره آنگاه باشد بونفرونی ضریب 𝐵 اگر قضیه۲:

𝑉 = ∫۱
۰𝑇۴ (𝑝) 𝑑𝑝
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ناهمسان خطای با همراه رگرسیون تابع ناپارامتری برآورد
شیرازیب اسماعیل رحمتیآ، اله قدرت

ایران تهران، ،۴۶۹۷ −۱۹۳۹۵ ص.پ. نور⁃ پیام دانشگاه آمار⁃ دکتری دانشجوی و آمار گروه مربی آ
کاووس گنبد دانشگاه آمار گروه استادیار ب

چکیده
اندازه خطای با همراه مستقل متغیر که هنگامی رگرسیون منحنی برآورد ، خطا با همراه رگرسیون در اهداف از یکی
هستند، توزیع هم گیری اندازه خطای اینکه اساس بر شده پیشنهاد ناپارامتری های روش زمینه این در باشد. می گیری
قرار بررسی مورد نیستند، توزیع هم خطاها هنگامیکه خطا، با همراه رگرسیون تابع برآورد مقاله این در است. استوار

گیرید. می

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

پیچش
کرنل تابع

ناپارامتری رگرسیون
خطا با همراه متغیر
توزیع ناهمسانی

مقدمه .۱
(𝑊۱, 𝑌۱) , (𝑊۲, 𝑌۲) , … (𝑊𝑛 , 𝑌𝑛)تصادفی بردار کنیم فرضمی هستند. توزیع هم مستقلو مشاهداتیکنمونه هنگامیکه ،ⅿرگرسیون تابع ناپارامتری برآورد برای

باشد. شده تولید (۱) مدل توسط
𝑌𝑗 = 𝑚൫𝑋𝑗൯ + 𝜂𝑗 ,𝑊𝑗 = 𝑋𝑗 + 𝑈𝑗 (۱)

مدل در است. معلوم 𝑓𝑈 همچنین هستند. (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗 , 𝜂𝑗) از مستقل و تصادفی متغیری ها 𝑈𝑗 و 𝑋𝑗 ∼ 𝑓𝑋 , 𝑈𝑗 ∼ 𝑓𝑈 و 𝐸 ൫𝜂𝑗|𝑋𝑗൯ = ۰ در که
و کارول ،(۱۹۹۵) کوک و استفانسکی ، استفانسکی(۱۹۹۴) و کوک ماسری(۱۹۹۲)، و فن قبیل از محققینی توسط رگرسیون تابع برآورد (۱)

است. گرفته قرار بررسی مورد (۲۰۰۴) هال و کارول و (۲۰۰۲) ،راپرت (۲۰۰۲) همکاران و بری ، تیوپن(۲۰۰۱) ،(۱۹۹۹) همکاران
گرفتند. نظر در زیر بصورت را ⅿ (x) = E (𝑌|𝑋 = 𝑥) ناپارامتری برآورد ترانگ(۱۹۹۳) و فن زمینه این در

�̂� (𝑥) = (𝑛ℎ)−۱
𝑛

𝑗=۱
𝑌𝑗𝐾𝑈 ቆ

𝑥 −𝑊𝑗
ℎ ቇ / ̂𝑓𝑛 (𝑥) (۲)

همچنین باشد. می 𝑓𝑋 کرنل پیچش چگالی برآوردگر ̂𝑓𝑛 (𝑥) = (𝑛ℎ)−۱∑𝑛
𝑗=۱𝐾𝑈 ቀ

𝑥−𝑊𝑗
ℎ ቁ آن در که

𝐾𝑈 (x) = (۲𝜋)−۱න𝑒−𝑖𝑡𝑥𝐾𝑓𝑡 (𝑡) /𝑓𝑓𝑡𝑈 ൬ 𝑡ℎ൰ 𝑑𝑡

است. K تابع فوریه تبدیل 𝐾𝑓𝑡 آن در که
پزشکی های داده در مثال بعنوان است. واقعی غیر ها 𝑈𝑗 بودن توزیع هم فرض که دارد وجود زیادی بسیار های مثال ، عملی کاربردهای در
مطالعات طریق از ها داده که است ممکن اجتماعی علوم تحقیقات در همچنین باشند. آمده بدست مختلفی آزمایشگاههای از ها داده است ممکن

گرفتند. نظر در را زیر رگرسیونی مدل ، (۱) مدل جای به همکاران و (۲۰۰۷) دلیگل حالت این در باشند. شده کسب متفاوتی
𝑌𝑗 = 𝑚൫𝑋𝑗൯ + 𝜂𝑗 ,𝑊𝑗 = 𝑋𝑗 + 𝑈𝑗 (۳)
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ممکن 𝑈𝑗ها چگالی تابع هستند. (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗 , 𝜂𝑗) از مستقل و تصادفی متغیری ها 𝑈𝑗 همچنین . 𝑋𝑗 ∼ 𝑓𝑋 , 𝑈𝑗 ∼ 𝑓𝑈𝑗 و 𝐸 ൫𝜂𝑗|𝑋𝑗൯ = ۰ آن در که
می استفاده چگالی تابع یک از فقط آن در چون (۲) برآوردگر حالت این در باشد. وابسته ، n نمونه اندازه همچنین و j مشاهدات تعداد به است

ندارد. کاربردی کند،
شود. می نظر در زیر بصورت (۲) برآورد یافته تعمیم ، (۳) مدل رگرسیونی تابع برآورد برای حال

�̂� (𝑥) = (𝑛ℎ)−۱
𝑛

𝑗=۱
𝑌𝑗𝐾𝑈𝑗 ቆ

𝑥 −𝑊𝑗
ℎ ቇ / ̂𝑓𝑛 (𝑥) (۴)

و 𝐾𝑈𝑗 (x) = (۲𝜋)−۱ ∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥𝐾𝑓𝑡 (𝑡) /𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 ቀ
𝑡
ℎቁ 𝑑𝑡 آن در که

̂𝑓𝑛 (𝑥) = (𝑛ℎ)−۱
𝑛

𝑗=۱
𝐾𝑈𝑗 ቆ

𝑥 −𝑊𝑗
ℎ ቇ

پیشنهاد زیر بصورت دیگری برآورد پس است. پذیرش قابل غیر برآوردگر این همگرایی نرخ که دهد می نشان (۴) رابطه خواص دقیق تحلیل
گردد. می

�̂�𝑛 (𝑥) = (ℎ)−۱
𝑛

𝑗=۱
𝑌𝑗𝐾𝑈𝑗 ቆ

𝑥 −𝑊𝑗
ℎ ቇ / ̂𝑓𝑛 (𝑥) (۵)

همچنین است. 𝑓𝑋 برآورد یک ̂𝑓𝑛 (𝑥) = (ℎ)−۱ ∑𝑛
𝑗=۱𝐾𝑈𝑗 ቀ

𝑥−𝑊𝑗
ℎ ቁ آن در که

𝐾𝑈𝑗 (x) = (۲𝜋)−۱ ∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥𝐾𝑓𝑡(𝑡)𝜓𝑗(𝑡/ℎ)𝑑𝑡

𝜓𝑗 (𝑡) = 𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (−𝑡) /∑
𝑛
𝑘=۱ ቚ𝑓

𝑓𝑡
𝑈𝑘(𝑡)ቚ

۲ و
است. تعریف خوش ، زیر شرایط تحت برآوردگر این

.𝑡 ∈ 𝑅 تمام برای ቚ𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (𝑡)ቚ ≠ ۰ بطوریکه دارد وجود j یک (۱
آنگاه 𝑡 → ۰ وقتی و [−۱, ۱] گاه تکیه دارای 𝐾𝑓𝑡 بطوریکه 𝐾 ∈ 𝐿۱(𝑅) ∩ 𝐿۲(𝑅) (۲

ห𝐾𝑓𝑡(𝑡) − ۱ห ↓ ۰
𝑓𝑋(𝑥) ≠ ۰ (۳

.𝜏۲ = 𝑉𝑎𝑟 (𝑌|𝑋 = 𝑥) آن در که (𝑚𝑓𝑋)𝑓𝑡 , 𝑓𝑋𝑓𝑡 ∈ 𝐿۱(𝑅) همچنین هستند. پیوسته و 𝑚۲𝑓𝑋کراندار و 𝑓𝑋 ،𝜏۲𝑓𝑋 (۴
آنگاه 𝑛 → ∞ وقتی کند. صدق زیر شرایط در 𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (𝑡) تابع باید ، (۵) برآوردگر سازگاری بررسی برای

ቚ𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (𝑡)ቚ
۲
→ ∞𝑖𝑛𝑓

𝑛

𝑗=۱
ቚ𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (𝑡)ቚ

۲
> ۰

ناهمسانی حالت در اما است. برقرار (۶) شرایط پس نیست. صفر کجا هیچ 𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (𝑡) چون ،(𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 = 𝑓𝑓𝑡𝑈 (یعنی 𝑈𝑗ها توزیع همسانی حالت در
شود. گرفته نظر در زیر بصورت دیگری شرط باید ها 𝑈𝑗 بطوریکه:توزیع دارد وجود 𝑘 > ۰, 𝛿 > ۱ یک

۰ ← ℎ ≥ 𝑐.𝑛۱−𝛿+𝑘 , න
۱
ℎ

− ۱
ℎ

ቆ
𝑛

𝑗=۱
ቚ𝑓𝑓𝑡𝑈𝑗 (𝑡)ቚ

۲
ቇ
−۲
𝑑𝑡 = 𝑂 ൫𝑛−𝛿൯ (۶)

شود. می استفاده زیر قضیه از (۵) برآوردگر سازگاری دادن نشان برای
آنگاه شود. گرفته نظر در (۶) رابطه و ۴ ۱تا شرایط اگر قضیه:

داریم: 𝑛 → ∞ که همانطور آنگاه ∫
۱
ℎ
− ۱
ℎ
ቆ∑𝑛

𝑗=۱ ቚ𝑓
𝑓𝑡
𝑈𝑗 (𝑡)ቚ

۲
ቇ
−۲
𝑑𝑡 → ۰ و ℎ → ۰ اگر الف)

�̂� (x) 𝑝→ 𝑚(𝑥)
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و j تمام برای اگر (۷) رابطه گرفتن نظر در با ، ||𝑚||∞ < ∞ که کنید فرض ب)
𝐸 ห𝑛𝑗ห

𝑙 ≤ 𝐶𝑙 < ∞ ، ۰ < 𝑙 ≤ ۲ ቂ ۱𝑘 ቃ + ۲
داریم: 𝑛 → ∞ که همانطور آنگاه

�̂� (x) 𝑎.𝑠→ 𝑚(𝑥)

گیری نتیجه و بحث .۲
رابطه یعنی شده معرفی رگرسیون تابع ناپارامتری برآورد نتیجه در افتد. نمی اتفاق 𝑈𝑗 متغیر توزیع همسانی فرض واقعی، های داده در معمولا
به توان می ، (۳) مدل یعنی رگرسیون تابع برآورد در 𝑈𝑗 متغیر توزیع ناهمسانی فرض گرفتن نظر در با اما بود. نخواهد مناسبی برآوردگر ، (۲)

یابیم. می دست بهینه همگرایی نرخ با سازگار برآورد یک به (۵) رگرسیون تابع برآورد معرفی با مقاله این در یافت. دست بهینه برآورد
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منفی زبرجمعی وابستگی دارای های داده تحت چگالی تابع کرنل برآورد
شیرازیب اسماعیل ،آ، قنبری∗ بهاره

ايران تهران، ۱۹۳۹۵ −۳۶۹۷ پستي صندوق نور، پيام دانشگاه آمار، آگروه
ایران کاووس، گنبد کاووس، گنبد دانشگاه آمار، گروه باستادیار،

چکیده
تصادفی متغیرهای توزیع تابع و چگالی تابع برآورد کاربردی آمار و احتمال نظریه در کاربردی و مهم مسایل از یکی
به توجه با است. گرفته قرار مطالعه مورد ای گسترده طور به ای هسته برآوردگر ناپارامتری، های روش بین در که است
وابستگی ساختار فرض با مقاله این در باشد، نمی برقرار ها پدیده بین استقلال فرض کاربردی مطالعات اکثر در اینکه
نرخ و است گرفته قرار بررسی مورد چگالی تابع کرنل برآوردگر مجانبی رفتار تصادفی متغیرهای برای منفی زبرجمعی
پیوندی وابستگی حالت در مشابه نتایج بهبود و توسیع واقع در آمده دست به نتایج است. آمده دست به آن همگرایی

است. منفی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

چگالی تابع برآورد
کرنل برآوردگر

منفی زبرجمعی وابستگی
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
است. گرفته قرار مطالعه مورد ای گسترده طور به ای هسته برآورد روش توزیع، تابع و چگالی تابع برآورد منظور به ناپارامتری های روش بین در
عمل در دانیم می که حالی در است. حساس فرض این به میزان چه به برآورد این اینکه و است استقلال فرض وجود برآورد، در مهم نکته یک
اولين ( ۱۹۷۰ ) روزنبلات و ( ۱۹۶۹ ) روساس شود. می آشکار پیش از بیش سوال این اهمیت گیرد، می قرار پذیرش مورد کمتر استقلال پذیره
چگالي اي هسته برآوردگر مجانبي خواص آنها دادند. قرار توجه مورد وابسته مشاهدات حالت در را چگالي تابع برآورد مسأله که بودند افرادي
توان مي زمينه اين در شده انجام مطالعات از دادند. قرار بررسي مورد را بودند شده گيري نمونه مارکوف فرآيند يک از مشاهدات که حالتي در را
داد. قرار بررسي مورد مارکوف زنجيرهاي براي را چگالي اي هسته برآوردگر نقطه به نقطه همگرايي ( ۱۹۸۵ ) ياکوويتز کرد. اشاره زير موارد به
نرخ و کرده اثبات را برآوردگر يکنواخت سازگاري و داد قرار مطالعه مورد وابسته ضعيف طور به متغيرهاي براي را برآوردگر رفتار ( ۱۹۹۰ ) ترن
بسيار شرايط تحت آميزنده موضعي نام با قوي آميزنده به نسبت تر ضعيف وابستگي يک معرفي با ( ۱۹۹۱ ) ترن و فام کرد. ارايه نيز را همگرايي
کلي شرايط تحت مانا هاي نمونه براي را هسته روش به چگالي برآورد ( ۲۰۰۱ ) لو کنند. اثبات را برآوردگر يکنواخت همگرايي توانستند ضعيفي
در آن بر علاوه و شود مي گرفتند قرار بررسي مورد قبل مقالات در که آميزنده −𝛼 و خطي فرآيندهاي مورد دو هر شامل که داد قرار مطالعه مورد
به توزيع تابع برآورد اتورگرسيو، هاي مدل گرفتن نظر در با ( ۲۰۱۴ ) همکاران و وانگ است. انطباق قابل نيز آمیزنده −𝛼 غیر و غيرخطي حالات
برآوردگر يکنواخت سازگاري دادند. ارايه آن براي همزمان اطمينان نوار يک و کردند مطالعه را مدل اين نشده مشاهده خطاهاي براي هسته روش
لم از تعميم يک توانست او واقع در و گرفت قرار مطالعه مورد ( ۲۰۱۸ ) چنگ توسط اول مرتبه اتورگرسيو مدل در خطا توزيع تابع اي هسته
مفاهیم از یکی گیرند. قرار بررسی مورد چندمتغیره یا و دومتغیره صورت به است ممکن عمل در وابستگی مفاهیم دهد. ارايه گليونکو.کانتلي

∗سخنران
شیرازی) (اسماعیل shirazi.esmaeil@gmail.com قنبری)، (بهاره ghanbari.bahareh64@yahoo.com الکترونیک: پست
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توابع اساس بر که شد معرفی ( ۲۰۰۰) هو توسط ابتدا مفهوم، این است. (NSⅮ) منفی۱ زبرجمعی وابستگی مبحث چندمتغیره وابستگی مهم
در تحقیقات ، است گرفته صورت وابستگی مفاهیم تحت ای هسته برآوردگر روی بر که بسیاری مطالعات برخلاف شود. می تعریف زبرجمعی
پیوندی منفی وابستگی از توسیعی یک منفی زبرجمعی وابستگی ساختار اینکه به توجه با است. نادر بسیار منفی زبرجمعی وابستگی مفهوم زمینه
هسته برآورد روش به تا است شده آن بر سعی مقاله این در رو این از باشد، می نیز مفیدتر احتمالی های نابرابری آوردن دست به در گاهی و است
تصادفی متغیرهای با مرتبط اولیه مفاهیم و تعاریف ابتدا مقاله این ادامه در اساس این بر شود. پرداخته وابستگی نوع این تحت چگالی تابع ای
تحت چگالی تابع ای هسته برآوردگر یکنواخت همگرایی سپس و کنیم می بیان را منفی جمعی زبر وابستگی مفهوم بخصوص و وابستگی دارای
ارایه منفی زبرجمعی های داده تحت چگالی تابع موجک برآورد روش برای پیشنهادی نهایت در دهیم. می قرار مطالعه مورد را وابستگی نوع این

شد. خواهد

اولیه تعاریف .۲
لی توسط بار اولین برای ربعی وابستگی مفهوم پردازیم. می متغیره چند حالت به ها آن تعمیم و وابستگی مفاهیم برخی معرفی به بخش این در

شد. معرفی (۱۹۶۶) من
باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ هر ازای به گاه هر شوند، می نامیده (PQⅮ) مثبت ربعی وابسته 𝑌 و 𝑋 متغیرهای .۱ .۲ تعریف

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) ≥ 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)𝑃(𝑌 ≤ 𝑦)
شود. عوض فوق معادله در ها نابرابری جهت هرگاه شوند،  می نامیده (NQⅮ) منفی ربعی وابسته 𝑌 و 𝑋 تصادفی متغیر دو مشابه طور به

روی 𝑔 و 𝑓 نانزولی وار مولفه تابع دو هر برای هرگاه شوند، می نامیده (PA) مثبت پیوندی 𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛 تصادفی متغیرهای .۲ .۲ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه  ℝ𝑛

𝑐𝑜𝑣(𝑓(𝑋𝑖; ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛), 𝑔(𝑋𝑗; ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑛)) ≥ ۰.
باشد. PA آن از متناهی مجموعه زیر هر هرگاه نامیم می PA را {𝑋𝑛; 𝑛 ≥ ۰} دنباله

از 𝐴۲ و 𝐴۱ مجزای مجموعه زیر دو هر برای هرگاه شوند، می نامیده (NA) منفی پیوندی 𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛 تصادفی متغیرهای .۳ .۲ تعریف
 {۱, ۲, ..., 𝑛} مجموعه

𝑐𝑜𝑣(𝑓(𝑋𝑖; 𝑖 ∈ 𝐴۱), 𝑔(𝑋𝑗; 𝑗 ∈ 𝐴۲)) ≤ ۰.
هستند. نزولی یا صعودی وار مولفه 𝑔 و 𝑓 آن در که

بر که شد معرفی ( ۲۰۰۰) هو توسط ابتدا مفهوم، این است. (NSⅮ) منفی زبرجمعی وابستگی مبحث چندمتغیره وابستگی مهم مفاهیم از یکی
تعریف ( ۱۹۷۷ ) کمپرمن توسط که کنیم، می اشاره زبرجمعی تابع مفهوم به ابتدا آن، بیان از پیش اما شود. می تعریف زبرجمعی توابع اساس

است. شده
باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 هر برای اگر است، زبرجمعی 𝜙 ∶ ℝ𝑛 → ℝ تابع .۴ .۲ تعریف

𝜙(x ∨ y) + 𝜙(x ∧ y) ≥ 𝜙(x) + 𝜙(y)
دیگر عبارت به باشند، می ای مولفه مینیمم ∧ و ای مولفه ماکسیمم ∨ آن در که

x ∨ y = (𝑥۱ ∨ 𝑦۱, 𝑥۲ ∨ 𝑦۲, ..., 𝑥𝑛 ∨ 𝑦𝑛)
x ∧ y = (𝑥۱ ∧ 𝑦۱, 𝑥۲ ∧ 𝑦۲, ..., 𝑥𝑛 ∧ 𝑦𝑛)

هر برای اگر است زبرجمعی تابع این آنگاه باشد، پیوسته دوم مرتبه جزیی مشتق دارای 𝜙 تابع اگر گفت توان می دیگر عبارت به
. 𝜕۲𝜙(𝑥)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

≥ ۰ باشیم داشته 𝑖 ≠ 𝑗(𝑖, 𝑗 = ۱, ..., 𝑛)
است: زیر صورت به منفی زبرجمعی وابستگی تغریف زبرجمعی، تابع مفهوم به توجه با

، 𝜙 زبرجمعی تابع هر برای اگر شوند، می نامیده منفی زبرجمعی وابسته 𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛 تصادفی متغیرهای .۵ .۲ تعریف
𝐸(𝜙(𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛)) ≤ 𝐸(𝜙(𝑋∗۱ , 𝑋∗۲ , ..., 𝑋∗𝑛)),

باشند. یکسان توزیع دارای 𝑋∗𝑖 و 𝑋𝑖 تصادفی متغیرهای ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 هر برای و هستند مستقل تصادفی متغیرهای 𝑋∗۱ , 𝑋∗۲ , ..., 𝑋∗𝑛 آن در که
1Negative Superadditive Dependence
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اصلی نتایج .۳
این از که دارد وجود چگالی تابع برآورد برای گوناگونی های روش است. چگالی تابع برآورد مسیله آماری مباحث در مهم موضوعات از یکی
۱۹۶۲ ) پارزن به توان می زمینه این در مهم و کلیدی منابع عنوان به است. گرفته قرار استفاده مورد ای گسترده طور به ای هسته برآوردگر میان
منفی زبرجمعی وابسته متغیرهای برای چگالی تابع ای هسته برآوردگر بخش، این در کرد. اشاره ( ۱۹۸۶ ) سیلورمن و ( ۱۹۷۱ ) روزنبلات ،(

گیرد. می قرار مطالعه مورد
ℎ𝑛 و احتمال چگالی تابع یک  𝑘(.) اگر باشد. 𝑓(.) نامعلوم چگالی تابع از زبرجمعی تصادفی متغیرهای از دنباله یک {𝑋𝑛; 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض

بود: خواهد زیر صورت به چگالی تابع ای هسته برآوردگر صورت این در باشند، صفر به همگرا و نامنفی حقیقی اعداد از دنباله یک

̂𝑓𝑛(𝑥) =
۱

𝑛ℎ𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝑘(𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ𝑛

)

تنها بودن زبرجمعی اما است تصادفی نمونه بودن زبرجمعی ویژگی از استفاده چگالی، تابع ای هسته برآوردگر همگرایی اثبات در اساسی مسئله
{𝑘(𝑥−𝑋𝑖ℎ𝑛

); 𝑛 ≥ تصادفی متغیرهای دنباله هسته، تابع نبودن یکنوا به توجه با کلی حالت در دیگر عبارت به شود. می حفظ یکنوا تبدیلات تحت
فرض سایر باشد. کراندار تغییرات با تابع یک 𝑘(.) تابع کنیم می فرض مشکل این کردن برطرف منظور به بود. نخواهند زبرجمعی لزوما  ۱}

هستند. زیر صورت به کرنل برآوردگر همگرایی نرخ بررسی برای لازم های
باشد. 𝑓(.) پیوسته و کراندار چگالی تابع با زبرجمعی مانا ً اکیدا تصادفی متغیرهای از دنباله یک  {𝑋𝑛; 𝑛 ≥ ۱} دنباله .۱ .۳ فرض

باشد. پیوسته و کراندار دوم و اول مرتبه مشتقات دارای 𝑓(.) چگالی تابع .۲ .۳ فرض
باشد. کراندار جزیی مشتقات دارای 𝑓𝑖𝑗(., .) یعنی 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 تصادفی متغیرهای توام چگالی تابع .۳ .۳ فرض

هسته تابع توان می این بر علاوه  ∫𝑘۲(𝑢)𝑑𝑢 < ∞ که طوری باشد کراندار تغییرات با احتمال، چگالی تابع یک 𝑘(.) هسته تابع .۴ .۳ فرض
موجود دارای تابع دو این مشتقات کنید فرض باشند. نانزولی تابع دو 𝑘۲(.) و 𝑘۱(.) که گرفت نظر در  𝑘(.) = 𝑘۱(.) − 𝑘۲(.) صورت به رو

باشند. پذیر انتگرال و
یعنی: باشد، دو مرتبه هسته تابع یک تابع .۵ .۳ فرض

න𝑢𝑘(𝑢)𝑑𝑢 = ۰, 𝜇۲(𝑘) = න𝑢۲𝑘(𝑢)𝑑𝑢 < ∞

کند: می صدق زیر شرایط در  𝑛 → ∞ که زمانی  {ℎ𝑛; 𝑛 ≥ ۱} باند پهنای دنباله .۶ .۳ فرض
ℎ𝑛 ↘ ۰,

𝑛ℎ𝑛 → ∞

آن در که گرفت، نظر در  ̂𝑓𝑛(𝑥) = ̂𝑓۱,𝑛(𝑥) − ̂𝑓۲,𝑛(𝑥) صورت به توان می را هسته روش به چگالی تابع برآوردگر فوق مفروضات به توجه با

̂𝑓۱,𝑛(𝑥) =
۱

𝑛ℎ𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝑘۱(
𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ𝑛

), ̂𝑓۲,𝑛(𝑥) =
۱

𝑛ℎ𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝑘۲(
𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ𝑛

)

بگیرید: درنظر  𝑞 = ۱, ۲ و 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛; 𝑛 ≥ ۱ هر برای همچنین

𝑇𝑞,𝑖,𝑛(𝑥) = ℎ𝑛−۱ ቆ𝑘𝑞(
𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ𝑛

) − 𝐸𝑘𝑞(
𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ𝑛

)ቇ

باشد. می زبرجمعی نیز 𝑇𝑞,۱,𝑛 , 𝑇𝑞,۲,𝑛 , ..., 𝑇𝑞,𝑛,𝑛 تصادفی نمونه گاه آن باشد، زبرجمعی 𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛 نمونه اگر که است ذکر قابل نکته این

کرد. بیان NSⅮ متغیرهای تحت چگالی تابع ای هسته برآوردگر همگرایی نرخ برای را زیر قضیه و لم توان می فوق مفروضات گرفتن نظر در با
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هر برای صورت این در ، 𝑡𝑛
ℎ۲𝑛

→ ۰ باشیم داشته  𝑛 → ∞ که زمانی و کند صدق شیتس لیپ شرط در  𝑘(.) هسته تابع اینکه فرض با .۷ .۳ لم
داریم:  [𝑎, 𝑏] بازه هر و بزرگ کافی اندازه به 𝑛 و 𝜖 > ۰

𝑃 ൭ sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

| ̂𝑓𝑛(𝑥) − 𝐸( ̂𝑓𝑛(𝑥))| > 𝜖൱ ≤ ۲(𝑏 − 𝑎)
𝑡𝑛

𝑒𝑥𝑝(−𝑛𝜖
۲ℎ۲

𝑛
۱۲۸𝐶 )

است. [𝑎, 𝑏] های زیربازه طول 𝑡𝑛 از منظور و شود می گرفته نظر در ثابت مقداری 𝐶 آن در که
است: زیر فرم به نظر مورد برآوردگر همگرایی نرخ بخش، ابتدای در شده بیان مفروضات به توجه با .۸ .۳ قضیه

𝑀𝐼𝑆𝐸( ̂𝑓𝑛(𝑥)) =
۱
۴𝜇

۲۲(𝑘)𝑅(𝑓″)ℎ۴
𝑛 +

۱
𝑛ℎ𝑛

𝑅(𝑘) + ۲
𝑛

∞


𝑗=۲

න(𝑓۱𝑗(𝑥, 𝑥) − 𝑓۲(𝑥))𝑑𝑥 + 𝑜(ℎ۴
𝑛 +

۱
𝑛ℎ𝑛

) + 𝑎𝑛

بهینه نرخ است ذکر به لازم همگراست. صفر به دنباله ، 𝑛 → ∞ وقتی طوریکه است  ℎ𝑛 از مستقل حقیقی دنباله یک  {𝑎𝑛; 𝑛 ≥ ۱} آن در که
شود. می حاصل ℎ𝑛 ≤ 𝑛−۱/۵ انتخاب با برآوردگر همگرایی

تحقیق آینده .۴
تا برآنیم بخش این در است، نشده انجام موجک روش به NSⅮ های داده تحت چگالی تابع برآورد زمینه در تحقیقی تاکنون اینکه به توجه با
درنظر تحقیق آینده عنوان به را آن همگرایی نرخ بررسی و داده پیشنهاد را وابستگی نوع این دارای های داده تحت چگالی تابع موجک برآوردگر

شود: می بیان زیر صورت به  ℎ چگالی تابع موجک بسط . بگیریم

ℎ(𝑥) = 
𝑘∈ℤ

𝛼𝑗۰ ,𝑘𝜙𝑗۰ ,𝑘(𝑥) + 
𝑗≥𝑗۰


𝑘∈ℤ

𝛽𝑗,𝑘𝜓𝑗,𝑘(𝑥)

شوند: می تعریف زیر فرم به که هستند موجک بسط ضرایب 𝛽 و 𝛼 از منظور فوق عبارت در که

𝛼𝑗۰ ,𝑘 = න𝜙𝑗۰ ,𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝛽𝑗,𝑘 = න𝜓𝑗,𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥

زیر صورت به آنها پایه بر چگالی تابع موجک خطی برآورد آنگاه باشند، NSⅮ تصادفی متغیرهای 𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛 اگر فوق، بسط به توجه با لذا
شود: می پیشنهاد

ℎ̂(𝑥) = ℎ̂۱(𝑥) − ℎ̂۲(𝑥)

طوریکه

ℎ̂۱(𝑥) = 
𝑘∈ℤ

�̂�(۱)𝑗۰ ,𝑘𝜙𝑗۰ ,𝑘(𝑥), ℎ̂۲(𝑥) = 
𝑘∈ℤ

�̂�(۲)𝑗۰ ,𝑘𝜙𝑗۰ ,𝑘(𝑥)

هستند: زیر های عبارت �̂�(۲)𝑗۰ ,𝑘 و �̂�(۱)𝑗۰ ,𝑘 از منظور

�̂�(۱)𝑗۰ ,𝑘 =
۱
𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝜙(۱)
𝑗۰ ,𝑘(𝑥)

�̂�(۲)𝑗۰ ,𝑘 =
۱
𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝜙(۲)
𝑗۰ ,𝑘(𝑥)

هستند. نانزولی توابعی دو هر 𝜙(۲)
𝑗۰ ,𝑘(𝑥) و 𝜙(۱)

𝑗۰ ,𝑘(𝑥) که
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هیدرولوژیکی فرآیندهای در آن کاربردهای و گامبل توزیع از جدیدی مدل  ارائه
نانواپیشهب عبدالهی آنیتا خزائیآ، سلیمان دکتر جعفریآ، حبیب دکتر

رازی دانشگاه آمار گروه آ
رازی دانشگاه آمار دکتری بدانشجوی

چکیده
توزیع از جدیدی مدل معرفی به مقاله این در است. باد و آب انرژی انسان، استفاده برای انرژی منبع مناسب ترین
زمینە ها برخی در گامبل توزیع از تعمیم هایی دارد. بسیاری کاربرد هیدرولوژیکی فرآیندهای در که می پردازیم گامبل
کاربردهای توزیع این می گیرد. قرار استفاده مورد کند مشخص خوبی به را دادە ها مدل نمی تواند گامبل توزیع که
دیگر زمینە های بسیاری و زمین شناسی اقتصاد، بیمه، اقلیم شناسی، هواشناسی، هیدرولوژیکی، فرآیندهای در بسیاری
کاربردهایی سپس می گردد، ارائه نمایی شده گامبل و گامبل توزیع آماری و ریاضی ویژگی های ابتدا مقاله این در دارد.
برای عباراتی و میانگین و مبدا حول گشتاورهای می شود. بیان واقعی دادە های مجموعه از استفاده با توزیع این از
می گیرد قرار بررسی مورد درستنمایی ماکسیمم روش از استفاده با پارامترها برآورد می گردد. ارائه کشیدگی و چولگی
نتایج می شود. ارائه واقعی هیدرولوژیکی دادە های مجموعه از استفاده با جدید توزیع از کاربرد چند نهایت در و

می کنند. تایید واقعی دادە های مجموعه برای را نمایی شده گامبل توزیع بودن مناسب نیز دادە ها برازش

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

گامبل توزیع
شده نمایی گامبل توزیع

گشتاورها
پارامترها برآورد
برازش نیکویی

مقدمه .۱
و افزایشی خطر نرخ دارای توزیع این که است مشخص کرد[۳]. ارائه نمایی توزیع از بسطی عنوان به را گامبل توزیع بار اولین برای گامبل
فرایندهای جمله از علمی زمینە های از بسیاری در زیادی کاربردهای بسط هایش و گامبل توزیع است. پارامترهایش مقادیر به توجه با کاهشی
مقادیر برازش برای را مدل این گامبل دارند[۱۱،۵،۱]. دیگر زمینە های از بسیاری و زمین شناسی مالی، امور بیمه، اقلیم شناسی، هیدرولوژیکی،
بررسی برای توزیع این از و داده قرار بررسی مورد را گامبل توزیع نیز کوتز و ناداراجا . داد[۴] قرار استفاده مورد تصادفی دادە های بینهایتِ
خانواده نام به توزیع ها از بزرگی خانواده به آماری مهم توزیع های بیشتر می دانیم که همان طور کردند[۶− ۸]. استفاده باد سرعت و سیل دادە های
ارائه برای مختلفی روش های البته که می آیند دست به پایه توزیع یک توزیع تابع رساندن توان به با توزیع ها از خانواده این دارند. تعلق توانی
آماری جدید توزیع ایجاد برای را دیگری تعمیم یافتە  جدید روش مقاله این در ما است[۱۳،۱۲]. موجود منابع در توزیع ها از خانوادە هایی چنین
با آن مقایسه و گامبل توزیع از جدیدی مدل ارائه مقاله این از هدف واقع در می دهیم. ارائه تعمیم یافته” توانی آلفای توزیع از خانوادە ای نام” به
برازش توزیع این تعمیم یکسان شرایط در که می دهیم نشان ما است. هیدرولوژیکی فرایندهای در آن  کاربردهای و ویژگی ها ارائه و مدل ها سایر

می دهد. ارائه محیطی دادە های مدل بندی در مدل ها سایر و گامبل توزیع خود به نسبت را بهتری
در و جدید توزیع گشتاورهای ۳ بخش در می گیرد. قرار بررسی مورد آن ها ویژگی های و نمایی شده گامبل توزیع و گامبل توزیع ۲ بخش در
این از کاربردهایی ترتیب به ۷ و ۶ بخش های در و شبیە سازی بخش۵ در نهایت در می شوند. ارائه پارامترها ماکسیمم درستنمایی برآورد ۴ بخش

است. شده ارائه نتیجە گیری و واقعی دادە های از مجموعه چند از استفاده با مدل ها

خزائی)، سلیمان دکتر ) s.khazaei@razi.ac.ir جعفری)، حبیب (دکتر habib_jafari@yahoo.com الکترونیک: پست
نانواپیشه) عبدالهی (آنیتا anita.abdollahi@yahoo.com
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آن ویژگی های و شده توانی گامبل توزیع و گامبل توزیع ۲
است: زیر صورت به آن تجمعی توزیع تابع صورت این در (G)باشد گامبل توزیع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض

𝐹(𝑥) = 𝑒−𝑒(−𝜆𝑥) , 𝑥 ∈ ℝ, 𝜆 > ۰ (۱)
می آید: دست به زیر صورت به توزیع این احتمال چگالی تابع بالا رابطه از مشتق گیری با است. شکل پارامتر 𝝀 که

𝑓(𝑥) = 𝜆𝑒(−𝜆𝑥)𝑒−𝑒(−𝜆𝑥) , 𝜆 > ۰ (۲)
است: زیر صورت به که است شده ارائه توزیع این از نیز دیگری فرم های

𝐹(𝑥; 𝜇, 𝛽) = 𝑒−𝑒
൬− 𝑥−𝜇

𝛽 ൰

می آید. دست به گامبل توزیع استاندارد حالت باشد 𝛽 = ۱ و با 𝜇 = که۰ زمانی است مشخص که طور همان
جدید روش ۲۰۱۸ سال در [۹] همکاران و الباتال می پردازیم. است شده توانی گامبل توزیع همان که جدیدمان مدل ارائه به بخش این در حال
چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع کردند. ارائه تعمیم یافته” توانی آلفای توزیع از خانوادە ای نام” به آماری جدید توزیع ایجاد برای را تعمیم یافتە ای

است: زیر صورت به آن ها توسط شده ارائه جدید خانواده این احتمال

𝐹(𝑥) = ൝
𝐺(𝑥)𝛼𝐺(𝑥)

𝛼 , 𝛼 ≠ ۱
𝐺 (𝑥) , 𝛼 = ۱

و

𝑓(𝑥) = ൝
𝑔(𝑥)𝛼𝐺(𝑥)

𝛼 ൣ۱ + ⅼog (𝛼) 𝐺 (𝑥)൧ , 𝛼 ≠ ۱
𝑔 (𝑥) , 𝛼 = ۱

هستند. پایه توزیع تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع G(x) و g(x) آن در که
به شده نمایی گامبل توزیع احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع صورت این در باشد (G)باشد گامبل توزیع با تصادفی متغیر یک X اگر

: بود خواهد زیر صورت

𝐹(𝑥) = 𝑒−𝑒
൬− 𝑥−𝜇

𝛽 ൰
𝛼𝑒−𝑒

൬− 𝑥−𝜇
𝛽 ൰

𝛼 , (۳)
و

𝑓(𝑥) = 𝑒
−൭൬ 𝑥−𝜇𝛽 ൰+𝑒−൬

𝑥−𝜇
𝛽 ൰൱

𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥−𝜇

𝛽 ൰

𝛼𝛽 ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰

 , (۴)

بود:   خواهد زیر صورت به نیز توزیع این خطر نرخ تابع شود. لحاظ ⅼog (𝛼) 𝐺 (𝑥) < ۱ شرط است لازم شود انتخاب ۰ < 𝛼 < ۱ اگر که

ℎ(𝑥) =

𝑒
−ቌ൬ 𝑥−𝜇𝛽 ൰+𝑒

−൬ 𝑥−𝜇𝛽 ൰
ቍ
𝛼𝑒−𝑒

൬− 𝑥−𝜇
𝛽 ൰

𝛼𝛽 ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰



۱ −  𝑒
−𝑒

൬− 𝑥−𝜇
𝛽 ൰

𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥−𝜇

𝛽 ൰

𝛼 

(۵)

است. شده رسم پارامترها مختف مقادیر ازای به توزیع این احتمال چگالی تابع ۱ شکل در
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پارامترها مختلف مقادیر ازای به شده نمایی گامبل توزیع احتمال چگالی تابع :۱ شکل

پارامترها مختلف مقادیر ازای به شده نمایی گامبل توزیع خطر تابع :۲ شکل

این خطر نرخ تابع است مشخص شکل از که همان طور می دهد. نشان پارامترها مختلف مقادیر برای را توزیع این خطر نرخ تابع نمودار ۲ شکل
است. پارامترهایش مقادیر به توجه با افزایشی صورت به نیز توزیع

شده نمایی گامبل توزیع گشتاورهای ۳
می کنیم، محاسبه را آن زیر صورت به که داریم f(x) تابع از بسط هایی ارائه به نیاز شده نمایی گامبل توزیع گشتاورهای محاسبه برای بخش این در

باشد: زیر صورت به f(x) اگر

𝑓(𝑥) = 𝑒
−൭൬ 𝑥−𝜇𝛽 ൰+𝑒−൬

𝑥−𝜇
𝛽 ൰൱

𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥−𝜇

𝛽 ൰

𝛼𝛽 ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰



می کنیم. بازنویسی را f(x) نمایی، تابع بسط از استفاده با و زیر بسط از استفاده با

𝛼𝑚 =
∞

𝑖=۰
൫ⅼog𝛼൯𝑖

𝑖! 𝑚𝑖 ,
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𝑓(𝑥) =

⎡
⎢
⎢
⎣

∑∞
𝑘=۰

(−۱)𝑘൭൬ 𝑥−𝜇𝛽 ൰+𝑒−൬
𝑥−𝜇
𝛽 ൰൱

𝑘

𝑘!

⎤
⎥
⎥
⎦

ቈ∑∞
𝑗=۰

൫ⅼog𝛼൯𝑗
𝑗!  ∑∞

𝑖=۰∑
∞
𝑛=۰

(𝑖)𝑛𝑒𝑛൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰

𝑛! ൩

𝛼𝛽 ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰



=
∞

𝑘=۰


∞

𝑗=۰


∞

𝑖=۰


∞

𝑛=۰

(−۱)𝑘 ቆ൬𝑥−𝜇𝛽 ൰ + 𝑒−൬
𝑥−𝜇
𝛽 ൰ቇ

𝑘

𝑘!
(ⅼog𝛼)𝑗

𝑗!
(𝑖)𝑛𝑒𝑛൬−

𝑥−𝜇
𝛽 ൰

𝑛! ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰

 (۶)

: بود خواهد زیر صورت به آن ام n مرتبه گشتاور صورت این در

𝐸 [𝑋𝑛] = න
∞

۰
𝑥𝑛𝑓 (𝑋) 𝑑𝑥

= න
∞

۰
𝑥𝑛

∞

𝑘=۰


∞

𝑗=۰


∞

𝑖=۰


∞

𝑛=۰

(−۱)𝑘 ቆ൬𝑥−𝜇𝛽 ൰ + 𝑒−൬
𝑥−𝜇
𝛽 ൰ቇ

𝑘

𝑘!
൫ⅼog𝛼൯𝑗

𝑗!
(𝑖)𝑛𝑒𝑛൬−

𝑥−𝜇
𝛽 ൰

𝑛!

× ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥−𝜇
𝛽 ൰

 𝑑𝑥 (۷)

گامبل توزیع کشیدگی و چولگی اول گشتاور چهار مبنای بر کرد. محاسبه را آن می توان عددی روشهای به و Ⅿatⅼab نرم افزار از استفاده با که
می آید: دست به زیر رابطه از اول نوع

𝑆 = 𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))۳]/(𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))۲])۳/۲ = (𝜇۳ − ۳𝜇۱𝜇۲ + ۲𝜇۳۱)/[𝜇۲ − 𝜇۲۱]۳/۲,

و
𝐾 = 𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))۴]/(𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))۲])۲ = (𝜇۴ − ۴𝜇۱𝜇۳ + ۶𝜇۲۱𝜇۲ − ۳𝜇۴۱)/[𝜇۲ − 𝜇۲۱]۲.

است. شده ارائه توزیع ام n مرتبه گشتاور 𝜇𝑛که

شده نمایی گامبل توزیع (ⅯⅬE) پارامترهای ماکزیمم درستنمایی برآورد .۲
زیر صورت به توزیع این درستنمایی ماکسیمم تابع صورت این در باشد شده نمایی گامبل توزیع از 𝑛 اندازه با تصادفی ای نمونه 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 اگر

است:

𝐿(𝜇, 𝛽, 𝛼) = ۱
(𝛼𝛽)𝑛ෑ

𝑛

𝑖=۰
𝑒

−൭൬ 𝑥𝑖−𝜇𝛽 ൰+𝑒−൬
𝑥𝑖−𝜇
𝛽 ൰൱

𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥𝑖−𝜇

𝛽 ൰
ෑ

𝑛

𝑖=۰
ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−

𝑥𝑖−𝜇
𝛽 ൰

 (۸)

است: زیر صورت به درستنمایی تابع لگاریتم نتیجه در

ⅼog 𝐿(𝜇, 𝛽, 𝛼) = −[𝑛 ⅼog(�) + 𝑛 ⅼog(𝛽)] + ∑𝑛
𝑖=۰ ቆ−൬𝑥𝑖−𝜇𝛽 ൰ + 𝑒−൬

𝑥𝑖−𝜇
𝛽 ൰ቇ + ∑𝑛

𝑖=۰ ⅼog൭𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥𝑖−𝜇

𝛽 ൰
൱

+
𝑛

𝑖=۰
ⅼog ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒

ቆ− (𝑥𝑖−𝜇
𝛽 ቇ

 (۹)
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می آیند: دست به زیر شکل به درستنمایی معادلات ،𝜇, 𝛽, 𝛼 پارامترهای به نسبت بالا رابطه از مشتق گیری با بنابراین

𝜕 ⅼog 𝐿
𝜕𝜇 =

𝑛

𝑖=۱
expቆ−(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝛽 ቇ +
𝑛

𝑖=۱

ⅼog𝛼
𝛽 exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)

𝛽 ൰ exp ൬−exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)
𝛽 ൰൰

൭𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥𝑖−𝜇

𝛽 ൰
൱

+
𝑛

𝑖=۱

ⅼog(𝛼)
𝛽 exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)

𝛽 ൰ exp ൬−exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)
𝛽 ൰൰

۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒ቆ−
(𝑥𝑖−𝜇
𝛽 ቇ

൩
= ۰,

𝜕 ⅼog 𝐿
𝜕𝛽 = −𝑛𝛽 +

𝑛

𝑖=۱
(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝛽۲ + ቈ(𝑥𝑖 − 𝜇)
𝛽۲ × expቆ−(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝛽 ቇ

+
𝑛

𝑖=۱

−(𝑥𝑖−𝜇)
𝛽۲ exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)

𝛽 ൰ exp ൬−exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)
𝛽 ൰൰ ⅼog (𝛼)

൭𝛼𝑒−𝑒
൬− 𝑥𝑖−𝜇

𝛽 ൰
൱

+
𝑛

𝑖=۱

−(𝑥𝑖−𝜇)
𝛽۲ exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)

𝛽 ൰ exp ൬−exp ൬− (𝑥𝑖−𝜇)
𝛽 ൰൰ ⅼog (𝛼)

ቈ۱ + ⅼog (𝛼) 𝑒−𝑒൬−
𝑥𝑖−𝜇
𝛽 ൰


= ۰

𝜕 ⅼog 𝐿
𝜕𝛼 = −𝑛𝛼 +

𝑛

𝑖=۱
۱
𝛼 expቆ−expቆ−(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝛽 ቇቇ +
𝑛

𝑖=۱
۱
𝛼 expቆ−expቆ−(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝛽 ቇቇ = ۰

می آیند. دست به غیرخطی معادلات این حل با ،�̂�, �̂�, �̂� ماکسیمم درستنمایی برآوردهای که

کاربردها .۳
مدل ها سایر به نسبت را بهتری برازش شده توانی گامبل توزیع که می دهیم نشان و می کنیم بیان را شده ارائه توزیع های از کاربردهایی بخش این در
از مجموعه اولین شدە اند. انجام Ⅿatⅼab و R افزارهای نرم از استفاده با محاسبات همه می کند. فراهم هیدرولوژیکی دادە های مجموعه برای
می باشد[۱۰]. ۲۰۰۰ تا ۱۹۴۸ سال از شمالی کارولینای در دورهام رالی فرودگاه در اینچ) حسب برف(بر بارش به مربوط شده، ارائه دادە های
که است ۹۱ سال ماه اسفند تا ۹۰ سال ماه فروردین از رشت فرودگاه ایستگاه ماهانه بارندگی دادە های میانگین به مربوط دادە ها از مجموعه دومین
حسب (بر باد ماهانه سرعت ماکسیمم از مشاهده ۲۶۴ به مربوط دادە ها از مجموعه سومین است. شده تهیه گیلان استان هواشناسی سازمان از
ارائه http:̸̸www.nⅽⅾⅽ.noaa.gov سایت در دادە ها است. ۲۰۰۵ دسامبر تا ۱۹۸۴ ژانویه از فلوریدا بیچ پالم منطقه در ساعت) بر مایل

شدە اند[۱۰].
(ⅽ) باد سرعت ماکسیمم و (b) ۹۱ و ۹۰ سال ماهانه بارندگی مجموع و (a) برف بارش دادە های جعبە ای نمودار و نرمال احتمال نمودار ۳ شکل

می دهد. ارائه را
در گردید. استفاده AIC و BIC ، (−۲ ⅼn 𝐿) آمارە های از واقعی، دادە های توزیع با شده ارائه آماری توزیع های برازش نیکوئی بررسی جهت
به توجه با است مشخص که طور همان شدە اند. ارائه واقعی، دادە های مجموعه برای AIC و BIC مقدار ، −۲ ⅼn 𝐿 دادە ها، MLE ،۱ جدول
می کند. فراهم دادە ها از مجموعه این برای را برازش بهترین شده نمایی گامبل توزیع مقدار) کمترین اساس (بر −۲ ⅼn 𝐿 و BIC، AIC معيارهای
دادە ها به برازش برای توزیع بهترین انتخاب جهت شده، ارائه واقعی دادە های هیستوگرام و توزیع چندین احتمال چگالی تابع نمودار زیر شکل در
فراهم دادە ها از مجموعه این روی را بهتری برازش مدل ها، سایر به نسبت جدید، توزیع است مشخص شکل ها از که همانطور است. شده رسم

می کند.
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واقعی دادە های مجموعه برای برازش نیکویی آزمون و پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد :۱ جدول
set Model Parameter estimates −2 ⅼn 𝐿 AIC BIC

𝜇 𝛼 𝛽 𝜆
گامبل 0.2863 - 0.5883 - 284.30 288.30 292.58

Set I شده نمایی شانکر - 0.6834 - 0.6346 254.23 258.23 262.51
شده نمایی گامبل 0.2592 0.2197 0.0508 - 249.12 255.12 261.54

گامبل 0.7923 - 0.1065 - 2355.2 2359.2 2361.56
Set II شده نمایی شانکر - 0.4271 - 0.1236 2329.9 2333.9 2336.25

شده نمایی گامبل 0.4439 1.1538 0.9534 - 1984.3 1988.3 1993.83
گامبل 0.0335 - 2.5439 - 2645.8 2649.8 2476.9

Set III شده نمایی شانکر - 120.39 - 0.1868 1799.1 1803.1 1810.25
شده نمایی گامبل 0.5804 0.0372 3.5274 - 1792.5 1798.1 1803.6

کار برای پیشنهاد چند و نتیجە گیری .۴
توزیع تابع ساده فرم های دارای مدل ها سایر به نسبت شده ارائه جدید مدل شد. ارائه آن  ویژگی های و بیان شده نمایی گامبل توزیع مقاله این در
پارامترهایش مختلف مقادیر به توجه با افزایشی صورت به توزیع این خطر نرخ تابع است. پارامتر ۳ دارای و بوده ریاضی لحاظ به چگالی و

است.
دادە های مجموعه از وسيعی طيف برازش برای پذيری انعطاف نسبتاً مکانيسم گامبل نمایی شده توزيع که گفت توان می کلی، ی نتيجه عنوان به
داده الگوبندی در منابع، در ديگر موجود الگوهای برای مناسبی جايگزين می تواند بنابراين و می کند فراهم هیدرولوژیکی) (دادە های مثبت واقعی
و Ⅿatⅼab افزار نرم از استفاده با شکل ها و محاسبات بیشتر باشد. هيدرولوژیکی مسائل و بقا تحليل مهندسی، اقتصاد، زمينە های در واقعی های
برخی گيرند. قرار بررسی مورد آينده تحقيقات در اميدواريم که است نشده ارائه مقاله اين در توزيع اين از ويژگی چندين است. شده انجام R
و آنتروپی تصادفی، های ترتيب اکسترمم، های آماره مجانبی توزيع ترتيبی، آماره گشتاورهای ترتيبی، های آماره از: عبارتند ها ويژگی اين از
فراهم را آينده در تحقيق برای زمينە ای می تواند نيز استنباطی های موضوع همچنین تصادفی. متغير دو نسبت توزيع باقيمانده، تجمعی آنتروپی
ديگر های روش کمک به برآورديابی سانسورها، انواع اساس بر برآورديابی پارامترها، بيزی برآورديابی از: عبارتند ها موضوع اين از برخی آورد.

غيره. و توزيع اين از آينده های مشاهده بينی پيش قطری، مربعات کمترين روش مانند
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و) (ه، سوم و د) (ج، دوم ب)، (آ، اول دادە های مجموعه برای جعبە ای نمودار و نرمال احتمال :۳ شکل
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(ب) (آ)

(ج)
دادە های مجموعه برای ترتیب به هيستوگرام همراه به گرفته نظر در های توزيع ی شده داده برازش احتمال چگالی های تابع نمودارهای :۴ شکل

باد سرعت و بارندگی برف، بارش
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۱۷۳–۱۶۱ صص. ،ST–184 آمار، و ریاضی ملی همایش سومین

از ریاضی آموزش رشته دانشجویان درك بر مفهومي نقشە هاي كاربرد اثربخشی
آماری نمودارهای

کمیجانید آناهیتا بهرامی سامانیج، احسان ریحانیب، ابراهیم آزادیآ، نفیسه
تهران رجایی. دبیرشهید تربیت دانشگاه ارشد، کارشناسی دانشجوی آ

تهران شهیدرجایی. دبیر تربیت دانشگاه پایه، علوم گروه بدانشیار،
تهران بهشتی. شهید دانشگاه آمار، گروه دانشیار، ج

تهران رجایی. دبیرشهید تربیت دانشگاه ریاضی، آموزش دکتری، ددانشجوی

چکیده
معنادار یادگیری به منجر شناختی ساختار در موجود مفاهیم و جدید مفاهیم بین ارتباط برقراری با مفهومی نقشه
مفاهیم بین درونی ارتباط به و می کنند ترکیب هم با را بسیاری مطالب مفهومی نقشه از استفاده با فراگیران می شود.
نمودارهای از ریاضی آموزش رشته دانشجویان درك بر مفهومي نقشە هاي كاربرد اثربخشی پژوهش هدف پی می برند.
آموزش رشته دانشجویان کل آماری جامعه است. کیفی و کمی روش دو از تلفیقی پژوهش روش است. آماری
شهیدرجایی دبیر تربیت دانشگاه و شیراز شهیدرجایی فرهنگیان دانشگاه کارشناسی دانشجوی ۱۸ که بود ریاضی
عنوان به انتخاب تهران شهیدرجایی دبیر تربیت دانشگاه ریاضی آموزش رشته ارشد کارشناسی دانشجوی ۱۵ و تهران
سوال های به سپس و مفهومی نقشه آزمون سوال های به ابتدا اول، گروه دانشجویان شدند. انتخاب هدفمند نمونه
به فقط سوم گروه و مفهومی نقشه آزمون سوال های به سپس و کتبی آزمون سوال های به ابتدا دوم گروه و کتبی آزمون
آزمونی سوالات به بازگشت فرصت گروه دو هر دانشجویان که ترتیب این به می دهند. پاسخ کتبی آزمون سوال های
یادگیری بر مفهومی نقشه از استفاده تأثیر ارزیابی برای ندارند. را خود پاسخ های تصحیح و بودند داده انجام ابتدا که
داد نشان پژوهش نتایج می دهند. پاسخ مجموعی آزمون عنوان با سوال، یک به گروه سه دانشجویان همه دانشجویان،
مفاهیم این از آن ها بدفهمی های شناخت و دانشجویان درک بر نموداری سواد آموزش در مفهومی نقشه از استفاده که

است. مؤثر بسیار

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

مفهومی نقشه
معنادار یادگیری
نموداری سواد

آمار آموزش
بدفهمی

مقدمه .۱
مفهومی معنا دار، مفهوم آمریکایی روانشناس آزوبل۱ دیوید نظر از است. معنا دار یادگیری بر یاددهی⁃یادگیری جدید رویکردهای تأکید امروزه
از پیش دانش آموزان که مطالبی به می شوند داده آموزش که مطالبی اگر باشد. مرتبط دارد، وجود فرد شناختی ساخت در که مفاهیمی با که است
برجسته همچنین است، مهم بعدی مطالب در آنچه به وی دادن توجه با معناداری این واقع در است. معنا دار مطلب باشد، مرتبط فراگرفتە اند، این
سپرده ذهن به طوطی وار صورت به که مطالبی .(۲۰۱۰ (وولفولک۲، می آید دست به مرتبط، قبلی دانش مورد در یادآوری ارائه و روابط کردن
به آنان یادگیری که فراگیرانی .(۱۳۹۴ (سیف، می شوند سپرده خاطر به یکدیگر با ارتباط بدون و تنهایی به صرفاً و نیستند معنا دار می شوند،

) ehsan_bahrami_samani@yahoo.com ریحانی)، ابراهیم ) e_reyhani@sru.ac.ir آزادی)، (نفیسه nafise.aza�i@sru.a�.ir الکترونیک: پست
کمیجانی) آناهیتا ) anahitakomeijani@sru.ac.ir بهرامی سامانی)، احسان

Ausubeⅼ Pauⅼ Ⅾaviⅾ۱
A.E Wooⅼfoⅼk، .۲
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یافت خواهد ارتقاء خودتنظیم یادگیران به وابسته یادگیران از آنان شرایط و وضعیت از و بود خواهد دائمی آنان یادگیری است، معنادار صورت
اظهار اتصالات”> و ”<پیوندها آموزشی استاندارد تدوین با (۲۰۰۰) آمریکا۴ ریاضی معلمان ملی شورای .(۲۰۱۹ بوساری۳، و ادفیو (خاین،
دهند، تشخیص را ریاضی ایدە های بین روابط تا سازد قادر را دانش آموزان باید دوازدهم پایه تا پیش دبستانی از آموزشی برنامە های می کند:
شیوه با متناسب ارزیابی شیوە های که است شایسته بنابراین، کنند. استفاده مسائل حل در آن ها از و کنند درک را روابط این ایجاد چگونگی
و باشند متناسب شده تلفیق تدریس با که است ارزیابی شیوە های نیازمند جدید دنیای شود. بە روز و کند تغییر دانش آموزان یاددهی⁃یادگیری

.(۱۳۸۷:۶ رضایی، و گویا ترجمه مارک۵، (اشتن شود معلمان و یادگیرندگان تقویت موجب
ابزار نیازمند آن، با متناسب ارزیابی و معنا دار یادگیری یک داشتن برای لذا است، وی شناختی ساخت با مرتبط یادگیرنده، ذهن در دانش شکل گیری
پیش سازمان دهنده مفهومی از برگرفته مفهومی نقشه شود. محقق معنا دار یادگیری و سازد مرتبط جدید دانش با را فرد ذهنی ساختار که هستیم مناسب
مناسب ابزار یک مفهومی نقشه می شود. تأکید بعدی معنادار یادگیری های بر فراگیر قبلی دانش نقش بر آن در که است آزوبل کلامی معنادار نظریه
با و می کند مرتب و سازماندهی خلاصه، را فرد اطلاعات مفهومی، نقشه است. آن ها بین ارتباط و مفاهیم از کلامی و تصویری بازنمایی برای
ایده این .(۱۳۹۱ همکاران، و (هادیان دهکردی می کند مرتبط را امروز به تا گذشته از اطلاعات این بین روابط ارتباطی، خطوط و کلمات علائم،

نمودند. مطرح (۲۰۰۸)۶ کاناس و نواک بار نخسین را داد قرار استفاده مورد می توان معنی دار یادگیری ابزار عنوان به مفهومی نقشه که
مختلف زمینە های در ارزشیابی و آموزش با ارتباط در پژوهش هایی که می شویم متوجه اخیر، سال چند در مفهومی نقشه کاربردهای بررسی در
به ارزشیابی ابزار یک عنوان به می تواند تنها نه را مفهومی نقشە  که هستند آن گویای پژوهش ها این .(۱۹۹۸ (مک کلار۷، است شده انجام علوم
امکان مفاهیم، از فرد ذهنی ارتباطات نمایش با مفهومی نقشە های واقع در است. شده بیان نیز ارزشیابی ابزار یک عنوان به آن برتری که برد کار
توسعه و عمق می توان کردە اند، ایجاد مفاهیم بین مفهومی نقشه در دانش آموزان که روابطی تحلیل با می کنند. فراهم را او درک میزان ارزیابی
ارزیابی است. مفهومی نقشە های ساختار و محتوا بررسی شامل مفهومی نقشه ارزیابی .(۲۰۱۰ تاوارز، و (تاوارز۸ کرد ارزیابی را دانش آن ها
شیوه شش است. آن ها گذاری نمره همان مفهومی نقشە های کمی ارزیابی .(۱۹۹۹ همکاران، و (استاردارت۹ باشد کیفی یا کمی است ممکن

دارد: وجود (۱۹۹۹) مک کلار دیدگاه از مفهومی نقشە های برای نمرە گذاری
می یابد. اختصاص ۱۰ تا ۱ بین نمرە ای مفهومی نقشه هر به داوری، نوع این در ۱)کل نگر:

نمره گزاره از قسمت سه به شیوه این در می شود. داده نمره مستقل طور به مفهومی نقشه گزارە های به رابطە ای، نمرە گذاری شیوه در ۲)رابطە ای:
را مفاهیم بین علّی رابطه یک یا مراتبی سلسله رابطه یک است ممکن که پیکان جهت و برچسب صحت مفاهیم، بین رابطه وجود می شود: داده

می شود. داده اختصاص تا۲ ۱ بین نمرە ای درست گزاره هر به ترتیب این به دهد. نشان
در شده نقل (۱۹۸۴؛ گوئین و نواک توسط که می رود شمار به مفهومی نقشه نمرە گذاری در سنتی روشی نمرە گذاری، نوع این ۳)ساختاری:
می شود، داده نمره درست گزارە های به که این بر علاوه شیوه این در بود. مفهومی نقشه ساختار و اجزاء مبنای بر و شد پیشنهاد (۲۰۰۳ کاناس،
سطوح تعداد می گیرد. تعلق امتیاز هم عرضی ارتباط های و مراتبی سلسله سطوح تعداد به و می شود بررسی نیز مراتبی سلسله ساختارهای حضور
بیشتری زمان اینکه با نمرە گذاری تکنیک این می کند. بیان را دانش اجزای یکپارچگی میزان عرضی ارتباط های تعداد و شمول میزان مراتبی سلسله

می دهد. ما به دانش آموز دانش  ساختار در زیادی اطلاعات اما می انجامد، طول به
است. کل نگر شیوه شده اصلاح شیوه این مرجع: نقشه با ۴)کل نگر

است. رابطە ای شیوه شده اصلاح شیوه این مرجع: نقشه با ۵)رابطە ای
است. ساختاری شیوه شده اصلاح شیوه این مرجع: نقشه با ۶)ساختاری

نواک باشد. محقق یا استاد معلم، می تواند کارناس فرد شدە اند. رسم حوزه یک در کارشناس و خبره افراد توسط که است نقشە ای مرجع، نقشه
آن درصد و تقسیم مرجع نقشه نمره بر دانش آموز نقشه نمره و شود نمرە گذاری و ساخته مرجع، مفهومی نقشه یک است بهتر که می کند پیشنهاد
گزارە هایی و مفاهیم چه دارد قصد اینکه درمورد تصمیم گیری برای محقق اولا˟ زیرا دارد؛ اهمیت محقق برای نقشە ها این از استفاده شود. محاسبه
نقشه از یا می سازد خود را مرجع نقشه محقق وقتی ثانیاً و باشد داشته ریاضی در موضوع آن ساختار از قبلی تحلیل باید شوند، ارائه نقشه در
گرنل۱۰، و گالان (هرتا، می شود گاه آ شد، خواهد ارزیابی مفهومی دانش نوع چه که این از می کند، استفاده شدە است رسم معلم توسط که مرجعی

.(۲۰۰۴
دارد: ویژگی سه مفهومی نقشه کمک به ارزشیابی

نماید. مشخص را زمینه یک در خود دانش ساختار از شواهدی می خواهد یادگیرنده که ۱)تکلیفی
یادگیرنده. پاسخ دهی ۲)شکل

J.O. Busari، & A.O.، Aⅾefuye، A.A.، Khine، .۳
NⅭTⅯ .۴

Ⅿark Ashton۵
Ⅽañas۶

ⅯⅽⅭⅼure۷
Tavares۸

Stoⅾⅾart۹
&Graneⅼⅼ ،Gaⅼán Huerta۱۰



۱۶۳ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ کمیجانی آ. بهرامی سامانی، ا. ریحانی، ا. آزادی، ن.

کرد. ارزیابی پایا و دقیق طور به را یادگیرنده مفهومی نقشه می توان آن وسیله به که نمرە گذاری ۳)نظام
و سوناک کلار، (مک می دهد نمایش را دانشجو درک و می شود منجر مفهومی نقشه ساخت به که است رویە هایی شامل مفهومی نقشه تکلیف
آن هایی کننده هدایت بسیار نقشە های از طیفی با می کند، فراهم دانشجویان برای که اطلاعاتی اساس بر مفهومی نقشه تکلیف .(۱۹۹۹ سوئن۱۱،
نقشە های مقابل، نقطه در می شود. داده قرار دانشجویان اختیار در نقشه ساختار و اتصال خطوط و اتصالی عبارت های مفاهیم، آن ها در که هستند
و هستند مرتبط هم با مفاهیم کدام اینکه و آن ها تعداد و مفاهیم انتخاب در آن ها، رسم برای دانشجویان که هستند نقشە هایی کننده، هدایت کمتر

.(۲۰۰۸ (یو، هستند آزاد رابطە ها بیان برای کلمات انتخاب در همچنین
جزئی تر مفاهیم و نقشه بالای در کلی تر مفاهیم که معنی این به است. آن ها در مفاهیم مراتبی سلسله نمایش مفهومی، نقشە های ویژگی های از یکی

می گیرند. قرار نقشه پایین تر قسمت های در
و می کند برقرار رابطه مفهومی نقشه از مختلف نواحی در مفاهیم بین ارتباطات این است. عرضی ارتباطات مفهمی، نقشە های دیگر مهم ویژگی
کاناس، و است(نواک مرتبط نقشه در دیگر شاخه از مفهوم یک با نقشه، روی دانش از شاخه یک از مفهوم یک چگونه که است آن نشان دهنده

.(۲۰۰۸
آموزش مرسوم شیوه به کنترل گروه و مفهومی نقشه طریق از آزمایش گروه کرد. استفاده کنترل گروه با پس آزمون و پیش طرح یک (۱۳۹۳) کلهر
مورد انگلیسی زبان یادگیری در را دانش آموزان معنی دار یادگیری و دانش حیطە های که بود ساخته معلم آزمون یک اندازە گیری ابزار دیدند.
مستقل t آزمون از استفاده با کلهر پژوهش نتایج کرد. استفاده معنی دار یادگیری ارزیابی جهت شناختی بالای سطوح سوالات از داد. قرار سنجش
در انگلیسی مطلب درک و خواندن معنی دار یادگیری و انگلیسی زبان درس یادگیری افزایش باعث مفهومی نقشه آموزشی استراتژی که داد نشان
پس آزمون و پیش با آزمایشی نیمه طرح یک با پژوهشی در (۱۳۸۸) مصرآبادی است. شده کنترل گروه به نسبت آزمایش گروه دانش آموزان
تهیه را شده تدریس مطالب مفهومی نقشە های خود دانش آموزان و کرد اجرا کنترل) کلاس ۶ و آزمایش کلاس ۶) درسی کلاس ۱۲ روی بر
تحصیلی پیشرفت نمرە های بر مرسوم روش های با مقایسه در مفهومی نقشه بر مبتنی آموزش ارائه که داد نشان پژوهش این یافتە های کردند.
نشد. واقع مؤثر فیزیک درس نمرە های افزایش در مفهومی نقشه کاربرد اما داشت، مثبتی تأثیر روانشناسی و زیست شناسی دروس در دانش آموزان
یادگیری بر مفهومی نقشه روش که دریافت پرستاری دانشجویان روی بر پس آزمون و پیش انجام و نیمە تجربی روش از استفاده با (۱۳۸۹) قنبری
بر گواه و آزمایش گروه با پس آزمون و پیش طرح با نیمە آزمایسی روش از استفاده با (۱۳۹۵) سمیعی زفرقندی است. مؤثر پرستاری دانشجویان
تدریس در مفهومی نقشه از استفاده و دارد وجود معناداری تفاوت گروه دو یادگیری میزان بین که دریافت ششم، پایه دختر دانش آموز ۷۶ روی
فی۱۳ و بارولز۱۲(۲۰۰۲) تحقیق نظیر تحقیقات، از برخی در است. شده تجربی علوم درس در دانش آموزان یادگیری موجب سنتی روش از بیش
عملکرد بین مقایسە ای تحقیق ها گونه این در اما است، شده استفاده ارزیابی برای هم کنار در کتبی آزمون و مفهومی نقشه ابزار دو از (۲۰۰۳)
ابزار دو از اینکه بر علاوه حاضر، پژوهش در است. نگرفته صورت آماری نمودارهای مفهوم در مفهومی نقشە های و کتبی آزمون در دانش آموزان
در آن ها عملکرد یا مفهومی نقشە های در دانش آموزان عملکرد شد، استفاده دانش آموزان ریاضی دانش ارزیابی برای مفهومی نقشه و کتبی آزمون

شد. بررسی و مطالعه نیز دانش آموزان یادگیری بر ارزیابی، ابزار عنوان به مفهومی نقشە های از استفاده تأثیر و مقایسه کتبی آزمون
ارائه، رسم کردن، توانایی به نموداری سواد اصطلاح می دارند بیان (۱۳۹۶ ابراهیمی، از نقل (به (۲۰۰۴ )۱۴ همکاران و ریدنس نموداری: سواد
مهارتی یا بصری زبان یک آن می کند. اشاره گرافیکی، نسخه های و بصری نمایش های دیگر و نمودار ها نگاشت ها، چارت ها، تفسیر و خواندن

می شود. محسوب یادگیری افزایش برای
که اطلاعاتی نمایش به منظور یا می گیرند، قرار استفاده مورد علمی داده های نمایش به منظور که هستند قالب هایی نمودارها آماری: نمودارهای
(۲۰۰۹) وینر۱۶ همچنین .(۱۹۹۹ هگارتی۱۵، و مایر (شاه، می گیرند قرار مورداستفاده است، دشوار الکترونیکی رسانه های یا متن با آن توصیف
خلاصه سازی تکنیک را، آماری نمودارهای دیگری محققین می کند. تعریف عددی معادلات و سیستم ها از بصری نمایش را آماری نمودارهای

.(۲۰۰۰ فیشر۱۷، کرده اند( تعریف هستند، دقیق اطلاعات، استخراج در و سریع اطلاعات، انتقال در که داده ها
دانشجویان عملکرد شد، استفاده دانشجویان ریاضی دانش ارزیابی برای مفهومی نقشه و کتبی آزمون ابزار دو از اینکه بر علاوه حاضر، پژوهش در
نیز دانشجویان یادگیری بر ارزیابی، ابزار عنوان به مفهومی نقشە های از استفاده تأثیر و مقایسه کتبی آزمون در آن ها عملکرد یا مفهومی نقشه در
در دانشجویان بدفهمی های و شد مقایسه ارشد کارشناسی دانشجویان عملکرد یا کارشناسی دانشجویان عملکرد همچنین شد. بررسی و مطالعه
(ابتدا اول گروه دانشجویان کتبی آزمون نمرات میانگین بین فرضیه۱: از: عبارتند پژوهش فرضیە های گردید. بررسی سوالات، به پاسخگویی
دادند.) پاسخ مفهومی نقشه سوالات سپس و کتبی آزمون سوالات (ابتدا دوم گروه و دادند.) پاسخ را کتبی آزمون سپس و مفهومی نقشه سوالات
اول گروه دانشجویان کتبی آزمون نمرات میانگین های بین فرضیه۲: دارد. وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در
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آن نظیر کتبی آزمون سوال های شماره و مفهومی نقشە های گزارە های :۱ جدول
نوشت مفهومی نقشە های از یک هر در می توان که گزارە هایی کتبی آزمون مجموعی آزمون سوال شماره

یکدیگر از نمودارها انواع تشخیص ۴ ۱و۲
نمودار هر متغیر نوع تشخیص ۴ ۱

می رود. کار به داده از سری چند یا دو مقایسه برای چندضلعی نمودار — ۲
می رود. کار به پیوسته دادە های برای بافت نگاشت نمودار ۴ ۱

هستند. مناسب کیفی دادە های برای دایرە ای نمودار — —
دادە ها. به توجه با نمودار هر صحیح رسم ۴ ۲

می کنیم. استفاده دادە ها طبقات بالای حد و پایین حد از بافت نگاشت، نمودار رسم برای ۴ —

گروه هر افراد تعداد و ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان گروە های :۲ جدول
گروه کارشناسی دانشجویان تعداد ارشد کارشناسی دانشجویان تعداد آزمون نوع

اول گروه ۶ ۵ کتبی آزمون سپس مفهومی، نقشه ابتدا
دوم گروه ۶ ۵ مفهومی نقشه سپس کتبی، آزمون ابتدا
سوم گروه ۶ ۵ کتبی آزمون فقط

میانگین بین فرضیه۳: دارد. وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در دادند) پاسخ کتبی آزمون به فقط (که سوم و
دارد. وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در سوم و دوم گروه دانشجویان کتبی آزمون نمرات

علمی روش شناسی .۲
ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان شناختی ساخت بررسی مطالعه، این هدف زیرا است؛ کیفی و کمی روش دو از تلفیقی حاضر تحقیق
ریاضی آموزش رشته ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان ریاضی درک ارزیابی برای موردی مطالعه انجام مبنای بر تحقیق این طرح است.

شد. انتخاب آماری نمودارهای مبحث در
دانشجوی ۱۵ و تهران شهیدرجایی دبیر تربیت دانشگاه و شیراز شهیدرجایی فرهنگیان دانشگاه کارشناسی دانشجوی ۱۸ میدانی، اجرای در

شدند. انتخاب تهران شهیدرجایی دبیر تربیت دانشگاه ریاضی آموزش رشته ارشد کارشناسی
از: عبارتند شدند، استفاده تحقیق این در اطلاعات جمع آوری برای که ابزار هایی

است. آماری نمودارهای مورد در ساخته محقق کتبی ۱)آزمون
کلمات با را آن برچسب های باید دانشجویان که است ناقصی نقشه یک که آماری نمودارهای مورد در ساخته محقق مفهومی نقشه ۲)آزمون

کنند. کامل مناسب
است. دانشجو ذهنی ساخت روی بر مفهومی نقشه تأثیر بررسی سوال این هدف بود. سوال یک شامل تنها که ساخته محقق مجموعی ۳)آزمون
نمودارهای درباره را دانشجویان آماری درک است قرار آزمون دو این شدند. طراحی یکسان اهداف با مفهومی نقشه آزمون و کتبی آزمون سوالات
نمودارها. رسم و نمودار هر ویژگی های آماری، نمودار هر به مربوط کمیت  و مقیاس ها آماری، نمودارهای انواع کنند: ارزیابی موارد این در آماری
را مجموعی و کتبی آزمون در آن ها نظیر سوالاتی همراه به ایجادکنند خود مفهومی نقشە های در می توانستند دانشجویان که گزارە هایی جدول۱

می دهد. نشان
دارند مفهومی نقشه تکالیف سایر به نسبت بیشتری پایایی کنند، پر را نقشە ها خالی جاهای می خواهند دانش آموزان که مفهومی نقشە های
بیان نمرە گذاری شیوە های دیگر به نسبت مرجع، نقشه با رابطە ای گذاری نمره شیوه (۱۹۹۹) کلار مک عقیده بنابر .(۲۰۱۰ کاساتا، و (هیمانگشو
آزمون پایایی برای است. شده استفاده مفهومی نقشه با رابطە ای نمرە گذاری شیوه از پژوهش این در بنابراین دارد. بیشتری پایایی و روایی شده،

آمد. بدست ۰̸۴۵۵ مقدار spss افزار نرم از استفاده با که شد استفاده کرونباخ α آزمون از مجموعی و کتبی
جداگانه طور به ریاضی آموزش رشته ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان ابتدا اول مرحله در پذیرفت: انجام مرحله سه در پژوهش اجرای

شد. انجام نموداری سواد موضوع با کتبی امتحان یک نتایج اساس بر تقسیم بندی این شدند. تقسیم سطح هم گروه سه به
سپس به کتبی آزمون سوال های به ابتدا دوم گروه و کتبی آزمون سوال های به سپس و مفهومی نقشه آزمون سوال های به ابتدا اول، گروه دانشجویان
انجام ابتدا که آزمونی سوالات به بازگشت فرصت گروه دو هر دانشجویان که ترتیب این به می دهند. پاسخ مفهومی نقشه آزمون سوال های به
آزمون در آن ها عملکرد با مفهومی نقشه در دانشجویان عملکرد اینکه بر علاوه کار این انجام با ندارند. را خود پاسخ های تصحیح و بودند داده
کارشناسی و کارشناسی دانشجویان عملکرد همچنین و می شود ارزیابی دانشجویان یادگیری بر مفهومی نقشه از استفاده تأثیر می شود، مقایسه کتبی
سه هر در دانشجویان همه دوم مرحله در می دهند. پاسخ کتبی آزمون سوال های به فقط سوم گروه دانشجویان می شود.. مقایسه یکدیگر با ارشد
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فراوانی نمرات
۱ ۱۲ −۱۰
۶ ۱۵ −۱۳
۷ ۱۸ −۱۶
۸ ۲۱ −۱۹
۱ ۲۴ −۲۲
۶ ۲۷ −۲۵
۱ ۳۰ −۲۸

انجام مصاحبە های نتایج از استفاده با نیز، مجموعی آزمون مورد در سوم مرحله در می دهند. پاسخ مجموعی آزمون عنوان با سوال، یک به گروه
گرفت. انجام عمیق تری بررسی های کیفی تحلیل روش های و دانشجویان با شده

آماری۱۸ نمودارهای درمورد مرجع مفهومی نقشه :۱ شکل

نمودار است. زیر شرح به دانش آموزان نمرات که است. شده گرفته شخصیت آزمون دهم، کلاس دانش آموز ۳۰ از مدرسه، یک در کتبی: سوال
کنید. مشخص نمودا این در را متغیر نوع کردید؟ استفاده نمودار این از چرا بگویید و کنید رسم آن برای مناسب

کنید. مشخص علت ذکر با را متغیر نوع زیر نمودار در مجموعی۱: سوال
یک در را شرکت سه سهام تغییرات می دهد. نشان ۱۴۰۰ سال ماه آبان تا خردادماه از را A،B،Ⅽ شرکت سه سهام زیر، جدول مجموعی۲: سوال

پژوهش یافتە های می کنید؟ استفاده نموداری چه از دهید؟ نشان نمودار
را لازم پایایی نمرە گذاری که این برای و شد داده اختصاص نمره یک آزمون این سوال هر به کتبی، آزمون در دانشجویان عملکرد بررسی برای

داشت. را خود به مخصوص نمرە گذاری شیوه سوال هر و گرفت صورت نمرە گذاری قاعده یک اساس بر نمرە گذاری باشد، داشته
از ارشد، کارشناسی و کارشناسی مقطع گروه سه دانشجویان نمرە های از آمده دست به میانگین های تفاوت معناداری بررسی برای بخش این در
۴ جدول و کارشناسی دانشجویان طرفه یک واریانس تحلیل آزمون توصیفی آمارهای ،۳ جدول شد. استفاده طرفه یک واریانس تحلیل آزمون

می دهد. نشان را ارشد کارشناسی دانشجویان طرفه یک واریانس تحلیل آزمون توصیفی آمارهای
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A B Ⅽ
خرداد ۱۸۸۹۸ ۱۹۴۳۰ ۱۸۹۴۰

تیر ۱۶۸۷۸ ۲۷۵۴۵ ۲۱۹۸۰
مرداد ۱۲۴۳۵ ۲۴۱۶۸ ۲۶۲۰۰

شهریور ۱۲۳۹۴ ۲۴۸۱۸ ۳۴۵۱۰
مهر ۹۹۸۹ ۱۹۹۵۲ ۲۳۵۹۰
آبان ۸۵۱۶ ۱۶۲۲۲ ۱۹۳۳۰

کارشناسی) (مقطع به مربوط طرفه یک واریانس تحلیل آزمون توصیفی آمار :۳ جدول
تعداد میانگین استاندارد انحراف استاندارد انحراف خطای درصد ۹۵ اطمینان سطح

پایین کران بالا کران
گروه۱ ۶ ۳ ۰̸۸۹۴ ۰̸۳۶۵ ۲̸۰۶ ۳̸۹۴
گروه۲ ۶ ۰̸۸۳ ۰̸۷۵۳ ۰̸۳۰۷ ۰̸۰۴ ۱̸۶۲
گروه۳ ۶ ۱̸۱۷ ۱̸۴۷۲ ۰̸۶۰۱ −۰̸۳۸ ۲̸۷۱
مجموع ۱۸ ۱̸۶۷ ۱̸۴۱۴ ۰̸۳۳۳ ۰̸۹۶ ۲̸۳۷

ارشد) کارشناسی (مقطع طرفه یک واریانس تحلیل آزمون توصیفی آمار :۴ جدول
تعداد میانگین استاندارد انحراف استاندارد انحراف خطای درصد ۹۵ اطمینان سطح

پایین کران بالا کران
گروه۱ ۵ ۳̸۰۰ ۰̸۷۰۷۱ ۰̸۳۱۶۲ ۲̸۲۲ ۳̸۸۷۸
گروه۲ ۵ ۱̸۰۰۰ ۱̸۴۱۴۲ ۰̸۶۳۲۵ −۰̸۷۵۶ ۲̸۷۵۶
گروه۳ ۵ ۱̸۲۰۰ ۰̸۸۳۶۷ ۰̸۳۷۴۲ ۰̸۱۶۱ ۲̸۲۳۹
مجموع ۱۵ ۱̸۷۳۳ ۱̸۳۳۴۵ ۰̸۳۴۴۶ ۰̸۹۹۴ ۲̸۴۷۲

کارشناسی) (مقطع گروه سه میانگین بین طرفه یک واریانس تحلیل به مربوط اطلاعات :۵ جدول
مربعات مجموع آزادی درجه مربعات مجموع میانگین F Sig

گروە ها بین ۱۶̸۳۳۳ ۲ ۸̸۱۶۷ ۸̸۹۳۴ ۰̸۰۰۷
گروە ها درون ۱۷̸۶۶۷ ۱۵ ۱̸۱۷۸

مجموع ۳۴̸۰۰۰ ۱۷
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میانگین بین است، بزرگتر (𝐹(۲,۱۵) = ۳/۶۸) بحرانی جدول F از درصد ۹۵ سطح در شده محاسبه F چون می دهد، نشان ۵ جدول همانطورکه
.(𝐹(۲,۱۵) = ۸/۹۳۴ و 𝑝 < ۰/۰۵) دارد وجود دار معنی تفاوت کتبی، آزمون در کارشناسی دانشجویان گروه سه نمرات

گروه سه نمرات میانگین بین لذا است، بزرگتر (𝐹(۲,۱۲) = ۳/۸۸) بحرانی جدول F از درصد ۹۵ سطح در شده محاسبه ،F ۶ جدول به توجه با
.(𝐹(۲,۱۲) = ۵/۶۸۸ و 𝑝 < ۰/۰۵) دارد وجود دار معنی تفاوت کتبی، آزمون در ارشد کارشناسی دانشجویان

شده محاسبه توکی تعقیبی روش از ارشد کارشناسی و کارشناسی مقاطع از کدام هر در یکدیگر با گروە ها میانگین های تفاوت ۷و۸ درجدول های
هستند. متفاوت هم با گروە ها دو کدام میانگین که می کند بیان جدول ها این در آمده دست به اطلاعات است.

گرفت: قرارخواهند بررسی مورد پژوهش فرضیە های اینجا در
دوم گروه و دادند.) پاسخ را کتبی آزمون سپس و مفهومی نقشه سوالات (ابتدا اول گروه دانشجویان کتبی آزمون نمرات میانگین بین فرضیه۱:
وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در دادند.) پاسخ مفهومی نقشه سوالات سپس و کتبی آزمون سوالات (ابتدا
در که می شود مشاهده ،(۱̸۷۵۰) شده محاسبه HSⅮ و ۶ جدول به توجه با همچنین ،(۱̸۶۲۶) شده محاسبه HSⅮ و ۵ جدول به توجه با دارد.
وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در دوم و اول گروه کتبی آزمون نمرات میانگین بین درصد ۹۵ اطمینان سطح

ارشد) کارشناسی (مقطع گروه سه میانگین بین طرفه یک واریانس تحلیل به مربوط اطلاعات :۶ جدول
مربعات مجموع آزادی درجه مربعات مجموع میانگین F Sig

گروە ها بین ۱۲̸۱۳۳ ۲ ۶̸۰۶۷ ۵̸۶۸۸ ۰̸۰۱۸
گروە ها درون ۱۲̸۸۰۰ ۱۲ ۱̸۰۶۷

مجموع ۲۴̸۹۳۳ ۱۴
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کارشناسی) توکی(مقطع تعقیبی روش با کتبی آزمون در گروە ها نمرە ها میانگین های تفاضل مقایسه :۷ جدول
(i)گروه (j)گروه میانگین تفاضل استاندارد خطای Sig درصد ۹۵ اطمینان سطح

پایین کران بالا کران
گروه۱ گروه۲ ۲̸۱۶۷ ۰̸۴۷۷ ۰̸۰۰۳ ۰̸۷۹ ۳̸۵۴

گروه۳ ۱̸۸۳۳ ۰̸۷۰۳ ۰̸۰۸۹ −۰̸۲۶ ۳̸۹۳
گروه۲ گروه۱ −۲̸۱۶۷ ۰̸۴۷۷ ۰̸۰۰۳ −۳̸۵۴ −۰̸۷۹

گروه۳ −۰̸۳۳۳ ۰̸۶۷۵ ۰̸۹۵۲ −۲̸۴۰ ۱̸۷۳
گروه۳ گروه۱ ۱̸۸۳۳ ۰̸۷۰۳ ۰̸۰۸۹ −۳̸۹۳ ۰̸۲۶

گروه۲ ۰̸۳۳۳ ۰̸۶۷۵ ۰̸۹۵۲ −۱̸۷۳ ۲̸۴۰

ارشد) کارشناسی (مقطع توکی تعقیبی روش با کتبی آزمون در گروە ها نمرە ها میانگین های تفاضل مقایسه :۸ جدول
(i)گروه (j)گروه میانگین تفاضل استاندارد خطای Sig درصد ۹۵ اطمینان سطح

پایین کران بالا کران
گروه۱ گروه۲ ۲̸۰۰۰ ۰̸۷۰۷۱ ۰̸۰۸۹ −۰̸۳۳۱ ۴̸۳۳۱

گروه۳ ۱̸۸۰۰ ۰̸۴۸۹۹ ۰̸۰۲۰ ۰̸۳۱۸ ۳̸۲۸۲
گروه۲ گروه۱ −۲̸۰۰۰۰ ۰̸۷۰۷۱ ۰̸۰۸۹ −۴̸۳۳۱ ۰̸۳۳۱

گروه۳ −۰̸۲۰۰ ۰̸۷۳۴۸ ۰̸۹۹۱ −۲̸۵۴۳ ۲̸۱۴۳
گروه۳ گروه۱ −۱̸۸۰۰۰ ۰̸۴۸۹۹ ۰̸۰۲۰ −۳̸۲۸۲ −۰̸۳۱۸

گروه۲ ۰̸۲۰۰۰ ۰̸۷۳۴۸ ۰̸۹۹۱ −۲̸۱۴۳ ۲̸۵۴۳

موفق تر کتبی آزمون در اول گروه ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان که است آن دهنده نشان این می شود. ۱تأیید فرضیه بنابراین دارد.
ذهنی سازماندهی دانشجویان که است شده باعث کتبی آزمون از قبل مفهومی نقشه کردن کامل درواقع کردە اند. عمل دوم گروه دانشجویان از

دهند. پاسخ بهتر کتبی آزمون سوالات به نتیجه در و کنند پیدا موضوع به نسبت بهتری
کارشناسی مقطع دو هر در دادند) پاسخ کتبی آزمون به فقط (که سوم و اول گروه دانشجویان کتبی آزمون نمرات میانگین های بین فرضیه۲:
آزمون نمرات میانگین بین معنی دار تفاوت وجود بر مبنی ۲ فرضیه ،۸ و ۷ جدول های مطابق دارد. وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و
کتبی آزمون در اول گروه دانشجویان که است آن نشانده این می شود. تأیید ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در سوم و اول گروه کتبی
به نسبت کردند، کامل را مفهومی نقشە های کتبی، آزمون انجام از پیش که دانشجویانی درواقع، کردند. عمل سوم گروه دانشجویان از موفق تر

دادند. پاسخ بهتر کتبی آزمون سوالات به ندادند، انجام را مفهومی نقشه آزمون های اصلا́ که دانشجویانی
وجود معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در سوم و دوم گروه دانشجویان کتبی آزمون نمرات میانگین بین فرضیه۳:
معناداری تفاوت ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در سوم و دوم گروه کتبی آزمون نمرات بین ۸ و ۷ جدول های اطلاعات مطابق دارد.
را مفهومی نقشە های که این با دوم گروه دانشجویان که چرا بود؛ پیش بینی قابل نتیجه این البته می شود. رد پژوهش ۳ فرضیه لذا ندارد. وجود
مجموعی آزمون در گروه دو این تفاوت نداشتند. دادند، پاسخ مفهومی نقشه از قبل که کتبی آزمون سوالات به بازگشت فرصت اما کردند کامل

شد. خواهد پرداخته آزمون این در گروە ها همه دانش جویان عملکرد بررسی به بعد بخش های در که می شود مشخص
کسب را کل نمره درصد ۱۰۰ تا درصد صفر بین یعنی ۵ تا صفر بین نمرات مفهومی نقشه از کارشناسی دانشجویان ،۹ جدول یافتە های به توجه با
کارشناسی دانشجویان ،۱۰ جدول به توجه با همچنین نمودند. دریافت را کل نمره درصد ۵۰ از بیش نفر، یک از غیر دانشجویان همه که کردند
از بیش نفر، یک از غیر دانشجویان همه که نمودند کسب را کل نمره درصد ۱۰۰ تا درصد ۴۰ بین یعنی ۵ تا ۲ بین نمرات مفهومی نقشه از ارشد

کردند. کسب را کل نمره درصد ۵۰
دانشجویان از نفر نه کتبی: آزمون و مفهومی نقشه آزمون در ارشد کارشناسی و کارشناسی مقطع های دوم و اول گروه دانشجویان عملکرد مقایسه
عبارت از دانشجویان این از برخی نوشتند. اشتباه به را منحنی نمودار مفهومی، نقشه گزاره در ارشد کارشناسی دانشجویان از نفر شش و کارشناسی
جای به ”<هیستوگرام”> عبارت از کارشناسی، دانشجویان از نفر یک کردند. استفاده تجمعی”> ”<توزیع یا نرمال”> ”<توزیع یا ”<توزیع”>
”<چولگی”> عبارت از کردند، دریافت گزاره این از کامل نمره که ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان تمام است. کرده استفاده منحنی نمودار
این برای ”<منحنی”> یعنی نویسندگان نظر مورد عبارت از ارشد، کارشناسی و کارشناسی مقطع دو هر در دانشجویان از هیچکدام کردند. استفاده

نکردند. استفاده مفهومی نقشه در گزاره
نگرفتند نظر در را طبقات پایین و بالا حد کتبی، آزمون سوال به پاسخ در ارشد، کارشناسی دانشجویان از نفر ۱۰ و کارشناسی دانشجویان از نفر ۱۵
سوال متغیر نوع ارشد کارشناسی دانشجویان از نفر دو و کارشناسی دانشجویان از نفر پنج بود. نگاشت بافت و میلە ای نمودار بین آن های نمودار و
نمودار و نگرفتند نظر در را دسته مرکز زیرا بود، اشتباه نیز آن ها میلە ای نمودار که کردند رسم آن برای میلە ای نمودار و دانستند گسسته را کتبی
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مرجع نقشه به نسبت شده کسب نمرە های درصد و مفهومی نقشه از کارشناسی دانشجویان نمرە های :۹ جدول
دانشجو نام مفهومی نقشه نمره مرجع نقشه به نسبت درصد

اول گروه

۱ ۳ %۶۰
۲ ۳ %۶۰
۳ ۴ %۸۰
۴ ۴ %۸۰
۵ ۳ %۶۰
۶ ۳ %۶۰

دوم گروه

۷ ۳ %۶۰
۸ ۳ %۶۰
۹ ۵ %۱۰۰
۱۰ ۰ ۰
۱۱ ۵ %۱۰۰
۱۲ ۳ %۶۰

مرجع نقشه به نسبت شده کسب نمرە های درصد و مفهومی نقشه از ارشد کارشناسی دانشجویان نمرە های :۱۰ جدول
دانشجو نام مفهومی نقشه نمره مرجع نقشه به نسبت درصد

اول گروه
۱۹ ۳ %۶۰
۲۰ ۵ %۱۰۰
۲۱ ۴ %۸۰
۲۲ ۵ %۱۰۰
۲۳ ۵ %۱۰۰

دوم گروه
۲۴ ۴ %۸۰
۲۵ ۲ %۴۰
۲۶ ۳ %۶۰
۲۷ ۳ %۶۰
۲۸ ۳ %۶۰
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دانشجویان از یکی مفهومی نقشه :۲ شکل

دانشجویان از یکی کتبی سوال به پاسخ :۳ شکل

نوع همچنین و میلە ای و بافت نگاشت نمودار صحیح رسم در دانشجویان این واقع در کردند. رسم طبقات گرفتن نظر در با پیوسته صورت به را
هستند. بدفهمی دچار میلە ای و بافت نگاشت نمودار متغیر

پاسخ یک مجموعی سوال به کارشناسی دانشجویان از نفر پنج مجموعی: آزمون در گروه سه ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان عملکرد
گروه از نفر دو و ۲ گروه از نفر سه نفر، پنج این از کردند. بیان نادرست علت آن برای اما نوشتند پیوسته را کمیت آن ها از برخی دادند. نادرست
نفر دو ارشد، کارشناسی مقطع دز دادند. صحیح پاسخ یک مجموعی سوال به ،۱ گروه ارشد کارشناسی و کارشناسی دانشجویان تمام بودند. سه

ندادند. صحیح پاسخ یک مجموعی سوال به ۳ گروه دانشجویان از نفر پنج و ۲ گروه دانشجویان از
دانشجویان از دیگر نفر یک همچنین کرد. استفاده شکل j نمودار از دو، مجموعی سوال به پاسخ در اول، گروه کارشناسی دانشجویان از نفر یک
است. آماری نمودارهای از آن ها بدفهمی نشان دهنده که دانست مناسب ۲ مجموعی سوال برای را برفراوانی چند نمودار اول، گروه کارشناسی
کارشناسی دانشجویان بین از دانستند. مناسب را فراوانی بر چند نمودار ۲ مجموعی سوال به پاسخ در دوم، گروه کارشناسی دانشجویان از نفر دو
را چندبرفراوانی نمودار دیگر برخی و میلە ای نمودار نفر، پنج این از برخی دادند. نادرست پاسخ دو مجموعی سوال به نفر پنج سوم، گروه
ارشد، کارشناسی دانشجویان از نفر دو دادند. صحیح پاسخ یک مجموعی سوال به اول، گروه ارشد کارشناسی دانشجویان تمام دانستند. مناسب
(دهم آمار۱ و ریاضی کتاب در راداری نمودار کردند. پیشنهاد نیز راداری نمودار آن، صحیح رسم و چندضلعی نمودار به علاوه سوال، این برای
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دانشجویان از یکی مجموعی سوال به پاسخ :۴ شکل

نفر دو داشتند. مدرسه در را کتاب این تدریس تجربه کردند، پیشنهاد را نمودار این که ارشد کارشناسی دانشجوی دو و است شده معرفی انسانی)
دانستند. مناسب سوال این برای را چندبرفراوانی نمودار آن ها دادند. نادرست پاسخ دو مجموعی سوال به دوم، گروه کارشناسی دانشجویان از
این به آن ها از نفر دو نکردند. دریافت کامل نمره دو، مجموعی سوال به پاسخ در سوم، گروه ارشد کارشناسی دانشجویان از هیچکدام همچنین

نمودند. پیشنهاد را فراوانی بر چند نمودار نفر دو و دانست مناسب را میلە ای نمودار نفر یک ندادند. پاسخی سوال

نتیجە گیری و بحث .۳
دانشجویان بود. میلە ای و بافت نگاشت منحنی، نمودار مثل مختلف نمودارهای شناخت عدم درباره پژوهش، در شده مشخص بدفهمی اولین
در دانشجویان از برخی بودند. ابهام دچار آن ها رسم و نمودارها بین تمایز در و نمی دانستند درستی به را نمودارها این به مربوط ویژگی های
متغیرهای به مربوط را میلە ای نمودارهای دانشجویان از تعدادی بودند. بدفهمی و ابهام دچار آماری نمودارهای از کدام هر متغیر نوع تشخیص
ارزیابی و تشخیص قابل مفهومی نقشه کمک به بدفهمی ها این ندادند. تشخیص درستی به را بافت نگاشت نمودار متغیر نوع یا دانستند گسسته

بود.
کتبی آزمون در دیگر، گروه دو به نسبت دادند، پاسخ کتبی آزمون سوال های به سپس و کردند کامل را مفهومی نقشه ابتدا که اول گروه دانشجویان
سوال های به بودند، آورده دست به مفهومی نقشه کردن کامل از که مناسبی ذهنی سازماندهی با اول گروه دانشجویان واقع، در کردند. عمل موفق تر
گروه دانش آموزان برای را موقعیتی ارزیابی، ابزار عنوان به مفهومی نقشە های که گفت می توان بنابراین دادند. صحیح تری پاسخ های کتبی آزمون
در مفهومی نقشه از استفاده که دریافت می توان پس است. گرفته صورت نیز یادگیری یادگیری، ارزیابی با همزمان آن در که نمودە اند فراهم اول

می گذارد. تأثیر دانشجویان یادگیری ارزیابی
است آن از حاکی نتایج بود. آماری نمودارهای از ریاضی آموزش رشته دانشجویان درك بر مفهومي نقشە هاي تأثيركاربرد بررسی مطالعه این هدف
ایدە  از ارزیابی، در مفهومی نقشه از استفاده می شود. دانشجویان یادگیری ارتقای باعث ارزیابی، ابزار عنوان به مفهومی نقشە های از استفاده که
(۱۳۹۱) همکاران و ریحانی می کند. کمک کتبی آزمون های کنار در مختلف ابزارهای از استفاده جهت در ارزشیابی و ارزیابی در رویکردها تغییر
می توانند شوند، برده کار به دانش آموزان ارزیابی برای یکدیگر کنار در اگر کتبی آزمون و مفهومی نقشە های که دریافتند خود پژوهش در نیز
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و کنند کامل را مفهومی نقشە های بخواهیم دانشجویان از ابتدا است بهتر بنابراین دهند. نشان ما به شاگردان دانش از را جانبە ای همه شواهد
نظر مورد مبحث به نسبت مناسبی ذهنی سازماندهی یک به دانشجویان که می شود سبب کار این که دهند پاسخ کتبی آزمون سوالات به سپس
ریاضی آموزش رشته دانشجومعلمان که شد مشخص یافتە ها به توجه با زیرا بدهند؛ صحیح تری پاسخ های کتبی آزمون سوالات به سپس و برسند
درس تدریس برای دانشجومعلمان این برای مانعی می تواند بدفهمی ها، این که هستند زیادی ابهامات و بدفهمی ها دچار نموداری سواد حیطه در

شود. آینده در آمار
،(۲۰۰۵) بارولز پژوهش نتایج با همچنین است. همسو (۲۰۰۸) علوم درس در نواک و (۱۳۹۱) ریحانی پژوهش یافته های با حاضر پژوهش نتایج
سواد خاص طور (به ریاضی درس ارزیابی در مفهومی نقشە های از استفاده که نظر این از ریاضی، درس در (۲۰۰۹) اسمیتا و (۱۹۹۸) ویلیامز

است. همسو می کند، کمک نموداری سواد حیطه در دانشجویان بدفهمی  شناخت در نموداری)،
مفهومی نقشه وسیله به ارزیابی لذا کند؛ معنادارتر را یادگیری فرایند می تواند مفهومی نقشه وسیله به یاددهی که می دهد نشان مطالعه این نتایج
یادگیری یاددهی⁃ فرایند می توانند دانجشومعلمان طریق این از که می دهد ما به را مخاطبین درک میزان و بدفهمی ها شناسایی برای بهتر امکانی
به مختلف دروس تدریس برای را شیوه این می توانند ریاضی آموزش رشته دانشجومعلمان نمایند. تقویت را معنادار یادگیری و نموده اصلاح را
کشور در ریاضی آموزش در مفهومی نقشه می گیرد. قرار آموزش خدمت در ارزشیابی گفت می توان لذا بندند. کار به مدرسه در آمار درس ویژه
سایر آموزش در مفهومی نقشه از استفاده چگونگی مانند موضوع هایی هستیم. زمینه این در بیشتر پژوهش های نیازمند و است شده متولد تازه ما

گیرد. قرار توجه مورد بعدی پژوهش های در می توانند عالی آموزش حتی و متوسطه مقاطع در آمار و ریاضیات مفاهیم
آماده قبل از مفهومی نقشە های ارائه مختلف شیوە های از آموزش مختلف مراحل در می توانند دانشجومعلمان که کرد پیشنهاد می توان همچنین
تهیه با که کرد ترغیب نیز را دانش آموزان می توان زمینه این در کنند. استفاده مدارس در خود آینده تدرس در آموزشی راهبرد یک عنوان به شده

کنند. استفاده یادگیری راهبرد یک عنوان به آن از درسی مطلب مفهومی نقشە های
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نوسانات و میانگین مدل سازی برای ARMA–GARCH-M مدل های ارزیابی
باد سرعت
،آ گلشنی∗ لیلا

ایران تهران، اسلامی، آزاد دانشگاه مرکزی، تهران واحد آمار، و ریاضی آگروه

چکیده
اما است. افزایش به رو جهان کشور های از بسیاری در باد انرژی جمله از تجدیدپذیر انرژی های از استفاده امروزه
داشتن پس باشد. مشکل یک می تواند آن از استفاده است، ناپایدار انرژي، منابع سایر به نسبت انرژی این که آنجا از
مقاله این در بنابراین باشد. مفید انرژی این از مؤثر استفاده برای می تواند باد سرعت نوسان و میانگین از دقیق اطلاعات
دارد. تاثیر میانگین معادله در سرعت نوسانات که می دهیم نشان و کنیم می مدلبندی را باد سرعت نوسانات و میانگین
میانگین بررسی مورد دادە های می دهیم. قرار بررسی مورد را میانگین در گارچ مدل های از انواعی منظور این برای
به ابتدا مدلبندی برای است. اردبیل هواشناسی ایستگاه در ۲۰۱۶ سال پایان تا ۲۰۰۲ سال ابتدای از باد سرعت هفتگی
ماندە های برای سپس داده، برازش باد سرعت میانگین برای متحرک میانگین اتورگرسیو مدل یک ایستگاە ، این دادە های
اطلاع معیار از استفاده با سپس می بریم. کار به را میانگین در گارچ نامتقارن و متقارن مدل های انواع برازش از حاصل
روند تغییر موثر طور به میانگین در گارچ متقارن مدل که می رسیم نتیجه این به و می کنیم انتخاب را مدل بهترین بیزی

می دهد. نشان را باد سرعت نوسان و میانگین

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
میانگین در گارچ

نامتقارن گارچ
بیزی اطلاع معیار

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
است. افزایش به رو جهان کشور های از بسیاری در انرژی منابع سایر با مقایسه در باد انرژی جمله از تجدیدپذیر انرژی های از استفاده امروزه
مقایسه در باد انرژی از استفاده تجدیدناپذیر، انرژی های منابع از بهرە برداری در جویانه صرفه راهبرد های و محیطی زیست نگرش های توسعه با
و... محیطی زیست آلودگی نداشتن آب، به نیاز عدم برق، انرژی تقاضاهای از بخشی تامین سوخت، به نیاز عدم علت به انرژی ، صور دیگر با
نتیجه در است، ناپایدار انرژي منابع سایر به نسبت باد انرژی که انجا از اما باشد. انرژی منابع سایر با مقایسه در مناسب انتخاب یک می تواند
انرژی این از مؤثر استفاده برای می تواند باد سرعت نوسان و میانگین از دقیق اطلاعات داشتن بنابراین باشد. مشکل می تواند انرژی این از استفاده

باشد. مفید
وسیله به باد سرعت میانگین مدلبندی راستا این در است. شده انجام متعددی روش های به باد سرعت میانگین مدل سازی مورد در تحقیقات
در گارچ مدل از [۴] همکاران و اوینگ است. گرفته صورت [۶] همکاران و حسین توسط (ARIMA) بسته جمع متحرک میانگین مدل های
نوسانات و میانگین دیگران، و اوینگ کار ادامه در [۸] وکارول پاین کردند. استفاده سری نوسانات مدل سازی برای (GARCH-M) میانگین
کردند. استفاده ARMA–GARCH-M مدل از آنها کردند. مدل سازی همزمان طور به را ایالات مختلف مکان های در شده واقع باد سرعت
پیش بینی برای عصبی شبکە های از استفاده است. گرفته صورت مختلفی روش های به محققان توسط ایران در باد سرعت مورد در تحقیقات
ARMA- مدل انزلی ایستگاه در باد سرعت مدل سازی برای [۱۱] گلشنی و ملاعباسی یافت. [۹] مانند مقالاتی در می توان را باد سرعت میانگین
ARMA-GARCH-Mمدل های که می دهیم نشان و می کنیم مدل سازی را باد سرعت نوسانات و میانگین مقاله این در بردند. بکار EGARCHرا

∗سخنران

گلشنی) (لیلا Leila_golshani@yahoo.com الکترونیک: پست
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سرعت تغییرات افزایش روند جهت به را اردبیل شهر منظور این برای است. اجرا قابل نیز ایران در باد سرعت نوسانات و میانگین مدل بندی برای
می گیریم. نظر در شهر این در باد

GARⅭH مدل های معرفی .۲
می شود: تعریف زیر بە صورت مدل این :GARCH(1,1) مدل .۱

𝑣𝑡 = 𝛼۰ + 𝛽۱𝑣𝑡−۱ + 𝛼۱𝜀۲
𝑡−۱, 𝜀𝑡 = √𝑣𝑡𝑧𝑡

هستند[۱]. یک واریانس و صفر میانگین با هریک هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑍𝑡} مجهول، پارامترهای 𝛽𝑖 ،𝛼𝑖 آن در که
می شود: تعریف زیر صورت به مدل این نمایی): (گارچ EGARCH(1,1) مدل .۲

ⅼog 𝑣𝑡 = 𝛼۰ + 𝛼۱ ⅼog 𝑣𝑡−۱ + 𝛽۱
𝜀𝑡−۱
√𝑣𝑡−۱

+ 𝛾۱
|𝜀𝑡−۱|
√𝑣𝑡−۱

, 𝜀𝑡 = √𝑣𝑡𝑧𝑡

این غیر در و است متقارن مدل ،𝛾 = ۰ باشد اگر مدل اين در .[۷] هستند هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑍𝑡} آن در که
.[۱۰] می باشد نامتقارن مدل صورت،

می شود: تعریف زیر صورت به :NGARCH(1,1) مدل .۳
𝜀𝑡 = 𝑧𝑡√𝑣𝑡

و
𝑣𝑡 = 𝛼۰ + 𝛼۱ ൫𝜀𝑡−۱ − 𝛾√𝑣𝑡−۱൯

۲ + 𝛽۱𝑣𝑡−۱
.[۲] می شود شناخته نیز نامتقارن GARCH عنوان به NGARCH مدل هستند هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑍𝑡} آن در که
تعریف زیر صورت به GJR-GARCH(1,1) مدل است. نامتقارن GARCH مدل های از نوع سادە ترین مدل این :GJR-GARCH مدل .۴

:[۵] می شود
𝜀𝑡 = 𝑧𝑡√𝑣𝑡

و
𝑣𝑡 = 𝛼۰ + 𝛼۱𝜀۲

𝑡−۱ + 𝛽۱𝑣𝑡−۱ + 𝛾۱𝜀۲
𝑡−۱𝐼𝑡−۱

می شود: تعریف زیر صورت به و بوده نشانگر تابع 𝐼𝑡 و هستند هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑍𝑡} آن در که

𝐼𝑡 = ൝۱ if 𝜀𝑡 < ۰
۰ if 𝜀𝑡 ≥ ۰

و است نامتقارن مدل (𝛾 ≠ ۰) باشد معنا دار 𝛾 اگر اما است. متقارن کاملا́ مدل که است معنی بدین (𝛾 = ۰) نباشد معنا دار 𝛾 اگر مدل این در
.[۱۰] باشد یکسان نمی تواند منفی و مثبت شوک های اثر

مانند 𝑧𝑡 آن در می شودکه تعریف 𝑣𝑡 = 𝛼۰ +𝛼۱𝜀۲
𝑡−۱ +𝛽۱𝑣𝑡−۱ و 𝜀𝑡 = √𝑣𝑡𝑍𝑡 بصورت GARCH-M(1,1) مدل :GARCH-M مدل .۵

:[۳] است زیر بصورت میانگین معادله مدل، اين براي است. گذشته
𝑦𝑡 = 𝑐 + 𝜙۱𝑦𝑡−۱ + 𝜀𝑡 − 𝜃۱𝜀𝑡−۱ + 𝛿√𝑣𝑡

معادله بر معیار انحراف که می دهد نشان 𝛿 ≠ ۰ صورت آن در باشد 𝛿معنی دار ضریب اگر مدل اين در هستند. ثابتی مقادیر 𝛿 و 𝑐 آن در که
دارد. تأثیر میانگین

تجربی نتایج و دادە ها معرفی .۳
در باد سرعت بررسی، مورد دادە های می پردازیم. اردبیل درایستگاه باد سرعت واریانس معادله و میانگین معادله به مدل برازش به بخش، این در
شده ثبت داده ۷۸۳ برای بخش، این در است. شدە  اخذ ایران هواشناسی سازمان سایت از که است ۲۰۱۶ دسامبر تا ۲۰۰۲ ژانویه از ایستگاه، این
ابتدا منظور، این برای می دهیم. قرار بررسی مورد را باد سرعت سری رفتار است، هفته در باد سرعت میانگین صورت به که ایستگاه این توسط
سری واریانس به GARCH-M مدل های انواع پایان در و سری میانگین به ARIMA مدل آن از پس و می گیرد صورت سری مانایی بررسی

می کنیم. انتخاب را مدل بهترین بيزي اطلاع معیار با و داده برازش
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مانایی بررسی .۱ .۳
هیچ نمودار این می شود. استفاده مانایی آزمون های و سری نمودار رسم از منظور این برای می شود. بررسی اردبیل سری مانایی قسمت این در
سری،  این مانایی مورد در بیشتر اطمینان برای اما ماناست. اردبیل سری که دریافت می توان ۱ شکل این به توجه با نمی دهد، نشان را خاصی روند

می شود. انجام مانایی آزمون  

اردبیل ایستگاه به مربوط زمانی سری نمودار :۱ شکل
تمامی از ۰٫۰۰۰ احتمال مقدار و آمده دست به −۱۴٫۹۳۴ آزمون آماره مقدار می دهد. نشان را یافته تعمیم فولر دیکی⁃ آزمون خروجی ،۲ جدول

می باشد. اردبیل سری مانایی آزمون، این نتیجه پس می شود. رد (نامانایی) صفر فرض لذا است. کوچکتر شده، داده معنی داری سطوح

اردبیل ایستگاه سری برای دیکی⁃فولر آزمون :۱ جدول
سطح در بحرانی مقادیر احتمال مقدار t آزمون آماره

درصد ۱۰ درصد ۵ درصد ۱
−۲٫۵۶۸ −۲٫۸۶۵ −۳٫۴۳۸ ۰٫۰۰۰ −۱۴٫۹۳۴

اردبیل سری برای میانگین معادله .۴
گرفته نظر در دیگر مدل های به نسبت مدل یک برتری برای که معیاری می پردازیم. اردبیل سری میانگین معادله مدل بندی به قسمت این در
در می شود. استفاده باکس⁃جنکینز، رویکرد از سری، میانگین برای مدل انتخاب برای قسمت این در است. (BIC) بیزی اطلاع معیار می شود،
کمتری بيزي اطلاع معيار هستندو معنی دار ۰٫۰۵ سطح مدل در ضرایب تمامی آن برای که ARMA(1,1) مدل ،ARMA مختلف مدل های بین

است. مناسب دارد، مدل ها سایر به نسبت

مدل ماندە های تحلیل .۵
وجود عدم یا وجود بررسی برای می پردازیم. مدل ماندە های تحلیل به لاگرانژ، ضریب آزمون و باکس لیانگ⁃ آزمون  از استفاده با قسمت این در
میدهد نشان ۹ و ۵ تاخیرهای برای بررسی از حاصل نتایج می کنیم. استفاده لیانگ⁃باکس آزمون از مدل، از حاصل ماندە های بین خودهمبستگی
بررسی برای ندارد. وجود مدل از حاصل بین ماندە های خودهمبستگی بنابراین است، درصد ۵ از بیشتر 𝑄(۹) و 𝑄(۵) آمارە های احتمال مقدار
برای احتمال مقدار آزمون این برای می شود. استفاده لاگرانژ ضریب آزمون از دادە  ها در گارچ اثرات وجود یا و ماندە ها واریانس ناهمسانی فرض
بررسی به آمده دست به نتیجه به بنا پس نمی شود. رد گارچ اثرات وجود فرضیه پس می باشد. درصد ۵ از کمتر است،که ۰٫۰۰۰ برابر LM آماره

می پردازیم. GARCH مدل های از انواعی
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اردبیل سری واریانس معادله .۶
ایستگاه دادە های به را NGARCH-M(1,1) و GJR-GARCH-M(1,1) ،EGARCH-M(1,1) ،GARCH-M(1,1) مدل های قسمت این در
این همه برای که است ذکر به لازم می شود. انتخاب BIC معیار گرفتن نظر در با مدل بهترین مدل ها این بین در سپس و داده برازش اردبیل

است: زیر صورت به ، ARMA(1,1) مدل در معیار انحراف گرفتن درنظر با میانگین معادله مدل ها،
𝑦𝑡 = 𝑐 + 𝜙۱𝑦𝑡−۱ + 𝜀𝑡 − 𝜃۱𝜀𝑡−۱ + 𝛿√𝑣𝑡

است: زیر جدول صورت به شده ذکر میانگین در گارچ مدل های انواع بررسی از حاصل نتایج

اردبیل واریانس به GARCH-M مدل های برازش نتیجه :۲ جدول
GJRGARCHM(1,1) GARCHM(1,1) NGARCHM(1,1) EGARCHM(1,1) میانگین معادله

۳٫۰۰۱۹
(۰٫۰۰۰۰)

۲٫۹۷۰۷
(۰٫۰۰۰۰)

۲٫۹۶۷۴
(۰٫۰۰۰۰)

۲٫۹۹۴۱
(۰٫۰۰۰۰) ⅽ

۰٫۵۷۰۱
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۵۵۸۳
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۵۵۴۵
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۵۴۱۶
(۰٫۰۰۰۰) Φ۱

−۰٫۳۸۴۵
(۰٫۰۰۴۲)

−۰٫۳۸۱۷
(۰٫۰۰۸۸)

−۰٫۳۷۷۳
(۰٫۰۱۱۶)

−۰٫۳۵۴۷
(۰٫۰۰۰۰) 𝜃۱

۰٫۵۱۴۵
(۰٫۰۲۰۹)

۰٫۵۴۹۱
(۰٫۰۱۱۳)

۰٫۵۵۰۱
(۰٫۰۱۳۲)

−۰٫۵۲۶۹
(۰٫۰۰۰۰) 𝛿

۰٫۱۹۴۲
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۲۰۵۸
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۲۰۲۲
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۰۹۰۶
(۰٫۰۰۰۰)

واریانس معادله
مبدا از عرض

۰٫۲۰۸۶
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۲۳۲۷
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۲۳۳۱
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۰۱۰۹
(۰٫۸۰۳۲) 𝛼۱

۰٫۶۹۱۸
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۶۸۵۰
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۶۸۸۰
(۰٫۰۰۰۰)

۰٫۸۶۷۶
(۰٫۰۰۰۰) 𝛽

۰٫۰۵۳۵
(۰٫۴۵۹۸) − ۱٫۹۱۳۱

(۰٫۰۰۰۰)
۰٫۴۰۳۴
(۰٫۰۰۰۰) 𝛾

۳٫۵۲۹۵ ۳٫۵۲۱۶ ۳٫۵۳۰۱ ۳٫۵۲۴۶ BIC
۱٫۲۶۳۵
(۰٫۹۹۹۸)

۱٫۲۴۶۶
(۰٫۹۹۹۸)

۱٫۳۰۰۵
(۰٫۹۹۹۷)

۱٫۶۳۵۹
(۰٫۹۹۴۴) 𝑄(۵)

۲٫۰۳۱۲
(۰٫۹۸۳۲)

۱٫۹۹۲۴
(۰٫۹۸۴۹)

۲٫۰۶۱۳
(۰٫۹۸۱۸)

۲٫۵۶۵۶
(۰٫۹۴۵۳) 𝑄(۹)

۰٫۳۵۸۸
(۰٫۵۴۹۲)

۰٫۳۲۶۵
(۰٫۵۶۷۷)

۰٫۳۴۴۵
(۰٫۵۵۷۳)

۰٫۶۸۴۹
(۰٫۴۰۷۹) LM

پرانتز داخل اعداد و متغیرها به مربوط ضرایب اعداد جدول این در است. شده تشکیل واریانس معادله و میانگین معادله قسمت دو از ۲ جدول
۵ از کمتر ضرایب احتمال مقادیر EGARCH-M مدل از غیر به مدل ها همە  برای که می شود مشاهده فوق جدول در است. احتمال ها مقادیر
مدل برای 𝛾 ضریب طرفی از نمی باشد. مناسب نیست چنین که EGARCH-M مدل و هستند دار معنی ضرایب مقادیر بنابراین می باشند، درصد
است مطلب این موید مدل ها در 𝛾 ضریب بودن معنی دار می باشد. متقارن مدل لذا و نیست دار معنی درصد ۵ سطح در GJR-GARCH-M
پس است درصد ۵ از بزرگتر ۹ و ۵ تاخیرهای برای باکس لیانگ آزمون احتمال مقادیر همچنین دارد. تاثیر میانگین معادله در معیار انحراف که
واریانس که می دهد نشان است، درصد ۵ از بزرگتر که نیز LM آزمون احتمال ومقادیر ندارد وجود مدل از حاصل ماندە های در خودهمبستگی

می باشد. مناسب مدل این پس است کمتر مدل ها سایر به نسبت GARCH-M مدل برای بیزی اطلاع معیار چون حال است. همسان ماندە ها
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.۱۴۰۰ چاپ، دست در ایران، رسمی آمار بررسی های مجله انزلی. هواشناسی ایستگاه در باد سرعت نوسانات برای زمانی سری الگوهای ارزیابی گلشنی. لیلا و ملاعباسی بیتا [۱۱]
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یافته تعمیم پیرسن سیستم احتمال های توزیع خانواده بر مروری
ریابی اول یعقوبی مهدی زاده∗، حسین علیرضا
ایران اسلامی،گناباد، آزاد دانشگاه گناباد، واحد آمار، گروه

چکیده
دو احتمال)، چگالی تابع یا توزیع (تابع ها داده احتمالی الگوی شناسایی به مربوط کاربردی مسایل از بسیاری در
از پارامتری، رویکرد در است. توجه مورد احتمال چگالی تابع پارامتری برآورد و ناپارامتری برآورد اساسی رویکرد
برازش ها داده به تری متنوع های وضعیت در بیشتر پذیری انعطاف بدلیل یافته تعمیم توزیعهای خانواده که آنجایی
ابتدا حاضر مقاله در رسد. می نظر به ضروری ها داده برازش جهت ها خانواده این بستن کار به و تولید شوند، می
روش این از یکی بر تمرکز با سپس داشت. خواهیم یافته تعمیم های توزیع خانواده تولید روشهای بر اجمالی مروری
برخی و معرفی را آن های تعمیم و پیرسن سیستم احتمال های توزیع خانواده دیفرانسیل” معادله ”روش به موسوم ها

نمود. خواهیم مرور را خانواده این اعضاء از

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
پیرسن سیستم

یافته تعمیم های توزیع
چندک تابع
چوله توزیع
بتا خانواده

یافته تعمیم پیرسن سیستم
سوم نوع شده اصلاح بسل تابع

الکین مارشال⁃ های توزیع خانواده
سهموی استوانه تابع

مقدمه .۱
تلاش اخیر های دهه در هستند، ناتوان طبیعی های پدیده توصیف در لازم پذیری انعطاف عدم دلیل به کلاسیک توزیعهای اغلب که آنجایی از
در ها توزیع تعمیم دهه۱۹۸۰، از قبل تا است. شده بیشتر پذیر انعطاف های توزیع ساختن و ها توزیع این تعمیم جهت در آمار علم محققین
دهه از بعد شده ابداع روشهای در محققین است. شده انجام ، چندک۳ روش و تبدیل۲ روش ، دیفرانسیل۱ معادله روش نامهای، به روش سه
یافته تعمیم شکل موجود، توزیع به جدید پارامترهای نمودن اضافه با یا و یکدیگر با موجود های توزیع نمودن ترکیب با تا اند کرده ۱۹۸۰تلاش
چهار مذکور روش سه بر علاوه مقاله این در اند. شده نامگذاری ترکیبی روشهای به ۱۹۸۰ دهه از بعد های روش رو این از آورند. دست به را ای
روش و شده۶ تولید بتای روش موجود، های توزیع به پارامترها۵ نمودن اضافه روش ، چوله۴ های توزیع تولید روش نامهای، به ترکیبی روش

نمود. خواهیم مرور را مرکب۷

∗سخنران
ریابی) اول یعقوبی (مهدی m_yaghoobiawal@yahoo.com زاده)، حسین (علیرضا hoseinzade1@yahoo.com الکترونیک: پست

1Method of differential equation
2Method of transformation
3Method of quantile
4Method of generating skew distributions
5Method of adding parameters
6Beta-generated method
7Composite method



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ ریابی اول یعقوبی م. زاده، حسین ع. ۱۸۰

تعمیم های خانواده و پیرسن سیستم خانواده اولین (۲۰۱۶) کیبریا۹ و شکیل۸ مقاله از تبعیت به و دیفرانسیل معادله روش بر تمرکز با بخصوص
نمود. خواهیم بررسی را اند شده معرفی کنون تا که آن بر مبتنی یافته

یافته تعمیم توزیعهای تولید روشهای بر مروری .۲
کنون تا که معروف روش هفت قالب در یافته تعمیم های توزیع ساخت چگونگی (۲۰۱۳) همکاران و لی۱۰ مقاله از تبعیت به قسمت این در

است. پیوسته متغیره یک های توزیع ساختن بر روشها این اصلی تمرکز نمود. خواهیم مرور را است شده ارائه محققین توسط
دیفرانسیل معادله روش .۱ .۲

کرد. ارائه دیفرانسیل معادله کمک به آماری های توزیع تولید جهت در سیستماتیک رویکردی پیرسن ماندگار و ارزش با کار
احتمال چگالی تابع اگر دارد تعلق پیرسن سیستم به 𝑋 توزیع گوییم باشد. 𝑓(𝑥) احتمال چگالی تابع دارای 𝑋 پیوسته تصادفی متغیر کنید فرض

نماید: صدق زیر دیفرانسیل معادله در آن
( ۱ ) 𝑑𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥) =
𝑑+𝑥

𝑎𝑥۲+𝑏𝑥+𝑐𝑑𝑥,
وابسته ها پارامتر این مقادیر به 𝑓(𝑥) شکل باشد. احتمال چگالی تابع یک 𝑓(𝑥) که هستند ای گونه به 𝑑, 𝑐, 𝑏, 𝑎 حقیقی پارامترهای آن در که
مقاله در بعدها نمود. گذاری نام 𝑉I تا I نوع پیرسن های توزیع را سیستم این از حاصله اعضاء (۱۹۰۱ و ۱۸۹۵) پیرسن۱۱ اساس این بر است.
مشهور های توزیع از بسیاری نامید. 𝑋II تا 𝑉II نوع پیرسن های توزیع را آنها و تعریف را دیگری خاص حالات (۱۹۱۶) پیرسن دیگر ای
III نوع پیرسن گاما توزیع و I نوع پیرسن بتا توزیع ،𝑉II نوع پیرسن استیودنت – t و نرمال های توزیع هستند. پیرسن سیستم از خاصی حالت

شد. خواهد بیان بعدی بخش در سیستم این از تری کامل جزییات هستند.
تبدیل روش .۲ .۲

داد: پیشنهاد زیر فرم به سازی نرمال تبدیلات گرفتن نظر در با ها، توزیع تولید برای روشی (۱۹۴۹) جانسون۱۲

𝑍 = 𝜈 + 𝛿𝑓 ቆ𝑋 − 𝜇
𝜆 ቇ ,

جانسون شود، کاسته موضوع کلیت از اینکه بدون هستند. ,𝜈پارامترها 𝛿, 𝜇, 𝜆 و استاندارد نرمال تصادفی متغیر یک 𝑍 تبدیل، تابع یک 𝑓 آن در که
کرد: معرفی را زیر تبدیل خانواده سه 𝛿, 𝜈 گرفتن نظر در مثبت با

نرمال: لگ خانواده الف)
𝑍 = 𝜈 + 𝛿 ⅼn(𝑋 − 𝜇), 𝑋 ≥ 𝜇.

کراندار: های توزیع خانواده ب)
𝑍 = 𝜈 + 𝛿 ⅼnቆ 𝑋 − 𝜇

𝜇 + 𝜆 − 𝑋ቇ , 𝜇 ≤ 𝑋 ≤ 𝜇 + 𝜆.

بیکران: های توزیع خانواده ج)
𝑍 = 𝜈 + 𝛿 sinh−۱ ቆ𝑋 − 𝜇

𝜆 ቇ ,−∞ < 𝑋 < ∞.

برای دهند. می پوشش را غیره و نمایی بتا، گاما، نرمال، لگ نرمال، نظیر کلاسیک توزیعهای از بسیاری مشترک طور به ها توزیع خانواده این
شود. مراجعه (۱۹۹۴) همکاران و جانسون به زمینه این در بیشتر اطلاعات

8 Shakil
9 Kibria
10 Lee
11 Pearson
12 Johnson
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چندک تابع روش .۳ .۲
مشهورند یافته۱۳ تعمیم لامبدای های توزیع خانواده به یافته، تعمیم خانواده این صورتگرفت. لامبدا توزیع تعمیم مبنای روشبر این در اولیه کار

شوند: می تعریف زیر صورت به چندکی تابع حسب بر و

𝑄 (𝑦) = 𝑄 (𝑦; 𝜆۱, 𝜆۲, 𝜆۳, 𝜆۴) = 𝜆۱ +
𝑦𝜆۳−(۱−𝑦)𝜆۴

𝜆۲
, ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱.

با متناظر چگالی تابع دهند. می نشان را کشیدگی و چولگی ترتیب به 𝜆۴, 𝜆۳ و هستند مقیاس و مکان پارامترهای ترتیب به 𝜆۲, 𝜆۱ است:پارامترهای زیر صورت به بالا توزیع

𝑓 (𝑥) = 𝜆۲
𝜆۳𝑦𝜆۳−۱+𝜆۴(۱−𝑦)𝜆۴−۱ , 𝑥 = 𝑄 (𝑦).

تفاوت باشند. علامت هم بالا کسر مخرج و صورت ۰ ≤ 𝑦 ≤ ۱ مقادیر جمیع ازاء به که است آن فوق شکل به معتبری چگالی تابع وجود لازمه
است. شده گرفته قرار بررسی مورد (۱۹۸۸) همکاران و ۱۴ فریمر توسط بالا یافته تعمیم لامبدای خانواده و پیرسن سیستم دو اشتراکات و ها

و S ۱۶ های توزیع خانواده به موسوم شکل S های توزیع از یافته تعمیم خانواده دو چندک تابع روش از استفاده با (۲۰۰۶) همکاران و موینو۱۵
است: آمده زیر در آنها احتمال چگالی توابع که آوردند دست به ۱۷ GS

𝑓 (𝑥) = 𝑑𝐹(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝛼[𝐹(𝑥)]𝑔 ቄ۱− [𝐹 (𝑥)]𝑘ቅ , 𝐹 (𝑥۰) = 𝐹۰, 𝑘 > ۰,

𝑓 (𝑥) = 𝑑𝐹(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝛼[𝐹(𝑥)]𝑔 ቄ۱− [𝐹 (𝑥)]𝑘ቅ

𝛾
, 𝐹 (𝑥۰) = 𝐹۰, 𝑘 > ۰,

هستند. شکل پارامترهای 𝛾, 𝑘, 𝑔و مقیاس پارامتر 𝛼 آن در که
چوله توزیع تولید روش .۴ .۲

چوله نرمال توزیع که شد پیشنهاد (۱۹۸۵) آزالینی۱۸ توسط بار اولین برای (نامتقارن) چوله توزیع تولید برای متقارن توزیع یک از استفاده روش
توزیع تابع دارای 𝑌 تصادفی متغیر و است صفر حول متقارن تابعی که باشد 𝑓۰ چگالی تابع دارای 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض کرد. معرفی را

بود: خواهد زیر صورت به چوله توزیع چگالی تابع 𝜆 حقیقی عدد هر برای که کرد ثابت توان می باشد. صفر حول متقارن 𝐺(𝑥)
.۲𝑓۰ (𝑥) 𝐺 (𝜆𝑥) , −∞ < 𝑥 < ∞

بود: خواهد زیر صورت به چوله نرمال توزیع احتمال چگالی تابع آنگاه باشند استاندارد نرمال توزیع دارای 𝑌, 𝑋 تصادفی متغیرهای اگر حال
𝑓 (𝑥; 𝜆) = ۲𝜑 (𝑥)𝜙 (𝜆𝑥) ,

هستند. استاندارد نرمال توزیع تابع و احتمال چگالی تابع ترتیب به 𝜙 (𝑥) ,𝜑(𝑥) آن در که
پارامترها کردن اضافه روش .۵ .۲

رود. می شمار به تر منعطف ای خانواده آوردن بدست و خانواده آن توسعه برای متداول روشی توزیعها، از ای خانواده به جدید پارامتری افزودن
پارامتر، افزودن روشهای از یکی اند. شده ساخته روش این از استفاده با دیگر توزیعهای از بسیاری و پارتو گاما، وایبل، توزیع مانند هایی توزیع

است. کردن نمایی روش
کنیم: تعریف اگر باشند. 𝑋𝐸 جدید تصادفی متغیر و 𝑋 تصادفی متغیر توزیع توابع ترتیب به 𝐹𝐸 , 𝐹 کنید فرض

𝐹𝐸 (𝑥) = [𝐹 (𝑥)]𝛾 , 𝛾 > ۰,

13Generalized lambda distributions: GLDs
14 Freimer
15Muino
16 S-distribution: S
17 GS-distribution: GS
18Azzalini
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حالت یک ،(۱۹۹۸) همکاران و گوپتا۱۹ اند. شده تولید زیادی های توزیع روش این توسط بود. خواهد جدید توزیع تابع یک 𝐹𝐸(𝑥) آنگاه
دادند. قرار مطالعه مورد را ” شده۲۱ نمایی نمایی، ” خانواده نیز ،(۲۰۰۱) کوندا۲۰ و گوپتا نمودند. ارائه را فوق معادله از متقارن

معرفی 𝛽 > ۰, 𝛾 > ۰ اضافی پارامتر دو با شده نمایی یافته تعمیم توزیع نام به توزیعها از جدید خانواده یک ،(۲۰۱۱) دیکاسترو۲۳ و کوردیرو۲۲
کنیم: تعریف اگر باشند. 𝑋𝐸 جدید تصادفی متغیر و 𝑋 تصادفی متغیر توزیع توابع ترتیب به 𝐹, 𝐹𝐸 کنید فرض مجددا نمودند.

𝐹𝐸 (𝑥) = {۱− [۱− 𝐹 (𝑥)]𝛽}𝛾 , 𝛽, 𝛾 > ۰,
با توان می بالا در شده معرفی توزیع تابع دو هر پیوستگی نقاط تمام در که داریم توجه بود. خواهد جدید توزیع تابع یک 𝐹𝐸(𝑥)اینصورت در

آورد. دست به را جدید خانواده احتمال چگالی تابع آنها از گیری مشتق
روش به موسوم که است گردیده ارائه ،(۱۹۹۷) الکین۲۵ و مارشال۲۴ توسط توزیعها از ای خانواده به جدید پارامتری افزودن برای دیگری روش

اند. نموده ارائه جدیدی خانواده پایه توزیع یک به شکل پارامتر یک نمودن اضافه با آنها است. الکین − مارشال
بتا تولید روش .۶ .۲

این از ای یافته تعمیم حالت بتا توزیع کمک به آنها گرفت. انجام (۲۰۰۲) همکاران۲۶ و اوگن توسط یافته تعمیم بتای روش زمینه در اولیه کار
شود: می تعریف زیر صورت به جدید توزیع تابع دادند. پیشنهاد را توزیع

𝐺 (𝑥) = න
𝐹(𝑥)

۰
𝑏 (𝑡) 𝑑𝑡,

است. دلخواه پیوسته تصادفی متغیر یک توزیع تابع 𝐹(𝑥) و بتا توزیع احتمال چگالی تابع 𝑏(𝑡) آن در که
شد: خواهد حاصل زیر صورت به گیری مشتق با فوق توزیع با متناظر احتمال چگالی تابع

𝑔 (𝑥) = ۱
𝐵 (𝛼�𝛽)𝑓 (𝑥) 𝐹

𝛼−۱ (𝑥) (۱− 𝐹 (𝑥))𝛽−۱ .

از بسیاری برای همکارانش و اوگن از بعد روش این است. 𝐹(𝑥) توزیع تابع با 𝑋 تصادفی متغیر برای ترتیبی آماره توزیع از تعمیمی فوق توزیع
همکاران و (فمویی۲۹ بتا⁃وایبل توزیع ،( ۲۰۰۴ کوتز۲۸ و (نادراجا۲۷ بتا⁃گامبل توزیع توان می جمله از است. گرفته قرار استفاده مورد ها توزیع

برد. نام را غیره و (۲۰۰۸ همکاران و (اکینست۳۱ بتا⁃پارتو توزیع ،( ۲۰۰۷ همکاران و (کنگ۳۰ بتا⁃گاما توزیع ،(۲۰۰۵
مرکب روش .۷ .۲

شود. می نامیده مرکب روش که نمودند پیشنهاد توزیع، دو ترکیب از استفاده با جدید های توزیع تولید برای روشی ، (۲۰۰۵) آناندا۳۳ و کوری۳۲
باشد: زیر احتمال چگالی تابع دارای 𝑋 پیوسته تصادفی متغیر کنید فرض

𝑓 (𝑥) = ൝𝑐𝑓۱ (𝑥) , 𝑥𝜖(۰, 𝜃)
𝑐𝑓۲ (𝑥) , 𝑥𝜖[𝜃,∞) ,

که شود می محاسبه ای گونه به 𝜃مجهول پارامتر اینجا در هستند. ثابت گاه تکیه با احتمال چگالی توابع 𝑓۲ ، 𝑓۱ و ثابت عدد یک 𝑐 آن در که
برقرارند: زیر شرایط در پذیری مشتق و پیوستگی باشد. پذیر مشتق و پیوسته 𝜃در 𝑓 (𝑥) چگالی تابع
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.𝑓۱ (𝜃) = 𝑓۲ (𝜃) , 𝑓
′
۱ (𝜃) = 𝑓′۲ (𝜃)

داشت. خواهد پارامتر 𝑛 +𝑚 − ۱ اکثر حد 𝑓 (𝑥) ترکیبی توزیع آنگاه باشند. 𝑚پارامتر دارای 𝑓۲ و پارامتر 𝑛 دارای 𝑓۱کنید فرض
وایبل پارتو⁃ ترکیبی توزیع نمایی⁃پارتو، ترکیبی توزیع بور، نرمال⁃ لگ ترکیبی توزیع به توان می اند شده تولید روش این با که هایی توزیع از

نمود. اشاره

یافته تعمیم پیرسن سیستم های توزیع خانواده معرفی .۳
معرفی پارامتر چهار با دیفرانسیل معادله یک قالب در را پیرسن سیستم دیفرانسیل)، معادله (روش یافته تعمیم های توزیع ساخت روش اولین در
دیفرانسیل معادله ” به موسوم (۱) دیفرانسیل معادله از ای یافته تعمیم شکل به معطوف را خود توجه محققین از بسیاری اخیر سالهای در نمودیم.

شود: می معرفی زیر فرم به که اند نموده (GPE) نماد با ” یافته۳۴ تعمیم پیرسن سیستم
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) =

∑𝑚
𝑗=۰𝑎𝑗𝑥𝑗

∑𝑛
𝑗=۰𝑏𝑗𝑥𝑗

𝑑𝑥,

اکثریت دارنده بر در مدل، پارامترهای مناسب انتخاب با سیستم این هستند. حقیقی پارامترهای 𝑏𝑗 , 𝑎𝑗 ضرایب و طبیعی اعداد 𝑛,𝑚 آن در که
بود. خواهد احتمال چگالی توابع اتفاق به قریب

اخیر دهه از قبل (GPE)تا سیستم های تعمیم مرور .۱ .۳
وابسته آنها پارامترهای که توزیع پنج استخراج منظور به 𝑏۰ = ۰, 𝑛 = ۳, 𝑚 = ۲ خاص حالت در را (GPE) سیستم (۱۹۷۱) روی۳۵ الف)

داد. قرار مطالعه مورد هستند، جامعه گشتاور هفت اولین به
غیرخطی” ریزی برنامه و یافته تعمیم پیرسن های توزیع ” عنوان تحت خود مقاله در (GPE) سیستم از (۱۹۷۷) هنسون۳۷ و دانینگ۳۶ ب)

نمودند. استفاده
مخرج درجه از بزرگتر و یک از بزرگتر درجه از (GPE) سیستم کسر صورت ای جمله چند بردن کار به با (۱۹۸۳) همکاران و کوب۳۸ پ)

دادند. توسعه نمایی چند های توزیع تولید منظور به را پیرسن سیستم های توزیع کسر،
دادند: قرار بررسی مورد زیر مشخصات با یافته تعمیم پیرسن های توزیع از دیگری کلاس (۱۹۹۳) احمد۴۰ و چاودری۳۹ ت)

𝑚 = ۳, 𝑛 = ۲, 𝑏۰ = 𝑏۱ = 𝑏۲ = ۰, 𝑎۴۲𝑏۳ = −۲𝛼, 𝑎۰۲𝑏۳ = ۲𝛽.
دادند. قرار مطالعه مورد یافته تعمیم پیرسن های توزیع از برخی اساس بر را سازی” مشخصه ” مسایل (۲۰۰۲) همکاران و لیفیور۴۱ ث)

فرم: به (GPE) سیستم از کلاسی گرفتن نظر در با (۲۰۰۳) سنکاران۴۲ ج)
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑥 + 𝑎۲𝑥۲

𝑏۰ + 𝑏۱𝑥 + 𝑏۲𝑥۲
𝑑𝑥,

شرطی، گشتاورهای و شکست نرخ بین رابطه اساس بر را سازی” ”مشخصه نتایج برخی و دادند پیشنهاد را احتمال های توزیع از کلاسجدیدی
نمودند. اثبات

: فرم به (GPE) سیستم از کلاسی (۲۰۰۹) اسکارفن۴۴ و روسانی۴۳ چ)
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = −𝑎۰ + 𝑎۱𝑥 + 𝑎۲𝑥۲

𝑏۰ + 𝑏۱𝑥 + 𝑏۲𝑥۲
𝑑𝑥,

میدان یک با تعامل حال در باردار ”ذرات فیزیکی، پدیده مطالعه منظور به حاصله، یافته تعمیم پیرسن های توزیع خانواده از و گرفتند نظر در را
نمودند. استفاده مغناطیسی” یا الکتریکی
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اخیر دهه در (GPE) سیستم های تعمیم مرور .۲ .۳
دیفرانسیل: معادله اساس بر (۲۰۱۰(a همکاران و شکیل۴۵ الف)

𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑥 + 𝑎۲𝑥۲

𝑏۱𝑥
𝑑𝑥, 𝑏۱ ≠ ۰,

می بدست زیر احتمال چگالی توابع خانواده دیفرانسیل معادله این حل از نمودند. تعریف یافته تعمیم پیرسن های سیستم از جدیدی خانواده
آید:

𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥𝛼exp ൫−𝜇𝑥۲ − 𝛽𝑥൯ , 𝛼 ≥ ۰, 𝛽 ≥ ۰, 𝜇 > ۰, 𝑥 ≥ ۰,
آن، در که

𝜇 = − 𝑎۲
۲𝑏۱ , 𝛼 = 𝑎۰

𝑏۱
, 𝛽 = −𝑎۱𝑏۱

, 𝑏۱ ≠ ۰,
شود: می داده زیر رابطه وسیله به که است ساز نرمال ثابت 𝑐 و

𝑐 =
(۲𝜇)𝛼+۱۲

𝛾 (𝛼 + ۱) exp ൬𝛽۲
۸𝜇 ൰𝐷−(𝛼+۱) ൬

𝛽
√۲𝜇൰

,

کیبریا و شکیل مقاله در پارامترها خاص مقادیر ازاء به فوق چگالی توابع از مختلفی اشکال است. سهموی۴۶ استوانه تابع 𝐷𝑝(𝑧) آن در که
است. آمده (۲۰۱۶)

گرفتند: نظر در زیر صورت به (GPE) سیستم از دیگری کلاس (۲۰۱۰) کیبریا و شکیل ب)

.𝑑𝑓(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑎۰+𝑎𝑝𝑥𝑝
𝑏۱𝑥+𝑏𝑝+۱𝑥𝑝+۱

𝑑𝑥, 𝑏۱ ≠ ۰, 𝑏𝑃+۱ ≠ ۰, 𝑥 > ۰

شود: می حاصل زیر احتمال چگالی توابع خانواده فوق، دیفرانسیل معادله حل از
.𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥𝜇−۱(𝛼 + 𝛽𝑥𝑝)−𝜗 , 𝑥, 𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝜗, 𝑝 > ۰

است: زیر صورت به دیفرانسیل معادله ضرایب و جدید پارامترهای بین روابط و ساز نرمال ثابت 𝑐 = 𝑝𝛼𝜗 ቀ𝛽𝛼 ቁ
𝜇
𝑝 ۱

𝐵൬𝜇𝑝 .𝜗−
𝜇
𝑝 ൰

فوق خانواده در

𝛼 = 𝑏۱, 𝛽 = 𝑏𝑃+۱, 𝜇 =
𝑎۰ + 𝑏۱
𝑏۱

, 𝜗 =
𝑎۰𝑏𝑃+۱ − 𝑎𝑝𝑏۱

𝑝𝑏۱𝑏𝑃+۱
, 𝑏۱, 𝑏𝑃+۱ ≠ ۰.

باشد. برقرار 𝜗 > 𝜇
𝑝 شرط باید آن در که است بتا تابع 𝐵(⋅.⋅) تابع 𝑐 ساز نرمال ثابت در

است. آمده (۲۰۱۶) کیبریا و شکیل مقاله در پارامترها خاص مقادیر ازاء به فوق چگالی توابع از مختلفی اشکال
گرفتند: نظر در زیر صورت به (GPE) سیستم از دیگری کلاس (۲۰۱۰(b همکاران و شکیل پ)

𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) =

𝑎۰ + 𝑎𝑝𝑥𝑝 + 𝑎۲𝑝𝑥۲𝑝
𝑏𝑝+۱𝑥𝑝+۱

𝑑𝑥, 𝑏𝑃+۱ ≠ ۰, 𝑥 > ۰.

شود: می حاصل زیر احتمال چگالی توابع خانواده فوق، دیفرانسیل معادله حل از
𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥𝜗−۱(−𝛼𝑥𝑝 − 𝛽𝑥−𝑝)−𝜗 , 𝑥 > ۰, 𝛼 ≥ ۰, 𝛽 ≥ ۰, 𝑝 > ۰, 𝜗 ∈ ℝ,

است: زیر صورت به چگالی تابع پارامترهای و دیفرانسیل معادله ضرایب بین رابطه آن در که

45 Shakil
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. 𝛼 = − 𝑎۲𝑝
𝑝𝑏𝑝+۱

, 𝛽 = 𝑎۰
𝑝𝑏𝑃+۱

, 𝜗 = 𝑎𝑝+𝑏𝑃+۱
𝑏𝑃+۱

حاصل آن به مربوط توزیع خانواده سه نتیجه در و مختلف مقدار سه 𝑐 ساز نرمال ثابت برای 𝑝, 𝜗, 𝛽, 𝛼 پارامترهای مختلف مقادیر اساس بر
از: عبارتند مختلف حالات این شد. خواهد حاصل

داریم: 𝜗 ∈ ℝ, 𝑝 > ۰, 𝛽 > ۰, 𝛼 > ۰ حالت در (۱

𝑐 = 𝑝
۲ ቆ

𝛼
𝑝ቇ

𝜗
۲𝑝 ۱
𝐾𝜗

𝑝
ቀ۲ඥ𝛼𝛽ቁ ,

است. ” سوم۴۷ نوع شده اصلاح بسل تابع ” 𝐾𝜗
𝑝
ቀ۲ඥ𝛼𝛽ቁ آن در که

داریم: 𝜗 > ۰, 𝑝 > ۰, 𝛽 = ۰, 𝛼 > ۰ حالت در (۲

.𝑐 = 𝑝𝛼
𝜗
𝑝

𝛾൬ 𝜈𝑝 ൰

داریم: 𝜗 < ۰, 𝑝 > ۰, 𝛽 > ۰, 𝛼 = ۰ حالت در (۳
𝑐 = 𝑝

𝛽
𝜗
𝑝 𝛾 ൬− 𝜈

𝑝൰
.

است. آمده (۲۰۱۶) کیبریا و شکیل مقاله در پارامترها خاص مقادیر برای توزیع از مختلفی اشکال (۱) حالت در
به خانواده این احتمال چگالی تابع نمود. معرفی را محدود گاه تکیه با چوله و پیوسته های توزیع از جدیدی خانواده (۲۰۱۱) همدانی۴۸ ت)

است: زیر صورت

𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑝𝑥−(𝑝+۱) ൫𝛽 − 𝛼𝑥۲𝑝൯ exp (−𝛼𝑥𝑝 − 𝛽𝑥−𝑝) , ۰ < 𝑥 < ቆ𝛽𝛼ቇ
۱
۲𝛽
, 𝛼 > ۰, 𝛽 > ۰, 𝑝 > ۰,

است. 𝑐 = exp ቀ۲ඥ𝛼𝛽ቁ برابر آن مقدار و است ساز نرمال ثابت 𝑐 آن در که
نمود. بررسی را بالا خانواده های سازی مشخصه همدانی(۲۰۱۱) باشد طبیعی عددی 𝑝 که حالتی در

است: زیر صورت به فوق چگالی نظیر پیرسن دیفرانسیل معادله داد نشان توان می ساده جبری محاسبات با
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = 𝛽۲𝑝 − 𝛽 (𝑝 + ۱) 𝑥𝑝 − ۲𝛼𝛽𝑝𝑥۲𝑝 − 𝛼 (𝑝 − ۱) 𝑥۳𝑝 + 𝛼۲𝑝𝑥۴𝑝

𝛽𝑥𝑝+۱ − 𝛼𝑥۳𝑝+۱ 𝑑𝑥,

داریم: 𝛼 = 𝛽خاص حالت در
.𝑓 (𝑥) = 𝛼𝑝𝑒۲𝛼𝑥−(𝑝+۱) ൫۱− 𝑥۲𝑝൯ 𝑒𝑥𝑝(−𝛼(𝑥𝑝 + 𝑥−𝑝))), ۰ < 𝑥 < ۱, 𝛼 > ۰, 𝑝 > ۰

دیفرانسیل: معادله گرفتن نظر در با (۲۰۱۳) همکاران و الʓه۴۹ احسان ث)
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = 𝑎۰ + 𝑎۱𝑥 + 𝑎۲𝑥۲

𝑏۲𝑥۲ + 𝑏۳𝑥۳
𝑑𝑥,

صورت: به فوق معادله ضرایب گرفتن نظر در با و است، (GPE) سیستم از خاصی حالت که
𝑎۰ = 𝛽𝛾, 𝑎۱ = 𝛽 − 𝛾 + 𝛾𝜗, 𝑎۲ = 𝜇 + 𝜗 − ۲, 𝑏۲ = 𝛾, 𝑏۳ = ۱.

47 Modified Bessel function of third kind
48 Hamedani
49 Ahsanullah
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شود: می تبدیل زیر ساده شکل به دیفرانسیل معادله
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = ቆ𝜗 − ۱

𝑥 + 𝜇 − ۱
𝑥 + 𝛾 + 𝛽

𝑥۲ቇ𝑑𝑥,

داشت: خواهیم بالا معادله از انتگرالگیری با که

𝑓 (𝑥) = 𝑐𝑥𝜗−۱ (𝑥 + 𝛾)𝜇−۱ 𝑒𝑥𝑝 ൫−𝛽𝑥−۱൯ , 𝛽 > ۰, 𝛾 > ۰, ۰ < 𝜗 < ۱, ۰ < 𝜇 < ۱, ۰ < 𝜗 < ۱− 𝜇.

است. ساز نرمال ثابت 𝑐 آن در که
آورد: دست به را زیر های توزیع خانواده 𝑛 = ۶, 𝑚 = ۵ حالت (GPE)در سیستم گرفتن نظر در با (۲۰۱۴) استاورویانیس۵۰ ج)

𝑓 (𝑥) = 𝑐

ቈ۱+ ቀ𝑥−𝛽𝛼 ቁ
۲
+ 𝛾 ቀ𝑥−𝛽𝛼 ቁ

۴

𝜆 𝑒𝑥𝑝 ቈ−𝛿 tan−۱ ቆ

𝑥 − 𝛽
𝛼 ቇ ,

است. ساز نرمال ثابت 𝑐 و 𝛾 ≥ ۰ و 𝜆 > ۱
۲ و است مقیاس پارامتر 𝛼 > ۰ و مکان پارامتر 𝛽 آن در که

دیفرانسیل: معادله حل 𝑚و = 𝑛 = ۱ حالت برای (GPE) سیستم گرفتن نظر در با (۲۰۱۵) سینق و شکیل اخیرا چ)
𝑑𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥) = −𝑎۱ + 𝑏۱𝑥

𝑎۲ + 𝑏۲𝑥
𝑑𝑥, 𝑎۱, 𝑏۱ ≥ ۰, 𝑎۲, 𝑏۲ > ۰, 𝑎۱𝑏۲ ≠ 𝑎۲𝑏۱.

آوردند. دست به را زیر های توزیع خانواده
𝑓 (𝑥) = 𝑐 (۱+ 𝛼𝑥)𝜇 (𝛾 + 𝛿𝑥)−𝜃𝑒−𝜆𝑥 , 𝛼, 𝛾, 𝛿 > ۰𝜇, 𝜃, 𝜆 ≥ ۰; 𝑥 > ۰,

: آن در که
𝜇 = 𝑎۲𝑏۱

𝑏۲۲
, 𝛼 = 𝑏۲

𝑎۲
, 𝛾 = 𝑎۲, 𝛿 = 𝑏۲, 𝜃 =

𝑎۱
𝑏۲
, 𝜆 = 𝑏۱

𝑏۲
, 𝑎۲, 𝑏۲ ≠ ۰,

است. ساز نرمال ثابت 𝑐 و
(GPE) سیستم از گشتاور” بر مبتنی چگالی تابع تقریب ”تکنیک بررسی در (۲۰۲۰) همکاران و مقدم۵۱ زارع اخیرا، که شویم می متذکر پایان در

اند. نموده استفاده

گیری نتیجه .۴
اطلاعات با نحوی به که جامعه سطوح تمامی در ها، داده فراوانی توزیع مدل عنوان به منعطف آماری های توزیع خانواده ساخت و مطالعه اهمیت
زمینه این به ای ویژه توجه کاربردی، و وسیع تحقیقاتی میدان یک عنوان به محققین رو این از نیست. پوشیده هیچکس بر دارند کار و سر عددی
و لی و (۲۰۱۶) همکاران و شکیل اساسی، مقاله دو بررسی با نمودیم سعی حاضر متن در است. رشد حال در پیوسته که اند داشته تحقیقاتی

نماییم. بازگو مندان علاقه برای را زمینه این در شده انجام تحقیقات برخی ،(۲۰۱۳) همکاران
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نقطە ای فرایند رویکرد با تهران شهر در فوت به منجر تصادفات تعداد مدلسازی
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چکیده
از نوع این گستردگی به توجه با می یابند، تحقق شمارش پذیر زمانی سری یک بە صورت ما اطراف پدیدە های از بسیاری
کمک به تا داریم قصد مقاله این در است. گرفته قرار پژوهشگران توجه مورد همواره وقایعی چنین مدلسازی پیشامدها
مدلسازی را فوت به منجر تصادفات تعداد نشاندار نقطە ای فرایندهای 𝐴𝐶𝐷 نام به اتورگرسیو مدل های از خاص نوعی
عنوان مدل  و مذکور نشاندار نقطە ای فرایند شدت تابع میان رابطه یک ایجاد صورت به مکانیزم این نماییم. پیشگویی و
قرار مورداستفاده راسل[۳] و انگل توسط ۱۹۹۸ سال در بار اولین 𝐴𝐶𝐷 مدل های می پذیرد. صورت 𝐴𝐶𝐷 شدە ی
مدل های از استفاده لذا است متفاوت سال مختلف طول ماە های در داده رخ تصادفات تعداد اینکه به توجه با گرفت.
برنامه و کنترل پیشگویی، طرفی از باشد. داشته دنبال به کاربران برای قبولی قابل نتیجه نمی تواند پواسون مانند سادە ای
نظارتی نهادهای بیمه، شرکت های به می توان آنها جمله از که است اهمیت حائز زیادی سازمان های برای حوادث ریزی
بر علاوه تا می شود سعی مطالعه این در مقدمه این با نمود. اشاره شهرداری ها حتی و رانندگی و راهنمایی پلیس مانند
شود. استفاده نقطە ای فرایند های قالب در کارامدتری و جدیدتر مدل های از زمانی سری مرسوم مدل های کارگیری به
مدل مناسب ترین و پرداخته مدل ها ارزیابی به آماری مناسب معیارهای کمک به تصادفات، تعداد مدلسازی از پس
به سپس می شود، استفاده تهران شهر در داده رخ تصادفات تعداد از مشروحه آماری مدلسازی برای می شود. معرفی
دقت و صحت بعدی گام در و می پردازیم تهران شهر در فوت به منجر تصادفات تعداد پیشگویی به نهایی مدل کمک

می گیرد. قرار بررسی و تحلیل مورد پیش بینی ها

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

خودبرانگیخته نقطە ای فرایندهای
پواسون نقطە ای فرایند

شرطی دورە ای اتورگرسیو مدل های
سریالی همبستگی

پراکنشی بیش
فصلی زمانی سری مدل های

مقدمه .۱
نقطە ای، فرایندهای با مرتبط مفاهیم از برخی و راسل(۱۹۹۸) و انگل توسط شده مطرح 𝐴𝐶𝐷 مدل های کمک به تا داریم قصد مقاله این در
از بسیاری در پذیر شمارش مشاهدات زمانی سری نماییم. مدلسازی را تهران) شهر (در فوت به منجر تصادفات تعداد با مرتبط زمانی سری
بیماری یک به شده مبتلا افراد تعداد مالی، بازار در شده انجام معاملات تعداد به می توان مثال عنوان به می شود. مشاهده اطراف طبیعی پدیدە های
می توان زمینه این در و است رایج بسیار مشاهدات از دسته این با مرتبط مطالعات نمود. اشاره می دهد رخ زمان طول در که حوادثی تعداد یا و
شده ایجاد مشاهدات زمانی سری مواقع از بسیاری در نمود. مراجعه [۱۶] (۱۹۹۹) دیویس و [۱۷] زیگر(۱۹۸۸) چون افرادی نوشتارهای به
معرفی آرچ مدل های است. شده معرفی مشاهدات این گونه مدلسازی جهت بسیاری مدل های کنون تا هستند، پراکنده بیش ساختاری دارای
محسوب نام برده مدل های از بارز نمونه (۱۹۹۴)[۱۴]یک نلسون و بولیسلو توسط گارچ مدل های به آن تعمیم و انگل(۱۹۸۲)[۱۱] توسط شده
تعمیم کاکس مدل های بە عنوان بعدها و شد طراحی منظور بدین نیز (۱۹۸۶ )[۱۲] افرون توسط شده معرفی دوگانه پواسون مدل های می شود.

فرد)، عباسی (محمد mohammadabbasifar94@gmail.com سپهوند)، (سامان saman_sepahvand@yahoo.com الکترونیک: پست
فارسانی) امینی زهرا ) aminifarsani.z@lu.ac.ir احمدی)، مصطفی ) mosiahmadi92@yahoo.com
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را پذیر شمارش مدل های با مرتبط پراکندگی بیش به مربوط اثرات بە خوبی تا قادرند نیز دورە ای شرطی اتورگرسیو یا 𝐴𝐶𝐷 مدل های یافت.
سپری شده مدت زمان تجزیە وتحلیل بە منظور ابتدا 𝐴𝐶𝐷مدل های نمایند. منعکس مدل در را آنها میان سریالی وابستگی و داده قرار پوشش تحت
پیشامدهای وقوع تا شده سپری زمان مدت مدلسازی منظور به مدل این از بعدها و گرفت قرار استفاده مورد خاص سهامی ( (خرید فروش تا
اشاره [۲] (۲۰۱۳) دیگران و حمیدیه توسط شده انجام کارهای به می توان زمینه این در شد گرفته بهره می دهند رخ تصادفی صورت به که متوالی
مدل این بخشید. بهبود را پیش بینی قدرت می توان مطالعه تحت فرایند با مرتبط اطلاعات رسانی بە روز با مدل این خاص ساختار کمک به نمود.
این از می شود. تعریف تصادفی مدل های در انتقال فرایند با مرتبط عناصر تحلیل و ،گارچ آرچ واریانسی ناهم مدل های ساختار از ترکیبی عنوان به
تعریف کمک به مقاله این در است. خوشە ای بە صورت حوادث از برخی دادن رخ آرچ و 𝐴𝐶𝐷 مدل های ایجاد مشابه انگیزە های از یکی منظر
در را فوت به منجر تصادفات تعداد تا بود خواهیم قادر 𝐴𝐶𝐷 مدل های کمک به آن بندی مدل و مطالعه تحت نقطە ای فرایند با مرتبط شدت تابع
می شود مقایسه قبل مدل های با و بهبودیافته چندمرحله در مدلسازی این نماییم. پیش بینی آینده زمان ها ی برای آن را مقدار و بررسی تهران شهر
مطالعه تحت نقطە ای فرایند نشانە های بە عنوان تصادفات کل تعداد از عملکرد بهبود بە منظور نهایی مدل در می گردد. شناسایی ارجح تر مدل و
فرایند با مرتبط عامل یک بە عنوان تصادفات کل تعداد بە وضوح می گیریم. بهره نهایی 𝐴𝐶𝐷 مدل برازش در کمکی متغیر این از و کرده استفاده
(تعداد نشانە ها بزرگ مقادیر طوری که به شده مطالعه تحت اصلی فرایند شدت تابع شدن برانگیخته موجب فوت) به منجر تصادفات (تعداد اصلی

می گردد. فوت به منجر تصادفات بیشتر وقوع شانس افزایش موجب تصادفات) کل

مسئله بیان و ضرورت .۲
مدیریت جهت قابل توجهی کمک می توانیم باشد، مشخص سال مختلف ماە های در همچنین و شهرها در تصادفات وقوع نرخ صورتی که در
ابزارهای از استفاده محکوم به بی شک هدفی چنین به دست یابی برای باشیم. کرده ارائه آن از ناشی مرگ ومیر و خسارت کاهش بە منظور تصادفات
باید مسلماً شهرهاست سایر به نسبت بیشتری تصادف وقوع نرخ دارای غربی شهرهای که کند مشخص ما مدل اگر مثال بە طور هستیم. آماری
است بیشتر تصادفات وقوع نرخ سال اول ماە های در که شود مشخص اگر یا و شوند مستقر شهرها این در بیشتری وامدادی انتظامی پایگاهای
دیگر بە عنوان مثال یا پذیرد. صورت بیشتری مدیریت و نظارت سال اول ماە های در می بایست تلفات، کاهش بە طبع و تصادفات کاهش بە منظور
وقوع فراوانی می بایست عادلانه حق بیمە ی تعیین حتی یا و مالی بحران از جلوگیری همچنین و منابع بهینە ی تخصیص برای بیمه شرکت های
را تهران کلان شهر (۹۳ تا ۸۱ سال (از متوالی سال ۱۲ تصادفات تعداد مقاله این در کنند. پیش بینی و برآورد را سال متفاوت ماە های در تصادفات
می کنیم: طبقە بندی زیر (مجزا) مختلف نوع ۲ به را تصادفات تعداد دادە ایم. قرار مطالعه مورد شده اخذ مربوطه رانندگی و راهنمایی پلیس از که

مرگ به منجر تصادف ●
انسانی جراحت یا خسارت به منجر تصادف ●

ورود بە منظور است. 𝐴𝐶𝐷 مدل های و پواسون پذیر شمارش نقطە ای فرآیند کمک به فوت به منجر تصادفات تعداد برآورد مقاله این در ما هدف
می گردد. ارائه لازم مقدمات و تعاریف اصلی مبحث به

𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝.𝑞) زمانی سری های .۳
خود فرایند یک شامل 𝐴𝑅𝑀𝐴 مدل یک بە طورکلی هستند. 𝐴𝑅𝑀𝐴 مدل های مناسب مدل های از یکی مانا زمانی سری های بندی مدل بە منظور

می شود: داده نمایش زیر بە صورت فرایند این است. 𝑀𝐴 بە صورت متحرک میانگین فرایند یک و 𝐴𝑅بە صورت بازگشتی
𝑦𝑡=𝜃۰ + 𝜑۱𝑦𝑡−۱ + 𝜑۲𝑦𝑡−۲ +…+ 𝜑𝑝𝑦𝑡−𝑝 + 𝜓۱𝑒𝑡−۱ + 𝜓۲𝑒𝑡−۲ +…+ 𝜓𝑞𝑒𝑡−𝑞 + 𝑒𝑡

هم و مستقل یک دیگر از که بوده زمانی سری به مربوط اغتشاش جملات 𝑒𝑖 و 𝑀𝐴 و 𝐴𝑅 فرایندهای مرتبە های از عبارت اند 𝑞 𝑝و آن در که
داشت: خواهیم پس رو عملگر از استفاده با می گویند. سفید نوفه اصطلاحاً آن ها به و می باشند توزیع

(۱ − 𝜑۱𝐵 − 𝜑۲𝐵۲ − .... − 𝜑𝑝𝐵𝑝)𝑦𝑡 = 𝑐 + (۱ + 𝜃۱𝐵 + 𝜃۲𝐵۲ +…+ 𝜃𝑞𝐵𝑞)

داریم: معادل بە طور یا و
𝜙(𝐵)𝑦𝑡 = 𝑐 + 𝜃(𝐵)𝑒𝑡
می شوند: تعریف زیر بە صورت 𝜙(𝐵)و 𝜃(𝐵) و است پس رو عملگر آن𝐵یک در که

𝜙(𝑧) = ۱ − 𝜑۱𝑧 − 𝜑۲𝑧۲ −…− 𝜑𝑝𝑧𝑝
𝜃(𝑧) = ۱ + 𝜃۱𝑧 + 𝜃۲𝑧۲ +…+ 𝜃𝑞𝑧𝑞
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دارای تفاضل بار ⅾ با اولیه نامانای زمانی سری که تفاوت این با داشته بالا همانند تعریفی نیز 𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝, 𝑑, 𝑞) مدل های که است قابل توجه
∇𝑑𝑌𝑡 = (𝑌𝑡 − 𝑌𝑡−۱) = صورت به شده تعریف ,𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝متغیر 𝑑, 𝑞) مدل برای دیگر عبارتی به بود. 𝐴𝑅𝑀𝐴خواهد (𝑝, 𝑞) مانای مدل

داریم: و بود ,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝خواهد 𝑞) مانای فرایند ۱)یک − 𝐵)𝑌𝑡 = 𝑊𝑡

𝜙(𝐵)∇𝑑𝑌𝑡 = 𝜃(𝐵)𝑒𝑡 = 𝜙(𝐵)(۱ − 𝐵)𝑑𝑌𝑡 = 𝜃(𝐵)𝑒𝑡 = 𝜙(𝐵)𝑊𝑡 = 𝜃(𝐵)𝑒𝑡

𝑆𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝, 𝑑, 𝑞)(𝑃, 𝐷, 𝑄)𝑠 زمانی سری های .۴
فرایند مرتبا و بوده معنی دار و...) ۱۲ یا ۶ یا ۳ مرتبه از ثابتی(تاخیرهای تأخیرهای در مطالعه تحت زمانی سری خودهمبستگی که صورتی در
گویند. فصلی تغیرات مربوطه روند به و فصلی دورە ی ثابت، دورە ی آن به آنگاه تکرار نماید را مشخصی روند معین زمانی دورە   ی گذشت طی

می کنند: تعریف زیر بە صورت و می گویند ضربی فصلی زمانی سری های را خاص زمانی ازسری های این گونه
𝜙(𝐵)𝜙(𝐵)∇𝑑∇𝐷𝑆 𝑌𝑡 = 𝜃(𝐵)𝜃(𝐵)𝑒𝑡

آن در که
𝜙(𝑧) = ۱ − 𝜑۱𝑧 − 𝜑۲𝑧۲ −…− 𝜑𝑝𝑧𝑝
𝜙(𝑧) = ۱ − 𝛾۱𝑧𝑠 − 𝛾۲𝑧۲𝑠 − .... − 𝛾𝑃𝑧𝑃𝑠
𝜃(𝑧) = ۱ + 𝜃۱𝑧 + 𝜃۲𝑧۲ +…+ 𝜃𝑞𝑧𝑞
𝜃(𝑧) = ۱ + 𝜓۱𝑧𝑠 + 𝜓۲𝑧۲𝑠 +…+ 𝜓𝑄𝑧𝑄𝑠

زمانیست؛ سری فصلی دورە ی دهندە ی نشان نیز 𝑠 گویند. فرایند فصلی مرتبە های را 𝑃, 𝐷, 𝑄 و فرایند عادی مرتبە های ,𝑝را 𝑑, 𝑞بالا عبارت در
دورە ی ,𝐴𝑅𝑀𝐴(𝑝با 𝑞)(𝑃, 𝑄)𝑠بە صورت مدلی 𝑊𝑡در شده تعریف متغیر 𝑑∇𝐷𝑠∇بە طوری که 𝑌𝑡 = 𝑊𝑡باشیم داشته اگر قبل همانند بنابراین

𝑠است. فصلی دورە ی با و 𝑆𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴 (𝑝, 𝑑, 𝑞) (𝑃, 𝐷, 𝑄)𝑆بە صورت مدلی دارای 𝑌𝑡 گوییم آنگاه کند 𝑠صدق فصلی

نقطە ای فرایندهای .۵
تصادف هر اینکه به توجه با مثال عنوان است.به تصادفی رخ دادهای تحلیل و مطالعه برای مفید زمان)مدلی (بعد بعدی یک نقطە ای فرایندهای
های فرایند میان زیادی تفاوت نظری لحاظ کرد.از مدل سازی نقطە ای فرایندهای کمک به می توان را پدیده این می دهد رخ زمان از لحظە ای در
نقطە ای فرایند می پردازیم. بعدی یک نقطە ای فرایندهای تعریف به خود نیاز حد در بخش این در لذا دارد وجود بعدی یک و چندبعدی نقطە ای
۱ طول به جهشی دارای پیشامد هر فرایندها از دسته این در می شود. معرفی سیستم یک در ورود ها شمارندە ی فرایند یک عنوان به {𝑁, 𝑡 ≥ ۰}

است. متنهای زمان، از کراندار بازە ی هر در جهش ها تعداد بە طوری که است
داده رخ پیشامدهای کل تعداد دهندە ی نشان  𝑁𝑡 هرگاه )گویند زمان (بعد بعدی یک نقطە ای فرایند یک را {𝑁, 𝑡 ≥ ۰} تصادفی فرایند تعریف:

است: زیر خواص دارای {𝑁, 𝑡 ≥ ۰} نقطە ای فرایند حقیقت در باشد. 𝑡 زمان تا
𝑁𝑡 ∈ ℤ+ (۱

𝑠 ≤ 𝑡, 𝑁𝑠 ≤ 𝑁𝑡 , 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ+ (۲
است. (𝑠, 𝑡] بازە ی در داده رخ پیشامدهای تعداد نشان دهندە ی {𝑁𝑡 − 𝑁𝑠 , 𝑠 < 𝑡} (۳
می شود: تعریف زیر صورت به {𝑁, 𝑡 ≥ ۰} نقطە ای فرایند شرطی شدت تابع تعریف:

𝜆 (𝑡|ℱ𝑡) = 𝑙𝑖𝑚𝛿𝑡→۰
𝑃({𝑁(𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡)}|ℱ𝑡)

𝛿𝑡
نقطە ای فرایند باشد ثابت مقداری 𝜆 (𝑡|ℱ𝑡) تابع است.اگر زمان گذشت به نسبت اطلاعات افزایشی سیر نشان دهندە ی و پالایه یک ℱ𝑡 آن در که
تعریف فردی به منحصر شکل به می بایست شده تعریف شدت تابع حقیقت در گویند. ناهم گن آن را صورت این غیر در و هم گن را مطالعه تحت
بیشتر اطلاع برای نماید. مشخص را مطالعه تحت نقطە ای فرایند احتمالاتی ساختار و باشد خوش تعریف ℱ𝑡 ممکن حالات تمام ازای به گرددو

نمایید. مراجعه (۱۹۹۱) کار به که می شود پیشنهاد شدت تابع جزعیات از
زیر صورت به شده تعریف 𝜆𝑁(.) مجموعە ای تابع {𝑁, 𝑡 ≥ ۰} بعدی یک نقطە ای فرایند برای قضیه:

𝜆𝑁 (۰, 𝑡] = 𝐸(𝑁𝑡)

آن احتمالاتی ساختار تعیین در نقطە ای فرایند یک شدت اندازە ی نقش گویند. نقطە ای فرایند شدت اندازە ی اصطلاحا آن را و است اندازه یک
تناظری لذا نیست، برقرار الزاما مطلب این عکس ولیکن یکسانند شدت های تابع دارای حتما یکسان نقطە ای فرایند دو است. اهمیت حائز بسیار

ندارد. وجود ان شدت تابع و نقطە ای فرایند یک میان یک به یک
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شود. مراجعه () واگە پی ترسن مولر⁃ به برهان:
صورت به را 𝜆𝑁(.) شدت اندازە ی بتوان که صورتی در : تعریف

𝜆𝑁 (۰, 𝑡] = න
𝑡

۰
𝜆 (𝑠) , 𝑡 ∈ ℝ+

است. قبل شدە ی تعریف شدت تابع همتن 𝜆 (𝑠) انگاه است، نامنفی 𝜆تابعی (𝑠) آن در که
پواسون نقطە ای فرایند .۱ .۵

: هرگاه گویند 𝜆(𝑡) شدت تابع با ناهمگن پواسون نقطە ای فرایند یک را {𝑁, 𝑡 ≥ ۰} نقطە ای فرایند
𝑁 (۰) = ۰, 𝑎.𝑠 (۱

باشد مستقل نموهای دارای {𝑁, 𝑡 ≥ ۰} (۲
𝑃{𝑁𝑡+ℎ − 𝑁𝑡 ≥ ۲} = 𝑜(ℎ) (۳

𝑃{𝑁𝑡+ℎ − 𝑁𝑡 = ۱} = ℎ𝜆(𝑡) + 𝑜(ℎ) (۴
: هرگاه گویند 𝑜(ℎ) تابع یک را 𝑓تابع نکته:

𝑙𝑖𝑚ℎ→۰
𝑓(ℎ)
ℎ = ۰

گویند. همگن پواسون را شده حاصل پواسون فرایند دهیم قرار 𝜆 برابر را 𝜆(𝑡) شدت تابع که صورتی در
در موجود تصادفی پدیدە های از بسیاری در هستند. مستقل مجزا زمانی بازە های در پیشامدها وقوع پواسون، فرایند در می دانیم که همانطور
ایجاد ممکن زیادی دلایل به فرایند نموهای استقلال برقرای عدم است. واقعی غیر فرض یک خاصیت این ان  از شده حاصل دادە های و طبیعت
رو این از می سازد. فراهم نقطە ای الگوهای اکثر تحلیل و ابتدایی مدل سازی برای برای را شرایط عموما پواسون نقطە ای فرایند حال این با شود.
دیگر یکی دومرحلە ای تصادفی یا کاکس فرایند می شود. محسوب شمارشی فرایند های مهمترین از یکی سادگی عین در پواسون نقطە ای فرایند
این ادامه در است. تصادفی فرایند یک تحقق خود شدت تابع فرایندها از رده این در است. نقطە ای فرایندهای از پرکاربرد و مهم های رده از

می گیرد. قرار مطالعه مورد فرایند
خودانگیزشی نقطە ای فرایند .۲ .۵

عوامل از تابعی غالبا و دارد تصادفی رفتاری خود شدت، تابع آن در که است فرایندهایی ملموس ترین از یکی خودانگیزشی نقطە ای فرایند
و تجزیه باشد. گذار اثر آن آیندە ی و حال مقدار بر می تواند فرایند گذشتە ی رفتار بنابراین می شود. تعریف مطالعه تحت اصلی فرایند درون زای
این کاربردهای همچنین می گردد. مشاهده (۱۹۹۸) راسل انگل و (۲۰۰۶) همکاران و بدلی چون افرادی مطالعات در فرایندها از رده این تحلیل
دیلی توسط شده مطرح مباحث به توجه با است. جستجو قابل هاوکس فرایندهای عنوان با اوکس(۱۹۷۴) و هاوکس کارهای در فرایند ها از رده
اتورگرسیو مدل های که کاربردی و نقش مشابه نقطە ای فرایندهای در خودانگیزشی فرایند کاربرد و نقش نمود، اذعان می توان (۲۰۰۷) ورجونز و
متوالی پیشامدهای تمامی می توان خودانگیزشی نقطە ای فرایند شدت تابع مدل سازی برای بنابراین دارند. عهده به مرسوم زمانی های سری در

داد. قرار استفاده مورد مشخص و صریح طور به را آن به مربوط نشان های و بعد متناهی
: هرگاه گویند خودانگیزشی فرایند یک را {𝑁𝑡} نقطە ای فرایند تعریف:

𝑁 (۰) = ۰, 𝑎.𝑠 (۱
: عبارتی به و است کوچک بی نهایت کوتاه بسیار زمان یک در پیشامد ۲ از بیشتر یا و ۲ دادن رخ احتمال و است منظم شرطی فرایند (۲

𝑃 ({𝑁 (𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡) > ۲|ℱ𝑡}) = 𝑜 (𝛿𝑡) , 𝑡𝜖ℝ+

صورت به فرایند این شرطی شدت تابع (۳

𝜆 = ൝𝜆(𝑡, ۰)۰ ≤ 𝑡 < 𝑇۱
𝜆(𝑡, 𝑁𝑡 , 𝑇۱, 𝑇۲, … , 𝑇𝑁𝑡)𝑇𝑁𝑡 < 𝑡 ≤ 𝑇𝑁𝑡+۱

است. گذار اثر شدت تابع مقدار در آن ها وقوع زمان و پیشامد ها تعداد وضوح به . می شود تعریف
خودهمبستگی بنابراین است. مستقیم صورت به تاثیر این است. گذار اثر آن آینده رفتار بر فرایند گذشتە ی رفتار و نیستند مستقل فرایند نموهای (۴

می شود. تعریف نامنفی مقداری همواره فرایند این
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نشان دار نقطە ای فرآیند .۳ .۵
بە صورت می توان را نشان دار نقطە ای فرآیند یک گردد. ضمیمه نشانه یک فرآیند از نقطە ای هر به است ممکن نقطە ای فرآیندهای از برخی در
وجود همبستگی و رابطه نوعی ان نشان های و فرایند نقاط میان موارد اغلب در باشد بردار یک می تواند t آن در که داد. نشان (𝜀, 𝑡)مرتب زوج
نشان های عنوان به ماه هر در هوا دمای میزان میانگین گرفتن نظر در با و کرده استفاده نقطە ای فرایندهای از خاص ردە ی این از ادامه در دارد.

می دهیم. بهبود را مدل پیش بینی قدرت آن کمک به و نموده ایجاد را خود نشان دار خودانگیزشی نقطە ای فرایند فرایند،
صورت به نقطە ای فرآیند یک 𝑀 فضای در نشان هایی با 𝑆 فضای {𝑁𝑡}روی نشان دار نقطە ای فرآیند تعریف:

گرفتن نظر در بدون و حاشیە ای فرایند یک صورت به {𝑁𝑔}زمینە ی فرایند بە طوری که است 𝑆×𝑀 فضای روی 𝑁𝑡 = {(𝜀𝑡 , 𝑚𝑡) ∶ 𝑡 ∈ ℝ+}
: داریم 𝐴 ⊆ 𝑆 کراندار زیرمجموعە ی هر برای فرایند این در است. نقطە ای فرایند یک خود نشان ها

.𝑁𝑡 (𝐴 × 𝑀) < ∞, 𝑎.𝑠

(مدل های 𝐴𝐶𝐷(𝑝, 𝑞)مدل های از شد گفته نیز قبل که همانطور مطالعه تحت نقطە ای فرآیند با مرتبط شدت تابع بندی مدل بە منظور حال
می گیریم. بهره دورە ای ) شرطی اتورگرسیو

آن ساختار تشریح و 𝐴𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) مدل های .۶
تعریف زیر بە صورت را 𝑋𝑖 متغیر صورت این در باشد. پیشامد امین 𝑖وقوع تا سپری شده مدت زمان نشان دهنده 𝑇𝑖تصادفی متغیر که کنید فرض

می کنیم:
𝑋𝑖 = 𝑇𝑖+۱ − 𝑇𝑖 (۱)

بە صورت را 𝑁(𝑡) پذیر شمارش نقطە ای فرآیند همچنین متوالی. پیشامد 𝑖امین وقوع تا سپری شده مدت زمان از است عبارت 𝑋𝑖تعریف این با
: می کنیم تشریح زیر

𝑁 (𝑡) = ⅿax {𝑛 ≥ ۰ ∶ 𝑇𝑛 ≤ 𝑡} (۲)
بە عنوان را فرآیند گذشتە ی رفتار است. 𝑡 زمان تا فوت به منجر تصادفات تعداد نشان دهنده بالا در شده معرفی 𝑁(𝑡) فرآیند مقاله این در بنابراین
اندازە پذیر 𝐻𝑡 پالایه به نسبت 𝑁(𝑡) فرآیند می دهیم. نمایش 𝐻𝑡بە صورت و گرفته نظر در 𝑁(𝑡) پذیر شمارش نقطە ا ی فرآیند برای پالایه یک

داریم: و بوده
𝐻𝑡 ≡ 𝜎 ൛(𝑋𝑗 , 𝑌𝑗), 𝑗 ≤ 𝑡ൟ (۳)

تمامی که طوری به است میدان سیگما یک و بوده زمان گذشت به نسبت اطلاعات افزایشی سیر نشان دهندە ی پالایه یک می دانید که همان طور
تعریف زیر بە صورت را 𝑁(𝑡) نقطە ای فرآیند با مرتبط شرطی شدت تابع اکنون است. شده تعریف آن در مطالعه تحت فرایند ممکن مصادیق

می کنیم:

𝜆 (𝑡 |𝐻𝑡 ) = ⅼiⅿ
ℎ→۰

𝑃 ({𝑁 (𝑡, 𝑡 + ℎ)} > ۰ |𝐻𝑡 )
ℎ (۴)

: داریم همواره شمارشی فرآیندهای در که می دانیم همچنین
𝑁 (𝑡, 𝑡 + ℎ) = 𝑁 (𝑡 + ℎ) − 𝑁 (𝑡) (۵)

می کنیم فرض زیر صورت به را 𝑋𝑖 یعنی تصادفی پیشامد مین 𝑖 وقوع تا شده سپری زمان ,𝐴𝐶𝐷(𝑝مدت 𝑞) شدە ی مطرح مدل های کمک به حال
:

𝑋𝑁(𝑡)+۱ = 𝜓𝑁(𝑡)+۱𝜀𝑁(𝑡)+۱
داشت: خواهیم مدلی چنین در

𝐸 ൛𝑋𝑁(𝑡)+۱ |𝐻𝑡 ൟ = 𝜓𝑁(𝑡)+۱𝐸(𝜀𝑁(𝑡)+۱)
و گرفته می شوند نظر در هم از مستقل و توزیع هم 𝜀𝑖ها اغتشاش جملات مدل این در گردید. مطرح راسل و انگل توسط بار اولین مدل این
همچنین ،𝐸(𝜀𝑖) = ۱ بە طوری که گرفته نظر در وایبول یا نمایی توزیع با متغیرهایی را 𝜀𝑖ها عموماً می گردند. فرض مثبت مقادیر با دنبالە ای
شبیه بسیار 𝐴𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) شده تشریح مدل بود. خواهد فرآیند گذشتە ی رفتار به وابسته آن مقدار و است اندازە پذیر 𝐻𝑡 به نسبت 𝜓𝑁(𝑡) عبارت
فرآیندهای از برخی خوشە ای رفتار بە خوبی می توانند و بوده یکسان های ویژگی دارای مدل ها از دسته این بە طوری که است گارچ مدل های به
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و (۲۰۰۶) پاکمار ، [۱۵،۷](۲۰۰۵) سی کارهای به که می شود پیشنهاد مدل ساختار بهتر درک بە منظور نمایند. مدل سازی را خاص نقطە ای
در گرفته نظر در مدل است. شده مطرح 𝜓𝑁(𝑡) عبارت مدلسازی جهت متنوعی بسیار حالت های تاکنون شود. [۲۰]مراجعه (۲۰۰۶) هاتسوچ

می شود: مطرح زیر بە صورت مدل این گردید. ارائه [۴] جیوت(۲۰۰۰) و باونس چون افرادی توسط بار اولین برای مقاله این

𝑋𝑡 = 𝜓𝑡𝜀𝑡

𝜓𝑡 = 𝜔 +
𝑝

𝑗=۱
𝛼𝑗𝑔 ൫𝑥𝑡−𝑗 , 𝜀𝑡−𝑗൯ +

𝑞

𝑗=۱
𝛽𝑗𝜓𝑡−𝑗

داشت: خواهیم مدل این در بنابراین می گیرند. نظر در 𝜀𝑖 ∼ 𝑊𝑖𝑏 (۱, 𝛾) بە صورت وایبول توزیع با تصادفی متغیرهای را 𝜀𝑖ها غالباً مدل  این در

𝐸 {𝑋𝑡 |𝐻𝑡−۱ } = 𝜓𝑡𝛾 ቆ۱ + ۱
𝛾ቇ

: می شود پیشنهاد زیر حالت دو 𝑔 تابع برای کلی حالت در
𝑔(𝑥𝑡−۱, 𝜀𝑡−۱) = 𝜀𝑡−۱ : اول حالت �

می شود: حاصل زیر بە صورت 𝐴𝐶𝐷(۱, ۱) شرطی بازگشتی خود مدل حالت این در

𝜓𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝜀𝑡−۱ + 𝛽𝜓𝑡−۱ = 𝜔 + 𝛼 ቆ𝑋𝑡−۱
𝜓𝑡−۱

ቇ + 𝛽𝜓𝑡−۱

است. (۱۹۹۱) نلسون توسط معرفی شده گارچ نمایی⁃ مدل های مشابه بسیار ساختاری ازنظر مدل این
. باشد برقرار |𝛽| < شرط۱ اگر ماناست بالا در شده مطرح 𝐴𝐶𝐷(۱, ۱) مدل : قضیه

شود. مراجعه [۱۹] سی مرجع به : : برهان
𝑔(𝑥𝑡−۱, 𝜀𝑡−۱) = 𝐿𝑛𝑥𝑡−۱ : دوم حالت �

می شود: ارائه زیر بە صورت 𝐴𝐶𝐷(۱, ۱) شرطی بازگشتی خود مدل حالت این در
𝜓𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝐿𝑛𝑥𝑡−۱ + 𝛽𝜓𝑡−۱

است. گویک(۱۹۸۶) توسط معرفی شده لگ⁃گارچ مدل مشابه بسیار ساختاری ازنظر نیز مدل این
∑ⅿax(𝑝,𝑞)
𝑗=۱ ൫𝛽𝑗 + 𝛼𝑗൯ < ۱ . باشیم داشته اگر ماناست مدل یک 𝐴𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) شده معرفی مدل کلی طور به : قضیه

شود. مراجعه [۱۹] سی مرجع به : برهان
جملات باشیم داشته قصد درصورتی که 𝜀𝑖 ∼ 𝑊𝑖𝑏 (۱, 𝛾)که است این بر فرض بالا در معرفی شده مدل های در که می شود خاطرنشان مجدداً

دهیم. قرار 𝛾 = ۱ است کافی نظرگیریم در استاندارد نمایی 𝜀𝑖را اغتشاش
غیرشرطی. نه بود خواهند وایبول(نمایی) توزیع دارای شرطی بە صورت بالا در شده تعریف 𝑋𝑖ها تصادفی متغیرهای که نمود دقت باید نکته:

است کافی کمکی متغیرهای عنوان به بالا در ارائە شده مدل در آن ها از استفاده و نقطە ای فرایند نشانە های بە عنوان متغیرهایی وجود صورت در
: دهیم تعمیم زیر بە صورت 𝐴𝐶𝐷را (𝑝, 𝑞) مدل

𝜓𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝑔(𝑥𝑡−۱, 𝜀𝑡−۱) + 𝛽𝜓𝑡−۱ +
𝑘

𝑗=۱
𝜂𝑗𝑌𝑗

است. موردمطالعه نقطە ای فرایند با مرتبط نشانە های معرف ها 𝑌𝑗 آن در که
بود: خواهد مانا زیر شرایط تحت نشانه بە عنوان مقدار مثبت مؤلفە ی یک با 𝐴𝐶𝐷(۱, ۱) مطرح شده مدل قضیه:

۰ ≤ 𝛽 < ۱, 𝐸 ൛𝑌𝑁(𝑡)ൟ < ∞

. شود مراجعه وگالی[۱۳] باونس به : برهان
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مخاطره تابع طریق از شدت تابع تفسیر .۷
نمود: مطرح زیر بە صورت را 𝑁(𝑡) نقطە ای فرآیند با مرتبط شرطی شدت تابع می توان 𝑋𝑁(𝑡)تصادفی متغیر با مرتبط مخاطره نرخ تابع به توجه با

داشت خواهیم بگیریم نظر در 𝜀𝑖 ∼ 𝑊𝑖𝑏(۱, 𝛾)بە صورت را خطا جملات اگر
𝑃 ൫𝑋𝑁(𝑡)+۱ < 𝑥 |𝐻𝑡 ൯ = 𝑃(𝜓𝑁(𝑡)+۱𝜀𝑁(𝑡)+۱ < 𝑥 |𝐻𝑡 ) = 𝑃(𝜀𝑁(𝑡)+۱ < 𝑥𝜓−۱

𝑁(𝑡)+۱ ห𝐻𝑡)
⇒ 𝑓𝑋𝑁(𝑡)+۱(𝑥 |𝐻𝑡 ) = 𝛾𝜓−۱

𝑁(𝑡)+۱(𝜓−۱
𝑁(𝑡)+۱𝑥)𝛾−۱ exp(−𝑥𝜓−۱

𝑁(𝑡)+۱)𝛾
⇒ 𝑋𝑁(𝑡)+۱ |𝐻𝑡 ∼ 𝑊𝑖𝑏(𝜓−۱

𝑁(𝑡)+۱, 𝛾)
از: است عبارت 𝑋𝑁(𝑡) شرطی مخاطرە ی تابع طرفی از .

𝜆 (𝑡 |𝐻𝑡 ) =
𝜕
𝜕𝑡

𝑃{𝑋𝑁(𝑡)+۱<𝑡|𝐻𝑡 }
𝑃(𝑋𝑁(𝑡)+۱>𝑡|𝐻𝑡 )

= ቀ𝜓−۱
𝑁(𝑡)ቁ

𝛾
൫𝑡𝛾−۱൯ 𝛾

𝜓𝑁(𝑡)+۱ = 𝜔 + 𝛼𝜀𝑁(𝑡) + 𝛽𝜓𝑁(𝑡)

که: می دانیم طرفی از
𝑃({𝑁(𝑡, 𝑡 + ℎ) = ۰ |𝐻𝑡 }) = 𝑃(𝑋𝑁(𝑡) > ℎ |𝐻𝑡 ) = exp{−(ℎ𝜓−۱

𝑁(𝑡))𝛾}

مدل پارامترهای براورد .۸
یکدیگر از شرطی بە صورت 𝑋𝑖مشاهدات اینکه به توجه با و گرفته بهره درستنمایی ماکزیمم روش از 𝜔, 𝛼, 𝛽, پارامترهای برآورد بە منظور

می شود: ارائە شده زیر بە صورت درستنمایی تابع مستقل اند

𝓁 (𝜔, 𝛼, 𝛽) = 𝐿𝑜𝑔 ቊ𝑓 (𝑥۱)ෑ
𝑛

𝑡=۲
𝑓 ൫𝑥𝑡 ห𝑥[۱,۲,…,𝑡−۱] , 𝑦[۱,۲,…,𝑡−۱]൯ቋ

اینکه به توجه با بود. خواهند (𝑦۱, 𝑦۲, … , 𝑦𝑡−۱) ,𝑥۱)و 𝑥۲, … , 𝑥𝑡−۱)مشاهدات بردار نشان دهندە ی ترتیب ,𝑥[۱,۲,…,𝑡−۱]به 𝑦۱,۲,…,𝑡−۱آن در که
داشت: خواهیم هستند وایبول توزیع دارای شرطی بە صورت 𝑋𝑖ها توزیع

𝑓𝑋۱ (𝑥۱) =
𝛾
𝜓۰

൫𝑥۱𝜓−۱۰ ൯𝛾−۱ 𝑒−(𝜓−۱۰ 𝑥۱)𝛾

𝑓 ൫𝑥𝑡 ห𝑥[۱,…,𝑡−۱], 𝑦[۱,۲,…,𝑡−۱] ൯ =
𝛾

𝜓𝑁(𝑡)
ቀ𝑥𝑡𝜓−۱

𝑁(𝑡)ቁ
𝛾−۱

𝑒−(𝜓
−۱
𝑁(𝑡)𝑥𝑡)𝛾

بهره گذشته اطلاعات از نمی توان 𝑋۱با مرتبط 𝜆 برآورد بە منظور بنابراین اند حاصل شده بعد به ۱ زمان از مشاهدات چون که نمود دقت باید
تابع در توزیع𝑋𝑖ها جایگذاری با گرفت. نظر در 𝜆۰اولیه نقطە ی بە منظور مشاهدات) ریاضی امید (مثلا́ منطقی مقداری را 𝜆۰می بایست و گرفت

داریم: درستنمایی

𝓁 (𝜓𝑡 , 𝛾) = 𝐿𝑜𝑔 ቊෑ
𝑛

𝑡=۱
ቆ 𝛾
𝜓𝑡

൫𝑥𝑡𝜓−۱
𝑡 ൯𝛾−۱ 𝑒−(𝜓−۱

𝑡 𝑥𝑡)𝛾ቇቋ =
𝑛

𝑡=۱
൝ⅼogቆ 𝛾

𝜓𝑡
ቇ + (𝛾 − ۱) ⅼogቆ 𝑥𝑡𝜓𝑡

ቇ − ቆ 𝑥𝑡𝜓𝑡
ቇ
𝛾
ൡ

از: است عبارت 𝜓𝑡آن در که
𝜓𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝜀𝑡−۱ + 𝛽𝜓𝑡−۱

از است عبارت حالت این در خطا جملات توزیع بنابراین . می دهیم قرار ۱ برابر را وایبول توزیع با مرتبط 𝛾پارامتر مسئله سادە سازی بە منظور
داریم: و است قابل دستیابی 𝛾 = ۱ دادن قرار با بالا در مسئله حل روند تمامی صورت این در استاندارد. نمایی

𝑋𝑁(𝑡)+۱ |𝐻𝑡 ∼ 𝑊𝑖𝑏 ൫𝜓−۱
𝑡 , 𝛾 = ۱൯ ≡ 𝐸 ൫𝜓−۱

𝑡 ൯
𝑃 ({𝑁 (𝑡, 𝑡 + ℎ) = ۰ |𝐻𝑡 }) = 𝑃 ൫𝑋𝑁(𝑡) > ℎ |𝐻𝑡 ൯ = exp {−ℎ𝜆 (𝑡 |𝐻𝑡 )} = exp ቄ− ቀℎ𝜓−۱

𝑁(𝑡)ቁቅ
𝑓𝑋۱ (𝑥۱) = 𝜓−۱۰ 𝑒−(𝜓−۱۰ 𝑥۱)

𝑓 ൫𝑋𝑡 ห𝑋[۱,…,𝑡−۱] ൯ = 𝜓−۱
𝑡 𝑒−(𝜓−۱

𝑡 𝑥𝑡)

𝓁 (𝜓𝑡) = 𝐿𝑜𝑔 ቊቆෑ
𝑛

𝑡=۱
𝜓−۱
𝑡 𝑒−(𝜓−۱

𝑡 𝑥𝑖)ቇቋ = −
𝑛

𝑖=۱
ቊ𝐿𝑜𝑔 (𝜓𝑡) + ቆ 𝑥𝑡𝜓𝑡

ቇቋ
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می شوند: حاصل زیر رابطه از مدل باقی ماندە های نمود. استفاده مدل باقی ماندە ها ی از می توان برازش از پس مدل پس آزمایی بە منظور

𝑋𝑡 = 𝜓𝑡𝜀𝑡 ⇒ 𝜀𝑡 =
𝑋𝑡
𝜓𝑡

⇒ ̂𝜀𝑡 =
𝑋𝑡
�̂�𝑡

, �̂�𝑡 = �̂� + �̂� ቆ𝑋𝑡−۱
�̂�𝑡−۱

ቇ + �̂��̂�𝑡−۱.

۱𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مد ل های .۹
طوری به دادند پیشنهاد را مدلی پراکنشی بیش و سریالی وابستگی خاصیت دو با پذیر شمارش مشاهدات برای دیگران[۱] و هاینن سال۲۰۰۳ در
سری تبعیت فرض با 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل بود. راسل و انگل توسط شده مطرح 𝐴𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) مدل های از برگرفته شده پیشنهاد مدل ساختار که

: داریم و نموده استفاده دورە ای شرطی اتورگرسیو مدل های از مربوطه لامبدای پارامتر براورد برای پواسون توزیع از پذیر شمارش زمانی
𝑁𝑡 ∼ 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛(𝜇𝑡)
𝐸(𝑁𝑡 |𝐻𝑡−۱ ) = 𝜇𝑡 = 𝜔 + ∑𝑝

𝑗=۱𝛼𝑗𝑁𝑡−𝑗 + ∑𝑞
𝑗=۱𝛽𝑗𝜇𝑡−𝑗

مدل این به باشند. برقرار 𝛽𝑗 > ۰, 𝛼𝑗 > ۰, 𝜔 > های۰ شرط همواره می بایست و مدل شرطی میانگین مرتبە ی از است عبارت 𝑞 مدل این در
می شود. اشاره مدل این خواص از برخی به ادامه در و گفته پواسون شرطی اتورگرسیو مدل های

:𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل شرطی ریاضی امید I.

𝐸 {𝑁𝑡 |𝐻𝑡−۱ } = 𝜇𝑡 = 𝜔 +
𝑝

𝑗=۱
𝛼𝑗𝑁𝑡−𝑗 +

𝑞

𝑗=۱
𝛽𝑗𝜇𝑡−𝑗

حاصل اطلاعات این روی نمودن شرطی و گذشته اطلاعات کمک به آینده در فرآیند میانگین مقدار بر آن اثرات و زمانی دینامیک بە وضوح
می گردد.

:𝐴𝐶𝑃 (𝑝, 𝑞) مدل غیرشرطی ریاضی امید II.

𝐸 {𝑁𝑡} = 𝜇 = 𝜔
۱ − ∑ⅿax(𝑝,𝛼)

𝑗=۱ (𝛼𝑗 + 𝛽𝑗)

شود. مراجعه [۱] هاینن مرجع :به برهان
به توجه با و باشیم داشته را ∑ⅿax(𝑝,𝑞)

𝑗=۱ ൫𝛼𝑗 + 𝛽𝑗൯ < شرط۱ همواره می بایست 𝐴𝐶𝐷(𝑝, 𝑞) مدل بودن مانا بە منظور که می شود یادآوری
است. برقرار نیز دوم مدل برای مفروضات تمام 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل با مدل این شباهت

:𝐴𝐶𝑃(۱, ۱) مدل غیرشرطی واریانس III.

𝑉𝑎𝑟 (𝑁𝑡) = 𝜎۲ = 𝜇{۱ − (𝛼۱ + 𝛽۱)۲ + 𝛼۱۲}
۱ − (𝛼۱ + 𝛽۱)۲ ≥ 𝜇

شود. مراجعه [۱] هاینن مرجع به برهان:
دارد. را پراکنش بیش خاصیت با مشاهدات مدل سازی توانایی بە خوبی مدل این 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل به مربوط غیرشرطی واریانس مقدار به توجه با

:𝐴𝐶𝑃(۱, ۱) مدل شرطی غیر خودهمبستگی تابع IV.

𝐶𝑜𝑣 (𝑁𝑡 , 𝑁𝑡−𝑠) = (𝛼۱ + 𝛽۱)
𝑠−۱ 𝛼۱(۱ − 𝛽۱(𝛼۱ + 𝛽۱)

۱ − (𝛼۱ + 𝛽۱)۲ + 𝛼۱۲ 𝑠 = ۱, ۲, ۳, .....

. شود مراجعه [۱] هاینن مرجع به : برهان
خودهمبستگی تابع و واریانس غیرشرطی، و شرطی ریاضی امید 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل های خواص کمک به می توان مدل پارامترهای برآورد از پس

نمود محاسبه را مطرح شده نقطە ای فرآیند با مرتبط مدل
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فوت به منجر تصادفات و کل تصادفات لگاریتم ، کل تصادفات زمانی سری نمودارهای :۱ شکل

عددی کاربرد .۱۰
بدین دهیم. برازش مناسب مدلی شدە اند ثبت ۹۳ تا ۸۲ سال های طی که تهران شهر به مربوط فوت به منجر تصادفات تعداد به داریم قصد ادامه در
جهت ابتدا نماییم. معرفی و شناسایی را مدل بهترین تا کرده استفاده پواسون نقطە ای فرآیندهای و 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) شده مطرح مدلهای از منظور
و تصادفات کل تعداد تهران)و شهر در ) فوت به منجر تصادفات تعداد زمانی سری به مربوط نمودار مشاهدات ساختار بررسی و شهودی درک

می نماییم. رسم نرم افزار کمک به را تصادفات کل تعداد لگاریتم
پس و مانده ثابت روند این پس ازآن و داشته افزایش روبه روندی ۳)ابتدا (شکل فوت به منجر تصادفات تعداد شده رسم زمانی سری به توجه با
منجر تصادفات تعداد ساختن مرتبط می توان واقعه این تفسیر جهت منطقی دلیل یک میابد. ادامه کاهشی بە صورت روند این مدتی گذشت از
این دلیلی به پس ازآن و داشته افزایش روبه روندی ۱۳۸۷ سال آذرماه تا ۱۳۸۳ سال از تصادفات کل تعداد چراکه باشد تصادفات بە کل فوت به
آمار جدول زیر در دانست. تصادفات کل کاهش می توان را کاهش این با مرتبط علل از یکی بنابراین است. کاهش یافته و کرده تغییر کاملا́ روند

می گردد. ارائه فوتی تصادفات تعداد با مرتبط توصیفی
مدل هایی از استفاده و شده مشاهده دادە ها پراکنش بیش پواسون مدل به نسبت دو این زیاد نسبتا تفاوت و واریانس و میانگین مقادیر به توجه با
منجر تصادفات تعداد با مرتبط مشاهدات زمانی سری همبستگی بررسی بە منظور می گردد. پیشنهاد ساختار این پوشش جهت 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) چون

می گردد: رسم زیر در مربوطه جزعی خودهمبستگی و خودهمبستگی فوت به

1Autoregressive conditional poisson



۱۹۷ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ فارسانی امینی ز. احمدی، م. فرد، عباسی م. سپهوند، س.

تهران شهر در فوت به منجر تصادفات تعداد توصیفی آمار جدول :۱ جدول
کشیدگی چولگی واریانس استاندارد انحراف میانگین ماکسیمم مینیمم تعداد فوت به منجر ۰٫۰۹۳−تصادفات ۰٫۲۳۱ ۳۳٫۰۱۲ ۵٫۷۴۵۶۴ ۲۱٫۶۱۵۴ ۳۷٫۰۰ ۸٫۰۰ ۱۵۶

فوت به منجر تصادفات تعداد جزئی خودهمبستگی و خودهمبستگی نمودار :۲ شکل

که است معنی دار مرتبه۳ تا نیز جزعی خودهمبستگی و شده ظاهر میرا کسینوسی موج بە صورت مشاهدات خودهمبستگی نمودارها، به توجه با
برای نشانە ای بە عنوان می توان هرماه در رخ داده تصادفات کل تعداد از شد عنوان قبل که همان طور است. مشاهدات سریالی وابستگی نشان دهنده
نقطە ای فرایند یک مصداق (𝑁𝑡 , 𝑌𝑡) مرتب زوج های بە طوری که نمود استفاده فوت به منجر تصادفات تعداد یعنی مطالعه تحت اصلی فرایند
تصادفات کل تعداد و است فرایند نشانە های نشان دهنده 𝑌𝑡 و فوت) به منجر تصادفات (تعداد اصلی فرایند 𝑁𝑡نشان دهنده آن در که است نشان دار
معیارهای و داده برازش مشاهدات به 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل یک تعریف شده نشانە های گرفتن نظر در بدون ابتدا مقاله این در می دهد. نمایش را
مدل برازش در فرایند نشانە های بە عنوان رخ داده تصادفات کل تعداد از مدل بهبود بە منظور سپس می دهیم ارائه را آن با مرتبط برازش نیکویی
بە گونە ای گردد معرفی نظر مورد نقطە ای فرایند برانگیختگی در مؤثر عامل یک بە عنوان می تواند تصادفات کل تعداد که معتقدیم و نموده استفاده
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افزایش احتمال که طوری به شده برانگیختگی دچار 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل های کمک به شده بندی مدل شدت تابع تصادفات کل تعداد افزایش با که
تصادفات کل تعداد و فوت به منجر تصادفات تعداد که داد نشان می بایست ابتدا نکته این اثبات برای دهد. نتیجه را فوت به منجر تصادفات تعداد

می گردد. اثبات شده مطرح ایده صحت فرایند دو این میان اسپیرمن همبستگی و () شده رسم شکل کمک به مستقیم اند. رابطە ای دارای

فوت به منجر تصادفات تعداد و کل تصادفات تعداد توام نقطە ای نمودار :۳ شکل

همبستگی همچنین بلعکس. و آمده بزرگ تصادفات تعداد دنبال به عموماً فوتی ها تعداد بزرگ مقادیر که می دهد نشان شده رسم شکل بە وضوح
از: است عبارت فرایند دو این میان اسپیرمن

فوت به منجر تصادفات و کل تصادفات بین همبستگی ضریب :۲ جدول
همبستگی تصادفات تعداد لگاریتم

فوت به منجر تصادف
پیرسون همبستگی ۰٫۴۳۲

p.value ۰٫۰۰۰
مشاهدات تعداد ۱۵۶

مدل بهبود بە منظور مطالعه تحت اصلی فرایند برای نشانە هایی بە عنوان می تواند و بوده معنی دار کاملا́ فرایند دو این میان همبستگی بنابراین
پیش بینی می بایست آن آینده مقادیر و است زمانی سری یک خود مدل بهبود بە منظور گرفته نظر در نشانە های ازآنجایی که گیرد. قرار مورداستفاده
آن از سپس و پیش بینی شده تصادفات کل تعداد به مربوط آینده مقادیر آن کمک به تا داده برازش مناسب مدلی مشاهدات این به ابتدا پس شوند
زمانی سری تصادفات کل تعداد ساختار درک بە منظور گردد. استفاده 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل در مطالعه تحت اصلی فرایند برای نشانە هایی بە عنوان
فرایند بهبود جهت می تواند لگاریتمی تبدیل یک نمودار اواسط در خصوصا زمانی سری این نوسانات به توجه با رسم گردد (۱) شکل در مربوطه

: است شده رسم کل تصادفات لگاریتم به مربوط جزعی خودهمبستگی و خودهمبستگی نمودار زیر در باشد. مناسب مدلسازی
مدل مانایی عدم از نشان مدل) مانایی عدم برابر صفر (فرض ((𝑃.𝑉 = ٫۲۷۴۴ فولر دیکی⁃ واحد ریشه آزمون و مشاهدە شده سری بە وضوح
سری نمودار به توجه با نمود. استفاده ARIⅯA زمانی سری های چون نامانایی زمانی ازسری های می بایست آن مدلسازی بە منظور و داشته
سال ماە های طی رخ داده تصادفات تعداد در الگو یک وجود نشان دهنده مسئله این و می شود مشاهده فصلی یک روند بە وضوح شده رسم زمانی
و تعطیلات ایام در مردم مسافرت دلیل به می تواند این و داده اختصاص خود به را تصادفات کمترین همواره فروردین ماه مثال بە طور است
بوده معنی دار بە شدت نیز ۱۲ مرتبه ،خودهمبستگی دوم و اول مرتبه خودهمبستگی معنی داری بر علاوه است. مدت این در شهر بودن خلوت
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کل تصادفات تعداد لگاریتم جزئی خوهمبستگی و خودهمبستگی نمودار :۴ شکل

به توجه با باشند. مناسب انتخاب یک می توانند SARIⅯA مدل های بنابراین است. 𝑠 = ۱۲ دوره با فصلی الگوی یک وجود نشان دهنده که
این در است. زیر در شده معرفی مدل تصادفات کل تعداد بندی مدل بە منظور موجود کاندیدهای میان مدل بهترین شده برازش متنوع مدل های

گردید. حذف مدل از و نبوده معنی دار ثابت پارامتر مقدار مدل

مدل سنجش معیارهای و مدل پارامترهای براورد :۳ جدول
مدل 𝑆𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(۱, ۰, ۰)(۱, ۱, ۱)۱۲

−ⅼog.𝑙𝑖𝑘 −۲۱۰٫۲۲ پارامتر 𝑆𝐸 𝑡.𝑣𝑎𝑙𝑢 𝑝.𝑣𝑎𝑙𝑢
𝐴𝐼𝐶 ۴٫۳۳ 𝑎𝑟٫۱ ٫۹۹۲۷ ٫۰۱۴ ۷۰٫۲۲ ٫۰۰۰
𝐴𝐼𝐶𝑐 ۴٫۳۲ 𝑠𝑎𝑟٫۱ ٫۲۱۹۱ ٫۰۹۴ ۲٫۳۱ ٫۰۲
𝐵𝐼𝐶 ۵٫۲۸ 𝑠𝑚𝑎٫۱ −۱ ٫۱۲ −۷٫۹۲ ٫۰۰۰
𝐴𝐼𝐶 ۴۲۸ − − − − −

معنی داری عدم و باقی ماندە ها روند بودن تصادفی پارامترها، معنی داری ازجمله مفروضات تمامی شده برازش مدل خروجی های به توجه با
نقاط در نرمال توزیع چندک⁃چندک نمودار در تنها می گیرد قرار تایید مورد مدل اعتبار Ⅼj−Box آزمون و معنی داری مربوطه خودهمبستگی
به آمده دست به مدل کمک به حال است. مشاهدات مجموعه در پرت مشاهدات وجود دلیل به امر این که شده مشاهده انحراف اندکی ابتدایی

میپردازیم. تهران شهر در رخ داده تصادفات کل تعداد پیش بینی
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𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴𝑆(۱, ۰, ۰)(۱, ۱, ۱, ۱۲) مدل برازش نیکویی با مرتبط نمودارهای :۵ شکل

تهران شهر در شده بینی پیش تصادفات کل تعداد :۴ جدول
پیش بینی شده مقادیر ماه

۴۵۴۸ فروردین
۵۸۳۵ اردیبهشت
۵۹۱۴ خرداد
۶۰۴۳ تیر
۶۰۸۵ مرداد
۶۲۰۵ شهریور
۶۱۳۱ مهر
۶۰۵۴ آبان
۵۹۲۹ آذر
۵۷۵۶ دی
۵۸۸۱ بهمن
۵۹۴۸ اسفند
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تهران شهر در تصادفات کل تعداد عنوان به شده بینی پیش مقادیر نمودار :۶ شکل

شده برازش مدل .۱۱
که شود دقت باید می شود. داده برازش زیر مدل های فوت به منجر تصادفات زمانی سری مشاهدات به و رفته اصلی مدل برازش سراغ به آخر در
اصلی فرایند برانگیختگی عامل عنوان به متغیر این نموده. استفاده اصلی نقطە ای فرایند نشانە های بە عنوان تصادفات کل تعداد از نهایی مدل در
تقسیم شده ۱۰۰۰۰ مقدار بر ابتدا تصادفات کل تعداد مدل این در که کرد خاطرنشان باید می گردد. شده برازش 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل بهبود موجب

شدە اند. وارد مدل در مربوطه مقادیر سپس و

شده برازش مدل سنجش معیارهای و مدل پارامترهای براورد :۵ جدول
مدل 𝑃(𝜇) 𝐴𝐶𝑃۱(۱, ۱)∗ 𝐴𝑅𝑀𝐴(۱, ۱) 𝐴𝐶𝑃۲(۱, ۱)∗∗
𝐴𝐼𝐶 ۱۰۰۳٫۹۲ ۶٫۲۸ ۴٫۴ ۶٫۱۷
𝐵𝐼𝐶 ۱۰۰۶٫۹۷ ۶٫۳۴ ۳٫۴۵ ۶٫۲۴

ⅼog.𝑙𝑖𝑘 −۵۰۰٫۹۶ −۴۸۷٫۰۷ −۴۸۳ −۴۷۷٫۲۶
𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑒𝑟 𝜇 𝜔 𝛼 𝛽 interⅽept 𝐴𝑅 𝑀𝐴 interⅽept 𝜔 𝛼 𝛽 𝜑
𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒 ۲۱٫۶۱ ۳٫۸۲۳۳ ٫۲۱۳۳ ٫۶۱۰ ۲۰٫۵۳ ٫۹۶۷ −٫۸۵ −٫۴۸۱ ٫۰۶۷۴ ٫۰۲۳۵ ٫۹۷۷ ٫۲۷
𝑆𝑡𝑑.𝐸 − ۲٫۶۲ ٫۰۶۸۴ ٫۱۶۹ ۲٫۰۳ ٫۰۴ ٫۰۹۷ ٫۰۹۸۲ ۵۱۷۶ ٫۰۱۳ ٫۰۱ ٫۰۴۸
𝑡.𝑣𝑎𝑙𝑢 − ۱٫۴۵ ۳٫۱۱ ۳٫۶۰ ۱۰٫۱ ۲۰٫۸ −۸٫۷۲ −۴٫۸۸ ٫۱۳ ۱٫۷۷ ۹۰٫۴ ۵٫۶
𝑝.𝑣𝑎𝑙𝑢 ۰٫۰۰۲ ۰٫۱۴ ۰٫۰۰۲۱ ۰٫۰۰ ٫۰۰ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰ ٫۰۰ ٫۸۹ ٫۰۷ ۰٫۰۰ ۰٫۰۰

: بینی پیش و تفسیر مدل با مرتبط معیارهای برخی محاسبه
: داشت خواهیم تبعینی متغیر بە عنوان نقطە ای فرایند نشانە ی با مرتبط پارامتر مقدار و شده برازش نهایی مدل به توجه با

∧
𝜆𝑡 = (٫۰۶۷۴) + (٫۰۲۳۵)𝑁𝑡−۱ + (٫۹۷۷) ∧𝜆𝑡−۱ + {−٫۴۸۱ + (٫۲۷) 𝑌𝑡}
Δ𝜆(𝑡|𝐻𝑡−۱ )
𝜆(𝑡|𝐻𝑡−۱ )

= 𝜑 (Δ𝑌𝑡) = ٫۲۷ (Δ𝑌𝑡)
در فوت به منجر تصادفات شدت تابع میزان تصادفات کل تعداد در کل) تصادفات واحدی ۱۰۰۰۰ افزایش ) Δ𝑌𝑡 = ۱ تغییرات ازای به بنابراین
واریانس و ریاضی امید مقدار 𝐴𝐶𝑃۱(۱, مدل(۱ شدە ی برآورد پارامترهای مقادیر به توجه با یافت. خواهد افزایش واحد ٫۲۷ اندازە ی به آینده

: است از عبارت آن با مرتبط غیرشرطی
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𝐸 {𝑁𝑡} = 𝜇 = 𝜔
۱ − ∑ⅿax(𝑝,𝑞)

𝑗=۱ (𝛼𝑗 + 𝛽𝑗)
= ۳٫۸۲۳۳

۱ − (٫۲۱۳۳ + ٫۶۱۰۱) = ۲۱٫۶۴

𝑉𝑎𝑟 (𝑁𝑡) = 𝜎۲ = 𝜇{۱ − (𝛼۱ + 𝛽۱)۲ + 𝛼۱۲}
۱ − (𝛼۱ + 𝛽۱)۲ = (۲۱٫۶۴)(۱ − (٫۲۱۳۳ + ٫۶۱۰۱)۲ + (٫۲۱۳۳)۲)

۱ − (٫۲۱۳۳ + ٫۶۱۰۱)۲ = ۲۴٫۷

𝐶𝑜𝑣 (𝑁𝑡 , 𝑁𝑡−۱) = (𝛼۱ + 𝛽۱)
۱−۱ 𝛼۱(۱ − 𝛽۱(𝛼۱ + 𝛽۱)

۱ − (𝛼۱ + 𝛽۱)۲ + 𝛼۱۲ = (٫۲۱۳۳)(۱ − (٫۶۱۰۱)(٫۲۱۳۳ + ٫۶۱۰۱)
۱ − (٫۲۱۳۳ + ٫۶۱۰۱)۲ + ٫۲۱۳۳۲ = ٫۲۸۸۸

به بنابراین شود. پیش بینی 𝑌𝑡 نشانە ی متغیر مقدار می بایست t زمان در (𝜆𝑡) فوت به منجر تصادفات تعداد پیش بینی بە منظور نمود که دقت باید
گیرد قرار بالا 𝐴𝐶𝑃۲ (۱, ۱) معادله در مقدار آن سپس و پیش بینی شده t زمان در تصادفات کل مقدار ابتدا 𝑌𝑡 به مربوط زمانی سری مدل کمک

: داشت خواهیم پس
∧
𝜆𝑡 = (٫۰۶۷۴) + (٫۰۲۳۵)𝑁𝑡−۱ + (٫۹۷۷) ∧𝜆𝑡−۱ + ቊ−٫۴۸۱ + (٫۲۷) ∧𝑌𝑡ቋ
∧
𝑍𝑡 = ⅼogቆ∧𝑌𝑡ቇ
(۱ − ٫۹۹۲۷𝐵)(۱ − ٫۲۱۹۱𝐵۱۲)∇۱۲𝑍𝑡 = (۱ − 𝐵۱۲)𝑒𝑡

داشت: خواهیم تصادفات کل تعداد پیش بینی شده مقدار کمک به آینده ماه فوت به منجر تصادفات تعداد پیش بینی بە منظور
∧𝑦𝑡+۱ = ۴۵۴۸, ∧𝜆𝑡 = ۱۷٫۹۱, 𝑁𝑡 = ۱۵
∧
𝜆𝑡+۱ = ٫۰۶۷۴ + (٫۰۲۳۵) ۱۵ + (٫۹۷۷) ۱۷٫۹۱ + {−٫۴۸۱ + (٫۲۷) ٫۴۵۴۸} = ۱۷٫۵۷۷۷۳

می گردد. تقسیم ۱۰۰۰۰ بر کل تصادفات تعداد مقدار که شود دقت می بایست بالا معادله در

نتیجە گیری .۱۲
است. خوشە ای و پراکنده بیش خاصیت با مشاهدات مدلسازی جهت مناسب مدل های از ,𝐴𝐶𝑃(𝑝یکی 𝑞) مدل های شد عنوان قبل که همان طور
بە صورت ثبت شده مشاهدات بین دادە ها پراکندگی بیش ساختار بر علاوه تهران شهر در فوت به منجر تصادفات تعداد که دادیم نشان مقاله این در
این و شده مدل عملکرد بهبود موجب 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل برازش شده، اریه نتایج به توجه با دارد. وجود معنی داری سریالی وابستگی ماهیانه
دارد. رجحان 𝐴𝑅𝑀𝐴 مدل معیارها از برخی در و دارد نزدیکی رقابت 𝐴𝑅𝑀𝐴(۱, ۱) مدل با 𝐴𝐶𝑃(𝑝, 𝑞) مدل نیست. انتظار از دور مسئله
عملکرد بهبود فوت به منجر تصادفات تعداد یعنی اصلی نقطە ای فرایند کنار در نشانە هایی بە عنوان می تواند تصادفات کل تعداد که شد ثابت سپس
تعداد بیشتر وقوع و شده مطالعه تحت فرایند شدت تابع برانگیختگی موجب تصادفات کل تعداد افزایش بە طوری که دارد دنبال به را نهایی مدل
طوری به داشته 𝐴𝐶𝑃 مدل های مناسب بسیار عملکرد از نشان همگی حاصل نتایج نهایت در می سازد.. محتمل تر را فوت به منجر تصادفات
برازش مدل به توجه با داده رخ تصادفات کل تعداد مورد در شود. فرض مرسوم زمانی سری مدل های برای خوبی رقیب می تواند مدل  این که
شده ذکر نکته بر علاوه پدیده این دلایل از و داده اختصاص خود به تهران شهر در را تصادف میزان کمترین فروردین ماه که گفت می توان شده
سایر نمود. اشاره خاص ماه این در شهر بهتر مدیریت و پلیس بیشتر نظارت به می توان شهر) شدن خلوت و تهران خارج به افراد (مسافرت قبل

. شده ارایه دلایل بر است برهانی خود موضوع این و ندارند تفاوت یکدیگر با معنی دار صورت به کل تصادفات تعداد نظر از سال ماە های
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چکیده
از زمان به که می شود متوقف زمانی آزمایش ، اول نوع شدە ی سانسور طرح در عمر طول آزمایش یک در چکیده:
حالت در هم و کلاسیک حالت در هم را وارون لیندلی توزیع پارامتر برآورد مقاله این در برسیم. T شدە ی تعیین پیش
درستنمایی ماکسیمم روش از هم را پارامتر برآورد کلاسیک حالت در می آوریم. دست به طرح این از استفاده با بیزی
خطا مربع زیان تابع از استفاده با را نقطە ای برآورد بیزی حالت در و فاصلە ها حاصلضرب ماکسیمم از استفاده با هم و

می کنیم. محاسبه کارلو مونت مارکف زنجیره از استفاده با

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
اول نوع سانسور

مارکف زنجیره کارلویی مونت تکنیک

مقدمه .۱
ممکن موضوع این . است متعارف غیر مطالعه مورد نمونه کل در شکست زمان های مشاهده اعتماد، قابلیت نظریه و عمر طول آزمایش های در
می شود. اعمال و... آزمایش ها سادگی ، آزمایش کل زمان ، بودن بصرفه مقرون نظیر آزمایش هایی بر که باشد متفاوتی محدودیت های دلیل به است
سادە ترین و اولین از نوع دو می گردد. آزمایش از ناشی دادە های سانسور به منجر که می شود تحمیل نمونه بر محقق یک توسط محدودیت ها این

هستند. دوم نوع و اول نوع سانسور سانسورها،
تعیین پیش از می دهیم) نشان r با را آن (که شکست واحدهای تعداد به که می شود متوقف زمانی آزمایش ، دوم نوع شدە ی سانسور طرح تحت
زمانی آزمایش اول نوع سانسور طرح برطبق اما باشد. طولانی بسیار است ممکن و نیست معلوم آزمایش توقف زمان طرح این طبق برسیم. شده

هستند. تصادفی 𝑇۰ زمان تا مشاهده های شکست تعداد . برسیم 𝑇۰ شدە ی تعیین پیش از زمان به که می شود متوقف
ثابت آن خطر نرخ تابع حال این با است نمایی توزیع عکس و حمامی وان پایین به بالا خطر نرخ دارای ، است پارامتری یک وارون لیندلی توزیع

است.

𝐹 (𝑥; 𝜃) = ቈ۱ + 𝜃
𝑥 (۱ + 𝜃) 𝑒

−𝜃
𝑥 𝑥, 𝜃 > ۰ (۱)

𝑓 (𝑥; 𝜃) = 𝜃۲
۱ + 𝜃 ൬۱ + 𝑥

𝑥۲ ൰ 𝑒−
𝜃
𝑥 𝑥, 𝜃 > ۰ (۲)

و پرتودرمانی با درمان از پس گردن و سر سرطانی بیماران روی بر آزمایش یک با ها .آن شد پیشنهاد [۱] همکاران و شارما توسط توزیع این
کردند. اثبات را بقا تابع یک عنوان به توزیع این بودن مناسب ، درمانی شیمی
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اول نوع سانسورشده طرح .۲
دهیم، می نشان IPⅮ (θ)با اختصار به را آن که وارون لیندلی توزیع دارای می گیرند قرار عمر طول آزمایش یک در که تکی واحد n کنید فرض
زمان تا شده مرتب مشاهده k واحد، n بین در می دهیم. نشان 𝑇۰ با را شده تعیین پیش از زمان ، اول نوع شدە ی سانسور طرح طبق بر باشند.

می دهیم: نمایش زیر صورت به را 𝑇۰
𝑥۱ ∶ 𝑛 < 𝑥۲ ∶ 𝑛 < … < 𝑥𝑘 ∶ 𝑛 < 𝑇۰ < ∞

که است بدیهی می ماند. باقی نشده مشاهده ، 𝑖 = 𝑘 + ۱ (۱) 𝑛 که ام 𝑥𝑖 ∶ 𝑛 واحد یعنی باقیمانده های واحد عمر طول زمان و تصادفی متغیر K
.𝑖 = 𝑘 + ۱ (۱) 𝑛 برای 𝑥𝑖 ∶ 𝑛 ≥ 𝑇۰. می دهیم نشان 𝑓 (𝑥) , 𝐹 (𝑥) , 𝑥 با ترتیب به را 𝑓 (𝑥; 𝜃) , 𝐹(𝑥; 𝜃) و 𝑥𝑖 ∶ 𝑛 متن سرتاسر در سادگی، برای

𝑛 − 𝑘
واحدهای و کنیم. مشاهده را شکست واحد یک حداقل 𝑇۰ زمان تا که می کنیم انتخاب طوری را 𝑇۰ ، کارشناسانه نظر و قبلی اطلاعات به توجه با

است: زیر صورت به اول نوع ی شده سانسور طرح از شماتیک نمایش یک می کنیم. سانسور را 𝑇۰ از بعد

�(�; �) =
��

1 + �
�

1 + �

��
� ��

�
�          �, � > 0               (2) 

پیشنهاد شد .آن ها با یک آزمایش بر روي بیماران سرطانی سر و گردن    [1]این توزیع توسط شارما و همکاران  

 ثبات کردند.  را ا  وزیع به عنوان یک تابع بقاپس از درمان با پرتودرمانی و شیمی درمانی ، مناسب بودن این ت 

   شده نوع اول. طرح سانسور2

گیرند داراي توزیع لیندلی وارون که آن را به اختصار  واحد تکی که در یک آزمایش طول عمر قرار می   فرض کنید  

نشان    ��نوع اول ، زمان از پیش تعیین شده را با    يبر طبق طرح سانسور شدهنشان می دهیم، باشند.   IPD(θ) با

 دهیم:را به صورت زیر نمایش می  ��مشاهده مرتب شده تا زمان     واحد،  دهیم. در بین  می 

��:� < ��:� < ⋯ < ��:� <  �� < ∞ 

�ام که    �:��متغیر تصادفی و زمان طول عمر واحد هاي باقیمانده یعنی واحد     = � + ، مشاهده نشده    �(1)�������1

�:��ماند. بدیهی است که  باقی می  ≥ �براي   �� = � + 1�������(1)�. 

;�)�و   �:��براي سادگی، در سرتاسر متن  �), �(�; ,(�)�را به ترتیب با   (� �(�),  دهیم . نشان می �

حداقل یک واحد     ��کنیم که تا زمان  را طوري انتخاب می   ��با توجه به اطلاعات قبلی و نظر کارشناسانه ،                

کنیم. یک نمایش شماتیک از طرح سانسور شده ي  را سانسور می  ��شکست را مشاهده کنیم. و واحدهاي بعد از  

 اول به صورت زیر است:   عنو

 

 

 ي نوع اول . نمایش طرح سانسور شده1شکل

 برآورد کلاسیک    3

 ورد ماکسیمم درستنماییآ . بر3.1

طول     ��گرفت. ارائه شد و ما آن را بکار خواهیم  [2]ي نوع اول توسط کوهنسانسور شده  تابع درستنمایی طرح           

��تنها اگر   استامین واحد مشاهده شده  عمر  < ��   ،� = 1, … ,  باشد.  �

 فرض کنید  

�� = �
1; �� < ��

0; �� > ��
 

�� �� …

 .

�� ��

� − �  سانسور شده  

اول نوع شدە ی سانسور طرح نمایش :۱ شکل

کلاسیک برآورد .۲
درستنمایی ماکسیمم برآورد .۱ .۲

شده مشاهده واحد امین i عمر طول 𝑥𝑖 خواهیم گرفت. بکار را آن ما و شد ارائه کوهن[۲] توسط اول نوع شدە ی سانسور طرح درستنمایی تابع
باشد. 𝑖 = ۱, … , 𝑛 ، 𝑥𝑖 < 𝑇۰ اگر تنها است

کنید فرض

𝛿𝑖 = ൝۱; 𝑥𝑖 < 𝑇۰
۰; 𝑥𝑖 > 𝑇۰

مشاهده اینصورت درغیر و شده سانسور واحد یعنی باشد ۰ اگر . یانه است شده سانسور واحد که است این دهنده نشان که است نشانگر تابع یک
است. شده

𝑘 =
𝑛

𝑖=۱
𝛿𝑖

صورت به ، شده مرتب عمر طول زمان های برای درستنمایی تابع

𝐿 (𝜃|𝑥) = 𝐴ෑ
𝑛

𝑖=۱
𝑓 (𝑥𝑖)

𝛿𝑖 [۱ − 𝐹 (𝑇۰)]
۱−𝛿𝑖 = 𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!ෑ
𝑘

𝑖=۱
𝑓 (𝑥𝑖) [۱ − 𝐹 (𝑇۰)]

𝑛−𝑘 ; 𝑘 ≥ ۱

= 𝑛!
(𝑛 − 𝑘)! ቆ

𝜃۲
۱ + 𝜃ቇ

𝑘
ቈ۱ − 𝑒−

𝜃
𝑇۰ ቆ۱ + 𝜃

𝑇۰ (۱ + 𝜃)ቇ
𝑛−𝑘

ෑ
𝑘

𝑖=۱
𝑒−

𝜃
𝑥𝑖 ቆ۱ + 𝑥𝑖

𝑥۳
𝑖
ቇ ; 𝑘 ≥ ۱ (۳)

می شود: حاصل (۳) معادله درستنمایی تابع لگاریتم کردن می نیمم با θ ((ⅯⅬE درستنمایی ماکسیمم برآورد

𝑙𝑜𝑔𝐿 ∝ ۲𝑘𝑙𝑜𝑔𝜃−𝑘𝑙𝑜𝑔 (۱ + 𝜃)+
𝑘

𝑖=۱
ⅼogቆ۱ + 𝑥𝑖

𝑥۳
𝑖
ቇ−𝜃

𝑛

𝑖=۱
۱
𝑥𝑖
+(𝑛 − 𝑘) ⅼog ቈ۱ − 𝑒−

𝜃
𝑇۰ ቆ۱ + 𝜃

𝑇۰ (۱ + 𝜃)ቇ (۴)
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می آید: دست به زیر غیرخطی معادلە ی حل با θ ((ⅯⅬE درستنمایی ماکسیمم برآورد

𝜕𝑙𝑜𝑔𝐿
𝜕𝜃 = ۰ ⟹ ۲𝑘

𝜃 − 𝑘
۱ + 𝜃 −

𝑛

𝑖=۱
۱
𝑥𝑖

+
(𝑛 − 𝑘) ቈ𝜃 (۲𝑇۰ + ۱) + 𝜃۲ (𝑇۰ + ۱) 𝑒−

𝜃
𝑇۰ 

[𝑇۰ (۱ + 𝜃)]۲ ቈ۱ − 𝑒−
𝜃
𝑇۰ ൬۱ + 𝜃

𝑇۰(۱+𝜃)൰
(۵)

اولیه حدس می کنیم. استفاده رافسون نیوتن روش از فوق معادله حل برای نمود. حل تحلیلی های روش با نمی توان را بالا معادله که است بدیهی
می کنیم. شناسایی ، می کند حداقل را −𝑙𝑜𝑔𝐿 (𝜃|𝑥) که ای 𝜃 تقریبی مقدار و می گیریم نظر در −𝑙𝑜𝑔𝐿 (𝜃|𝑥) منحنی ردیابی با را 𝜃 برای

ها فاصله ضرب حاصل ماکسیمم برآورد .۲ .۲
برآورد برای جایگزینی بعنوان را آن [۴] رانبی و شد پیشنهاد [۳] امین و چنگ توسط (ⅯPS) ها فاصله حاصلضرب حداکثر برآورد روش
نرمال لگ و وایبول و گاما مثل پارامتری سه توزیع های برآورد در ⅯⅬE که داشتند اظهار [۵] تریلور و چنگ کرد. پیشنهاد درستنمایی ماکسیمم
کسونگ و آناتولیو نمی شود. اجرا خوبی به نامشخص مکان و مقیاس پارامترهای با کلفت دم های توزیع برای ⅯⅬE همچنین است. ناموفق

است. درستنمایی ماکسیمم برآورد روش از کاراتر کوچک نمونە های در روش این که دادند نشان [۶]
است. (a،b) فاصله در چگالی تابع بودن مثبت همچنین و فاصلە ها بودن مثبت و کراندار ها فاصله ضرب حاصل روش از استفاده برای کلی شرط
(𝑇۰, ∞) , (𝑥𝑘 , 𝑇۰] , (𝑥𝑘−۱, 𝑥𝑘] , … , (𝑥۱, 𝑥۲] , [۰, 𝑥۱]صورت به [۰, ∞) فاصله در نمونه اطلاعات از ناشی افرازهای اول، نوع شدە ی سانسور طرح در
است، 𝑥۰ = ۰ که 𝐷𝑖 = 𝐹 (𝑥𝑖) − 𝐹 (𝑥𝑖−۱) ∀𝑖 = ۱, … , 𝑘 صورت به الذکر فوق فواصل از 𝐷𝑖 فاصلە های افرازها، این طبق بر هستند.

یکسان فاصله به منجر که مشابهی اطلاعات ، طرح این در شده حذف واحدهای تمام اند. شده تعریف
وشائو هان ) می شوند. گرفته نظر در رتبه هم مشاهدات بعنوان بنابراین و می دهند. ارائه را می شود 𝐷𝑖 = (۱ − 𝐹 (𝑇۰)) , 𝑖 = 𝑘 + ۱ (۱) 𝑛

. ([۹] همکاران و سینگ و استفان[۸] و چنگ [۷]و
توزیع مجموع بطوریکه است هم رتبه مشاهدات همه برای ای فاصله حاصلضرب ساختن ، مشاهدات بودن هم رتبه مشکل حل برای روش یک

بنابراین: باشد. یکی جداافتاده مشاهدات با باقیمانده مشاهدات همه از ناشی

𝐷𝑘+𝑗 =
۱ − 𝐹 (𝑇۰)
𝑛 − 𝑘 ∀𝑗 = ۱, ۲, … , (𝑛 − 𝑘)

𝐷𝜉 = 𝐹 (𝑇۰)−F(𝑥𝑘) با را 𝑥𝑘 و 𝑇۰ بین فاصله و (۱−𝐹 (𝑇۰)) دهیم می قرار لذا ، است 𝑥𝑖 مشاهده حاوی (𝑇۰, ∞) افراز در 𝐷𝑖ها مجموع
. می زنیم تقریب 𝑓(𝑇۰) با را فاصله آن ، |𝑇۰ − 𝑥𝑘| < 𝜀 یعنی باشد کوچک خیلی آنها بین فاصله .اگر می دهیم نشان

بنابراین،

𝑠 (𝜃|𝑥) ∝ ൝
𝑓 (𝑇۰) ቄ∏

𝑘
𝑖=۱𝐷𝑖ቅ ቄ∏

𝑛−𝑘
𝑗=۱ 𝐷𝑘+𝑗ቅ 𝑖𝑓 |𝑇۰ − 𝑥𝑘| < 𝜀

𝐷𝜉 ቄ∏
𝑘
𝑖=۱𝐷𝑖ቅ ቄ∏

𝑛−𝑘
𝑗=۱ 𝐷𝑘+𝑗ቅ 𝑜.𝑤.

(۶)

یعنی، کنیم. ماکسیمم را 𝑠 (𝜃|𝑥) تابع لگاریتم کافیست ⅯPS روش از 𝜃 پارامتر کردن برآورد برای
𝑠𝐿 (𝜃|𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑠 (𝜃|𝑥)

می شود: حاصل 𝜃 برآورد ، آن قراردادن صفر مساوی و ها فاصله ضرب حاصل تابع ازلگاریتم گرفتن مشتق با

𝜕
𝜕𝜃𝑠𝐿 (𝜃|𝑥) 𝛼 ቐ

∑𝑘
𝑖=۱

́𝐹(𝑥𝑖)− ́𝐹(𝑥𝑖−۱)
𝐹(𝑥𝑖)−𝐹(𝑥𝑖−۱)

− (𝑛−𝑘) ́𝐹(𝑇۰)
۱−𝐹(𝑇۰)

+ ́𝑓(𝑇۰)
𝑓(𝑇۰)

𝑖𝑓 |𝑇۰ − 𝑥𝑘| < 𝜀
∑𝑘
𝑖=۱

́𝐹(𝑥𝑖)− ́𝐹(𝑥𝑖−۱)
𝐹(𝑥𝑖)−𝐹(𝑥𝑖−۱)

− (𝑛−𝑘) ́𝐹(𝑇۰)
۱−𝐹(𝑇۰)

+
́𝐹(𝑇۰)− ́𝐹(𝑥𝑘)

𝐹(𝑇۰)−𝐹(𝑥𝑘)
𝑜.𝑤.

(۷)

که

́
�́� (𝑥) = 𝜕

𝜕𝜃𝐹 (𝑥) = − 𝑒−
𝜃
𝑥

𝑥۲ (۱ + 𝜃)۲ ൛𝜃۲ (𝑥 + ۱) + 𝜃 (۲𝑥 + ۱)ൟ

́𝑓(𝑥) = 𝜕
𝜕𝜃𝑓 (𝑥) =

۱ + 𝑥
𝑥۳ 𝑒−

𝜃
𝑥 ቊ𝜃

(𝜃 + ۲)
(۱ + 𝜃)۲ − 𝜃۲

𝑥 (۱ + 𝜃)ቋ
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نیوتن روش از استفاده با را پارامتر برآورد لذا، کرد. حل غیرعددی روش های از استفاده با نمی توان را بالا معادلات می شود مشاهده که همانطور
کافی معیار یک بگیریم. نظر در را بردیم بکار درستنمایی ماکسیمم روش برای که اولیە ای حدس همان می توانیم می آوریم. دست به رافسون –

است. صفر مساوی یا کوچکتر دوم مشتق ، کند می ماکسیمم را تابع شده، برآورد 𝜃 که این از اطمینان برای
مجانبی اطمینان فواصل .۳ .۲

نظریه از ای فاصله برآورد ساختن برای بنابراین، نیستند. محاسبه قابل راحتی به ൫�̂�𝑀𝑃𝑆൯ ⅯPS برآوردگر و ൫�̂�𝑀𝐿൯ ⅯⅬ برآوردگر دقیق توزیع
می گردد. استفاده بزرگ نمونه

آورد: بدست زیرمیتوان صورت به را برآورد دو هر مجانبی توزیع نظم، شرایط نقض بدون
൫�̃� − 𝜃൯ ∼ 𝑁 ൫۰, 𝐼−۱ ൫�̃�൯൯ (۸)

است. �̂�𝑀𝑃𝑆 یا �̂�𝑀𝐿 ، �̃� که
است. استاندارد نرمال توزیع %𝛼

۲ بالای کران 𝑧𝛼
۲

که است �̃� ± 𝑧𝛼
۲
ට𝑣 ൫�̃�൯ ، 𝜃 برای درصد ٪(۱ − 𝛼) مجانبی اطمینان فاصله یک بنایراین

است: زیر صورت به 𝑣 ൫�̂�𝑀𝑃𝑆൯ 𝑣و ൫�̂�𝑀𝐿൯

𝑣 ൫�̂�൯ = −𝐸ቆ𝜕
۲𝑙𝑜𝑔𝐿
𝜕𝜃۲ ቇ

−۱

𝜃=�̃�
(۹)

𝜕۲𝑙𝑜𝑔𝐿
𝜕𝜃۲ = 𝑘

(۱ + 𝜃)۲ −
۲𝑘
𝜃۲ +

(𝑛 − 𝑘)
𝐼۲۲

ቈ𝐼۲ × 𝐼۱ −𝑊ቆ ۲𝐼۲
۱ + 𝜃 +𝑊ቇ

𝑊 = 𝑒−
𝜃
𝑇۰ ൣ𝜃۲ (𝑇۰ + ۱) + 𝜃 (۲𝑇۰ + ۱)൧

𝐼۱ = 𝑒−
𝜃
𝑇۰ [۲𝜃 (𝑇۰ + ۱) + ۲𝑇۰ + ۱] − 𝑊

𝑇۰
, 𝐼۲ = [𝑇۰ (۱ + 𝜃)]۲ ቈ۱ − 𝑒−

𝜃
𝑇۰ ቆ۱ + 𝜃

𝑇۰ (۱ + 𝜃)ቇ

بیزی برآورد .۳
کرد. خواهیم بررسی اول نوع شده سانسور های داده اساس بر بیزی نظر نقطه از را پارامتر برآورد بخش، این در

باشد: b،a پارامترهای ابر با گاما توزیع دارای 𝜃 کنید فرض
π (𝜃) ∝ 𝜃𝑎−۱𝑒−𝑏𝜃𝜃, 𝑎, 𝑏 > ۰ (۱۰)

با: است برابر پسین چگالی ، (۱۰) پیشین و (۳) درستنمایی کردن ترکیب با حال

𝑝 (𝜃|𝑥) ∝ 𝜃۲𝑘+𝑎−۱

(۱ + 𝜃)𝑘
ቈ۱ − 𝑒−

𝜃
𝑇۰ ቆ۱ + 𝜃

𝑇۰ (۱ + 𝜃)ቇ 𝑒
−𝜃൜∑𝑘𝑖=۱

۱
𝑥𝑖
+𝑏ൠ (۱۱)

می کنیم: محاسبه (𝑆𝐸𝐿𝐹) خطا مربع زیان تحت را بیز برآورد
𝐿 ൫𝜃, �̂�൯ = 𝜆 ൫𝜃 − �̂�൯۲ 𝜆 > ۰

بنابراین است. پسین امید خطا، مربع زیان تابع تحت �̂�𝐵 بیز برآورد است. 𝜃 پارامتر برآورد �̂� که

�̂�𝐵 = 𝐸 (𝜃|𝑥) = 𝑐−۱۱ න 𝜃𝑎+۲𝑘

(۱ + 𝜃)𝑘
𝑒−𝜃൜∑

𝑘
𝑖=۱

۱
𝑥𝑖
+𝑏ൠ ቈ۱ − 𝑒−

𝜃
𝑇۰ ቆ۱ + 𝜃

𝑇۰ (۱ + 𝜃)ቇ 𝑑𝜃 (۱۲)

𝑐۱ = න 𝜃𝑎+۲𝑘−۱

(۱ + 𝜃)𝑘
𝑒−𝜃൜∑

𝑘
𝑖=۱

۱
𝑥𝑖
+𝑏ൠ ቈ۱ − 𝑒−

𝜃
𝑇۰ ቆ۱ + 𝜃

𝑇۰ (۱ + 𝜃)ቇ 𝑑𝜃 (۱۳)

می کنیم. استفاده آن ها محاسبه برای کارلو مونت مارکف زنجیره روش از ما فوق، انتگرال های بودن غیرخطی به توجه با
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گیری نتیجه .۴
بیزی برآورد در آوردیم. بدست اول نوع ی شده سانسور های داده حضور در را وارون لیندلی توزیع بیزی و کلاسیک برآورد ما مقاله این در

. دهد می نشان خود از خوبی پذیری انعطاف گاما پیشین توزیع
تمامی در . نمودیم مقایسه را ها ⅯSE و دادیم 𝑇۰انجام متفارت مقادیر با و θ = ۰٫۵, ۱, ۱٫۵, ۳ و ۵۰،۴۰،۳۰n= برای را سازی شبیه مطالعات ما
که شود می مشاهده همچنین و شود. می کم (ⅯSE) انحرافات مربع میانگین ، n افزایش با ، داریم شده سانسور های داده که حالی در ها طرح

یابد. می کاهش ⅯSE نیز 𝑇۰ افزایش با
باشد. می کلاسیک برآورد به نسبت کمتری مخاطره دارای بیز برآورد شده سانسور های داده حضور در

است درستنممایی ماکسیمم روش از استفاده با پارامتر اطمینان فاصله طول از کوتاهتر ها فاصله حاصلضرب ماکسیمم روش اطمینان فواصل طول
.

نسبت کمتری اطمینان فاصله طول و خطا مربع میانگین دارای ها فاصله حاصلضرب ماکسیسم براساس برآوردها که میشود گیری نتیجه کل در
هستند. درستنمایی ماکسیمم روش به توجه با برآوردها به
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همچنین می گیرد. قرار بررسی مورد آن یکنوایی و شده محاسبه رکورد مقادیر برای اطلاع مولد تابع مقاله، این در
تابع ترتیب که می شود داده نشان می گیرد. قرار مطالعه مورد رکورد مقادیر اطلاع مولد تابع بر یکنوا تبدیلات تأثیر
نیز پایان در می دهد. نتیجه را آن ها متناظر رکوردهای بین اطلاع مولد تابع ترتیب تصادفی، متغیرهای بین اطلاع مولد
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مقدمه .۱
یا کوچکتر خود ماقبل مقادیر از که می شود گرفته نظر در دادە هایی نمی شود، ثبت مشاهدات کل که دارد وجود مواردی دنبالە ای آزمایش های در
بیماری های هواشناسی، ورزشی، رشتە های جمله از مسائل از وسیعی طیف در که هستند معروف رکوردی دادە های به دادە ها گونه این بزرگترند.
توزیع تابع با هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از ای دنباله {𝑋𝑖 , 𝑖 ≥ ۱} کنید فرض دارند. کاربرد اقتصاد و زلزلە شناسی همە گیر،
است بالا رکورد مقدار یک 𝑋𝑗 بنابراین باشد. بزرگتر قبلی مشاهدات همه از آن مقدار اگر گوییم بالا رکورد یک را 𝑋𝑗 باشد. 𝑓 چگالی تابع و 𝐹
پایین رکورد یک عنوان به صورتی در مشاهده یک می کنیم. تعریف بالا رکورد اولین را 𝑋۱ قرارداد طبق .𝑖 < 𝑗 مقادیر همه برای 𝑋𝑗 > 𝑋𝑖 اگر
رکورد زمان که است تصادفی متغیر یک خود دهد، می رخ رکورد آن در که زمانی باشد. کوچکتر قبلی مقادیر از آن مقدار که می شود شناخته

می شوند. تعریف زیر صورت به و شده داده نمایش 𝑇𝑗 توسط رکورد، زمان های می شود. نامیده
𝑇۱ = ۱, 𝑇𝑛 = ⅿin{𝑛 ∶ 𝑋𝑛 > 𝑋𝑇𝑛−۱}.

رکورد 𝑛 توأم چگالی صورت این در باشند. 𝑓(𝑥) چگالی تابع و 𝐹(𝑥) توزیع تابع با توزیع یک از بالا رکورد 𝑛 مقادیر 𝑈𝑛 و ... ،𝑈۱ کنید فرض
روابط توسط ترتیب به (𝑛 ≥ ۱ برای بالا ام 𝑛 (رکورد 𝑈𝑛 حاشیە ای چگالی همچنین و بالا اول

𝑞(𝑢) =
𝑛

ෑ
𝑖=۱

𝑟(𝑢𝑖)𝑓(𝑢𝑛), 𝑢۱ < ⋯ < 𝑢𝑛 ,

∗سخنران
خوارزمی) (امید omid.kharazmi@vru.ac.ir زمانی)، (زهره z.zamani@uk.ac.ir الکترونیک: پست
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و

𝑓𝑈𝑛(𝑢𝑛) =
𝑅𝑛−۱(𝑢𝑛)
(𝑛 − ۱)! 𝑓(𝑢𝑛), − ∞ < 𝑢𝑛 < ∞, (۱)

است. خطر نرخ تابع 𝑟(𝑡) = 𝑅′(𝑡) = 𝑓(𝑡)/۱ − 𝐹(𝑡) و 𝑅(𝑡) = − ⅼog(۱ − 𝐹(𝑡)) آن در که می شود محاسبه
برای پایین) ام 𝑛 (رکورد 𝐿𝑛 حاشیە ای چگالی باشند. 𝑓(𝑥) چگالی تابع و 𝐹(𝑥) توزیع تابع از پایین رکورد 𝑛 مقادیر ،𝐿𝑛 و ... ،𝐿۱ کنید فرض

از است عبارت 𝑛 ≥ ۱

𝑓𝐿𝑛(𝑙𝑛) =
�̃�𝑛−۱(𝑙𝑛)
(𝑛 − ۱)! 𝑓(𝑙𝑛), − ∞ < 𝑙𝑛 < ∞, (۲)

.�̃�(𝑡) = − ⅼog𝐹(𝑡) آن در که
نمود. مراجعه [۱] همکاران و ۱ آرنولد به می توان رکوردی، آمارە های کاربرد و تئوری مورد در بیشتر جزئیات مشاهده برای

دهند. توسعه را لیبر کولبک واگرایی و شانون اطلاع مانند کمیت هایی تا می شوند تعریف احتمال چگالی های برای مولد توابع اطلاع، نظریه در
شد. معرفی زیر صورت به [۲]۲ گلمب توسط 𝑓 چگالی تابع برای اطلاع مولد تابع

صورت به 𝛼 > ۰ هر برای 𝑓 چگالی از (IG) اطلاع مولد تابع باشد. 𝑓 چگالی تابع با تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض .۱ .۱ تعریف

𝐺𝛼(𝑋) = 𝐺𝛼(𝑓) = න𝑓𝛼(𝑥)𝑑𝑥, (۳)

باشد. داشته وجود انتگرال اینکه بر مشروط می شود، تعریف
است زیر ویژگی های دارای 𝐺𝛼(𝑋) که داد نشان [۲] گلمب

.𝐺۱(𝑋) = ۱ الف.
، 𝜕
𝜕𝛼𝐺𝛼(𝑋)ቚ𝛼=۱ = −𝐻(𝑓) ب.

شد. معرفی ۱۹۴۸ سال در [۶]۳ شانون توسط که است تصادفی متغیر شانون آنتروپی 𝐻(𝑓) = −∫𝑓(𝑥) ⅼog 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 آن در که
محاسبه پایین و بالا رکوردهای برای اطلاع مولد تابع مقدار ،۲ بخش در است. رکورد مقادیر اطلاع مولد تابع محاسبه بر مقاله این در ما تمرکز
مولد تابع ترتیب تصادفی، متغیرهای بین اطلاع مولد تابع ترتیب که می شود داده نشان همچنین می گیرد. قرار بررسی مورد آن یکنوایی و شده

است. شده ارائه ۳ بخش در نیز رکورد مقادیر اطلاع مولد تابع برای کران هایی می دهد. نتیجه را آن ها متناظر رکوردهای بین اطلاع

آن از ویژگی هایی بررسی و رکوردها اطلاع مولد تابع .۲
مورد آن از ویژگی هایی و شده محاسبه تصادفی متغیرهای از دنبالە ای از حاصل پایین و بالا رکورد مقادیر برای اطلاع مولد تابع بخش این در
رکورد اطلاع مولد تابع اساس بر دلخواه، توزیع یک از بالا رکورد امین 𝑛 اطلاع مولد تابع که است شده داده نشان بعد لم در می گیرد. قرار مطالعه

می شود. بیان استاندارد نمایی توزیع از بالا ام 𝑛
تابع و 𝑓(𝑥) چگالی تابع ،𝐹(𝑥) توزیع تابع با توزیع هم و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از دنباله یک {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض .۱ .۲ لم

از است عبارت بالا ام 𝑛 رکورد اطلاع مولد تابع باشد. 𝐹−۱(.) چندک
𝐺𝛼(𝑈𝑛) = 𝐺𝛼(𝑈∗

𝑛)𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱𝐸𝑔𝑛[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))], (۴)
پیروی (𝛼(𝑛 − ۱) + ۱, ۱) پارامترهای با گاما توزیع از 𝑉𝑛 همچنین است. استاندارد نمایی توزیع از بالا ام 𝑛 رکورد ،𝑈∗

𝑛 ∼ Γ(𝑛, ۱) آن در که
می شود. داده نشان 𝑔𝑛 با آن چگالی تابع و می کند

1Arnold
2Golomb
3Shannon
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داریم 𝑣 = − ⅼog(۱ − 𝐹(𝑥)) متغیر تغییر از استفاده و (۳) رابطه در (۱) رابطه جایگذاری با اثبات.

𝐺𝛼(𝑈𝑛) = න
∞

۰
𝑣𝛼(𝑛−۱)𝑒−𝑣
Γ𝛼(𝑛) 𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑣))𝑑𝑣

= Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)
Γ𝛼(𝑛) න

∞

۰
𝑣𝛼(𝑛−۱)𝑒−𝑣

Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)𝑓
𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑣))𝑑𝑣. (۵)

صورت این در باشد، استاندارد نمایی توزیع از بالا ام 𝑛 رکورد 𝑈∗
𝑛 کنید فرض حال

𝐺𝛼(𝑈∗
𝑛) =

Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)
𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱Γ𝛼(𝑛) . (۶)
می شود. جاصل مطلوب نتیجه ،(۶) رابطه از استفاده و (۵) رابطه کردن ساده با

در پیروی کند. 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑎𝑐(𝑥 + 𝑎)−(𝑐+۱), 𝑎, 𝑐 > ۰, 𝑥 > ۰ چگالی تابع با II پارتو توزیع از 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض .۲ .۲ مثال
صورت به بالا رکورد امین 𝑛 اطلاع مولد تابع مقدار ،(۶) و (۴) روابط طبق حال .𝐹−۱(𝑥) = 𝑎[(۱ − 𝑥)−

۱
𝑐 − ۱] صورت این

𝐺𝛼(𝑈𝑛) =
Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)

Γ𝛼(𝑛) ( 𝑐𝑎 )
𝛼−۱[ 𝑐

𝛼𝑐 + 𝛼 − ۱ ]
𝛼(𝑛−۱)+۱,

می آید. دست به
برابر 𝐿𝑛 اطلاع مولد تابع مقدار صورت این در باشد. ۱ .۲ لم در شده بیان {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} دنباله از پایین ام 𝑛 رکورد 𝐿𝑛 کنید فرض .۳ .۲ لم

با است
𝐺𝛼(𝐿𝑛) =

Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)
Γ𝛼(𝑛) 𝐸𝑔𝑛[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(𝑒−𝑉𝑛))], (۷)

.𝑉𝑛 ∼ Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱, ۱) آن در که
است. شده حذف بنابراین و بوده ۱ .۲ لم شبیه اثبات.

می گیرد. قرار بررسی مورد رکورد مقادیر اطلاع مولد تابع مقدار بر یکنوا تبدیلات تأثیر بعد قضیه در
طوری که به است صعودی اکیدا 𝜙تابعی کنید فرض همچنین باشد. 𝑓 چگالی تابع و 𝐹 توزیع تابع دارای 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض .۴ .۲ قضیه

صورت این در ،𝑌 = 𝜙(𝑋) دهید قرار .𝜙(∞) = ∞ و 𝜙(۰) = ۰

𝐺𝛼(𝑈𝑌
𝑛 ) = 𝐺𝛼(𝑈∗

𝑛)𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱𝐸 ቈ 𝑓(𝐹
−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))

𝜙′(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛)) 
𝛼−۱

, (۸)

است. 𝑌 تصادفی متغیر با متناظر بالا ام 𝑛 رکورد 𝑈𝑌
𝑛 و 𝑉𝑛 ∼ Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱, ۱) آن در که

تعریف در 𝑔(𝑦) = 𝑓(𝜙−۱(𝑦))
𝜙′ (𝜙−۱(𝑦)) و 𝐺(𝑦) = 𝐹(𝜙−۱(𝑦)) جایگذاری با باشد. 𝑔 چگالی تابع و 𝐺 توزیع تابع دارای 𝑌 کنید فرض اثبات.

داریم 𝑈𝑌
𝑛 برای اطلاع مولد تابع

𝐺𝛼(𝑈𝑌
𝑛 ) = න

∞

۰

[− ⅼog(۱ − 𝐹(𝜙−۱(𝑦)))]𝛼(𝑛−۱)[ 𝑓(𝜙−۱(𝑦))
𝜙′ (𝜙−۱(𝑦)) ]

𝛼

Γ𝛼(𝑛) 𝑑𝑦

= න
∞

۰
[− ⅼog(۱ − 𝐹(𝑥))]𝛼(𝑛−۱)𝑓𝛼(𝑥)

(𝜙′(𝑥))𝛼−۱Γ𝛼(𝑛)

= Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)
Γ𝛼(𝑛) 𝐸 ቈ 𝑓(𝐹

−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))
𝜙′(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛)) 

𝛼−۱
, (۹)

از استفاده با مطلوب نتیجه حال شدە اند. حاصل 𝑣 = − ⅼog(۱ − 𝐹(𝑥)) و 𝑥 = 𝜙−۱(𝑦) تبدیلات توسط ترتیب به آخر و دوم تساوی که
می آید. دست به (۶) رابطه
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اکیدا تابع یک 𝜙 لذا .𝜙(𝑥) = 𝛽𝑥 دهید قرار ،𝛽 ≥ ۱ برای و باشد 𝜆 پارامتر با نمایی توزیع از تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض .۵ .۲ مثال
که داد نشان می توان ۴ .۲ قضیه داشتن درنظر با بنابراین است. 𝜙(∞) = ∞ و 𝜙(۰) = ۰ شرط دو با صعودی

𝐺𝛼(𝜙(𝑈𝑋
𝑛 )) =

۱
𝛽𝛼−۱𝐺𝛼(𝑈𝑋

𝑛 ).

بقا، تحلیل اعتماد، قابلیت جمله از مختلف زمینە های در گستردە ای طور به و گرفتە اند قرار زیادی محققان توجه مورد تصادفی ترتیب های امروزه
و [۵]۴ شانتیکومار و شیکد کتاب های در آن ها کابردهای و تصادفی ترتیب های از جامعی مباحث می گردند. استفاده صف نظریه و بیمه ، اقتصاد
کنید فرض است. نیاز مورد ادامه در که شد خواهد مرور تصادفی ترتیب های برخی از تعاریفی اکنون است. شده گردآوری [۴]۵ استویان و مولر

باشند. 𝑔(𝑥) و 𝑓(𝑥) چگالی توابع و �̄�(𝑥) و �̄�(𝑥) بقا توابع با ترتیب به تصادفی متغیر دو 𝑌 و 𝑋
�̄�(𝑥) ≤ �̄�(𝑥) ،𝑥 مقادیر همه ازای به هرگاه ،(𝑋 ≤𝑠𝑡 𝑌) است معمولی تصادفی ترتیب در 𝑌 از کوچکتر 𝑋 تصادفی متغیر الف. .۶ .۲ تعریف

.
باشد. 𝑥 به نسبت غیرنزولی تابعی 𝑓(𝑥)/𝑔(𝑥) اگر ،(𝑋 ≤𝑙𝑟 𝑌) است درستنمایی نسبت تصادفی ترتیب در 𝑌 از کوچکتر 𝑋 متغیر ب.

ریاضی، امید وجود شرط با ،ℎ صعودی) (غیر غیرنزولی تابع هر برای آنگاه ،𝑋 ≤𝑠𝑡 𝑌 اگر که دادند نشان [۵] شانتیکومار و شیکد .۷ .۲ ملاحظه
است. برقرار 𝐸(ℎ(𝑋)) ≤ (≥)𝐸(ℎ(𝑌)) رابطه

مقادیر همه برای 𝑔(𝐺−۱(𝑥)) ≤ 𝑓(𝐹−۱(𝑥)) اگر تنها و اگر است، پراکندگی تصادفی ترتیب در 𝑌 از کوچکتر 𝑋 متغیر .۸ .۲ تعریف
شود. می داده نمایش 𝑋 ≤𝑑𝑖𝑠𝑝 𝑌 صورت به که 𝑥 ∈ (۰, ۱)

کردند. بیان زیر صورت به ترتیبی اطلاع، مولد تابع براساس [۳] بالاکریشنان و خوارزمی
در 𝑌 از کوچکتر 𝑋 که می شود گفته باشند. 𝐺𝛼(𝑌) و 𝐺𝛼(𝑋) اطلاع مولد توابع با ترتیب به تصادفی متغیر دو 𝑌 و 𝑋 کنید فرض .۹ .۲ تعریف

می شود. داده نشان 𝑋 ≤𝐼𝐺 𝑌 نماد با که باشد برقرار 𝐺𝛼(𝑋) ≤ 𝐺𝛼(𝑌) رابطه 𝛼 > ۰ مقادیر همه برای اگر است اطلاع مولد تابع
می گیرد. قرار بررسی و بحث مورد رکورد مقادیر اطلاع مولد تابع یکنوایی ادامه در

𝑓(𝑥) چگالی تابع و 𝐹(𝑥) توزیع تابع با هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض .۱۰ .۲ قضیه
𝛼 > ۱ ازای به 𝐺𝛼(𝑈𝑛) آنگاه باشد، 𝑥 از نزولی غیر تابعی 𝑓(𝑥) اگر باشد. مذکور دنباله از بالا ام 𝑛 رکورد 𝑈𝑛 کنید فرض همچنین باشد.

است. 𝑛 به نسبت صعودی) (غیر نزولی غیر تابعی (۰ < 𝛼 < ۱)
نوشت می توان ،(۶) و (۴) روابط به توجه با اثبات.

𝐺∗𝛼(𝑈𝑛) = ⅼog𝐺𝛼(𝑈𝑛) = 𝑐𝑛 + ⅼog𝐸𝑔𝑛[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))], (۱۰)
بنابراین .𝑐𝑛 = ⅼog Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱) − 𝛼 ⅼog Γ(𝑛) آن در که

𝐺∗𝛼(𝑈𝑛+۱) − 𝐺∗𝛼(𝑈𝑛) = (𝑐𝑛+۱ − 𝑐𝑛) + ⅼog 𝐸𝑔𝑛+۱[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛+۱))]
𝐸𝑔𝑛[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))] . (۱۱)

داریم 𝑛 به نسبت 𝑐𝑛 از مشتقگیری و پیوسته متغیری عنوان به 𝑛 گرفتن نظر در با
𝑑𝑐𝑛
𝑑𝑛 = 𝛼[𝜓(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱) − 𝜓(𝑛)],

برقرار 𝛼(𝑛 − ۱) + ۱ > (<)𝑛 نامساوی ،(۰ < 𝛼 < ۱) 𝛼 > ۱ ازای به است. دایگاما تابع 𝜓(𝑥) = 𝑑
𝑑𝑥 [ⅼog Γ(𝑥)] = Γ′(𝑥)

Γ(𝑥) آن در که
ثابت می توان طرفی از است. 𝑛 به نسبت (نزولی) صعودی تابعی 𝑐𝑛 که داد نشان می توان 𝜓(𝑥) تابع بودن صعودی به توجه با بنابراین است.
تابعی نیز 𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑥)) طرفی از .𝑉𝑛 ≤𝑠𝑡 𝑉𝑛+۱ نتیجه در و 𝑉𝑛 ≤𝑙𝑟 𝑉𝑛+۱ یعنی است 𝑣 به نسبت نزولی تابعی 𝑔𝑛(𝑣)

𝑔𝑛+۱(𝑣)
که کرد

داریم ،۷ .۲ ملاحظه طبق بنابراین است. (۰ < 𝛼 < ۱) 𝛼 > ۱ ازای به 𝑥 از (غیرصعودی) غیرنزولی
𝐸𝑔𝑛+۱[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛+۱))] > (<)𝐸𝑔𝑛[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))],

می شود. کامل اثبات بنابراین .ⅼog 𝐸𝑔𝑛+۱ [𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱−𝑒−𝑉𝑛+۱ ))]
𝐸𝑔𝑛 [𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱−𝑒−𝑉𝑛 ))] ≥ (≤)۰ لذا و
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𝑓(𝑥) اگر باشد. مذکور دنباله از پایین ام 𝑛 رکورد 𝐿𝑛 و ۱۰ .۲ قضیه مشابه تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑋𝑛 , 𝑛 ≥ ۱} کنید فرض .۱۱ .۲ قضیه
است. 𝑛 به نسبت صعودی) (غیر نزولی غیر تابعی (۰ < 𝛼 < ۱) 𝛼 > ۱ ازای به 𝐺𝛼(𝐿𝑛) آنگاه باشد، 𝑥 از نزولی غیر تابعی

می گردد. تعیین آن ها متناظر رکوردهای اطلاع مولد تابع تصادفی، متغیرهای اطلاع مولد تابع از استفاده با بعد قضیه در
همچنین باشند. 𝑔(𝑥) و 𝑓(𝑥) چگالی توابع و 𝐺(𝑥) و 𝐹(𝑥) توزیع توابع با ترتیب به پیوسته تصادفی متغیر دو 𝑌 و 𝑋 کنید فرض .۱۲ .۲ قضیه

و inf𝐴۱ ≥ sup𝐴۲ کنید فرض

𝐴۱ = ቊ𝜈 > ۰ቚ𝑔(𝐺
−۱(۱ − 𝑒−𝜈))

𝑓(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) ≤ ۱ቋ , (۱۲)

𝐴۲ = ቊ𝜈 > ۰ቚ𝑔(𝐺
−۱(۱ − 𝑒−𝜈))

𝑓(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) > ۱ቋ . (۱۳)

.𝑈𝑋
𝑛 ≤𝐼𝐺 𝑈𝑌

𝑛 آن گاه ،𝑋 ≤𝐼𝐺 𝑌 و ۰ < 𝛼 < ۱ اگر .۱
.𝑈𝑋

𝑛 ≥𝐼𝐺 𝑈𝑌
𝑛 آن گاه ،𝑋 ≥𝐼𝐺 𝑌 و 𝛼 > ۱ اگر .۲

تصادفی ترتیب .𝐴۲ ≠ ∅ و 𝐴۱ ≠ ∅ کنید فرض بنابراین است. واضح و بدیهی نتیجه باشند، تهی 𝐴۲ یا 𝐴۱ های مجموعه از هریک اگر اثبات.
نتیجه در .𝐺𝛼(𝑋) − 𝐺𝛼(𝑌) ≤ ۰ با است معادل 𝛼 > ۰ هر ازای به 𝑋 ≤𝐼𝐺 𝑌

න𝑓𝛼(𝑥)𝑑𝑥 − න𝑔𝛼(𝑥)𝑑𝑥 = න
∞

۰
𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈 ≤ ۰, (۱۴)

ثابت بایستی ۰ < 𝛼 < ۱ هر برای است. شده حاصل 𝜈 = − ⅼog(۱ − 𝐺(𝑥)) و 𝜈 = − ⅼog(۱ − 𝐹(𝑥)) تبدیلات از استفاده با تساوی که
که کرد

𝐺𝛼(𝑈𝑋
𝑛 ) − 𝐺𝛼(𝑌𝑌𝑛 ) = න𝑓𝛼𝑈𝑋𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 − න𝑔𝛼𝑈𝑌𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 =

۱
Γ𝛼(𝑛) න[− ⅼog(۱ − 𝐹(𝑥))]𝛼(𝑛−۱)𝑓𝛼(𝑥)𝑑𝑥

− ۱
Γ𝛼(𝑛) න[− ⅼog(۱ − 𝐺(𝑥))]𝛼(𝑛−۱)𝑔𝛼(𝑥)𝑑𝑥 = ۱

Γ𝛼(𝑛)𝐷 ≤ ۰. (۱۵)
داریم 𝜈 = − ⅼog(۱ − 𝐺(𝑥)) و 𝜈 = − ⅼog(۱ − 𝐹(𝑥)) متغیر تغییر از استفاده با حال

𝐷 = න
∞

۰
𝜈𝛼(𝑛−۱)𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

= න
𝐴۱
𝜈𝛼(𝑛−۱)𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

+ න
𝐴۲
𝜈𝛼(𝑛−۱)𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

≤ (inf𝐴۱)𝛼(𝑛−۱)න
𝐴۱
𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

+ (sup𝐴۲)𝛼(𝑛−۱)න
𝐴۲
𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

≤ (inf𝐴۱)𝛼(𝑛−۱)න
𝐴۱
𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

+ (inf𝐴۱)𝛼(𝑛−۱)න
𝐴۲
𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈

= (inf𝐴۱)𝛼(𝑛−۱)න
∞

۰
𝑒−𝜈[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝜈)) − 𝑔𝛼−۱(𝐺−۱(۱ − 𝑒−𝜈))]𝑑𝜈 ≤ ۰,

شدە اند. حاصل (۱۴) رابطه و inf𝐴۱ ≥ sup𝐴۲ فرض از استفاده با ترتیب به آخر تساوی و دوم نامساوی که
می شود. انجام مشابه طور به اثبات ،𝛼 > ۱ برای
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کنید فرض همچنین شوند. تعریف ۱۲ .۲ قضیه طبق 𝑌 و 𝑋 کنید فرض .۱۳ .۲ قضیه

𝐴۱ = ቊ𝜈 > ۰ቚ𝑔(𝐺
−۱(𝑒−𝜈))

𝑓(𝐹−۱(𝑒−𝜈)) ≤ ۱ቋ , (۱۶)

𝐴۲ = ቊ𝜈 > ۰ቚ𝑔(𝐺
−۱(𝑒−𝜈))

𝑓(𝐹−۱(𝑒−𝜈)) > ۱ቋ , (۱۷)

صورت این در .inf𝐴۱ ≥ sup𝐴۲ و
.𝐿𝑋𝑛 ≤𝐼𝐺 𝐿𝑌𝑛 آن گاه ،𝑋 ≤𝐼𝐺 𝑌 و ۰ < 𝛼 < ۱ اگر .۱

.𝐿𝑋𝑛 ≥𝐼𝐺 𝐿𝑌𝑛 آن گاه ،𝑋 ≥𝐼𝐺 𝑌 و 𝛼 > ۱ اگر .۲

رکورد مقادیر احتمال مولد تابع برای کرانهایی .۳
می شود. پرداخته تصادفی متغیرهای از دنبالە ای در رکورد مقادیر برای احتمال مولد تابع از کران هایی محاسبه به بخش این در

،𝑈𝑛 بالا، رکورد امین 𝑛 اطلاع مولد تابع آن گاه باشد. 𝐺𝛼(𝑋) < ∞ متناهی اطلاع مولد تابع با تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض .۱ .۳ قضیه
است. زیر کران دارای

𝐺𝛼(𝑈𝑛) ≤ 𝐺𝛼(𝑈∗
𝑛)𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱𝐵𝑛න

∞

−∞
𝑟(𝑥)𝑓𝛼−۱(𝑥)𝑑𝑥, (۱۸)

باشد. داشته وجود انتگرال اینکه بر مشروط ،𝐵𝑛 = (𝛼(𝑛 − ۱))𝛼(𝑛−۱)/Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)𝑒−𝛼(𝑛−۱) و 𝑈∗
𝑛 ∼ Γ(𝑛, ۱) آن در که

نتیجه در .𝑔𝑛(𝜈) ≤ 𝐵𝑛 = 𝑔𝑛(𝑚𝑛) بنابراین و است گاما توزیع با 𝑔𝑛 چگالی مد 𝑚𝑛 = 𝛼(𝑛 − ۱) که داد نشان توان می راحتی به اثبات.

𝐸𝑔𝑛[𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑉𝑛))] ≤ 𝐵𝑛න
∞

۰
𝑓𝛼−۱(𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑣))𝑑𝑣 = 𝐵𝑛න

∞

−∞
𝑟(𝑥)𝑓𝛼−۱(𝑥)𝑑𝑥,

حاصل مطلوب نتیجه ،(۴) در بالا رابطه جایگذاری با حال است. شده حاصل 𝑥 = 𝐹−۱(۱ − 𝑒−𝑣) تبدیل از استفاده با فوق تساوی که
می شود.

چگالی تابع با نمایی توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفی ازمتغیرهای دنباله یک {𝑋𝑖 , 𝑖 ≥ ۱} کنید فرض .۲ .۳ مثال
𝑓(𝑥) = 𝜃𝑒−𝜃𝑥 , 𝜃 > ۰, 𝑥 > ۰,

بنابراین .∫∞۰ 𝑟(𝑥)𝑓𝛼−۱(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜃𝛼−۱/(𝛼 − ۱) داریم 𝛼 > ۱ هر برای و 𝑟(𝑥) = 𝜃 صورت این در باشد.

𝐺𝛼(𝑈𝑛) ≤ 𝐺𝛼(𝑈∗
𝑛)𝐵𝑛

𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱𝜃𝛼−۱
𝛼 − ۱ . (۱۹)

که کرد ثابت توان می (۰ < 𝛼 < ۱) 𝛼 > ۱ هر برای ،۱ .۳ قضیه فرضیات تحت .۳ .۳ قضیه
𝐺𝛼(𝑈𝑛) ≤ (≥)𝐺𝛼(𝑈∗

𝑛)𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱𝑀𝛼−۱, (۲۰)
است. توزیع مد 𝑚 = sup{𝑥 ∶ 𝑓𝑋(𝑥) ≤ 𝑀} و 𝑀 = 𝑓𝑋(𝑚) < ∞ آن در که

چگالی تابع با پارتو توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑋𝑖 , 𝑖 ≥ ۱} کنید فرض مثال. .۴ .۳ مثال

𝑓(𝑥) = 𝜃𝛽𝜃
𝑥𝜃+۱ , 𝑥 ≥ 𝛽 > ۰, 𝜃 > ۰.
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می آید دست به اطلاع مولد تابع برای زیر کران ۱ .۳ قضیه طبق نتیجه در .𝑟(𝑥) = 𝜃
𝑥 و 𝑀 = 𝜃𝛽−۱ آن گاه باشند،

𝐺𝛼(𝑈𝑛) ≤ 𝐺𝛼(𝑈∗
𝑛)𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱𝐵𝑛

𝜃𝛼
(𝛼 − ۱)(𝜃 + ۱)𝛽𝛼−۱ .

داد نشان می توان نیز (۰ < 𝛼 < ۱) 𝛼 > ۱ ازای به طرفی از

𝐺𝛼(𝑈𝑛) ≤ (≥)𝐺𝛼(𝑈∗
𝑛)𝛼𝛼(𝑛−۱)+۱(𝜃𝛽 )

𝛼−۱.

از است عبارت توزیع این از تصادفی متغیرهای از دنبالە ای در بالا ام 𝑛 رکورد اطلاع مولد تابع مقدار نیز (۶) و (۴) روابط از استفاده با

𝐺𝛼(𝑈𝑛) =
Γ(𝛼(𝑛 − ۱) + ۱)

Γ𝛼(𝑛)
𝜃𝑛𝛼

𝛽𝛼−۱[𝛼𝜃 + (𝛼 − ۱)]𝛼(𝑛−۱)+۱ .
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چکیده
زیان های رخداد به منجر بیمە ای و مالی مباحث در که می شود گفته نادر پیشامدی به کرانگین پیشامد ساده زبان به
برخوردار بسیاری اهمیت از کرانگین زیان های مدل سازی شرکت ها بودن گریز مخاطره دلیل به می گردد. بزرگ بسیار
بهره دقیقی و مناسب معیارهای از باید محصولات از نوع این مخاطرە ی کنترل و سنجش برای مقدمه این با است.
است، زمانی دینامیک و خود گذشتە ی رفتار تأثیر تحت بە شدت سهام قیمت و مالی شاخص های ازآنجایی که جست.
معیار های از برخی نوین رویکردی با مقاله این در می شود. مالی بحران های وقوع موجب مقوله این به توجه عدم لذا
انگیزشی(هاوکس، خود نقطە ای فرایند از استفاده با می دهیم. قرار موردمطالعه را مالی بازارهای مخاطرە ی سنجش
این کمک به سپس می کنیم. براورد را آینده در کرانگین زیان پیشامدهای وقوع نرخ آن، با مرتبط شدت تابع و (۱۹۷۱
بار اولین براوردگرها این می دهیم. ارائه یک روزه شرطی EⅬEP و VaR مخاطرە ی معیار از براوردگرهایی شدت تابع
تاریخچە ی و زمانی دینامیک اثر بە خوبی براودگرها این در شدند. پیشنهاد و معرفی همکاران(۲۰۱۲) و حمیدیه توسط
آن هاست. تفسیر پذیری براوردگرها این ارزشمند خصوصیات از همچنین می شود. داده انعکاس فرایند گذشتە ی رفتار
کلاسیک روش چند با و محاسبه براوردها این ایران سهام بازار با مرتبط مجوعە مشاهدات از سری ۱۰ کمک به انتها در

می شوند. مقایسه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

انگیزشی خود نقطە ای فرایند
(GPⅮ)پارتو تعمیم یافتە ی توزیع
(VaR)مخاطره معرض در ارزش

(EⅬEP)کرانگین زیان پیشامد احتمال
دم سنگین توزیع های

بازگشتی خود شرطی دورە ی مدل های

مقدمه .۱
تمامی زندگی تقریباً و آشناست مفاهیمی همگان برای ازاین دست مالی ابزارهای و مشارکت اوراق قرضه، اوراق سهام، چون مفاهیمی امروزه
تخصصی نگرش و درک فقدان بی شک می گیرد. قرار مالی مقوله این تأثیر تحت غیرمستقیم یا و مستقیم بە طور کشور اقتصادی شرایط حتی افراد،

می کند. معضل دچار را شرکت ها و شده جبران ناپذیر خسارت های ایجاد موجب بازار مطالعات انجام در مناسب
سنجش معیار های از هریک البته جست. بهره مناسب و دقیق معیارهای از می بایست محصولات از نوع این مخاطرە ی میزان سنجش برای
صدک𝑞ام از است عبارت 𝑞 ∈ (۰, سطح(۱ در VaR معیار مثال برای هستند. خود مختص قوت و ضعف نقاط دارای موجود مخاطرە ی
اطلاعات حاشیە ای توزیع روی از تنها معیار این می شود. استفاده تعهدات مخاطرە ی سنجش برای شاخصی بە عنوان آن از و خسارت ها توزیع
نتایج می تواند مسئله این (۲۰۱۵ می نماید(مک نیل، چشم پوشی مالی بازار بر آن اثرات و زمانی دینامیک از معیار این ازاین رو می گیرد، شکل
و حمیدیه پیشنهادشدە ی مدل کمک به مالی مخاطرە ی معیار براوردگرهای اصلاح و توسعه مقاله این اصلی هدف داشته باشد. همراه به نامناسبی

) fatemenasiri70@yahoo.com رامندی)، سجاد ) s_ramandi@dayins.com سپهوند)، (سامان S_sepahvand@dayins.com الکترونیک: پست
اردلی) نصیری فاطمه
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فرایند، نشان های۳ بە عنوان رخ داده کرانگین۲ زیان های و مطالعه تحت نقطە ای فرایند شدت۱ تابع میان رابطه یک ایجاد با است. همکاران(۲۰۱۲)
معرفی شده بازگشتی خود شرطی دورە ی مدل های کمک به موردمطالعه فرایند شدت تابع همچنین داد. افزاش را مدل پیش گویی قدرت می توان

می شود. ارائه مخاطره معیارهای از براوردگرهایی شده براورد شدت تابع کمک به سپس می شود. مدل سازی راسل(۱۹۹۸) و انگل توسط

تحقیق پیشینە ی .۲
داشتمان۴ مخاطرە ی وضعیت از خلاصە ای مقدار این بە طوری که است، عددی مقداری یک مخاطره معرض در ارزش معیار ساده زبان به
صندوق های و سرمایە گذاری مشترک صندوق های از برخی پس ازآنکه ۱۹۹۰ دهە ی اواخر در مخاطره معیار این می نماید. عنوان را موردمطالعه
برای کمی، مدلی ارائە ی با نوبل جایزە ی برندە ی (۱۹۵۳) هری مارکویز گرفت. قرار موردتوجه شدند، متحمل بزرگی ناگهانی زیان های بازنشستگی
در مخاطره معرض در ارزش معیار داد. پیشنهاد را مخاطره معرض در ارزش معیار از استفاده بازده، بر علاوه داشتمان یک بهینە ی سرمایە گذاری
معرفی از پس گرفت. قرار مورداستفاده مخاطره میزان سنجش برای (۱۹۹۳) جی.پی.مورگان شرکت توسط بار اولین برای و عملی بە طور صنعت
مثال بە طور است. پیشنهادشده بسیاری متنوع روش های تاکنون آن، عملکرد بهبود برای فراوان، مقبولیت کسب و مخاطره معرض در ارزش معیار
برای را آرچ ناهم واریانس مدل های (۱۹۸۲) انگل خوشە ای، بە صورت کرانگین زیان  پیشامدهای وقوع و مالی بازدە های وابستگی به توجه با
مدل تعمیم با براوردگر این دقت بهبود برای بولرسلو(۱۹۸۷) پس ازآن .(۱۹۸۲ راسل، و داد(انگل پیشنهاد مخاطرە  معرض در ارزش محاسبە ی
و مالی بازدە های بودن کرانگین به توجه با .(۱۹۸۷ قرار داد(بولرسلو، مورداستفاده و معرفی را گارچ ناهم واریانس مد ل های انگل پیشنهادشدە ی
 tدم سنگین توزیع از گارچ مدل  در موجود نرمال توزیع بە جای مدل عملکرد بهبود برای کریستیانسن(۱۹۹۹) مشاهدات، این توزیع بودن دم سنگین
و مک نیل همچنین شد. مخاطره معرض در ارزش براورد دقت چشمگیر بهبود موجب اقدام این کرد. استفاده مدل نوفە ی جملە ی توزیع بە عنوان
دادند(مک نیل، پیشنهاد معیار این محاسبە ی برای مناسبی مدل  شرطی، ناهم واریانس مدل های و کرانگین مقادیر نظریه بە کارگیری با (۲۰۰۰) فری
محاسبە ی برای موجود روش های جدیدترین و بهترین از (۲۰۱۲)یکی همکاران و حمیدیه توسط ارائە شده شدت مبنا روش همچنین .(۲۰۰۰
بە صورت خطی مبنا براوردهای و شدت مبنا۵ براوردهای (۲۰۱۲) همکاران و حمیدیه مقالە ی در می رود. شمار به مخاطره معرض در ارزش معیار
گیرد. قرار موردمطالعه (۲۰۱۲ مقاله(حمیدیه، این براوردگرها این با بیشتر آشنایی برای می شود پیشنهاد می گیرند. قرار مقایسه مورد گستردە ای

بازدە  لگاریتم و بازده .۳
یک ارزش درصورتی که می شود. تعریف زمان از معین دورە ای طول در آن قیمت تغییر بە صورت داشتمان، یک زیان یا سود بە طورکلی
درصد می کنیم. 𝛿𝑃𝑡تعریف = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−۱ را بە صورت داشتمان یک ارزش تغییر آنگاه دهیم، نشان 𝑃𝑡بە صورت را t زمان در سرمایە گذاری

از است عبارت دوره یک طول در سرمایە گذاری یک بازده

𝑅𝑡 =
𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−۱
𝑃𝑡−۱

= 𝛿𝑃𝑡
𝑃𝑡

(۱)

داریم و می شود زده تقریب بازده لگاریتم توسط بە خوبی بازده درصد شاخص کوتاە مدت دورە های در

𝑅𝑡 =
𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−۱
𝑃𝑡−۱

, 𝑅𝑡 + ۱ = 𝑃𝑡−۱
𝑃𝑡

⇒ ⅼn (𝑅𝑡 + ۱) = ⅼnቆ𝑃𝑡−۱
𝑃𝑡

ቇ (۲)

آنگاه 𝑅𝑡 → درصورتی که۰ و
ⅼn ቊ𝑃𝑡−۱

𝑃𝑡
ቋ ≃ 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−۱

𝑃𝑡−۱
(۳)

بە جای می توان را معیار دو این و است داشتمان بازده به نزدیک بسیار داشتمان ها لگاریتم تفاضل باشد، کوتاه بسیار زمانی بازە ی هنگامی که بنابراین
.(۲۰۰۵ قرارداد(سی، مورداستفاده یکدیگر

1intensity function
2Extreme
3Marked
4portfolio
5intensity base
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دم سنگین توزیع های و کرانگین مشاهدات .۴
کرانگین زیان های اصطلاحاً مقادیر این به است. اهمیت حائز بسیار بیمە ای و مالی مباحث در آن ها وقوع زمان و بزرگ بسیار خسارت های
احتمال نظریه در هستند. خسارت ها توزیع  دم به متعلق و دارند شرکت ها مالی شرایط و سیاست ها روی بر زیادی اثر کرانگین زیان های می گویند.
توزیع های از مثال هایی ... و فرە شه پارتو، وایبول، توزیع های نیست. تابع نمایی شکل دارای آن ها دم که می گویند دم سنگین۶ توزیع هایی به

می شوند: ایجاد زیر صورت ۲ به عموماً کرانگین مشاهدات آماری متون به توجه با می روند. شمار به دم سنگین
می گیریم، نظر در دوره آن کرانگین مقدار بە عنوان را دوره هر در موجود مشاهدە ی بزرگ ترین رویکرد این در بلوک ها: ماکسیمم روش ●

گوییم. بلوک ها ماکسیمم روش به حاصل شده کرانگین مشاهدات دوره، چندین در جمع آوری شده کرانگین مقادیر مجموعە ی به سپس
مشاهدات u از بزرگ تر مشاهدات بە تمامی آستانه۷، حد بە عنوان u مقدار یک تعیین با رویکرد این در آستانه: از فراتر قلە های روش ●

دمی گوییم. مشاهدات یا آستانه از فراتر قلە های روش به حاصل شده کرانگین
بە صورت را Yتصادفی متغیر باشد. 𝐹𝑋توزیع تابع با مقدار مثبت تصادفی متغیر یک X کنید فرض پیکاندس) دی هان⁃  (بالکما⁃ : قضیه۱−

𝑌 = ൝تعریف, 𝑋 < 𝑢
𝑋 − 𝑢, 𝑋 ≥ 𝑢 ; (۴)

از است عبارت 𝑌 تصادفی متغیر توزیع صورت این در است. 𝑋 توزیع دم راست سمت دامنە ی به متعلق 𝑢 آن در که می کنیم، تعریف

𝑃 (𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑦 + 𝑢 |𝑋 ≥ 𝑢) = ۱ − 𝑆𝑋(𝑦+𝑢)
𝑆𝑋(𝑢)ⅼiⅿ𝑢→∞ 𝑃 (𝑌 ≤ 𝑦) = ⅼiⅿ𝑢→∞ 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑦 + 𝑢 |𝑋 ≥ 𝑢) → ۰

(۵)
آستانه از فراتر قلە های روش به حاصل شده کرانگین مشاهدات توزیع همان که Y تصادفی متغیر توزیع 𝑢 بزرگ بسیار مقادیر ازای به بنابراین

بە صورت 𝑊𝛾حدی توزیع تابع ، 𝑑𝑛 ∈ 𝑅𝑐𝑛 > ثابت های۰ ازای به اگر صورت این در می شود. تباهیده و نموده میل صفر به است،

𝐹 (𝑐𝑛𝑦 + 𝑑𝑛)
𝑑→ 𝑊𝛾,𝛼,𝜃 (𝑥) . (۶)

معرفی شدە ی توزیع ۳ از یکی به 𝑊𝛾 آنگاه باشد، موجود

𝑊𝛾,𝛼,𝜇,𝜃 (𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۱ − exp ቄ−𝑥−𝜇
𝜃 ቅ , 𝑥 ≥ 𝜇

۱ − ቀ𝑥−𝜇𝜃 ቁ
−𝛼

, 𝑥 ≥ 𝜇 + 𝜃, 𝛼, 𝜃 > ۰
۱ − ൜ቀ−𝑥−𝜇

𝜃 ቁ
−𝛼
ൠ , 𝜇 − 𝜃 < 𝑥 < 𝜇;

(۷)

کرانگین توزیع های خانوادە ی را توزیع این۳ بە طورکلی گویند. بتا توزیع 𝑊۲را (𝑥) و پارتو توزیع 𝑊۱را (𝑥) نمایی، توزیع 𝑊۰را (𝑥) دارد. تعلق
. می نامند (۸GPⅮ)تعمیم یافته پارتو

شود. مراجعه همکاران و (۸۴ صفحە ی ۲۰۱۲، کلاگمن(کلاگمن زیان مدل های به برهان:
می گیریم. زیادی بهرە ی GPⅮدم سنگین توزیع های خانوادە ی از کرانگین زیان های مدل سازی برای ادامه در

(۹ACD) بازگشتی خود شرطی دورە ی مدل .۵
انجام زمان تحلیل و مطالعه برای مدل این از شد. مطرح راسل و انگل توسط ۱۹۹۸ سال در بار اولین بازگشتی خود شرطی دورە ی یا AⅭⅮ مدل 
مدل سازی برای مدل این از اقتصادسنجی و مالی علوم در بە طورکلی شد. استفاده می گرفت صورت تصادفی و نامنظم بە صورت که معاملاتی

6Heavy-tailed distribution
7Threshold
8Generalized Pareto distribution
9Autoregressive conditional duration
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اطلاعات بە روزرسانی با و مدل این خاص ساختار کمک به می شود. استفاده مالی بازارهای در متوالی پیشامدهای وقوع تا سپری شده مدت زمان
خوشە ای فرایندهای مدل سازی در آن توانایی به می توان مدل این قابلیت های از .(۱۹۹۸ جیوت، و داد(باونس افزایش را پیش گویی قدرت می توان
Ⅼog−AⅭⅮ مدل شد. ایجاد پژوهشگران توسط AⅭⅮمدل های از بسیاری مشتقات راسل و انگل از پس کرد. اشاره پراکنده بیش مشاهدات و
مقاله این در گردید. (۲۰۰۰)پیشنهاد همکاران و جیوت توسط مدل این ۱۹۹۷و۲۰۰). ، جیوت و می رود(باونس شمار به مشتقات این از یکی

می گیریم. بهره موردمطالعه نقطە ای فرایند شدت تابع تشریح برای مدل این از
پیشامدهای تعداد همچنین باشند. دلخواه پیشامدهایی وقوع زمان نشان دهندە ی ۰ = 𝑇۰ ≤ 𝑇۱ ≤ 𝑇۲ ≤ … ≤ 𝑇𝑛 ≤ دنبالە ی… که کنید فرض
شرطی شدت تابع است. موردمطالعه نقطە ای فرایند ,𝑁(𝑡)}نشان دهندە ی 𝑡 ≥ بنابراین{۰ می دهیم. بە صورت𝑁(𝑡)نشان را t زمان تا رخ داده

بە صورت را {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ ۰} فرایند
𝜆 (𝑡|𝐹𝑡) = ⅼiⅿ

ℎ→۰
𝑃(𝑁{𝑡, 𝑡 + ℎ} > ۰|𝐹𝑡)

ℎ
(۸)

مدت زمان نشان دهندە ی 𝑋𝑗تصادفی فرایند می کنیم. تعریف 𝑋𝑗 = 𝑇𝑗+۱ −𝑇𝑗بە صورت را {𝑋𝑗 , 𝑗 ≥ تصادفی{۱ فرایند همچنین می دهیم. نشان
زیر مدل (۲۰۰۰) همکاران و جیوت است. تصادفی فرایند این مدل سازی مقاله این هدف و است متوالی پیشامد 𝑗امین + ۱ وقوع تا سپری شده

دادند: پیشنهاد {𝑋𝑗 , 𝑗 ≥ تشریح{۱ برای را
𝑋𝑡 = exp{𝜓𝑡}𝜀𝑡
𝜓𝑡 = 𝜔 + ∑𝑝

𝑗=۱𝛼𝑗𝜀𝑡−۱ + ∑𝑞
𝑗=۱𝛽𝑗𝜓𝑡−۱

𝐸(𝑋𝑡 |𝐹𝑡−۱ ) = exp{𝜓𝑡}𝐸(𝜀𝑡)

(۹)
نوفە ی𝜀𝑡را جملە های است. مدل براورد قابل و مجهول پارامترهای بردار نشان دهندە ی 𝜃 = {𝜔, 𝛼۱, … , 𝛼𝑝, 𝛽۱, … , 𝛽𝑞}و پالایه آن𝐹𝑡یک در که
می دهند. نسبت نرمال لگ و گاما نمایی، وایبول، مانند مثبت دامنە ی با توزیع هایی آن ها به و می کنند فرض واحد میانگین با توزیع هم و مستقل

بە صورت Ⅼog− AⅭⅮمدل ، ۱p= و ۱q= گرفتن نظر در با

= 𝜔 + 𝛼𝜀𝑡−۱ + 𝛽𝜓𝑡−۱, 𝜀𝑡−۱ =
𝑋𝑡−۱

exp{𝜓𝑡−۱}
⇒ 𝜓𝑡 = 𝜔 + 𝛼 ቆ 𝑋𝑡−۱

exp{𝜓𝑡−۱}
ቇ + 𝛽𝜓𝑡−۱ (t)

باید مدل این کوواریانسی مانای برای است. (۱۹۹۱) نلسون توسط معرفی شده گارچ نمایی مدل  مشابه ساختاری ازنظر مدل این می شود. حاصل
.(۲۰۰۸ باشد(پکیورا، برقرار |𝛽| < شرط۱

{𝑋𝑗 , 𝑗 ≥ ۱} مخاطرە ی نرخ طریق از {𝑁 (𝑡) , 𝑡 ≥ فرایند{۰ شدت تابع . ۱− ۵تفسیر
نمود. مطرح زیر بە صورت می توان ,𝑁(𝑡)}را 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرایند شرطی شدت 𝑋𝑗}تابع , 𝑗 ≥ تصادفی{۱ فرایند مخاطرە ی نرخ به توجه با

داریم کنیم، ,Wibuⅼⅼ(۱فرض 𝛾)بە صورت را مدل نوفە ی جملە های توزیع درصورتی که
𝑃 ൫𝑋𝑁(𝑡)+۱ < 𝑥 |𝐹𝑡 ൯ = 𝑃(exp{𝜓𝑁(𝑡)+۱}𝜀𝑁(𝑡)+۱ < 𝑥 |𝐹𝑡 ) = 𝑃(𝜀𝑁(𝑡)+۱ < 𝑥 exp{−𝜓𝑁(𝑡)+۱} ห𝐹𝑡) ⇒
𝑓𝑋𝑁(𝑡)+۱(𝑥 |𝐹𝑡 ) = 𝛾 exp{−𝜓𝑁(𝑡)+۱}(exp{−𝜓𝑁(𝑡)+۱}𝑥)𝛾−۱ exp(−𝑥 exp{−𝜓𝑁(𝑡)+۱})𝛾 ⇒ (۱۱)
𝑋𝑁(𝑡)+۱ |𝐹𝑡 ∼ Wibuⅼⅼ(e−𝜓𝑡 , 𝛾)

مخاطرە ی𝑋𝑁(𝑡)بە صورت نرخ بنابراین

𝜆 (𝑥𝑡 |𝐹𝑡 ) =
𝜕
𝜕𝑥𝑃 ൫𝑋𝑁(𝑡)+۱ ≤ 𝑥 |𝐹𝑡 ൯
𝑃 ൫𝑋𝑁(𝑡)+۱ > 𝑥 |𝐹𝑡 ൯

= ൫e−𝜓𝑡൯𝛾 (𝑥𝑡)
𝛾−۱ 𝛾 (۱۲)

مستقل اند، شرطی بە صورت 𝑋𝑗ها اینکه به توجه با می گیریم. بهره درستنمایی ماکسیمم روش 𝜔از ،𝛼، 𝛽پارامترهای براورد برای می شود. حاصل
بە صورت درستنمایی تابع

𝓁 (𝜃|𝑥) = 𝑙𝑜𝑔 ቊ𝑓 (𝑥۱)ෑ
𝑛

𝑡=۲
𝑓 ൫𝑥𝑡ห𝑥[۱,۲,…,𝑡−۱]൯ቋ (۱۳)

توزیع دارای شرطی بە صورت اینکه𝑋𝑗ها به توجه با است. (𝑥۱, 𝑥۲, … , 𝑥𝑡−۱)مشاهدات بردار نشان دهندە ی 𝑥[۱,۲,…,𝑡−۱]عبارت می شود. حاصل
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داریم درستنمایی تابع در توزیع𝑋𝑗ها جایگذاری با هستند، وایبول

𝓁 (𝜃|𝑥) = ⅼog ቊෑ
𝑛

𝑡=۱
൜൫𝛾𝑒−𝜓𝑁(𝑡)൯ ൬𝑥𝑡𝑒−𝜓𝑁(𝑡))𝛾−۱𝑒−(𝑒

−𝜓𝑁(𝑡)𝑥𝑖)𝛾൰ൠቋ

= −
𝑛

𝑖=۱
ቄⅼog ൫𝛾𝑒−𝜓𝑁(𝑡)൯ + (𝛾 − ۱) ⅼog ൫𝑥𝑡𝑒−𝜓𝑁(𝑡)൯ − ൫𝑥𝑡𝑒−𝜓𝑁(𝑡)൯𝛾ቅ (۱۴)

می شوند: حاصل زیر رابطە ی از مدل کرد. ماندە های استفاده مدل از ماندە های می توان آزمایی پس برای مدل برازش از پس

𝑋𝑡 = exp {𝜓𝑡} 𝜀𝑡 ⇒ 𝜀𝑡 =
𝑋𝑡

exp{𝜓𝑡}
⇒ ̂𝜀𝑡 =

𝑥𝑡
exp ൛�̂�𝑡ൟ

, �̂�𝑡 = �̂� + �̂� ̂𝜀𝑡−۱ + �̂��̂�𝑡−۱ (۱۵)

نقطە ای فرایند کمک به کرانگین زیان های مدل سازی .۶
مطلقاً توزیعی زمانی𝑡≥۰{𝑍𝑡}دارای 𝑡سری ∈ ℤ+بە طوری که باشد مطالعه تحت داشتمان بازدە های لگاریتم منفی کنید𝑡≥۰{𝑍𝑡}نشان دهندە ی فرض

آنگاه دهیم نشان 𝑃𝑡بە صورت t زمان در را مطالعه تحت داشتمان ارزش اگر بنابراین است. پیوسته

𝑍𝑡 = − ⅼnቆ 𝑃𝑡
𝑃𝑡−۱

ቇ ⇒ 𝑍𝑡 ≃ − ⅼn (𝑅𝑡) (۱۶)

𝑍𝑡 > 𝑢مقادیر به ،uآستانە ی حد بە عنوان مناسب مقدار یک گرفتن نظر در با می کنیم. استفاده 𝑍𝑡مقادیر از داشتمان بازده بە جای ازاین پس
است. کرانگین زیان امین i وقوع زمان نشان دهندە ی 𝑇𝑖اندیس می دهیم. نشان 𝑍𝑇𝑖بە صورت را رخ داده کرانگین زیان های گوییم. کرانگین زیان

داریم همواره بنابراین
{𝑍𝑇𝑖 > 𝑢, 𝑇 ∈ ℤ+, 𝑖 ∈ ℕ}

بە صورت را 𝑍𝑇𝑖به وابسته 𝑌𝑖متغیر همچنین
𝑌𝑖 = 𝑍𝑇𝑖 − 𝑢

زیان مقدار باشد، 𝑌𝑖بزرگ تر مشاهدە شدە ی مقدار هرچه بنابراین می شوند. تعریف u آستانە ی حد بر مازاد۱۰ زیان های می کنیم.𝑌𝑖ها تعریف
نشان دار نقطە ای فرایند ایجاد برای 𝑇𝑖)}را , 𝑌𝑖)}𝑖≥۱دوتایی بردار می گیرد. قرار توزیع𝑍𝑖ها راست سمت دم انتهای در آن با متناظر کرانگین

می شوند. گرفته نظر در نقطە ای فرایند نشان های بە عنوان 𝑌𝑖ها می کنیم. معرفی موردنظر
این با می شود. تعریف متوالی کرانگین زیان پیشامدهای وقوع تا سپری شده مدت زمان 𝑋𝑖+۱نشان دهندە ی = 𝑇𝑖+۱ − 𝑇𝑖 , 𝑖 ≥ تصادفی۱ فرایند

بە صورت را {(𝑇𝑖 , 𝑌𝑖)}𝑖≥۱بر تعریف شده {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ نشان دار{۰ نقطە ای فرایند تفاسیر
𝑁(𝑡) ≡ ⅿax{𝑛 ≥ ۰ ∶ 𝑇𝑛 ≤ 𝑡 , 𝑡 > ۰} (۱۷)

بە صورت و می دهیم نشان 𝐹𝑡پالایە ی بە صورت ,𝑁(𝑡)}را 𝑡 ≥ نشان دار{۰ نقطە ای فرایند گذشتە ی رفتار و تاریخچه می دهیم. نشان
𝐹𝑡 ≡ 𝜎{(𝑋𝑗 , 𝑌𝑗), 𝑗 ≤ 𝑡}

{𝑁(𝑡), 𝑡 نقطە ای≤ فرایند بە طوری که است، میدان سیگما یک و زمان گذشت به نسبت اطلاعات افزایشی سیر نشان دهندە ی 𝐹𝑛.می کنیم تعریف
بە صورت ,𝑁(𝑡)}را 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرآیند شرطی ت شدّ تابع است. اندازە پذیر آن به نسبت ۰}

𝜆 (𝑡|𝐹𝑡) = ⅼiⅿ
ℎ→۰

𝑃(𝑁{𝑡, 𝑡 + ℎ} > ۰|𝐹𝑡)
ℎ (۱۸)

آنگاه است، ثابت مقداری ⅽ آن در که 𝜆(𝑡) ≡ 𝑐, 𝑡 ∈ [۰, اگر(∞ که می دانیم می دهیم. نشان
𝑋𝑡+۱ = 𝑇𝑡+۱ − 𝑇𝑡 , 𝑡 ≥ ۱
𝑋𝑡 = exp{𝜓𝑡}𝜀𝑡
𝜓𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝜀𝑡−۱ + 𝛽𝜓𝑡−۱ + 𝜂𝑌𝑡

بە عنوان 𝑌𝑡بە صورت خارجی متغیر یک کردن اضافه با 𝜆(𝑡|𝐹𝑡) شرطی شدت تابع مدل سازی برای می نامند. همگن را ایجادشده نقطە ای فرایند
داریم قبل بخش در مطرح شده Ⅼog−AⅭⅮ مدل به {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرایند نشان های

10Excess Loss
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تغییر(۱۹) شد. و...برازش وایبول گاما، نمایی، ازجمله بسیاری توزیع های 𝜀𝑡نوفە ی جملە ی به مدل، این کمک به مخاطره معیار های محاسبە ی برای
استاندارد نمایی را مدل نوفە ی جملە ی توزیع ادامه در سادگی، برای ازاین رو نداشت، معنی داری اثر براوردگرها عملکرد بهبود در مدل نوفە ی توزیع
𝛾 پارامتر مقدار .... درستنمایی تابع در است کافی حالت، این در مدل پارامترهای براورد و درستنمایی تابع آوردن دست به برای می کنیم. فرض

داریم و 𝐸𝑥𝑝(۱)تغییریافته به Wibuⅼⅼ(۱, 𝛾)از مدل نوفە ی جملە ی شرطی توزیع صورت این در دهیم. برابر۱قرار را

(۲۰)

𝑋𝑁(𝑡)+۱ |𝐹𝑡 ∼ Wibuⅼⅼ(𝑒−𝜓𝑡 , 𝛾 = ۱) ≡ 𝐸𝑒𝑝(𝑒−𝜓𝑡)
𝑓𝑋۱(𝑥۱) = 𝑒−𝜓۰𝑒−(𝑒−𝜓۰𝑥۱)

𝑓𝑋𝑡(𝑥𝑡 ห𝑥[۱,…,𝑡−۱], 𝑦[۱,…,𝑡−۱] ) = 𝑒−𝜓𝑡𝑒−(𝑒−𝜓𝑡𝑥𝑡), 𝑡 ∈ {۲, ۳, …}

بە صورت تابع این درستنمایی، تابع در توزیع ها این جایگذاری با بنابراین

𝓁 (𝜃|𝑥, 𝑦) = 𝐿𝑜𝑔 ቊෑ
𝑛

𝑡=۱
ቀ𝑒−𝜓𝑡𝑒−(𝑒−𝜓𝑡𝑥𝑡)ቁቋ = −

𝑛

𝑡=۱
ቊ𝐿𝑜𝑔 (𝜓𝑡) + ቆ 𝑥𝑡

exp{𝜓𝑡}
ቇቋ (۲۱)

توجˁه با نیست. موجود تابع جزئی مشتقات بستە ی شکل زیرا گرفت، بهره مناسب عددی روش های از باید پارامترها براورد برای می یابد. تقلیل
داریم نمایی توزیع حافظە ی عدم خاصیت و 𝑋𝑁(𝑡)ها شرطی توزیع به

𝑃({𝑁(𝑡, 𝑡 + ℎ) = ۰ |𝐹𝑡 }) = 𝑃(𝑋𝑁(𝑡) > ℎ |𝐹𝑡 )(۲۲)
= exp{−ℎ𝜆(𝑡|𝐹𝑡)}
= exp{−(ℎ𝑒−𝜓𝑁(𝑡))}

داریم ۱h= دادن قرار با و
𝑃({𝑁(𝑡, 𝑡 + ℎ) = ۰ |𝐹𝑡 }) = exp{−(e−𝜓𝑁(𝑡))}(۲۳)

بە صورت {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرایند شدت تابع  Ⅼog−AⅭⅮمدل کمک به بنابراین
𝜆(𝑡|𝐹𝑡) = exp{−𝜓𝑡}

می آید. دست به

شرطی VaR و ۱۱EⅬEP مخاطرە ی معیارهای براورد .۷
محاسبە ی نحوە ی ادامه در نمود. محاسبه آتی روز برای می توان را موردمطالعه مخاطرە ی معیار های روزانه، بە صورت داشتمان بازدە  ثبت به توجه با

می شود. تشریح شده براورد شدت تابع کمک به مخاطره معیار های این
شرطی EⅬEP مخاطرە ی معیار .۱ .۷

زیان مقدار یک گرفتن نظر در با می رود. شمار به مالی بازارهای مخاطرە ی سنجش معیارهای از یکی EⅬEP یا کرانگین زیان پیشامد احتمال
بە صورت معیار این u بە صورت کرانگین

𝜌𝑢(𝑡) = 𝑃(𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡) (۲۴)
توجˁه با نماییم. براورد را مخاطره معیار این نقطە ای، فرایند شدت تابع و مطرح شده مدل کمک به تا داریم قصد قسمت این در می شود. تعریف

پیشامد ,𝑁(𝑡)}دو 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرایند به
{𝑁(𝑡, 𝑡 + ۱) = ۱|𝐹𝑡} = {𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡}(۲۵)

11extreme loss event probability
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,𝑁(𝑡)}یک 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرآیند زمان همین در که است آن معادل ،۱t+ زمان در u بر مازاد کرانگین زیان یک وقوع حقیقت در هستند. معادل
داریم تفاسیر این با باشد. داشته ورودی

𝜌𝑢(𝑡) = 𝑃(𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡)
= ۱ − 𝑃({𝑁(𝑡, 𝑡 + ۱) = ۰}|𝐹𝑡)
= ۱ − exp{−𝜆(𝑡|𝐹𝑡)}
�̂� (𝑡|𝐹𝑡) = exp ൛− ൫�̂� + �̂�𝜀𝑁(𝑡) + �̂�𝜓𝑁(𝑡) + �̂�𝑦𝑁(𝑡)൯ൟ (۲۶)

کرد. تعریف EⅬEP مخاطرە ی معیار براورد برای مناسب براوردگر یک می توان شده، براورد ت شدّ تابع کمک به بنابراین
EⅬEP مخاطرە ی معیار تقریب .۲ .۷

شرطی EⅬEP مقدار آستانه، حد مقدار بە عنوان u بزرگ مقادیر ازای به که است ∞→ⅼiⅿ𝑢بدیهی 𝜌𝑢 (𝑡) = 𝑃 ({𝑍𝑡+۱ > 𝑢} |𝐹𝑡) → ۰ (۲۷)
داریم و می یابد کاهش

𝜌𝑢(𝑡) ≃ 𝜆(𝑡|𝐹𝑡) + 𝑜(𝜆(𝑡|𝐹𝑡)) (۲۸)
در قرار داد. براورد𝜌𝑢(𝑡)مورداستفاده از تقریبی بە عنوان مستقیم بە طور می توان 𝜆(𝑡|𝐹𝑡)را براورد مقدار u، بزرگ بسیار مقادیر ازای به ازاین رو

داریم صورت این
بە صورت تابعی o(ℎ)آن در که

ⅼiⅿ
ℎ→۰

𝑜(ℎ)
ℎ = ۰

مورداستفاده آینده روز برای شرطی EⅬEP مخاطرە ی معیار از تقریبی بە عنوان گذشته، اطلاعات کمک به شده براورد شدت تابع ازاین رو است.
داریم رابطه این تفسیر برای می گیرد. قرار

𝛿𝜌𝑢(𝑡)
𝜌𝑢(𝑡)

= ۱ − exp{−𝛿𝜆(𝑡|𝐹𝑡)}
exp{𝜆(𝑡|𝐹𝑡)} − ۱ ≃ 𝛿𝜆(𝑡|𝐹𝑡)

𝜆(𝑡|𝐹𝑡)
(۲۹)

یک اکنون نمود. تفسیر شده برآورد ت شدّ تابع نسبی تغییرات کمک به می توان را شرطی EⅬEP مقدار در ایجادشده نسبی تغییرات بنابراین
شکل چه به اثر این و می شوند واقع مؤثر شرطی EⅬEP مخاطرە ی معیار در اندازه چه تا کرانگین پیشامدهای وقوع که است این مهم سؤال

قرارداد. موردبررسی را ت شدّ تابع و کرانگین زیان مقدار بین رابطە ی باید سؤال این به پاسخ برای است؟
با برابر تقریباً ت شدّ تابع نسبی تغییرات نهایی، بە تقریب توجه با 𝜆(𝑡|𝐹𝑡) = exp{−(𝜔 + 𝛼𝜀𝑁(𝑡) + 𝛽𝜓𝑁(𝑡) + 𝜂𝑌𝑁(𝑡))} ⇒

𝛿𝜆(𝑡|𝐹𝑡)
𝜆(𝑡|𝐹𝑡)

≃ exp ൛−𝜂 ൫𝛿𝑌𝑁(𝑡)൯ൟ − ۱ ≃ −𝜂 ൫𝛿𝑌𝑁(𝑡)൯ (۳۰)
ت شدّ تابع نسبی تغییرات میزان کرانگین، زیان مقدار در افزایش صورت۰٫۰۱ در عبارتی به ضریب𝜂−است. با کرانگین زیان میزان در تغییر مقدار

....داریم رابطە ی طبق طرفی از بود. برابر(۰٫۰۱)𝜂−خواهد
𝛿𝜌𝑢(𝑡)
𝜌𝑢(𝑡)

≃ 𝛿𝜆(𝑡|𝐹𝑡)
𝜆(𝑡|𝐹𝑡)

≃ −𝜂 ൫𝛿𝑌𝑁(𝑡)൯ (۳۱)

است. −𝜂(𝛿𝑌𝑁(𝑡))برابر شرطی EⅬEPمعیار نسبی تغییرات 𝛿𝑌𝑁(𝑡) = بە اندازە ی۰٫۰۱ کرانگین زیان مقدار تغییر صورت در بنابراین

شرطی VaR مخاطرە ی معیار .۳ .۷
معیار این دقیق تعریف از پس قسمت این گرفت.در قرار توصیف مورد مخاطره معرض در ارزش VARیا مخاطرە ی سنجش معیار مقدمه در
معرض در ارزش مطالعه تحت داشتمان بازدە های گرفتن𝑡≥۰{𝑍𝑡}بە عنوان نظر در با می شود. ارائه شدت تابع کمک به آن براورد نحوە ی مخاطره

داریم و می دهیم نشان 𝑉𝐴𝑅𝑞(𝑡)بە صورت را بازدە ها این توزیع صدکqام شرطی مخاطرە ی
𝑉𝐴𝑅𝑞(𝑧) = inf{𝑧 ∈ 𝑍 ∶ 𝑃 ({𝑍 > 𝑧}|𝐹𝑡) ≤ ۱ − 𝑞} (۳۲)

بە صورت متغیر این توزیع ،𝑍𝑇𝑖 بازدە  با آن رابطە ی و (uبر مازاد زیان تصادفی𝑌𝑖(مقادیر متغیر به توجه با
𝐹𝑌(𝑦𝑖) = 𝑃(𝑌𝑖 < 𝑦𝑖) = 𝑃(𝑍𝑇𝑖 − 𝑢 < 𝑦𝑖|𝑍𝑇𝑖 > 𝑢), 𝑌𝑖 = 𝑍𝑇𝑖 − 𝑢|𝑍𝑇𝑖 > 𝑢(۳۳)
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𝑌𝑖بە صورت کرانگین مشاهدات توزیع ،(۱۹۷۵ کرانگین(پیکاند⁃بالکما⁃دی هان، مقادیر قضیە ی به توجه با می شود. بیان

𝑃 (𝑌𝑖 < 𝑥) = 𝑊𝜅,𝜉 (𝑥) ≡ ۱ − ൬۱ + 𝜉𝑥𝜅൰
− ۱
𝜉

+
(۳۴)

این میان وابستگی گرفتن نظر در ولیکن باشد، غیرواقعی فرضی است ممکن استقلال شرط می شوند. فرض متغیرهای𝑌𝑖مستقل است. قابل تعریف
طریق از عموماً بازدە ها می گیریم. نادیده را وابستگی این ازاین رو نمی شود، شرطی VaR براوردگر دقّت افزایش و عملکرد بهبود موجب متغیرها
توزیع های خانوادە ی درهرحال هستند. بالا کران دارای ادعاشده زیان های همواره نظری مسائل در اگر چه نمی شوند مدل سازی کران دار توزیع های
مقدار محاسبە ی از پس .(۱۹۸۷ والیس، و است(هاسکین مناسبی آماری خواص دارای و منعطف خانوادە ای ها 𝑌𝑖مدل سازی برای تعمیم یافته پارتو
محاسبە ی سراغ به ،𝜅 > ۰, 𝜉 ∈ ℝ+پارامترهای براورد و ( ۱۹۷۵ (هیل، هیل۱۲ روش ازجمله مناسب روش های کمک به uآستانە ی حد مناسب
Z𝑡+۱}را > 𝜁𝑞(𝑡)}پیشامد احتمال شرطی، احتمال کمک به می دهیم. بە صورت𝜁𝑞(𝑡)نشان را مقدار این می رویم. شرطی VaR مخاطرە ی معیار

بە صورت می توان
P({Z𝑡+۱ > 𝜁𝑞(𝑡)}) = P({Z𝑡+۱ − 𝑢 > 𝜁𝑞(𝑡) − u}|Z𝑡+۱ > 𝑢)P({Z𝑡+۱ > 𝑢}), 𝜁𝑞(𝑡) > u (۳۵)

داریم عنوان شده معادلە ی کمک ,𝑁(𝑡}به 𝑡 + ۱) = ۱|𝐹𝑡} = {𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡}پیشامد دو بودن معادل به توجه با طرفی از کرد. بیان
𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝜁𝑞(𝑡)}|𝐹𝑡) =
= 𝑃({𝑍𝑡+۱ − 𝑢 > 𝜁𝑞(𝑡) − 𝑢}|𝑍𝑡+۱ > 𝑢, 𝐹𝑡)𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝑢}|𝐹𝑡)
= 𝑃({𝑌𝑁(𝑡)+۱ > 𝜁𝑞(𝑡) − 𝑢}|𝑌𝑁(𝑡)+۱ > ۰, 𝐹𝑡)𝑃({𝑁(𝑡.𝑡 + ۱) = ۱}|𝐹𝑡)
= ۱ − 𝑞

(۳۶)

داریم آن ها کردن فرض مستقل متغیر𝑌𝑖و توزیع به توجˁه با

𝑃 ൫൛𝑍𝑡+۱ > 𝜁𝑞 (𝑡)ൟ |𝐹𝑡൯ = ቀ۱ + 𝜉 𝜁𝑞−𝑢𝜅 ቁ
−۱
𝜉 {۱ − 𝑃 ({𝑁 (𝑡, 𝑡 + ۱) = ۰} |𝐹𝑡)}

= ቀ۱ + 𝜉 𝜁𝑞−𝑢𝜅 ቁ
−۱
𝜉 ൫۱ − exp {−𝜆 (𝑡|𝐹𝑡)}൯

= ۱ − 𝑞

(۳۷)

معکوس و بالا معادلە ی حل با درنهایت می شود. مرتبط {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ نقطە ای{۰ فرایند ت شدّ تابع به VaR مخاطرە ی معیار ترفند این با بنابراین
داریم آن کردن

𝜁𝑞 (𝑡) = 𝑢 + 𝜅
𝜉 ൝ቆ

۱ − exp(−𝜆(𝑡|𝐹𝑡))
۱ − 𝑞 ቇ

𝜉
− ۱ൡ (۳۸)

مدل تفسیر .۸
بە صورت می توان ۱را − exp{−𝜆(𝑡|𝐹𝑡)}عبارت ، معادلە ی.... در مدل تفسیر و بررسی برای بە دست آمده براوردگر به توجه با

۱ − exp{−𝜆(𝑡|𝐹𝑡)} = 𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡}) (۳۹)
بە صورت می توان را براوردگر این بنابراین نوشت.

𝜁𝑞 (𝑡) = 𝑢 + 𝜅
𝜉 ൝ቆ

𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡})
۱ − 𝑞 ቇ

𝜉
− ۱ൡ (۴۰)

بە صورت زیان ها توزیع صدک𝑞ام غیرشرطی براوردگر نمود. بازنویسی

𝜁𝑢𝑛𝑞 (𝑡) = 𝑢 + 𝜅
𝜉 ൝ቆ

𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝑢})
۱ − 𝑞 ቇ

𝜉
− ۱ൡ (۴۱)

12Hill
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احتمال کردن شرطی در براوردگر،  دو این تفاوت است. (unⅽonⅾitonaⅼ)غیرشرطی عبارت شدە ی مختصر unآن در که است، قابل دستیابی
براوردگر عملکرد بهبود برای همکاران(۲۰۱۲) و حمیدیه توسط مطرح شده ایدە ی بیانگر تفاوت این است. 𝐹𝑡پالایە ی 𝑍𝑡+۱}روی > 𝑢}پیشامد
براورد در فرایند گذشتە ی رفتار تاریخچە ی و زمانی دینامیک به توجه موجب براوردگر(۳۵) از استفاده حقیقت در است. VaR مخاطرە ی معیار

است. VaR مخاطرە ی معیار

مدل سنجی اعتبار و آزمایی پس .۹
مدل، اعتبار سنجش برای کلیدی مؤلفە های از یکی گیرد. قرار بررسی و موردسنجش آن اعتبار باید آن از استفاده از قبل مدل، توسعە ی از بعد
که است اولیە ای مفروضات مطابقت بررسی برای کمˁی روش های کاربرد شامل شیوه این .(۲۰۰۴ است(پلتیر، آزمایی۱۳ پس شیوە ی از استفاده

ایجادشده. آن مبنای بر مدل
مورداستفاده و معرفی ۱۹۹۳ سال در رسمی بە طور مخاطره معرض در ارزش مفهوم زیرا است نوپا بسیار آزمایی پس مفهوم نظری لحاظ به
مناسب روش کمی بسیار تعداد تاکنون که نمودند اذعان پلتیر(۱۹۹۸) و کریستوفرسن نام های به آزمایی پس پیشگامان از تن دو گرفت. قرار
در زمانی۱≤𝑡≤𝑁{𝑍}که سری کمک به آزمایی پس برای است. توسعە یافته و ایجاد مخاطره، معرض در ارزش معیار براورد آزمایی پس برای
{Z𝑡−𝓁+۱,Z𝑡−𝓁+۲, … , 𝑍𝑡}, 𝑡 بە صورت∋ مشاهدات از متحرک پنجرە هایی است، مطالعه در استفادە شده نمونە ی حجم نشان دهندە ی N آن
ایجادشده متحرک پنجرە های از یک هر به حال است. مشاهدات بردار طول بالا𝓁نشان دهندە ی عبارت در می نماییم. ,𝓁}ایجاد 𝓁+ ۱, … , 𝑁− ۱}
پنجرە های تعداد به بنابراین می شوند. براورد شرطی VaR و EⅬEPمقادیر آن کمک به و برازش را مطرح شده Ⅼog−AⅭⅮ مدل مستقل بە طور
سنجی اعتبار و فرض آزمون های انجام نحوە ی ادامه در اختیارداریم. در یک روزه شرطی VaR و EⅬEP براورد بە عنوان مقادیری متحرک،

می شود. ارائه موردمطالعه براوردگرهای
شرطی EⅬEP مخاطرە ی معیار براورد آزمایی پس نحو ە ی .۱ .۹

{Z𝑡−𝓁+۱,Z𝑡−𝓁+۲, … ,Z𝑡}, 𝑡 پنجرە ی∋ هر ازای به EⅬEP مقدار براورد کمک به لذا نیستیم، EⅬEPمخاطرە ی معیار دقیق مقدار مشاهدە ی به قادر ازآنجایی که
براورد بزرگ مقادیر قرار داد. موردبررسی می توان را براوردگر دقّت میزان Z𝑡+۱مشاهدە شدە ی مقدار با آن مقایسە ی ,𝓁}و 𝓁 + ۱, … , 𝑁 − ۱}
تمام ازای به uآستانە ی حد مقدار تعیین از پس برعکس). است(و کرانگین زیان پیشامد وقوع احتمال افزایش بە منزلە ی EⅬEP معیار شدە ی
𝑍𝑡+۱}محقق > 𝑢}پیشامد درصورتی که می دهیم. قرار مقایسه مورد Z𝑡+۱را ،𝑡 ∈ {𝓁, 𝓁 + ۱, … , 𝑁 − مشاهدات{۱ بە دست آمده، پنجرە  های
ایجادشده دنبالە ی به می شود، ایجاد ۱ و ۰ مقادیر از دنبالە ای بنابراین می کنیم. یادداشت را صفر مقدار صورت این غیر در و ۱ مقدار باشد، شده

داریم بە طورکلی می پذیرند. ۱را مقدار 𝜃𝑡+۱احتمال با دنباله این اعضای می گویند. برنولی دنبالە ی یک
𝑋۱, 𝑋۲, … , 𝑋𝑁−𝓁
𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑘) = ൝𝜃𝑡+۱ = 𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝑢|𝐹𝑡}), 𝑘 = ۱

۱ − 𝜃𝑡+۱ = 𝑃({𝑍𝑡+۱ ≤ 𝑢|𝐹𝑡}), 𝑘 = ۰ ⇒ 𝑋𝑡 ∼ 𝐵𝑒𝑟 (𝜃𝑡+۱)
(۴۲)

بە صورت لوژستیک رگرسیونی مدل از شرطی، EⅬEP براوردهای اعتبار سنجش برای

ⅼogቆ 𝜃𝑡+۱
۱ − 𝜃𝑡+۱

ቇ = 𝜙۰ + 𝜙۱𝜌𝑢 (𝑡) (۴۳)

بنابراین است. کرانگین زیان پیشامد احتمال و شرطی EⅬEPبراوردهای میان آماری رابطە ی پارامتر𝜙۱نشان دهندە ی مدل این در می شود. استفاده
بودن معنی دار که است بدیهی نمود. قضاوت می توان 𝜙۱ پارامتر معنی داری مورد در آن، با مرتبط p−مقدار و دوطرفه فرض  آزمون های کمک به
مورداستفاده براوردگر عملکرد صحت معنی به نیز این و است EⅬEP پیش گویی 𝜌𝑢(𝑡)در پیش گو متغیر موفقیت و توانایی معنی به 𝜙۱ پارامتر

است. مقاله این در
VaR مخاطرە ی معیار براورد آزمایی پس نحوە ی .۲ .۹

مقادیر محاسبە ی و متحرک پنجرە های ایجاد از پس 𝜁𝑞(𝑡) حاصل شدە ی مقادیر و شرطی VaR براوردهای اعتبار سنجش و آزمایی پس برای
{𝑍𝑡+۱ > 𝜁𝑞(𝑡)}پیشامد درصورتی که می شوند. مقایسه Z𝑡+۱ 𝑡 ∈ {𝓁, 𝓁 + ۱, … , 𝑁 − مقدار{۱ با براوردها این پنجره، هر ازای به 𝜁𝑞(𝑡)
مجدداً می کنیم. یادداشت ۰را عدد صورت این غیر در می کنیم، ثبت آن با متناظر را ۱ عدد و است پیوسته وقوع به تخطی۱۴ گوییم شود، مشاهده

13Backtesting
14violation
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متفاوت کاملا́ اینجا در برنولی دنبالە های ایجاد نحوە ی گفت، باید قبل با آزمون این روند شباهت علی رغم داریم. را و۱ ۰ مقادیر از دنبالە ای
ایجادشده برنولی دنبالە ی با مرتبط احتمالات ولیکن می شود، گرفته نظر در u برابر همواره و ثابت تخطی معیار قبل حالت در زیرا است قبل با
این وقوع احتمال ولیکن است متفاوت مقداری پنجره هر ازای به مقدار این که است 𝜁𝑞(𝑡) برابر دنبالە ها تخطی معیار اینجا در امˁا است. متفاوت

۱است. − 𝑞 برابر و ثابت ایجادشده برنولی دنبالە ها ی تمامی برای تخطی ها
تعداد باشند، گرفته صورت بە درستی شرطی VaR براوردهای درصورتی که می شوند، فرض مستقل ایجادشده برنولی دنبالە ها ی ازآنجایی که

می شود: تعریف زیر بە صورت و است دوجملە ای توزیع ریاضی امید برابر ({𝑍𝑡+۱ > 𝜁𝑞(𝑡)} تخطی های (تعداد موفقیت ها
𝑋۱, 𝑋۲, … , 𝑋𝑁−𝓁
𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑘) = ൝𝑃({𝑍𝑡+۱ > 𝜁𝑞(𝑡)|𝐹𝑡}) = ۱ − 𝑞, 𝑘 = ۱

𝑃({𝑍𝑡+۱ ≤ 𝜁𝑞(𝑡)|𝐹𝑡}) = 𝑞, 𝑘 = ۰ ⇒ 𝑋𝑡 ∼ 𝐵𝑒𝑟 (۱ − 𝑞)

∑𝑁−𝓁
𝑖=۱ 𝑋𝑖 = 𝑌 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑁 − 𝓁, ۱ − 𝑞) ⇒ 𝐸{𝑌} = (𝑁 − 𝓁)(۱ − 𝑞)

(۴۴)

دنبالە ی در موجود ۱های تعداد عبارتی به یا رخ داده تخطی های تعداد باشند، شده براورد بە درستی شرطی VaR مقادیر درصورتی که بنابراین
است. (𝑁 − 𝓁)(۱ − 𝑞)برابر ایجادشده برنولی

مقدار براوردی بیش و کم براوردی پدیدە ی دو هر زیرا گرفت، بهره می توان دوطرفه آزمون های از حاصل شده براوردهای اعتبار سنجش برای
ی تخطّ وقوع زمان های میان خودهمبستگی بررسی برای باکس۱۵ لیونگ آزمون از همچنین باشد. بحران زا می تواند شرطی VaR مخاطرە ی معیار

می گردد. گزارش آزمون این p−مقدار و می شود استفاده مقادیر این استقلال فرض و شرطی VaR مقدار از

عددی کار .۱۰
کمک به سپس و محاسبه را یک روزه شرطی EⅬEP VARو مخاطره معیارهای مقادیر مقاله از قسمت این در

مجموعە مشاهدات از شرطی EⅬEP و VAR مخاطره معیارهای براورد برای می دهیم. قرار موردبررسی را آن ها اعتبار آزمایی پس مناسب روش های
براوردهای ایجاد و بە کارگیری برای را ایدآلی شرایط زیر جدول در معرفی شده سری ۱۰ مشاهدات مجموعه این میان از شد. استفاده بسیاری مالی

می شود. ارائه زیر جدول در مشاهدات مجموعه این مشخصات گرفتند. قرار مورداستفاده و داشتند معتبر

مخاطره معیارهای محاسبە ی برای مورداستفاده مجموعە مشاهدات  :۱ جدول
مالی بازار تاریخ عضو شرکت های تعداد مورداستفاده متغیر

آمریکا دلار ۱۳۸۵̸۰۱̸۰۱ تا ۱۳۹۶̸۰۱̸۰۱ − تبدیل نرخ
کویت دینار ۱۳۸۵̸۰۱̸۰۱ تا ۱۳۹۶̸۰۱̸۰۱ − تبدیل نرخ
سوئد کرون ۱۳۸۵̸۰۱̸۰۱ تا ۱۳۹۶̸۰۱̸۰۱ − تبدیل نرخ

چاپ و انتشار ۱۳۸۷̸۰۹̸۱۵ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ ۱ شاخص
خودرو ۱۳۸۷̸۰۹̸۱۵ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ ۳۱ شاخص
زراعت ۱۳۸۷̸۰۹̸۱۵ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ ۱ شاخص

سرمایە گذاری ۱۳۸۷̸۰۹̸۱۵ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ ۱۶ شاخص
غیرفلزی کانی های ۱۳۸۷̸۰۹̸۱۵ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ ۱۱ شاخص
وصنعت شرکت ۱۳۸۰̸۰۱̸۰۵ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ − سهام قیمت
ونفت شرکت ۱۳۸۲̸۰۱̸۳۱ تا ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ − سهام قیمت

محاسبە ی روند و نتایج خودرو صنعت ازای به تنها ادامه در نیستیم. مشاهدات مجموعه تمام نتیجە ی ارائه به قادر محاسبات زیاد حجم به توجه با
محاسبە ی برای می شوند. داده نشان بخش انتهای جداول در مشاهدات مجموعه سایر نتایج می شود. ارائه کامل بە صورت مخاطره معیارهای
پس ازآن محاسبات تمام بە طوری که است اثرگذار و مهم بسیار مقدار این انتخاب هستیم. uآستانە ی حد مناسب مقدار نیازمند مخاطره معیارهای
مشاهدات مجموعه برای مناسب نمودارهای رسم و Rنرم افزار کمک به است. آن به وابسته شرطی EⅬEP و VAR براوردهای مقدار ازجمله

می شود. رسم زیر نمودار در ۱۳۹۵̸۱۲̸۲۸ تا ۱۳۸۷̸۰۹̸۱۵ تاریخ از خودرو صنعت شاخص راداریم. زیر نتایج خودرو صنعت مالی
سهام ارزش کاهش معنای به 𝑍𝑡 بزرگ مقادیر داده می شود. نشان زیر نمودار در مقادیر این توزیع شکل بازدە ها، لگاریتم منفی محاسبە ی از پس

دارند. قرار ( position short)فروش موقعیت در که است کسانی نفع به این و است

15Ljung–Box test
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خودرو صنعت شاخص روزانە ی تغییرات نمودار :۱ شکل

آن ها توزیع شکل و خودرو صنعت مالی بازدە های زمانی سری :۲ شکل

حد مقدار مناسب روش های کمک به حال است. سنگین دمی دارای و متقارن تقریباً صفر حول مالی بازدە های توزیع داریم انتظار که همان طور
را کرانگین بازدە های رفتار و توزیع دم ساختار ایجادشدە ، گرافیکی نمودار های کمک به آوریم. دست به را خودرو صنعت بازدە های آستانە ی

می دهیم. قرار موردبررسی
رسم خط چین ازای به را پارتو توزیع 𝜉 پارامتر مناسب مقدار نیز دوم شکل است. هیل روش به آستانه حد بهینە ی مقدار نشان دهنده اول نمودار
نمودار توسط توزیع شکل پارامتر مقدار برای پیشنهادشده بازە ی است. بازدە ها توزیع ۹۰ام صدک با متناظر پیشنهادشده مقادیر می دهد. نشان شده
تعیین ۰۱۹ .۰ مناسب آستانە ی حد مقدار بازدە ها، توزیع ۹۰ام صدک  و نمودار ۳ این کمک به درنهایت است. 𝜉 ∈ (−۰٫۱, ۰٫۲۴) برابر نیز آخر

می دهد. نشان را آستانه حد مقدار از بعد و قبل بازدە های توزیع شکل زیر نمودارهای می شود.
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هیل براوردگر کمک به آستانه حد مقدار تعیین :۳ شکل

دم سنگین توزیع u) از بزرگ تر بازدە ها(بازدە های کرانگین مشاهدات به بعد مرحلە ی در می نماید. مشخص را بازدە ها توزیع دم بە خوبی u مقدار
مجموعه برای R، نرم افزار کمک به .مجدداً می شوند براورد درستنمایی ماکسیمم روش به را توزیع این پارامترهای می دهیم. برازش پارتو
اعتبار سنجش برای زیر نمودارهای .𝜉 = −۰٫۰۹۸۶۰۸, 𝜅 = ۰٫۰۰۹۰۹ از عبارت اند شده براورد پارامترهای خودرو صنعت مالی مشاهدات

می شوند. ارائه شده برازش مدل
گام در می دهند. قرار موردحمایت را آن و دارند شده برازش مدل بودن مناسب از نشان همگی شده رسم نمودارهای سایر و Q−Q نمودار
نوفە ی جملە های توزیع پیروی مدل این اصلی مفروضات از یکی شد عنوان قبل که همان طور Ⅼog−می رویم. AⅭⅮمدل برازش سراغ به بعد
که همان طور است. Ⅼog−AⅭⅮ مدل برازش از حاصل شده ماندە های توزیع شکل نشان دهنده زیر نمودار است. استاندارد نمایی توزیع از مدل

است). ۹۹۸۷ .۰ برابر مشاهدات می نماید(میانگین پیروی نمایی توزیع از ماندە ها توزیع می شود مشاهده
کرانگین زیان های وقوع با مرتبط نقطە ای فرایند می شود مشاهده که همان طور می دهد. نشان فرایند𝑡≥۱{𝑋𝑡}را تجربی مخاطرە ی نرخ زیر نمودار
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آستانه حد از بعد و قبل بازدە های تفکیک :۴ شکل

. است ثابت مخاطرە ی نرخ نشان دهندە ی قرمزرنگ نمودار . است ناهمگن فرایندی خودرو صنعت مالی مشاهدات در
خودرو صنعت مالی مشاهدات برای نمود. براورد شده برازش Ⅼog− AⅭⅮمدل کمک به می توان را نقطە ای فرایند شدت تابع بعد مرحلە ی در

از عبارت اند ⅬOG−AⅭⅮمدل شدە ی براورد پارامترهای
�̂� = ۰٫۶۹۷, �̂� = ۰٫۱۶۶, �̂� = ۰٫۶۸۷, �̂� = −۱۵٫۷۹

بە صورت شده براورد شدت تابع بنابراین
�̂�𝑁(𝑡) = ٫۶۹۷ + ٫۱۶۶𝜀𝑁(𝑡) + ٫۶۸۷𝜓𝑁(𝑡) − ۱۵٫۷۹𝑦𝑁(𝑡)
�̂� (𝑡|𝐹𝑡) = exp ൛− ൫٫۶۹۷ + ٫۱۶۶ ̂𝜀𝑡−۱ + ٫۶۸۷�̂�𝑡−۱ − ۱۵٫۷۹𝑦𝑡−۱൯ൟ

(۴۵)
عبارت خودرو صنعت مالی بازار برای یک روزه شرطی EⅬEP مخاطرە ی معیار براوردگر شده براورد شدت تابع به توجه با می شود. حاصل

از است
𝜌𝑢 (𝑡) = ۱ − exp ൛− ൫exp ൛− ൫٫۶۹۷ + ٫۱۶۶𝜀𝑡−۱ + ٫۶۸۷�̂�𝑡−۱ − ۱۵٫۷۹𝑦𝑡−۱൯ൟ൯ൟ (۴۶)

داریم ۹۵̸۱۲̸۲۸ تاریخ یعنی دوره، پایان در متغیرها مقادیر به توجه با
𝑦𝑡−۱ = ۱٫۲۲۳۹۸۰ × ۱۰−۳, �̂�𝑡−۱ = ۲٫۶۲, ̂𝜀𝑡−۱ = ۱٫۵۲۷۱۰۰۴۸

داریم EⅬEP براوردگر در مقادیر این جایگذاری با
𝜌𝑢(𝑡) = ۰٫۰۶۳۰۶۷

زیان پیشامد اثر میزان بررسی برای است. ۰۶۳ .۰ برابر شویم مواجه ۰۱۹ .۰ مقدار از فراتر زیانی با ۹۵̸۸̸۲۹ تاریخ در اینکه احتمال بنابراین
داریم EⅬEP مخاطرە ی معیار مقدار در کرانگین

𝛿𝜌𝑢(𝑡)
𝜌𝑢(𝑡)

≃ 𝛿𝜆(𝑡)
𝜆(𝑡) ≃ − (−۱۵٫۷۹) (𝛿𝑦𝑡)

همچنین می گردد. کرانگین زیان پیشامد احتمال ۱۵٫۷۹ × ۰٫۰۱ = تقریبی٫۱۵۷۹ افزایش موجب کرانگین، زیان مقدار در تغییر بنابراین۰. ۰۱
بە صورت خودرو صنعت مالی مشاهدات ۹۵ام صدک یک روزە ی شرطی مخاطر ە ی معرض در ارزش معیار براورد مقدار

𝜁𝑞 (𝑡) = 𝑢 + 𝜅
𝜉 ቊ൬

۱−exp{−𝜆(𝑡|𝐹𝑡)}
۱−𝑞 ൰

𝜉
− ۱ቋ

= ۰٫۰۱۹ + −۰٫۰۹۸۶۱
۰٫۰۰۹۰۹ ቊቀ ۱−exp(−۰٫۰۶۵۱۴۳)

۰٫۰۵ ቁ
−۰٫۰۹۹

− ۱ቋ = ۰٫۰۲۱۱
(۴۷)

معیارهای محاسبە ی و شده بە کاررفته مشاهدات مجموعه ۱۰ تمام ازای به موردنیاز پارامترهای براورد و محاسبه از پس درنهایت می شود. حاصل
می دهیم. قرار موردبررسی را ایجادشده براوردهای اعتبار آزمایی، پس مناسب روش های کمک به روزه، ۱ شرطی EⅬEP و VARمخاطرە  ی
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کرانگین بازدە های به GPⅮ شدە ی برازش مدل سنجی اعتبار :۵ شکل

GPⅮ توزیع برازش و آستانه حد تعیین .۱ .۱۰
آستانە ی حد مقدار تعیین از پس می شود. داده نشان شده بە کارگرفته مالی مشاهدات مجموعه از یک هر مناسب آستانە ی حد مقدار زیر جدول در
می شود. براورد درستنمایی ماکسیمم روش به توزیع این پارامتر های و برازش GPⅮ دم سنگین توزیع آن، بر مازاد کرانگین زیان های به مناسب

می گردد. ارائه جدول این در برازش نیکویی معیار چند همراه به مدل سازی این از بە دست آمده نتایج
اطمینان 𝑌𝑡نشان های ریاضی امید بودن متناهی از می توان بنابراین می کند. صدق −۰٫۵ < ξ̂ < ۱ شرط در موارد تمام در ξ̂ شدە ی براورد پارامتر
توزیع دارای مجانبی بە صورت شرایط این تحت درستنمایی ماکسیمم روش به حاصل شده براوردگرهای اسمیت(۱۹۹۰) به توجه با کرد. حاصل

.(۱۹۹۰ اسمیت، و هستند(داویسون نرمال
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Ⅼog−AⅭⅮ شدە ی برازش مدل ماندە های توزیع :۶ شکل

{𝑋𝑗 , 𝑗 ≥ فرایند{۱ تجربی نرخ مخاطرە ی :۷ شکل
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کرانگین زیان های به GPⅮ دم سنگین توزیع برازش نتیجە ی و آستانه حد مقدار تعیین :۲ جدول
مالی دادە های آستانه حد 𝜉 𝜅 log − 𝑙𝑖𝑘 𝐴𝐶𝐼 𝐵𝐼𝐶
آمریکا دلار ۰۰۲۲ .۰ ۲۴۳۰ .۰ ۰۰۲۸ .۰ ۹۵۸ − ۱۹۱۳ ۱۹۰۷
کویت دینار ۰۰۳۰ .۰ ۳۵۹۷ .۰ ۰۰۲۳ .۰ ۱۰۸۲ − ۲۱۶۰ ۲۱۵۳
سوئد کرون ۰۰۶۵ .۰ ۰۷۹۴ .۰ ۰۰۵۰ .۰ ۹۵۹ ۱۹۱۵ ۱۹۰۸

چاپ و انتشار ۰۱۸۰ .۰ ۱۸۹۹ .۰ ۰۱۴۹ .۰ ۶۲۱ − ۱۲۳۹ ۱۲۳۲
خودرو ۰۱۹۰ .۰ ۰۹۸۶ .۰ − ۰۰۹۱ .۰ ۸۶۶ − ۱۷۲۸ ۱۷۲۱
زراعت ۰۱۸۰ .۰ ۲۵۴۳ .۰ − ۰۱۸۷ .۰ ۶۶۵ − ۱۳۲۷ ۱۳۲۱

سرمایە گذاری ۰۰۹۴ .۰ ۱۲۴۹ .۰ − ۰۰۶۲ .۰ ۹۰۷ − ۱۸۱۰ ۱۸۰۴
غیرفلزی کانی های ۰۱۱۰ .۰ ۲۰۶۷ .۰ ۰۰۵۰ .۰ ۷۱۱ − ۱۴۱۸ ۱۴۱۲
وصنعت شرکت ۰۱۹۵ .۰ ۴۳۵۷ .۰ ۰۱۰۴ .۰ ۱۰۳۴ − ۲۰۶۵ ۲۰۵۷
ونفت شرکت ۰۲۱۰ .۰ ۲۱۴۳ .۰ ۰۱۴۳ .۰ ۹۵۰ − ۱۸۹۷ ۱۸۸۹

Ⅼog − AⅭⅮ مدل برازش و شدت تابع مدل سازی .۲ .۱۰
مقدار مقابل ستون هر در می شود. دادە  نشان Ⅼog − AⅭⅮ بازگشتی خود شرطی دورە ی لگاریتم مدل برازش به مربوط نتایج زیر جدول در
𝑌𝑡نشان های حضور و معنی دار %۵ سطح ضریب�̂�در مقدار شده برازش مدل های تمام در می گردد. ارائه نیز آن مقدار p− شده براورد ضرایب

می شود. شناخته مؤثر مدل عملکرد بهبود در

شده براورد پارامتر های 𝑋𝑗}و , 𝑗 ≥ فرایند{۱ به (۱،۱Ⅼog−AⅭⅮ( مدل برازش نتیجە ی :۳ جدول
مالی دادە های 𝜔 𝛼 𝛽 𝜂 log − 𝑙𝑖𝑘 𝐴𝐶𝐼 𝐵𝐼𝐶
آمریکا دلار ۰٫۶۶۳(۰٫۰) ۰٫۰۱۰۹(۰٫۳۸) ۰٫۷۹۵۲(۰٫۰) −۶۲٫۸۷(۰٫۰) −۶۸۸ ۱۳۸۴ ۱۳۹۷
کویت دینار ۰٫۳۷۸(۰٫۰) ۰٫۰۱۰۹(۰٫۵۸) ۰٫۷۹۵۲(۰٫۰) −۶۲٫۸۷(۰٫۰) −۶۸۸ ۱۳۸۴ ۱۳۹۷
سوئد کرون ۰٫۴۱۳(۰٫۰) ۰٫۰۴۹۱(۰٫۲۵) ۰٫۸۷۹۹(۰٫۰) −۲۳٫۹۶(۰٫۰) −۸۴۴ ۱۶۹۶ ۱۷۱۰

چاپ و انتشار ۰٫۰۴۱(۰٫۵۱) ۰٫۰۹۲۹(۰٫۰) ۰٫۸۹۷۸(۰٫۰) ۵٫۰۶(۰٫۰۳) −۶۸۵ ۱۳۷۹ ۱۳۹۲
خودرو ۰٫۶۹۷(۰٫۰) ۰٫۱۶۶(۰٫۰) ۰٫۶۸۷(۰٫۰) −۱۵٫۷۹(۰٫۰۳) −۷۸۲ ۱۵۷۲ ۱۵۸۶
زراعت ۰٫۲۷۱(۰٫۰) ۰٫۱۰۲(۰٫۰) ۰٫۹۳۶(۰٫۰) −۱۴٫۹۲(۰٫۰) −۷۱۳ ۱۴۳۵ ۱۴۴۸

سرمایە گذاری ۰٫۶۳۳(۰٫۰) ۰٫۰۷۹۶(۰٫۰) ۰٫۷۸۷۲(۰٫۰) −۳۸٫۲۷(۰٫۰) −۷۴۸ ۱۵۰۴ ۱۵۱۸
غیرفلزی کانی های ۰٫۰۹۰(۰٫۰۹) ۰٫۱۷۰۳(۰٫۰) ۰٫۹۱۴۷(۰٫۰) −۸٫۹۸(۰٫۰۴) −۷۱۶ ۱۴۴۰ ۱۴۵۴
وصنعت شرکت ۰٫۰۳۲(۰٫۴۸) ۰٫۰۷۲۸(۰٫۰) ۰٫۹۵۱۹(۰٫۰) ۱٫۱۵(۰٫۰۲) −۱۱۹۸ ۲۴۰۲ ۲۴۱۷
ونفت شرکت ۰٫۰۴۲(۰٫۵۳) ۰٫۲۰۹(۰٫۰) ۰٫۸۵۹۷(۰٫۰) ۳٫۶۷(۰٫۰) −۱۰۲۶ ۲۰۶۱ ۲۰۷۶

Ⅼogداریم − AⅭⅮمدل به توجه با
𝜆(𝑡|𝐹𝑡) = exp{−(𝜔 + 𝛼𝜀𝑁(𝑡) + 𝛽𝜓𝑁(𝑡) + 𝜂𝑌𝑁(𝑡))} (۴۸)

صورت در باشند. داشته شده براورد شدت تابع مقدار بر معکوس یا و مستقیم اثر نشان هایمی توانند پارامتر𝜂مقدار علامت به وابسته بە وضوح
صورت در آماری زبان به می گردد. نقطە ای فرایند شدت تابع مقدار افزایش موجب کرانگین زیان مقادیر افزایش ،�̂�ضریب علامت بودن منفی
خواهد دنبال به کاهش𝑋𝑡+۱را 𝑌𝑡افزایش لذا دارد. وجود معکوس رابطە ای و منفی همبستگی متغیرهایو میان ،�̂�ضریب علامت بودن منفی
آیندە ی در کرانگین پیشامدهای وقوع شانس کاهش موجب 𝑌𝑡بزرگ مقادیر صورت این در باشد، مثبت �̂�ضریب علامت کنید فرض حال داشت.
ونفت) وصنعت، چاپ، و (انتشار مجموعە های ازای ضریب�̂�به .... جدول در دارند. مستقیم رابطە ا ی متغیرهایوباهم ازاین رو می شوند. نزدیک
دو میان همبستگی ارائە شده، مطلب صحت از حمایت برای است. منفی علامت دارای مشاهدات مجموعه سایر ازای به و نامنفی علامت دارای
گشتاورهای بودن نامتناهی دلیل به است، دم سنگین نام برده متغیر دو هر توزیع این که بە  توجه با می شود. ارائه آن مقدار p− و محاسبه متغیر𝑌𝑡و

می گیریم. بهره اسپیرمن رتبە ای همبستگی از بنابراین نباشد. مقدور پی یرسون همبستگی محاسبە ی است ممکن دوم
است. نامنفی مقداری محاسبە شده اسپیرمن همبستگی ونفت) وصنعت، چاپ، و (انتشار مشاهدات مجموعه در می شود مشاهده که همان طور

می دهد. قرار موردحمایت و توجیه را .... جدول از بە دست آمده نتایج بە خوبی جدول این در محاسبە شده همبستگی ضریب
در پیشامدها از رده این وقوع زمان شدن کوتاه موجب نشان ها بزرگ مقدار بنابراین متغیرواست. دو معکوس رابطە ی نشان دهندە  ی زیر نمودار

می شوند. ظاهر متوالی بە صورت کوتاهی مدت زمان در و خوشە ای بە صورت کرانگین زیان های ازاین رو می شود. آینده
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𝑥𝑡+۱ متغیر𝑌𝑡و دو اسپیرمن همبستگی محاسبە ی :۴ جدول
مالی دادە های (𝑥𝑡+۱, 𝑦𝑡) همبستگی 𝑝 − 𝑣
آمریکا دلار −۰٫۲۱۹ ۰٫۰
کویت دینار −۰٫۲۳۰ ۰٫۰
سوئد کرون −۰٫۱۸۱ ۰٫۰

چاپ و انتشار ۰٫۰۴۶ ۰٫۵۱
خودرو −۰٫۱۸۱ ۰٫۰
زراعت −۰٫۰۵۴ ۰٫۴۳

سرمایە گذاری −۰٫۲۰۳ ۰٫۰
غیرفلزی کانی های −۰٫۲۱۷ ۰٫۰
وصنعت شرکت ۰٫۰۴۶ ۰٫۴۱
ونفت شرکت ۰٫۰۵۵ ۰٫۳۲

خودرو صنعت مالی بازار در 𝑌𝑡و متغیر دو پراکنش نمودار :۸ شکل

شرطی EⅬEP مخاطرە ی معیار براورد آزمایی پس نتایج .۳ .۱۰
مدل �̂�۱ و �̂�۰ضریب دو هر مورد ۱۰ تمام در می گردد. ارائه یک روزه شرطی EⅬEPمخاطرە ی معیار براورد آزمایی پس نتیجە ی جدول این در

می شود. شناخته مؤثر مدل عملکرد بهبود در 𝜌𝑢(𝑡)پیشگو متغیر حضور و معنی دار % ۵ سطح در
داریم لوژستیک رگرسیونی مدل به توجه با مسئله این توجیه برای است. −۳ عدد به نزدیک مقداری موارد اکثر در �̂�۰ضریب شدە ی براورد مقدار

ⅼogቆ 𝜃𝑡+۱
۱ − 𝜃𝑡+۱

ቇ = 𝜙۰ + 𝜙۱𝜌𝑢 (𝑡) , �̂�𝑡+۱ = ۰٫۱ ⇒ ⅼog ൬۰٫۱
۰٫۹൰ ≃ −۳, �̂�𝑡+۱ ≃

𝑒−۳
۱ − 𝑒−۳ ≃ ۰٫۱ (۵۰)

تخطی هاست، وقوع احتمال متوسط نشان دهندە ی �̂�۰پارامتر است. مشاهدات توزیع صدک۹۰ام با متناسب آستانە ی حد مقدار انتخاب دلیل به این و
است. کرانگین زیان پیشامد احتمال مقدار با مستقیم رابطە ای دارای و می نماید عمل گر تعدیل یک بە عنوان �̂�۱پارامتر درحالی که
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EⅬEP مخاطرە ی معیار براورد های سنجی اعتبار و لوژستیک رگرسیونی مدل برازش نتیجە ی :۵ جدول
مالی دادە های 𝜙۰ 𝜙۱ 𝑝 − 𝑣(𝜙۰) 𝑝 − 𝑣(𝜙۱) 𝐴𝐼𝐶
آمریکا دلار −۹٫۲۱ ۶۰٫۰۱ ۰٫۰ ۰٫۰ ۱۲۰
کویت دینار −۶٫۳۸ ۳۲٫۳۲ ۰٫۰ ۰٫۰۱ ۹۳
سوئد کرون −۴٫۲۵ ۲۶٫۱۴ ۰٫۰ ۰٫۰۳ ۱۰۶

چاپ و انتشار −۴٫۰۹ ۲۰٫۰۷ ۰٫۰ ۰٫۰ ۱۶۸
خودرو −۳٫۷۲ ۱۹٫۰۴ ۰٫۰ ۰٫۰۴ ۱۱۶
زراعت −۳٫۶۴ ۱۶٫۶۱ ۰٫۰ ۰٫۰ ۱۶۲

سرمایە گذاری −۴٫۷۷ ۳۲٫۱۶ ۰٫۰ ۰٫۰ ۱۲۲
غیرفلزی کانی های −۳٫۹۷ ۲۴٫۰۷ ۰٫۰ ۰٫۰۳ ۱۳۷
وصنعت شرکت −۲٫۵۳ ۱۲٫۲۶ ۰٫۰ ۰٫۰۴ ۱۷۶
ونفت شرکت −۳٫۹۶ ۲۲٫۱۴ ۰٫۰ ۰٫۰۲ ۷۸

شرطی VAR مخاطرە ی معیار آزمایی پس نتایج .۴ .۱۰
علاوه VAR مخاطرە ی معیار جدول این در می گردد. ارائه یک روزه شرطی VAR مخاطرە ی معیار براوردهای آزمایی پس نتایج زیر جدول در
لیونگ آزمون و دوجملە ای دوطرفە ی فرض آزمون های جدول این در می شود. آزمایی پس و محاسبه دیگر روش چند به شدت مبنا روش بر
خودرو، غیرفلزی، (کانی های مورد ۱۰ از مورد ۴ در بە دست آمده نتایج اساس بر می گردد. ارائه VAR محاسبە ی متفاوت روش ۴ ازای به باکس
سرمایە گذاری چاپ، و انتشار سوئد، دیگر(کرون مورد ۴ در و مطلق برتری دیگر روش ۴ به نسبت شدت مبنا امریکا)روش دلار و کویت دینار
این حقیقت در می شود. شناخته مؤثر (۲۰۱۲)روشی همکاران و حمیدیه توسط پیشنهادشده رویکرد درنهایت دارد. نسبی برتری ( صنعت و
براورد با رابطه در مناسبی نتایج فرایند، گذشتە ی رفتار تاریخچە ی و زمانی دینامیک گرفتن نظر در با پویا براوردگرهایی بە عنوان براوردگرها

می دهند. نشان خود از مخاطره معیارهای

دیگر کلاسیک براوردگر چند با شدت مبنا رویکرد مقایسە ی و VAR مخاطرە ی معیار آزمایی پس :۶ جدول
آمریکا دلار کویت دینار سوئد کرون چاپ و انتشار خودرو زراعت سرمایە گذاری کانی ها وصنعت ونفت آزمون ها

۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ ۱۵۹۸ مشاهدات
۲۰۰ ۲۰۰ ۲۰۰ ۲۰۰ ۱۵۰ ۲۰۰ ۲۰۰ ۲۰۰ ۲۰۰ ۲۰۰ پنجره
۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۷٫۵ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ ۱۰ انتظار مورد
۴ ۵ ۱۰ ۱۶ ۱۴ ۲۱ ۱۳ ۱۰ ۲۱ ۱۵ (تخطی) شدت 

۰٫۰۳۵ ۰٫۰۷۵ ۰٫۸۷ ۰٫۰۷۵ ۰٫۰۲۵ ۰٫۰۰۰۷ ۰٫۴۲ ۰٫۸۷ ۰٫۰۰۰۷ ۰٫۱۴۴ دوجملە ای  
۰٫۹۴ ۰٫۵۴ ۰٫۲۳ ۰٫۹۱ ۰٫۳۲ ۰٫۲۶ ۰٫۶۳ ۰٫۸۸ ۰٫۵۰ ۰٫۶۶ باکس لیونگ

۴ ۵ ۱۲ ۱۶ ۲۳ ۲۱ ۱۰ ۸ ۲۳ ۱۳ تاریخی(تخطی)
۰٫۰۳۵ ۰٫۰۷۵ ۰٫۶۲۶ ۰٫۰۷۵ ۰٫۰۰۰۰۵ ۰٫۰۰۰۷ ۰٫۸۷ ۰٫۴۱۷ ۰٫۰۰۰۰۵ ۰٫۴۲ دوجملە ای  
۰٫۹۵ ۰٫۵۴ ۰٫۱۱ ۰٫۸۹۶ ۰٫۲۱۴ ۰٫۸۰۲۴ ۰٫۳۹۲ ۰٫۵۴ ۰٫۸۵۴ ۰٫۰۰۷۲ باکس لیونگ

۲ ۳ ۱۰ ۷ ۲۳ ۱۷ ۵ ۴ ۰ ۴ گوسین(تخطی)
۰٫۰۰۶ ۰٫۰۱۵ ۰٫۸۷ ۰٫۲۵۶ ۰٫۰۰۰۰۵ ۰٫۰۳۵ ۰٫۷۵ ۰٫۰۳۵ ۰ ۰٫۰۳۵ دوجملە ای
− ۰٫۱۶ ۰٫۸۲ ۰٫۳۰ ۰٫۲۱۴ ۰٫۸۵۲ ۰٫۱۴ ۰٫۱ − ۰٫۹۷ باکس لیونگ
۴ ۵ ۱۱ ۱۹ ۲۶ ۲۳ ۱۱ ۹ ۲۴ ۱۳ EVT(تخطی)

۰۳۵ .۰ ۰٫۰۷۴ ۰٫۸۷ ۰٫۰۰۵۸ ۰ ۰٫۰۰۰۵ ۰٫۸۷ ۰٫۶۹ ۰٫۰۰۰۰۱ ۰٫۴۲ دوجملە ای  
۰٫۹۴۸ ۰٫۵۳۸ ۰٫۲۲ ۰٫۱۱ ۰٫۳۶ ۰٫۶۱ ۰٫۴۱ ۰٫۶۶ ۰٫۸۱ ۰٫۰۰۷ باکس لیونگ

نتیجە گیری و بحث .۱۱
ایجاد ایده این اساس است. یک روزه شرطی EⅬEP و VAR مخاطرە ی معیار های براورد برای نوین شیوە ای از استفاده مقاله این اصلی هدف
تابع افزایش کرانگین زیان یک وقوع بە طوری که است، آینده در پیشامدها از رده این وقوع نرخ و درگذشته رخ داده کرانگین زیان های میان تعامل
چه دارای شدت مبنا مدل های که است این ایجادشده مدل با رابطه در اساسی سؤال یک دارد. دنبال به را مطالعه تحت نقطە ای فرایند شدت
ضرورتی مدل ها این ایجاد آیا بە طورکلی و دارند تفاوتی (۲۰۰۰)چه فری و مک نیل توسط مطرح شده مدل های با اساساً و هستند خصوصیاتی

تشکیل شده: زیر هدف ۲ پایە ی بر مدل این که گفت باید سؤال این به دادن پاسخ برای دارد؟
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زیان های میان می توان آن کمک به و است تفسیرپذیر کاملا́ تابع یک کرانگین زیان پیشامدهای وقوع مدل سازی برای ایجادشده شدت تابع .۱
نمود. برقرار معنی دار تعاملی آینده در پیشامدها از رده این وقوع نرخ و درگذشته رخ داده کرانگین

کمک به بهبود این بخشید. بهبود را یک روزه شرطی EⅬEPو VAR مخاطرە ی معیارهای براورد می توان معرفی شده شدت تابع کمک به .۲
میابد. تحقق فرایند گذشتە ی رفتار تاریخچە ی و زمانی دینامیک به توجه

درصورتی که بگذارد. اثر شدت تابع بر متفاوت شکل دو به می تواند نقطە ای فرایند نشان های بە عنوان کرانگین زیان مقادیر دادیم نشان که همان طور
خواهد دنبال به را شدت تابع مقدار افزایش کرانگین زیان مقادیر افزایش باشد منفی 𝑌𝑡نشان های ضریب بە عنوان �̂�شدە ی براورد پارامتر علامت
ایجاد را زیان مقادیر از خوشە هایی و ظاهرشده متوالی بە صورت کوتاهی زمانی بازە های در کرانگین زیان پیشامدهای حالت این در داشت.
شکل به قبل ارائە شدە ی تحلیل های تمام باشد ضریب�̂�نامنفی علامت اگر عکس، حالت در می شوند. مالی بحران های وقوع موجب و می کنند
درهرصورت هستند. جذبی متقابل اثر دارای کرانگین زیان پیشامدهای عموماً مالی بازارهای در که کرده ثابت تجربه البته است. برقرار معکوسی
چشم پوشی و شده مخاطره معیار براوردگرهای دقت افزایش و مدل عملکرد بهبود موجب زمانی دینامیک به توجه و گذشته اطلاعات از استفاده

دارد دنبال به را جبران ناپذیری عواقب عوامل این از
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(۱۳۹۵ −۱۳۶۵ زمانی (دوره کشور جمعیتی شاخص های زمانی سری روند
،آ مؤمنی∗ رضا

زابل دانشگاه آمار گروه علمی هیأت آعضو

چکیده
دنیا تمام در مختلف دلایل به آنها دورە ای تغییرات روند نیز و خانوارها ابعاد دانستن و جمعیتی شاخص های امروزه
ایفا سزایی به نقش کشور آن بهتر هرچه برنامە ریزی در که است کشوری هر متخصصان برنامە ریزی روز مسائل از یکی
برنامه یک صحیح ارائه عدم نیز متقابلا و اجتماعی و اقتصادی رشد باعث آن دقیق تر تحلیل اخیراًً که گونە ای به می کند،
استنباط و جمعیتی تحلیل های برخی وجود عدم ضعف می شود. اجتماعی معضل یک به تبدیل حمایتی⁃جمعیتی
بی مهاجرت معضل و شهرنشینی میزان آن، تراکم و جمعیت رشد نرخ همچون جمعیتی مهم شاخص های از صحیح
هریک دورە ای تغییرات روند مهم تر همه از و خانوارها بعد کشورها، جوان سنی ترکیب و سنی هرم شهرها، به رویه
به مقاله این در این رو از می کند. تحمیل جامعه به را زیادی آسیب های و هزینه مذکور، جمعیتی مهم شاخص های از
هریک تغییرات روند سپس پرداختە ایم. مناسب زمانی دوره یک طول در جمعیتی متغیرهای از هریک تحلیل و بررسی
) آماری مناسب آزمون های اساس بر و داده نشان را مناسب زمانی دورە های طول در شده ایجاد زمانی سری های از
بررسی جهت نمودە ایم. مشخص را جمعیتی شاخص های بر موثر عوامل از هریک معناداری (ANOVA و t-test
نشان تحقیق این یافتە های و نتایج است. شده استفاده پیرسون ضریب از شاخص ها این همبستگی شدت و میزان
سیاست های به بنا که دارد را جمعیتی مهم شاخص های اکثریت قوی تقریباً همبستگی همچنین و معنادار تفاوت از
جمعیتی شاخص های از دیگر برخی معنادار) همبستگی های وجود به (بنا آنها از اندکی تعداد بهبود صورت در جمعیتی

یافت. خواهند ارتقا و بهبود ناچیزی هزینه با

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

جمعیت نسبی تراکم
زمانی سری های

جمعیتی شاخص های
تغییرات روند

شهرنشینی میزان
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
۱۹۰۰ سال تا دارد. قدمت سال هزار پنج از بیش شهرنشینی عبارتی به است. قدیمی بسیار تاریخچە ای دارای شهرنشینی و شهر مورد در مطالعه
بینی پیش هستند. شهرنشین جهان جمعیت از نیمی حدود حاضر حال در اما می کرد زندگی شهری مناطق در نفر یک فقط نفر ۸ هر از میلادی
ساکن نفر میلیارد ۵ ، ۲۰۳۰ سال در جمعیت میلیارد ۹ مجموع از یعنی بود خواهند شهرها ساکن نفر ۶ نفر ۱۰ هر از ۲۰۳۰ سال تا که می شود
افزایش غربی کشورهای در صنعت توسعه علت به است. نفر میلیارد ۳٫۳ شهرنشین جمعیت اکنون که است حالی در این بود خواهند شهرها
محسوب موجود چالش های از یکی توسعه حال در کشورهای در شهرها به روستاها از مهاجرت اما است توجیه قابل آنها شهرهای جمعیت
كشور جمعيت كل سوم دو به شهری جمعيت افزايش آستانه در ايران می دهد نشان ۱۳۸۵ مسکن و نفوس عمومي سرشماری نتايج می شود.
جمعيت از زيادی بخش كه است اين از حاكی اطلاعات و آمارها باشد. داشته افزايش همچنان بعد دهە های طی می شود پيش بينی و گرفته قرار
توسعه شاخص های از يکی عنوان به شهری جمعيت افزايش چه اگر .[۲] شدە اند متمركر كشور كلان شهر محدودی تعداد در كشورمان شهری
رشد اين از نشان شهرها در جمعيت نامتعادل استقرار الگوی و شهری جمعيت سريع رشد اما است توجه مورد جمعيتی و اقتصادی⁃اجتماعی
روستاها در اجتماعی و اقتصادی زمينە های در تنگناهايی و مشکل ها آمدن وجود به و شهرها در متعددی آسيب های ايجاد سبب كه دارد بی رويه

مؤمنی ∗رضا
مؤمنی) (رضا rezamomeni@uoz.ac.ir الکترونیک: پست
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برای ۲۰۰۸ سال در جهان سطح در .[۴] نيست سازگار جامعه اجتماعی و اقتصادی متوازن توسعه هدف های با روندی چنين كه شد خواهد
زندگی شهری مناطق در نفر) ميليون ۳۰۰ و ميليارد ۳) جهان جمعيت از نيمی از بيش واقع در پيوست، وقوع به شهری انتقال بار، نخستين
۱۳۵۹ سال در ايران برای شهری انتقال كه است حالی در موضوع اين ناميد. شهرنشينی سال را ۲۰۰۸ سال ملل سازمان اين، براساس می كردند،

می كشد. تصوير به را ضربدری الگوی يك ايران در روستانشينی و شهرنشينی روند گذشته سال ۵۰ طی ديگر بيانی به داد. رخ
معنی در کلا́ شهرنشینی می باشد. جمعیتی تغییرات و شناسی جمعیت بحث در عمده شاخص دو جمعیت، نسبی تراکم و شهرنشینی میزان
اشاره منطقه یا کشور یک روستایی ساکنان به نسبت شهرها ساکنان شمار افزایش به معمولا˟ ولی می رود بە کار شهرها در جمعیت یک زندگی
با شهرنشین مردم زندگی شیوه و روحیات همچنین دارد. زیادی تأثیر منطقه یک زیست محیط و اقتصاد بر آن، افزایش و شهرنشینی دارد.
کشورها بسیاری در شهرنشینی پدیده پرشتاب گسترش و بی رویه شهرنشینی می شود. زیادی نسبتاً دگرگونی های دستخوش شهرنشینی گسترش
بیکاری افزایش جدید، شهرک های و خوابگاهی شهرهای تشکیل تکدی گری، زاغە نشینی، حاشیە نشینی، همچون پدیدە هایی آمدن بە وجود باعث
متقابل تعاملات و انسانی روابط جمله از انسان زندگی عرصە های تمام شهرنشینی می شود. فرهنگی ناسازگاری های و مشکلات و بزهکاری و
و دقت حسابگری، عقلانیت، نوعی با و می گردد محسوب اجتماعی دگرگونی و تغییر نوعی فرایند این است. داده قرار تأثیر تحت را اجتماعی
تعاملی و ارتباطی زای آسیب پیامدهای به منجر آن افزایش و تراکم شهری، جمعیت سریع رشد است. روبرو انسانی و اجتماعی ارتباطات در نظم
كه می دهد نشان سرشماری ها نتايج بررسي داشت. خواهد بدنبال را جمعیت نسبی تراکم افزایش مقوله نیز خود موضوع این لذا است. گردیده
نقاط در جمعيت تعداد گذشته قرن نيم طی است. داشته صعودی روندی ۱۳۸۵ تا ۱۳۳۵ سال های فاصله در كشور كل در شهرنشينی نسبت
سرمايه تمركز امر اين در مؤثر عوامل جمله از .[۳] است شده برابر ۱٫۷ روستايی جمعيت مدت همين طی كه حالی در شده، برابر ۸٫۱ شهری
در صنايع از برخی ايجاد شهری، مناطق در خدماتی فعاليت های گسترش روستايی، مناطق در شغلی فرصت های ايجاد عدم بزرگ، شهرهای در
روستايی نقاط از تعدادی ادغام شهرها، به روستاييان مهاجرت نتيجه در و روستايی نقاط از برخی در كشاورزی مکانيزە شدن و شهرها حاشيه
نقطه ۶۱۲ از كشور شهرهای تعداد كه می دهد نشان مطالعە ها هستند. شهر به روستايي نقاط از برخي تبديل و شهرها مجموعه به شهرها اطراف

.[۳] است يافته افزايش ۱۳۸۵ سال در نقطه ۱۰۱۶ به ۱۳۷۵ سال در

تحقیق روش .۲
[۱] ایران آمار مرکز سایت از برگرفته خام دادە های روی بر مقطعی⁃زمانی صورت به که می باشد توصیفی⁃تحلیلی مطالعه یک حاضر پژوهش
تحقیق این در بررسی مورد متغیرهای است. شده انجام می باشد، ۱۳۶۵ −۱۳۹۵ دهە های طول در مسکن و نفوس عمومی سرشماری از حاصل که
ترکیب و سنی هرم شهرها، به رویه بی مهاجرت معضل و شهرنشینی میزان آن، تراکم و جمعیت رشد نرخ مانند جمعیتی مهم شاخص های همان
زمانی دوره این طول در مذکور جمعیتی مهم شاخص های از یک هر دورە ای تغییرات روند مهم تر همه از و خانوارها بعد کشورها، جوان سنی
دست به متغیرها این از یک هر برای را توصیفی شاخص های مذکور، زمانی دورە های سرشماری از حاصل یافتە های از استفاده با می باشد.
ANOVA ،t (آزمون مناسب آماری آزمون های از استفاده با MINITAB و SPSS آماری افزارهای نرم توسط حاصل اطلاعات سپس آوردە ایم،
را کشور استان های بین در جمعیت نسبی تراکم و شهرنشینی میزان آماری تفاوت های گرفتە اند. قرار تحلیل و تجزیه مورد همبستگی) ضرائب و
دورە های سرشماری های با متناظر کمیت های با و می نماییم مشخص کشور استان های بین در را شاخص ها این معنادار اختلافات و نموده بررسی

است: جمعیتی مهم شاخص های از برخی تعریف به نیاز ادامه در نمودە ایم. آزمون را آنها تفاوت و مقایسه قبلی
دیگر: عبارتی به كشور، كل جمعيت به شهری نقاط در ساکن جمعیت تعداد از است عبارت شهرنشینی میزان .۱ .۲ تعریف

شهرنشینی میزان = شهری نقاط در ساکن جمعیت
کشور کل جمعیت × ۱۰۰

عبارتی به منطقه آن مساحت از مربع كيلومتر هر در منطقه يك جمعيت افراد تعداد متوسط از است عبارت جمعیت نسبی تراکم .۲ .۲ تعریف
دیگر:

جمعیت تراکم = جمعیت
مربع) (کیلومتر مساحت

تحقیق یافتە های و نتایج .۳
صورت به افراد سکونت توزیع دادە اند. تشکیل مردان (٪۵۱) آنان از نیمی و زنان (٪۴۹) افراد از نیمی تقریباً ۱۳۹۵ سال در اخیر سرشماری در
به است. بوده ٪۷۱٫۴ با برابر ،۱۳۹۰ سال در رقم این که است ٪۷۴ شهری جمعیت ،۱۳۹۵ سال در افراد سکونت توزیع به توجه با است: زیر
به توجه با است: شده ارائه زیر فراوانی جدول قالب در ۱۳۶۵ −۱۳۹۵ دورە های سرشماری های طول در خانوار و جمعیتی تحولات کلی طور
بین در نفر) ۳٫۳ متوسط طور (به عدد این است. یافته کاهش نفر ۳ به نفر ۵ از که طوری به بوده نزولی روند دارای خانوار بعد متغیر ۱ جدول
در خانوار افراد تعداد عبارتی به ندارد. معناداری اختلاف و بوده یکسان تقریبا درصد یک آماری خطای سطح در شهری و روستایی خانوارهای
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جمعیت سکونت توزیع :۱ شکل

سرشماری مختلف های دوره خانوار و جمعیت تحولات :۱ جدول
خانوار بعد خانوار جنسی نسبت زن مرد جمعیت سال

۳٫۳ ۲۴, ۱۹۶, ۰۳۵ ۱۰۳ ۳۹, ۴۲۷, ۸۲۸ ۴۰, ۴۹۸, ۴۴۲ ۷۹, ۹۲۶, ۲۷۰ ۱۳۹۵
۳٫۵ ۲۱, ۱۸۵, ۶۴۷ ۱۰۲ ۳۷, ۲۴۴, ۰۰۰ ۳۷, ۹۰۵, ۶۶۹ ۷۵, ۱۴۹, ۶۶۹ ۱۳۹۰
۴ ۱۷, ۵۰۱, ۷۷۱ ۱۰۴ ۳۴, ۶۲۹, ۴۲۰ ۳۵, ۸۶۶, ۳۶۲ ۷۰, ۴۹۵, ۷۸۲ ۱۳۸۵

۴٫۸ ۱۲, ۳۹۸, ۲۳۵ ۱۰۳ ۲۹, ۵۴۰, ۳۲۹ ۳۰, ۵۱۵, ۱۵۹ ۶۰, ۰۵۵, ۴۸۸ ۱۳۷۵
۵٫۱ ۹, ۶۷۳, ۹۳۱ ۱۰۵ ۲۴, ۱۶۴, ۰۴۹ ۲۵, ۲۸۰, ۹۶۱ ۴۹, ۴۴۵, ۰۱۰ ۱۳۶۵

سکونت تفکیک به خانوار بعد و تعداد تغییرات روند :۲ جدول
خانوار بعد خانوار تعداد سال

روستایی شهری کل روستایی شهری کل
۳٫۴ ۳٫۳ ۳٫۳ ۶, ۰۷۰, ۵۴۷ ۱۸, ۱۲۵, ۴۸۸ ۲۴, ۱۹۶, ۰۳۵ ۱۳۹۵
۳٫۷ ۳٫۵ ۳٫۵ ۵, ۷۵۷, ۷۹۹ ۱۵, ۴۲۷, ۸۴۸ ۲۱, ۱۸۵, ۶۴۷ ۱۳۹۰
۴٫۴ ۳٫۹ ۴ ۵, ۰۹۶, ۱۸۷ ۱۲, ۴۰۵, ۵۸۴ ۱۷, ۵۰۱, ۷۷۱ ۱۳۸۵
۵٫۲ ۴٫۶ ۴٫۸ ۴, ۴۴۹, ۳۱۰ ۷, ۹۴۸, ۹۲۵ ۱۲, ۳۹۸, ۲۳۵ ۱۳۷۵
۵٫۵ ۴ ۵٫۱ ۴, ۱۴۵, ۳۸۹ ۵, ۵۲۸, ۵۴۲ ۹, ۶۷۳, ۹۳۱ ۱۳۶۵

سری دو تغییرات روند و تحولات این می توان مجموع در است. شده گزارش ۱۳۹۵ سال در نفر ۳٫۳ با برابر تقریباً روستایی و شهری مناطق
جمعیت رشد نرخ داد: نشان زیر فراوانی جدول صورت به مختلف سال های طول در روستایی و شهری تفکیک به را خانوار بعد و تعداد زمانی
دورە های طول در زمانی سری این است. اقتصاددانان توجه مورد مدت بلند در برنامە ریزی برای که است جمعیتی مهم شاخص های از دیگر یکی
البته کشید: تصویر به زیر زمانی سری نمودار صورت به می توان را بوده موجود ایران آمار مرکز سایت در آن دادە های که ۱۳۳۵ −۱۳۹۵ زمانی
دور، خیلی زمانی دورە های از برخی دادە های چون که گرفت نظر در کشور استان های تفکیک به را جمعیت سالیانه رشد نرخ متغیر می توان
دو برای جمعیت رشد نرخ متوسط تنها لذا است بوده حاضر زمان در آنها تعداد از کمتر زمان ها آن در استان ها تعداد اینکه یا نمی باشد موجود
به جمعیت رشد نرخ متوسط تغییرات روند کشیدن تصویر به برای است: شده محاسبه زیر جدول صورت به ۱۳۹۰ و ۱۳۹۵ سرشماری دوره
زمانی دوره طول در دادە ایم: ارائه زیر شکل در نمایش در سهولت جهت را آن میلە ای نمودار ، ۱۳۹۰ −۹۵ دورە های طی در استانی تفکیک
دیگر عبارتی به درصد ۱٫۲۴ عدد کشور کل برای جمعیت رشد میزان است. گردیده اضافه نفر ۴۷۷۶۶۰۱ تعداد کشور کل جمعیت به ۱۳۹۰ −۹۵
را جمعیت افزایش شود، نگاه مساله به اگر جزئی حالت در است. گردیده اضافه کشور کل جمعیت به نفر ۹۵۵۳۲۰ تعداد سالیانه متوسط طور به
ارائه زیر فراوانی جدول شرح به ۱۳۸۵ −۹۵ سال های از ساله پنج زمانی دوره و ۱۳۳۵ −۸۵ سال های از ساله ده زمانی دورە های طول در می توان
اقتصاددانان برنامە ریزی برای که است سنی مختلف گروە های در جمعیت سنی توزیع تشخیصی مهم نمودارهای از یکی جمعیت سنی هرم داد:
برای جمعیت سنی هرم زیر شکل در است. برخوردار بسزایی نقش از شناسان جمعیت توسط کلان و خرد سطح در جمعیت تنظیم همچنین و
متولدین واقع در که سال ۳۵ تا ۲۵ سنین بین افراد می شود، ملاحظه که همانطور ۴ شکل به توجه با است: شده ترسیم ۱۳۹۵ و ۱۳۹۰ سال های

می دهند. تشکیل را ستونی نمودار نمای همان یا فراوانی بیشترین دارای هستند، ۶۰ دهه
شده داده نشان زیر فراوانی جدول قالب در ۱۳۹۵ سرشماری تا جمعیتی فراوانی بیشترین با ۶۰ دهه یعنی دهه این طول در جمعیت سنی ترکیب
ملاحظه ۵ شکل به توجه با است: شده داده نشان زمانی) سری ۴ عبارتی (به سنی عمده گروه ۴ از هریک تغییرات روند زیر، شکل در است:
روند سالخورده و میانسال سنی گروه متقابلا و است بوده نزولی روند دارای بعد به ۱۳۶۵ سال از نوجوانان و خردسالان سنی گروه که می شود
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سکونت تفکیک به جمعیت رشد نرخ زمانی سری های در روند :۲ شکل

۱۳۹۰ −۹۵ سرشماری در استان ها تفکیک به جمعیتی سالیانه رشد نرخ متوسط :۳ جدول
(درصد) رشد نرخ استان (درصد) رشد نرخ استان

۱٫۱۷ یزد ۱٫۲۴ کشور کل
۱٫۱۵ بختیاری و چهارمحال ۳٫۰۲ جنوبی خراسان
۱٫۰۸ فارس ۲٫۴۱ بوشهر
۱٫۰۱ گلستان ۲٫۳۷ هرمزگان
۰٫۹۷ شرقی آذربایجان ۳٫۰۲ البرز
۰٫۹۷ اصفهان ۲٫۳۳ قم
۰٫۸۱ زنجان ۲٫۱۶ سمنان
۰٫۸۰ ایلام ۱٫۸۳ بلوچستان و سیستان
۰٫۷۸ خوزستان ۱٫۷۲ تهران
۰٫۴۰ گیلان ۱٫۶۰ بویراحمد و کهگیلویه
۰٫۳۵ اردبیل ۱٫۴۹ کرمان
۰٫۲۲ مرکزی ۱٫۴۳ رضوی خراسان
۰٫۰۷ کرمانشاه ۱٫۴۲ کردستان
۰٫۰۷ لرستان ۱٫۳۳ مازندران
−۰٫۱۱ شمالی خراسان ۱٫۱۷ قزوین
−۰٫۲۳ همدان ۱٫۱۷ غربی آذربایجان

۱۳۹۰ −۹۵ زمانی دوره در استان ها جمعیت سالیانه رشد نرخ نمودار :۳ شکل
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سرشماری مختلف زمانی دورە های طول در سالیانه) و (مطلق جمعیت افزایش :۴ جدول
جمعیت سالانه افزایش مطلق افزایش دوره

۶۸۳۴۰۲ ۶۸۳۴۰۱۸ ۱۳۳۵ − ۴۵
۷۹۲۰۰۲ ۷۹۲۰۰۲۲ ۱۳۴۵ − ۵۵
۱۵۷۳۶۲۷ ۱۵۷۳۶۲۶۶ ۱۳۵۵ − ۶۵
۱۲۷۸۴۳۱ ۶۳۹۲۱۵۳ ۱۳۶۵ − ۷۰
۸۴۳۶۶۵ ۴۲۱۸۳۵۲ ۱۳۷۰ − ۷۵
۱۰۴۴۰۲۹ ۱۰۴۴۰۲۹۴ ۱۳۷۵ − ۸۰
۹۳۰۷۷۷ ۴۶۵۳۸۸۷ ۱۳۸۵ − ۹۰
۹۵۵۳۲۰ ۴۷۷۶۶۰۱ ۱۳۹۰ − ۹۵

۱۳۹۰ و ۱۳۹۵ سال های در جمعیت سنی هرم :۴ شکل

۱۳۶۵ −۹۵ دورە های در سنی مختلف گروە های :۵ جدول
۱۳۶۵ ۱۳۷۵ ۱۳۸۵ ۱۳۹۰ ۱۳۹۵ سنی عمده گروە های
۴۵٫۵ ۳۹٫۵ ۲۵٫۱ ۲۳٫۴ ۲۴٫۰ ۰ − ۱۴
۲۶٫۴ ۲۸٫۴ ۳۵٫۴ ۳۱٫۵ ۲۵٫۱ ۱۵ − ۲۹
۲۵٫۱ ۲۷٫۷ ۳۴٫۳ ۳۹٫۳ ۴۴٫۸ ۳۰ − ۶۴
۳٫۱ ۴٫۴ ۵٫۲ ۵٫۷ ۶٫۱ +۶۵

سنی) عمده گروه (چهار زمانی سری چهار تغییرات روند :۵ شکل
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باشد. می سال ها این در سالخورده جامعه یک ایجاد بر دلیلی نیز خود این که است داشته صعودی
که می باشد ۱۳۸۵ −۹۵ زمانی دوره در خانوادە ها افراد تعداد حسب بر خانوارها نسبی توزیع جمعیتی، مهم شاخص های از دیگر یکی طرفی، از
خانوارهای می شود، ملاحظه ۶ شکل روی از که همانطور است: زیر شکل به ۹۵ و ۹۰ ،۸۵ سال های در سرشماری دوره سه تفکیک به آن نمودار

۱۳۸۵ −۹۵ ساله ده دوره طول در خانوارها فراوانی توزیع :۶ شکل
خانوادە ها اکثر که می شود ملاحظه بنابراین داشتە اند. افزایش نیز نفره ۳ خانوادە های نیز متقابلا و داشتە اند کاهش دهه این طول در بیشتر و نفره ۵

نمایند. شناسی آسیب و بررسی را مسأله این متخصصان، و شناسان جمعیت باید که آوردە اند روی پائین بعد یا جمعیتی کم سمت به
مساحت از مربع كيلومتر هر در منطقه يک جمعيت افراد تعداد متوسط از است عبارت جمعيت نسبی تراكم شد، ذکر مقدمه بخش در که همانطور
۶ جدول در نیز مشابهاً است: زیر شکل به ۱۳۶۵ −۹۵ دورە های طی در کشور جمعیت نسبی تراکم تغییرات روند کلی طور به منطقه. آن

۱۳۶۵ −۹۵ سال های طی در کشور کل جمعیت نسبی تراکم :۷ شکل
شهرنشینی میزان میانگین شده، انجام محاسبات به توجه با نمودە ایم: ارائه ۱۳۹۰ سال در کشور استان های تفکیک به را جمعیت نسبی تراکم
وابسته جامعه دو 𝑡 آماری آزمون از استفاده با که طوری به باشد می ۶۸٫۷۴ با برابر ۱۳۹۰ سرشماری در و ۶۳٫۴۹ با برابر ۱۳۸۵ سرشماری در
شهرنشینی میزان که آنست معنای به این که بوده ۴٫۸۹ متوسط طور به اختلافات این کلی میانگین .(𝑝 < ۰٫۰۰۵) داشتە اند معناداری اختلاف
در کشور استان های اکثر می باشد. ملاحظه قابل رقم این که است داشته افزایش درصد ۴٫۸۹ متوسط طور به کشور استان های از یک هر در
درصد ۶۷ دارای تقریباً ۱۳۹۵ سال در نیز و درصد ۶۴ شهرنشینی میزان دارای ۱۳۹۰ سال در و ۵۹٫۴ شهرنشینی میزان دارای ۱۳۸۵ سرشماری
پارامترها همین و بوده قم) (استان ۹۳٫۹ و هرمزگان) (استان ۴۷٫۱ با برابر ترتیب به میزان این حداکثر و حداقل ۱۳۸۵ سرشماری در است. بوده
کاهش درصد یک اندازه به کرمان استان تنها می باشد. قم) (استان ۹۵٫۲ و بلوچستان) و سیستان (استان ۴۹ با برابر ترتیب به ۱۳۹۰ سرشماری در
که بختیاری و محال چهار استان به مربوط شهرنشینی افزایش مقدار بیشترین و داشته ۱۳۹۰ سرشماری به ۱۳۸۵ سرشماری از شهرنشینی میزان
که می باشد موجود ۱۳۹۰ و ۱۳۸۵ سال های شهرنشینی میزان بین در یکسانی پراکندگی دیگر، طرفی از است. داشته افزایش درصد ۶٫۷ اندازه به
بالایی شهرنشینی میزان از البرز و قم استان همانند تهران استان با همجوار استان های کلی طور به است. شده زده تخمین ۱۲٫۷ با برابر تقریباً
مربوط ترتیب به شهرنشینی میزان کمترین آن با متناظر و می باشد مرکز به مهاجرت نشاندهنده خود این که برخوردارند درصد) ۷۰ از (بیشتر
وابستگی شدت پیرسون، همبستگی ضریب کمک به طرفی از می باشد. بلوچستان و سیستان و شمالی خراسان گلستان، هرمزگان، استان های به
در شهرنشینی میزان بین قوی همبستگی نشاندهنده که است آمده بدست ۰٫۹۸ با برابر ۱۳۹۰ و ۱۳۸۵ سال های شهرنشینی میزان متغیر دو بین
یافتە های دارد، کشور استان های در شهرنشینی میزان با تنگاتنگی ارتباط که جمعیت نسبی تراکم مورد در می باشد. متوالی دوره دو سرشماری

است: آمده دست به ۱۳۸۵ −۹۵ ساله ده دوره یک در زیر
۹۷٫۴۵ با برابر ۱۳۹۰ سرشماری در و مربع کیلومتر در نفر ۹۰٫۵۲ با برابر ۱۳۸۵ سرشماری در جمعیت نسبی تراکم میانگین ،۶ جدول به توجه با
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۱۳۹۵ سال در استان ها تفکیک به جمعیت نسبی تراکم :۶ جدول
تراکم مساحت جمعیت استان
۴۹٫۱ ۱۶۲۸۷۶۲ ۷۹۹۲۶۲۷۰ کشور کل
۹۶۹٫۲ ۱۳۶۸۹ ۱۳۲۶۷۶۳۷ تهران
۵۲۹٫۴ ۵۱۲۴ ۲۷۱۲۴۰۰ البرز
۱۸۰٫۲ ۱۴۰۴۲ ۲۵۳۰۶۹۶ گیلان
۱۳۷٫۷ ۲۳۸۴۲ ۳۲۸۳۵۸۲ مازندران
۱۱۲٫۱ ۱۱۵۲۶ ۱۲۹۲۲۸۳ قم
۹۱٫۸ ۲۰۳۶۷ ۱۸۶۸۸۱۹ گلستان
۸۹٫۷ ۱۹۳۶۸ ۱۷۳۸۲۳۴ همدان
۸۷٫۳ ۳۷۴۱۱ ۳۲۶۵۲۱۹ غربی آذربایجان
۸۵٫۶ ۴۵۶۵۰ ۳۹۰۹۶۵۲ شرقی آذربایجان
۸۱٫۱ ۱۵۵۶۷ ۱۲۷۳۷۶۱ قزوین
۷۸٫۱ ۲۵۰۰۹ ۱۹۵۲۴۳۴ کرمانشاه
۷۳٫۵ ۶۴۰۵۴ ۴۷۱۰۵۰۹ خوزستان
۷۱٫۴ ۱۷۷۹۹ ۱۲۷۰۴۲۰ اردبیل
۶۲٫۲ ۲۸۲۹۴ ۱۷۶۰۶۴۹ لرستان
۵۸٫۰ ۱۶۳۲۸ ۹۴۷۷۶۳ بختیاری و چهارمحال
۵۵٫۰ ۲۹۱۳۷ ۱۶۰۳۰۱۱ کردستان
۵۴٫۱ ۱۱۸۸۵۱ ۶۴۳۴۵۰۱ رضوی خراسان
۵۱٫۲ ۲۲۷۴۲ ۱۱۶۳۴۰۰ بوشهر
۴۹٫۱ ۲۹۱۲۷ ۱۴۲۹۴۷۵ مرکزی
۴۸٫۶ ۲۱۷۷۳ ۱۰۵۷۴۶۱ زنجان
۴۷٫۹ ۱۰۷۰۱۷ ۵۱۲۰۸۵۰ اصفهان
۴۶٫۰ ۱۵۵۰۴ ۷۱۳۰۵۲ بویراحمد و کهگیلویه
۴۰٫۲ ۱۲۰۶۰۸ ۴۸۵۱۲۷۴ فارس
۳۰٫۴ ۲۸۴۳۴ ۸۶۳۰۹۲ شمالی خراسان
۲۸٫۸ ۲۰۱۳۲ ۵۸۰۱۵۸ ایلام
۲۵٫۱ ۷۰۶۹۷ ۱۷۷۶۴۱۵ هرمزگان
۱۷٫۳ ۱۸۲۷۲۶ ۳۱۶۴۷۱۸ کرمان
۱۵٫۳ ۱۸۱۷۸۵ ۲۷۷۵۰۱۴ بلوچستان و سیستان
۸٫۸ ۱۲۹۲۸۵ ۱۱۳۸۵۳۳ یزد
۸٫۱ ۹۵۳۸۴ ۷۶۸۸۹۸ جنوبی خراسان
۷٫۲ ۹۷۴۹۰ ۷۰۲۳۶۰ سمنان

اکثر .(𝑝 < ۰٫۰۲) است داشته معناداری افزایش ۱۳۹۰ سال به ۱۳۸۵ سال از مربع کیلومتر در نفر ۷ نسبی تراکم متوسط که طوری به می باشد نفر
تراکم دارای ۱۳۹۵ سرشماری در و نفر ۸۲ نسبی تراکم دارای ۱۳۹۰ سال در و نفر ۴۴ نسبی تراکم دارای ۱۳۸۵ سرشماری در کشور استان های
(استان نفر ۸۲۹ و سمنان) (استان نفر ۶ با برابر ترتیب به تراکم این حداکثر و حداقل ۱۳۸۵ سرشماری در است. بوده مربع کیلومتر در نفر ۸۷
۱۳۹۵ سرشماری مورد در که باشد می تهران) (استان نفر ۸۹۰ و سمنان) (استان نفر ۶ با برابر ترتیب به ۱۳۹۰ سرشماری در نیز و بوده تهران)
تغییری جنوبی خراسان و سمنان یزد، استان های تنها است. شده محاسبه تهران) (استان نفر ۹۶۲ و سمنان) (استان نفر ۷٫۲ با برابر ترتیب به نیز
مربوط نسبی تراکم افزایش در تغییر مقدار بیشترین اما است نداشته وجود ۱۳۹۰ سرشماری به ۱۳۸۵ سرشماری از آنها جمعیت نسبی تراکم در
در نفر ۱۰ از کمتر کشور استان های بقیه است. داشته افزایش مربع کیلومتر در نفر ۶۱ و ۶۵ اندازه به ترتیب به که تهران و البرز استان های به
به ۱۳۹۰ سرشماری در نسبی تراکم انحرافات یا پراکندگی داشتە اند. ۱۳۹۰ سرشماری به ۱۳۸۵ سرشماری از نسبی تراکم افزایش مربع کیلومتر
مشابه نیز نتایج تفسیر ۱۳۹۵ سرشماری در شاخص این تغییرات روند مورد در می باشد. ۱۳۸۵ سرشماری از بیشتر مربع کیلومتر در نفر ۱۴ تعداد
نسبی تراکم از تهران استان با همجوار استان های کلی طور به می کنیم. خودداری آن دوباره ذکر از که است ۱۳۸۵ −۹۰ ساله پنج تغییرات همین با
جنوبی خراسان و یزد سمنان، استان های همچنین برد. نام قم و مازندران گیلان، البرز، استان به می توان استان ها این نمونه که برخوردارند بالایی
متغیر دو بین وابستگی شدت پیرسون، همبستگی ضریب کمک به طرفی از می باشند. کشور استان های کلیه بین از نسبی تراکم کمترین دارای نیز
۱۳۸۵ سرشماری در نسبی تراکم دو بین قوی همبستگی دهنده نشان که است آمده دست به ۰٫۹۹ با برابر ۱۳۹۰ و ۱۳۸۵ سال های نسبی تراکم
همبستگی ضریب کمک به جمعیت نسبی تراکم و شهرنشینی میزان متغیر دو بین همبستگی شدت نیز پایان در می باشد. ۱۳۹۰ سرشماری با

می باشد. معنادار نیز ۰٫۰۱ سطح در که است آمده بدست ۰٫۶۳ با برابر مقدار این که گردید برآورد پیرسون
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گیری نتیجه و بحث .۴
کشور مختلف استان های در را جمعیت نسبی تراکم و شهرنشینی میزان مسکن، و نفوس عمومی سرشماری یافتە های اساس بر حاضر پژوهش در
نرم توسط حاصل اطلاعات شد. آورده دست به مقیاس ها این برای را معیار) انحراف و (میانگین توصیفی شاخص های سپس و نمودیم استخراج
تحلیل و تجزیه مورد همبستگی) ضرائب و ANOVA ،t (آزمون مناسب آماری آزمون های از استفاده با MINITAB و SPSS آماری افزارهای
معنادار اختلافات وسپس گردید بررسی کشور استان های بین در جمعیت نسبی تراکم و شهرنشینی میزان آماری تفاوت های شدە اند. گرفته قرار
انجام مناسب آماری آزمون و مقایسه ۱۳۸۵ سال سرشماری با متناظر کمیت های با و نمودیم مشخص کشور استان های بین در را شاخص ها این
سرشماری ها مختلف دورە های طول در كشور شهری جمعيت سالانه رشد ميزان متوسط که است واقعیت این گویای حاصل یافتە های دادیم.
به مربوط آن وحداقل درصد ۵٫۴ مقدار با ،۱۳۵۵ −۱۳۶۵ سال های به مربوط سال ها اين طی در سالانه رشد ميزان حداكثر نبوده است. يکسان
ميانگين گذشته سال ۵۰ در که می دهد نشان گرفته صورت بررسی های و تحقیقات است. بوده درصد ۲٫۷ مقدار با ۱۳۷۵ −۱۳۸۵ سال های
سال از سپس و بوده افزايشی روند اين ۱۳۷۰ تا ۱۳۳۵ سال از كه ترتيب اين به است. نكرده پيروی معينی الگوی از كشور شهرهای جمعيت
،۸۳٫۳ ،۹۱٫۳ ،۹۳٫۹ با ترتيب به سمنان و يزد اصفهان، تهران، قم، استان های ۱۳۸۵ سرشماری در است. كرده طی را خود نزولی سير بعد به ۱۳۷۰
گلستان خراسان شمالی، بويراحمد، و كهگيلويه هرمزگان، استان های مقابل در بودند. برخوردار شهرنشينی ميزان بيشترين از درصد ۷۴٫۷ و ۷۹٫۷
،۱۳۹۰ سرشماری در طرفی از داشتە اند. را شهرنشينی ميزان كمترين درصد، ۴۹٫۶ و ۴۹٫۵ ،۲٫۴ ،۴۷٫۶ ،۴۷٫۱ با ترتيب به بلوچستان و سيستان و
و بودند برخوردار بالایی شهرنشینی میزان از درصد، ۸۲٫۸ و ۸۵٫۴ ،۹۰٫۵ ،۹۲٫۸ ،۹۵٫۲ با ترتیب به یزد و اصفهان ، البرز تهران، قم، استان های
درصد) شمالی(۵۱٫۵ خراسان درصد)، ۵۱) گلستان درصد)، ۵۰) هرمزگان استان های به مربوط ترتیب به شهرنشینی میزان کمترین آن با متناظر
تهران، ترتيب به جمعيت نفر ميليون يک از بيش با ۱۳۸۵ سال در كشور شهرهای پرجمعيت ترين . می باشد درصد) بلوچستان(۴۹ و سیستان و
دادە اند. جای خود در را كشور شهرنشين جمعيت از درصد ۳۲٫۸ يا نفر ميليون ۱۵٫۸ مجموع در كه بودە اند شيراز و كرج تبريز، اصفهان، مشهد،
بررسی و ملاحظه با است. بوده كشور شهرنشين جمعيت از درصد ۳۵٫۶ و نفر ميليون ۱۳ بر بالغ درمجموع ۱۳۷۵ سال در شهر ۶ اين جمعيت
بين ناهماهنگی بر دلالت ۱۳۳۵ −۱۳۸۵ سال های طي شهرنشين جمعيت كل به نسبت آن درصد و كشور بزرگ شهر شش جمعيت تغییرات روند
۴۳٫۶ معادل ۱۳۴۵ سال در درصد، ۴۲٫۲ حدود ۱۳۳۵ سال در كه طوری به است. بزرگ شهر چند در شهری جمعيت تمركز و شهرها اندازه
كشور شهری نقاط جمعيت كل درصد ۳۲٫۸ و ۳۵٫۶ ،۳۹٫۴ ترتيب به ۱۳۸۵ و ۱۳۷۵ ،۱۳۶۵ سال های در و درصد ۴۴٫۳ برابر ۱۳۵۵ سال در درصد،
جمعيت با شهر زيادی تعداد وجود ايران، در شهرنشينی ويژگی های از يکی كه كرد نتيجە گيری چنین می توان بودە اند. متمركز شهر شش اين در
آن از حاكی اخير قرن نيم طی نفر هزار ۵۰ از كمتر شهرهای و جمعيت و تعداد نسبی توزيع است. بسيار جمعيت با شهر اندكی تعداد و اندک
درصد ۳۸٫۶ از ساله ۵۰ دوره يک در آنها جمعيت كه ترتيب اين به است، نهاده كاهش به رو تدريج به جمعيت كم شهرهای كل درصد كه است
استان های که گردید ملاحظه پژوهش این یافتە های به توجه با .(۱۳۹۰ (فتحی، است يافته كاهش کشور شهرنشين جمعيت كل درصد ۱۹٫۸۴ به
بی گمان می باشند. برخوردار بالایی شهرنشینی میزان از استان ها بقیه نسبت به همچنین و جمعیت نسبی تراکم بیشترین دارای پایتخت همجوار
كشورها اين روی پيش بزرگ مشکلات از يکی نيافته توسعە  يا توسعه حال در كشورهای پايتخت در جمعيت شديد نسبی تراكم و ناموزون رشد
با بايد توسعه يافته كمتر كشورهای در كلان برنامە ريزی های تمام كه است نكته اين ذكر می باشد، اهمیت با و توجه قابل آنچه بين اين در است.
كشور واقعی نيازهای به توجه با و كشور اكناف و اطراف در سرمايە ای و اعتباری منابع توزيع گردد. ارائه شهرها نامتوازن رشد از جلوگيری هدف
در مهاجرت نمودن معكوس كه است بديهی البته كند. جلوگيری شهرها اين شدن بزرگ  و بی رويه رشد از می تواند ملی فراگير الگوی يک برطبق
شد. خواهد ممکن پايدار توسعە ای به رسيدن برای جامعه نخبگان عزم و ملی برنامه يک داشتن با تنها كه است زمان بری و سخت كار شهرها اين
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اکستریمم کشیدگی راستای در تصویرسازی با خوشە بندی
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چکیده
می باشد. شکل و طول زمانی، سری های تابعی، چندمتغیره، دادە های تحلیل در مهم روش های از یکی خوشە بندی

علاوه می باشد، مقدار بیشترین یا کمترین دارای مشاهدات کشیدگی آن در که راستاهایی در تصویرسازی با مقاله این در
را خوشە بندی در رایج روش های محدودیت های از بسیاری که می پردازیم بالا دقت با خوشە بندی به بعد کاهش بر
این ارزیابی به واقعی و شبیە سازی مشاهدات براساس می برد. بین از است بالا ابعاد با دادە ها در آنها استفاده از مانع که

می پردازیم. بیزی و فازی خوشە بندی چون رایجی روش های با مقایسه در روش

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

بندی خوشه
سازی تصویر

کشیدگی ضریب
2020 MSC:

62H30

مقدمه .۱
کردن بهینه براساس معمولا خوشە بندی برای معمول روش های می باشد. مجزا گروه چند به مشاهدات افراز برای ناظر بدون روش یک خوشە بندی
کوواریانس ساختار بر فرضیات بر مبتنی معمولا معیارها این انتخاب می گیرد. شکل گروە ها بین و گروە ها درون تغییرات جمله از معیارهایی
با متناسب است ممکن انتخابی معیارهای دیگر عبارت به کند. ایجاد خوشە بندی در را محدودیت هایی می شود باعث که می باشد مشاهدات

نباشد. مشاهدات کوواریانس ساختار
می گردد. درخوشە بندی زیادی محدودیت های باعث که می باشد گروە ها تعداد شده تعیین پیش از مقدار روش ها، این محدودیت های دیگر از

شدت به روشها این کارایی مشاهدات تعداد نسبت به چندگانه مشاهدات بعد افزایش با که است این است وارد روشها این به که دیگری ایراد
اطلاعات همه انعکاس توانایی انتخابی معیارهای باشد داشته وجود شدید وابستگی چندگانه بردار مولفە های در اگر همچنین می کند. پیدا کاهش
ترتیب به که زمانی سری های یا تابعی مشاهدات برای معمول روش های از نتوان شده باعث شده ذکر آخر ایراد دو ندارند. را وابستگی این
گسسته صورت به زمانی سری های و تابعی دادە های عمل در که چند هر کرد. استفاده می باشند زمانی وابستگی دارای و بالا بعد با مشاهدات

رود. دست از زیادی اطلاعات می شود باعث اصلی ساختار نگرفتن نظر در اما می شوند ثبت
ارائه (۲۰۱۰) همکاران و پنا توسط آن از بیشتر جزئیات و گردیده معرفی (۲۰۰۱) پریتو و پنا توسط اکستریمم کشیدگی راستای در خوشە بندی

است. گردیده
مقدار کمترین یا کشیدگی میزان بیشترین دارای که می شود گرفته نظر در مشاهدات از خطی ترکیبات دیگر عبارت به یا راستاها روش این در
می رسد خود مقدار کمترین به کشیدگی میزان که راستایی در که دادند نشان (۲۰۰۱) پریتو و پنا واقع در افتاد. اتفاق راستاها آن در کشیدگی

می دهد. رخ پذیر تفکیک مشاهدات در تفکیک بیشترین
آورند بوجود را جداگانە ای گروە های است ممکن که پرت مشاهدات می رسد خود مقدار حداکثر به کشیدگی میزان که راستایی در همچنین

گیرد. انجام بیشتری دقت با گروە ها سایر افراز که می شود باعث مشاهدات این تشخیص می شوند. شناسایی

∗سخنران
(مهناز m.khalafi@gmail.com محسنی)، عظیم (مجید m.azim@gu.ac.ir شیخ ویسی)، (فرشته fereshteh.shv.1997 @gmail.com الکترونیک: پست

خلفی)
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سری های و (۲۰۱۷) ریورا تابعی مشاهدات همچون بالا بعد با مشاهدات برای روش این که شده باعث روش این در بعد کاهش از هدفمند استفاده
مشاهدات این بندی خوشه صحت و دقت چشمگیر افزایش باعث آن از استفاده و گیرد قرار استفاده مورد (۲۰۱۵) همکاران و مایتینن زمانی

گردد.
روش های با اکستریمم کشیدگی راستای در تصویرسازی روش زمانی، سری های و تابعی دادە های از شبیە سازی مشاهدات اساس بر مقاله این در
ارائه خوشە بندی الگوریتم دقت تابعی، واقعی مشاهدات از مجموعه یک براساس همچنین می گردد. مقایسه بیزی و فازی خوشە بندی شامل رایج

می دهیم. قرار بررسی مورد را تصویرسازی مبنای بر شده
می پردازیم. مذکور روش مبانی به ابتدا تصویرسازی الگوریتم ارائه برای

اکستریمم: کشیدگی راستای در تصویرسازی .۱ .۱ تعریف
داشته وجود 𝐴۱, 𝐴۲ محدب مجموعه دو اگر گویند ۱−𝜀 توان با تفکیک پذیر خطی صورت به را 𝐹۱, 𝐹۲ توزیع توابع با 𝑋۱, 𝑋۲ ∈ 𝑅𝑝 بردار دو

بطوریکه باشد
𝑃(𝑋۱ ∈ 𝐴۱) ≥ ۱ − 𝜀

و
𝑃(𝑋۲ ∈ 𝐴۲) ≥ ۱ − 𝜀

بطوریکه یافت را (𝑑′𝑑 = ۱) 𝑑 یکه بردار یک بتوان اگر گویند خطی بصورت تفکیک پذیر را 𝑋۲ و 𝑋۱ بردار دو عبارت دیگر به باشد.
𝑃(𝑋′۱𝑑 ≤ 𝑐) ≥ ۱ − 𝜀

و
𝑃(𝑋′۲𝑑 ≥ 𝑐) ≥ ۱ − 𝜀

دارد. بستگی 𝑋۲ و 𝑋۱ توزیع به که است ثابت مقدار یک 𝑐 = 𝑐(𝐹۱, 𝐹۲) آنها در که
مشاهدات این که کنیم فرض باید کنیم تقسیم تصویرسازی روش به مجزا گروه 𝑘 در بخواهیم را 𝑋۱, ..., 𝑋𝑛 ∈ 𝑅𝑝 چندگانه مشاهدات اینکه برای
ماتریس و 𝜇𝑖 = 𝐸(𝑋 ∣ 𝑋 ∼ 𝐹𝑖) میانگین دارای 𝑖 = ۱, ..., 𝑘 ازای به که شدە اند ایجاد 𝐹۱, ..., 𝐹𝑘 توزیع تابع 𝑘 از آمیخته توزیع یک از

.∑𝑘
𝑖=۱ 𝛼𝑖 = ۱ بطوریکه می باشد (𝛼۱, ..., 𝛼𝑘) آمیختگی ضرایب و 𝑉𝑖 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋 ∣ 𝑋 ∼ 𝐹𝑖) واریانس

آن در که می کنیم تعریف را 𝑐𝑖 = 𝑔𝑖(𝐹۱, ..., 𝐹𝑘 , 𝛼۱, ..., 𝛼𝑘 , 𝜀𝑖) ثابت ها شده ذکر گروه 𝑘 برای خطی پذیری تفکیک تعریف تعمیم برای
است پذیر تفکیک خطی طور به توزیع ها سایر از 𝐹𝑖 توزیع با 𝑋𝑖 مشاهده می گوییم صورت این در می باشد. پذیری تفکیک توان مقدار ۱ − 𝜀𝑖

باشیم داشته است 𝑑′𝑖𝑑𝑖 = ۱ که 𝑑𝑖 ∈ 𝑅𝑝 یکه بردار ازای به اگر
𝑃(𝑋′𝑑𝑖 ≤ 𝑐𝑖 ∣ 𝑋 ∼ 𝐹𝑖) ≥ ۱ − 𝜀𝑖

و
𝑃(𝑋′𝑑𝑖 ≥ 𝑐𝑖 ∣ 𝑋 ∼ 𝐹(𝑖)) ≥ ۱ − 𝜀𝑖

می باشد. 𝐹(𝑖) = ∑𝑗≠𝑖 𝛼𝑗
𝐹𝑗
𝛼𝑖

آن در که
کنیم. تعریف ۱ − 𝜀 ثابت مقدار را پذیری تفکیک توان می توانیم 𝜀 = ⅿax(𝜀۱, ..., 𝜀𝑘) تعریف با

باشد. 𝑘 = ۲ خوشە ها تعداد که می کنیم فرض می گردد مشخص 𝑑 بردار درآن که اصلی قضیه سادە تر بیان برای
ترتیب به 𝜇𝑖 و 𝑉𝑖 اگر است. 𝛼 ∈ (۰, ۱) بطوریکه باشد (۱ − 𝛼)𝑓۱(𝑋) + 𝛼𝑓۲(𝑋) آمیخته توزیع دارای 𝑋 ∈ 𝑅𝑝 کنید فرض .۲ .۱ قضیه
کشیدگی میزان که جهت هایی . 𝑧 = 𝑑′𝑋 دهیم قرار و باشد یکه بردار یک 𝑑 ∈ 𝑅𝑝 و باشد 𝑓𝑖 توزیع به مربوط میانگین بردار و واریانس ماتریس

می شود حاصل زیر رابطه از که می گذارد اختیار در را 𝑑 بردار می رساند حداکثر یا حداقل به را
𝑉𝑚𝑑 = 𝜆۳(𝜇۲ − 𝜇۱) + 𝜆۴((۱ − 𝛼)𝜙۱ + 𝛼𝜙۲) + 𝜆۵(𝜏۲ − 𝜏۱)

و 𝜙𝑖 = ۴∫𝑅𝑝(𝑑′𝑋 − 𝑑′𝜇𝑖)۳(𝑋 − 𝜇𝑖)𝑓𝑖(𝑋)𝑑𝑋 و هستند ثابت ضرایبی 𝜆𝑖 , 𝑖 = ۱, ..., ۵ و 𝑉𝑚 = 𝜆۱𝑉۱ + 𝜆۲𝑉۲ آن در که
می باشند. 𝜏𝑖 = ۳∫𝑅𝑝(𝑑′𝑋 − 𝑑′𝜇𝑖)۲(𝑋 − 𝜇𝑖)𝑓𝑖(𝑋)𝑑𝑋

می آید. در زیر ساده فرم به فوق قضیه نرمال توزیع حالت در
واریانس و 𝜇𝑖 میانگین با نرمال توزیع 𝑓𝑖 , 𝑖 = ۱, ۲ آن در که باشد شده تولید (۱ − 𝛼)𝑓۱(𝑋) + 𝛼𝑓۲(𝑋) آمیخته توزیع از 𝑋 ∈ 𝑅𝑝 بردار اگر

می گردد حاصل زیر رابطه از 𝑑 بردار این صورت در باشد 𝑉 مشترک
𝑉𝑑 = �̃�(𝜇۲ − 𝜇۱)
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حداقل به کشیدگی آن در که می کند مشخص را راستایی 𝑑 بردار باشد |𝛼 − ۱
۲ | <

۱
√۱۲ حالت این در اگر همچنین .�̃� ثابت مقدار یک برای

می رسد. خود مقدار حداکثر به کشیدگی که کند می مشخص را راستایی 𝑑 بردار اینصورت غیر در و می رسد
مشاهدات بهتر تفکیک برای بیشتری راستاهای از باشیم مجبور و نکند کفایت تصویرسازی برای راستا یک است ممکن که باشید داشته توجه
هر در که متغیره 𝑝 مشاهدات برای ممکن جهت ۲𝑝 یعنی تصویرسازی برای ظرفیت حداکثر از استفاده شیوه بهترین اینصورت در کنیم. استفاده

است. عمود قبلی راستاهای بر مذکور ویژگی حفظ با راستا هر همچنین و می رسد حداقل به یا و حداکثر به یا کشیدگی ضریب راستا
می باشد. زیر صورت به مذکور راستاهای یافتن به مربوط بازگشتی الگوریتم

همچنین و 𝑦(۱)𝑖 = 𝑋𝑖 می دهیم قرار 𝑚 = ۱ یعنی اول گام در باشند. متغیره 𝑝 مشاهدات 𝑋𝑖 , 𝑖 = ۱, ..., 𝑛 کنید فرض

�̄�(𝑚) = ۱
𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝑦(𝑚)
𝑖

و
𝑆𝑚 = ۱

𝑛 − ۱
𝑛


𝑖=۱

(𝑦(𝑚)
𝑖 − �̄�(𝑚))(𝑦(𝑚)

𝑖 − �̄�(𝑚))′

باشیم داشته که می آوریم بدست گونە ای به را 𝑑𝑘 بردار دوم: گام

𝑑𝑚 = arg ⅿax ۱
𝑛

𝑛


𝑖=۱

(𝑑′𝑚𝑦(𝑚)
𝑖 − 𝑑′𝑚�̄�𝑚)۴

می رسد. خود حداکثر به کشیدگی آن در که می کند مشخص را راستایی 𝑑𝑚 بە عبارت دیگر باشد. 𝑑′𝑚𝑆𝑚𝑑𝑚 = ۱ بطوریکه
می کنیم تعریف باشد 𝑚 < 𝑝 اگر می کنیم. تصویر باشد عمود 𝑆𝑚 فضای بر که برفضایی را مشاهدات سوم: گام

𝑦(𝑚+۱)
𝑖 = (𝐼 − ۱

𝑑′𝑚𝑆𝑚𝑑𝑚
𝑑𝑚𝑑′𝑚𝑆𝑚)𝑦(𝑚)

𝑖

می شود. متوقف الگوریتم غیراینصورت در می یابیم. دوم گام به برگشتن با را جهت ها سایر و 𝑚 = 𝑚 + ۱ می دهیم قرار همچنین
استفاده سازی حداقل از حداکثرسازی جای به که تفاوت این با می یابیم سوم و دوم گام های مانند را 𝑑𝑝+۱, ..., 𝑑۲𝑝 بردارهای چهارم: گام

می کنیم.
را خوشە بندی می توانیم تصویرسازی از مقدار ۲𝑝 مجموع در و حاصل متغیره یک مشاهدات با و می یابیم را مذکور راستای ۲𝑝 ترتیب این به

دهیم. انجام
روش مانند روش هایی از می توان کار این برای کند. محاسبه را 𝑑 بردار بتواند که است عددی روشهای به نیاز دوم گام انجام برای که کنید توجه

کرد. استفاده ژنتیک الگوریتم و نیوتون⁃رافسون
خوشە بندی الگوریتم

این به است. شده تصویر فضای در مشاهدات فواصل به توجه می شود استفاده تصویرسازی از که وقتی خوشە بندی برای ابتکاری روش یک
خوشه دو به را آنها می توان که است معنی این به باشد زیاد دسته دو بین فاصله اگر شده تصویر مشاهدات مجموعه یک برای اگر که صورت

می پردازیم. آن به ادامه در که می دهد ارائه را خوشە بندی برای جدیدی روش ایده، این کرد. تقسیم
𝑚 ثابت مقدار ازای به همچنین باشد. مینیمم و ماکزیمم کشیدگی راستاهای بر شده تصویر مقادیر 𝑧𝑚𝑖 = 𝑋′

𝑖𝑑𝑚 , 𝑚 = ۱, ..., ۲𝑝 کنید فرض
زیر صورت به می توان را فضا این در نمونە ها اول مرتبه فواصل باشد. راستا یک بر تصویرشده مشاهدات شده مرتب مقادیر 𝑧𝑚(𝑖) کنید فرض

کرد تعریف
𝑤𝑘𝑖 = 𝑧𝑘(𝑖+۱) − 𝑧𝑘(𝑖) 𝑖 = ۱, ..., 𝑛

بیشتر مشخصی مقدار یک از ها 𝑤𝑘𝑖 از مقداری آیا که می شود کنترل مرتبه هر در و می شود انجام 𝑤𝑘𝑖 مقادیر براساس خوشە بندی روش این در
به بقیه به نسبت زیاد فاصله با مشاهده یک تشخیص الگوریتم می باشد. مشاهدات سایر به نسبت فاصله یک ایجاد از نشان که نه یا می شود

می شود. خلاصه زیر صورت
می شود محاسبه تصویر مقادیر ، 𝑚 = ۱, ..., ۲𝑝 هر برای اول: گام

𝑢𝑚𝑖 = 𝑋′
𝑖𝑑𝑚
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می کنیم استاندارد را شده محاسبه مقادیر دوم: گام
𝑧𝑚𝑖 =

𝑢𝑚𝑖 − 𝜇𝑚
𝑠𝑚

می باشد. 𝑠𝑚 = ۱
𝑛 − ۱ ∑

𝑛
𝑖=۱(𝑢𝑚𝑖 − 𝜇𝑚)۲ و 𝜇𝑚 = ۱

𝑛 ∑𝑛
𝑖=۱ 𝑢𝑚𝑖 آن در که

می نامیم. 𝑧𝑚(𝑖) و محاسبه را 𝑧𝑚𝑖 شده مرتب مقادیر سوم: گام
می کنیم محاسبه را شده استاندارد فواصل مقادیر چهارم: گام

𝑤𝑚𝑖 = 𝑤𝑚(𝑖+۱) −𝑤𝑚(𝑖) 𝑖 = ۱, ..., 𝑛 − ۱

می کنیم تعیین زیر رابطه از را 𝑟 مقدار می باشد آزمون سطح مقدار یک 𝛼 آن در که 𝜈 = ۱ − (۱ − 𝛼)
۱
𝑛 مرزی مقدار اساس بر پنجم: گام

𝑟 = ⅿin
𝑗
{𝑛 > 𝑗 > 𝑖۰𝑚 ∶ 𝑤𝑚𝑗 > 𝜈}

می شود. گرفته نظر در 𝑖۰𝑚 = ۰ گام این در
دیگر راستای در دیگر عبارت به یا و می دهیم تغییر را 𝑚 مقدار درغیراینصورت می دهد. دادە ها در خوشە ها وجود از نشان باشد 𝑟 < ∞ اگر

می کنیم. حرکت
و می دهیم قرار 𝑖۰𝑚 = 𝑟 و دیگر خوشه در 𝑧𝑚𝑙 > 𝑧𝑚𝑟 که مقادیری و می دهیم قرار خوشه یک در را 𝑧𝑚𝑙 ≤ 𝑧𝑚𝑟 که مقادیری ششم: گام

می کنیم. تکرار را بالا مراحل
کرد ادغام یکدیگر با بتوان را خوشە ها این از بعضی است ممکن اما کرد مشخص را 𝑘 یعنی خوشە ها تعداد می توان خوبی به بالا الگوریتم براساس
مشاهدات این بتوان است ممکن و باشد شده شناسایی راستاها از یکی در که باشد پرتی مشاهدات تک به مربوط آنها از بعضی است ممکن یا و
به نیاز نهایی خوشە بندی به رسیدن برای بالا الگوریتم بنابراین داد. کاهش امکان حد تا را خوشە ها تعداد و داد تخصیص خوشە ها از یکی به را

دارد. اصلاح
اصلاح الگوریتم می گیرد. شکل مشاهدات شده استاندارد اقلیدسی فاصله اساس بر که می شود استفاده مهالانوبیس فاصله از نتایج اصلاح برای

می باشد. زیر صورت به خوشە بندی
دارد) را عضو تعداد بیشترین 𝑙 (خوشه می کنیم. مرتب آنها اعضای تعداد ترتیب به را شد شناسایی قبل الگوریتم از که خوشه 𝑘 اول: گام
( 𝑖𝑘 = 𝑛 و 𝑖۰ = ۰ باشد:( داشته تعلق ام 𝑙 خوشه به 𝑖𝑙 تا 𝑖𝑙−۱ + ۱ مشاهدات بطوریکه می کنیم شمارە گذاری اساس همین بر نیز را مشاهدات

می کنیم طی را زیر مراحل 𝑙 = ۱, ..., 𝑘 خوشه هر برای دوم: گام
خوشه هر مشاهدات از را 𝑆𝑙 و 𝜇𝑙 یعنی را خوشه واریانس ماتریس و میانگین مقادیر باشد، 𝑝 + ۱ از بیشتر ام 𝑙 خوشە  عناصر تعداد اگر الف)

می کنیم. متوقف را عملیات باشد 𝑝 + ۱ از کمتر خوشه عناصر تعداد اگر می کنیم. برآورد
می کنیم تعیین خوشه این به نسبت را ندارد تعلق ام 𝑙 خوشه به که مشاهدات همه مهالانوبیس فاصله ب)
𝛿𝑗 = (𝑥𝑗 − 𝜇𝑙)′𝑆−۱

𝑙 (𝑥𝑗 − 𝜇𝑙), 𝑗 ≤ 𝑖𝑙−۱, 𝑗 > 𝑖𝑙

دهیم. تخصیص ام 𝑙 خوشه به را 𝛿𝑗 ≤ 𝜒۲
𝑝,۰٫۹۹ آن در که مشاهداتی ج)

انجام بعدی خوشه برای را بالا گام های و می دهیم افزایش واحد یک را 𝑙 مقدار نشد داده تخصیص ام 𝑙 خوشه به جدیدی مشاهده هیچ اگر د)
مراحل و می کنیم گذاری نام را آن مقادیر و مرتب را خوشە ها اول گام مانند کرد تغییر جدید مشاهده چند یا یک با ام 𝑙 خوشه اگر اما می دهیم.

می کنیم. تکرار ام 𝑙 خوشه برای مجدد را بالا
باشیم. نداشته خوشە ای هیچ به جدیدی تخصیص دیگر که می کند پیدا ادامه آنقدر فوق مراحل

اصلی نتایج .۲
می شود. پرداخته مقاله این روش بررسی به واقعی و شده شبیە سازی دادە های براساس بخش این در

شبیە سازی مطالعه
می شود. استفاده برخوردارند زیر ساختار سه از که تابعی دادە های از شبیە سازی مطالعه برای

است زیر نمایش دارای که تابعی اول ساختار
𝑋(۱)
𝑖 (𝑡𝑗) = 𝑎𝑖 + ۰٫۳ + ۰٫۲۵ sin(۱٫۳𝑡𝑗) + 𝑡۳

𝑗
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.𝑎𝑖 ∼ 𝑈(−۱
۴ , ۱

۴) آن در که
است زیر نمایش دارای که تابعی دوم ساختار

𝑋(۲)
𝑖 (𝑡𝑗) = 𝑎𝑖 + ۱٫۱ + sin(۱٫۵𝑡𝑗) + 𝑡۳

𝑗

.𝑎𝑖 ∼ 𝑈(−۱
۲ , ۱

۲) آن در که
است زیر نمایش دارای که تابعی سوم ساختار

𝑋(۳)
𝑖 (𝑡𝑗) = 𝑎𝑖 + ۱٫۷ + ۱٫۵ sin(۱٫۷𝑡𝑗) + 𝑡۳

𝑗

.𝑎𝑖 ∼ 𝑈(−۱, ۱) آن در که
تولید 𝑖 = ۱, ..., ۱۵۰ ازای به منحنی ۱۵۰ خوشه هر برای همچنین می کنیم تقسیم مساوی قسمت ۱۰۰ به را [۰, 𝜋۳ ] فاصله ها، 𝑡𝑗 انتخاب برای

می کنیم.
براي می دهد. نمایش را مینیمم و ماکزیمم کشیدگی راستای در تصویرسازی و فازی بیزی، روش سه براساس را درست تخصیص درصد ۱ جدول
بسته از ترتيب به بندي خوشه نوع سه اين براي گرفت. قرار استفاده مورد و تنظيم ورودي پارامترهاي حالت بهترين بيزي و فازي بندي خوشه
قابل طور به سازي تصوير روش كه گردد مي مشخص ۱ جدول به توجه با گرديد. استفاده R افزار نرم در SⅬBⅮⅮ و fⅽⅼust، bⅽⅼust هاي
بيزي كلاسيك روشهاي از مطالعه اين در كه است ذكر قابل باشد. مي بيزي و فازي هاي روش به نسبت بندي خوشه در بالاتري دقت داراي توجهي
مطالعات در تر، صحيح ارزيابي براي است. شده طراحي تابعي هاي داده بندي خوشه براي كه هاي روش نه گرديد استفاده مقايسه براي فازي و
روش كه بالايي دقت با كه هرچند گردد مي پيشنهاد تابعي هاي داده بندي خوشه براي شده طراحي روشهاي با سازي تصوير روش مقايسه آينده

گيرد. قرار استفاده مورد اطمينان مورد روش يك عنوان به تواند مي ميدهد نشان سازي تصوير

تابعی خوشە بندی روشهای مقایسه نتایج :۱ جدول
روش بیزی فازی تصویرسازی

درست تخصیص درصد ۷۹ ۶۵ ۹۴

واقعي هاي داده
میزان از باشیم، داشته اختیار در زمانی سری های داده که حالتی در مینیمم و ماکزیمم کشیدگی راستای در تصویرسازی روش دقت بررسی برای
گلستان سد دست پایین در ایستگاه ۴ تعداد گردید. استفاده ساله ۲۵ زمانی دوره یک در گرگانرود های ایستگاه از شده گیری اندازه معلق رسوب
سازی تصویر روش .(۱ (شکل باشند می واقع آباد) بصیر و قلا (آق سد دست بالا در ایستگاه دو و قزاقلی) و گنبد قوشان، حاجی (تمر،
جدول گرفت. قرار استفاده مورد هستند متفاوتی معلق رسوب دارای نظر به که سد دست پایین و بالادست های ایستگاه تفکیک در دقت برای
و تمر های ایستگاه و شد شناسایی خوشه دو شده انجام بندی طبقه با دهد. می نشان را ماه در تن هزار حسب بر معلق رسوب میانگین ۲
معلق رسوب پایین دبی میزان دلیل به تمر ایستگاه گرفت. قرار دیگر خوشه در دیگر ایستگاه سه و خوشه یک در قوشان حاجی و آباد بصیر
با بندی خوشه مقایسه تواند می مطالعه این در بررسی قابل ایده یک گرفت. قرار دست پایین های ایستگاه خوشه در بنابراین داشت را کمتری
گیرد. قرار توجه مورد بعدی مطالعات در تواند می که باشد طیف و زمان دامنه در زمانی های سری بندی خوشه معمول های روش با تصویرسازی

ها ایستگاه در معلق رسوب میانگین :۲ جدول
ایستگاه آباد بصیر قلا آق تمر قزاقلی گنبد قوشان حاجی
میانگین ۴۰ ۶۰ ۳۰ ۱۶۰ ۱۰۰ ۱۰۰
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گرگانرود در بررسی مورد های ایستگاه موقعیت :۱ شکل
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ها داده پوششی تحلیل روش با ۱۳۹۹ سال در معلم بیمه شرکت شعب کارایی ارزیابی
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مرکزی تهران واحد اسلامی آزاد آدانشگاه

مقدمه .۱
انسان ظهور لحظه همان از طبیعی بلایای و اتفاقات که چرا بودە است. بشر نوع دغدغە های اصلی ترین از همواره امنیت انسان، آفرینش لحظه از
شاید و بوده خویش مال و جان امنیت تامین برای چارە ای یافتن دنبال به همیشه بشر رو این از بودە است. او گریبانگیر امروز به تا زمین روی بر

است. بیمه تاریخچه شروع موضوع همین
دزدان و خطرات برابر در کشتیرانی از حمایت و تجارت از پشتیبانی برای کلمه واقعی معنای به بیمه بار اولین برای که است این بر عمومی باور

است. معروف دریایی باربری بیمه به و گرفت شکل کشتی با تجارت زمان در واقع در و دریایی

جهان در بیمه تاریخچه .۲
بیمە ای رشتە های سایر . است دریایی باربری بیمه گرفته، قرار عمل مورد نوزدهم سده از قبل به مربوط که بیمه نوع نخستین بیمه، تاریخچه در
اینگونه می دانند. دریایی باربری بیمه یعنی بیمه نوع این مبتکر را فینیقی کشتیرانان است. شده شروع تدریج به صنعتی انقلاب از بعد بیش و کم
زمان مدت در باید می رساندند سرانجام به سلامت به را خود سفر اگر و می کردند دریافت وام تجار و بازرگانان از دریانوردان و کشتیرانان که
بازرگان نزد مقروض دریانورد این کالاهای هم مدت این تمام در می دادند. بازگشت بازرگان آن به سودش همراه به را دریافتی پول اصل معلوم
دزدان یا میشد رو به رو دریایی اتفاقات با کشتی چنانچه اما بگذارد حراج به را آنها می توانست نمی شد وصول موقع به طلبش اگر و می ماند گرو
ششصد الی پانصد حدود چیزی بیمه نوع این نداشت. دریایی وام دادن عودت به نسبت وظیفە ای هیچ دریانورد میکردند غارت را کالاها دریایی
هند در میلاد از قبل سال هزار دو حدود بیمه از نوع این روایات برخی به بنا داشت. رواج مدیترانه حوزه کشورهای در مسیح میلاد از پیش سال

است. بوده مرسوم چین در مسیح میلاد از پیش سال هزار سه یعنی آن از قبل سال هزار حتی و
نبودند حاضر سرمایە داران طرفی از و بود حرام گرفتن سود مسیح دین در زیرا آمد. وجود به میلادی چهاردهم قرن از امروزی معنای به بیمه اما
که بود ضرورت و الزام این بدهند. ادامه خود تجارت به وام بدون نمی توانستند هم تجار دیگر طرف از و بدهند قرض سود بدون را پولشان
میان در ایتالیا ژن شهر در میلادی ۱۳۴۷ سال در بار اولین برای که بود قرض با همراه شرط واقع در که داد سوق جدید روشی سمت به را ایشان
بهره همان قیمت هم واقع در که داد می جایز ە ای سود پرداخت جای به گیرنده وام کلیسا بهانە گیر   ی های از جلوگیری برای شد. مرسوم رومیان
شواهد که رفت پیش گونە ای به و یافت توسعه سرعت به مخالفت ها این رغم علی بیمه کند. جلوگیری آن از نمی توانست کلیسا ولی بود قبلی
در انگلیسی کشتی داران و بازرگانان شد. امضا بیمه داد قرار هشتاد ماه یک مدت ۱۳۹۳در سال در ژنو در بیمە ا ی دفتر در که است آن از حاکی
امروزی بیمه از شکل اولین را پیمان این می توان که کردند پایە گذاری لویدز۱ نام به لندن در کافە ای در را پیمانی میلادی، هفدهم قرن ابتدای

راد) کاظمی مسعود (امیر kazemierad@yahoo.com الکترونیک: پست
Ⅼⅼoyⅾ’s۱
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فعال شرکت های بزرگترین از یکی عنوان به شرکت این امروزه نمودند. پایە گذاری را لویدز بیمه شرکت پیمان این در آن ها حقیقت در دانست.
۱۶۶۷ سال در لندن بار فاجعه و مهیب آتش سوزی از پس که است سوزی آتش بیمه بیمە ای، رشته دومین می شود. شناخته بیمه صنعت در
پیدا توسعه اجتماعی بیمە های دوم جهانی جنگ از پس بود. آتش سوزی بیمه شد، آمریکا متحده ایالات وارد که بیمه رشته نخستین شد. تاسیس

.[۱] رسید تصویب به هم بریتانیا در ملی بیمه قانون ۱۹۱۱ سال در و شد اجرا آلمان در اجتماعی بیمه نوزدهم قرن ۸۰ دهه در کرد.

ایران در بیمه تاریخچه .۳
نام به روس فردی به را ایران”> در بیمه سازمان و نقل و حمل اداره ”<تاسیس امتیاز قاجار شاه ناصرالدین شمسی، ۱۲۷۰ سال در بار نخستین
نام  با روسی فرد دو ،۱۲۸۹ سال در قاجار شاه احمد حکومت زمان در آن از بعد نشد. اجرا طرح این اما کرد، واگذار پولیاکف۲”> ”<لازار
به نزدیک و شدند ایران در حوزه این وارد بیمه خارجی شرکت های تدریج به کردند. آغاز ایران در را بیمە ای فعالیت های مرکوری۳”> ”<کافکاز
بودند. کار به مشغول ایران در خارجی بیمه شرکت ۲۹ حدود ۱۳۱۴ سال در که طوری گرفتند. دست در را ایران بیمه بازار خارجی ها ۲۵سال
ایران در انقلاب، پیروزی از قبل تا و بودند فعال تر شرکت ها سایر از یورکشایر۵”> >” و ”<اینگستراخ۴”> نام های به شرکت دو آن ها میان از که

داشتند. فعالیت
را ایران بیمه سهامی شرکت ریالی، میلیون ۲۰ دولتی سرمایه از بهرە گیری با داور”>، ”<علی اکبر و آقایان”> ”<الکساندر شمسی ۱۳۱۴ سال در
در ملی صد در صد شرکتی هیچ ایران، بیمه شرکت تشکیل از قبل دانست. ایران در بیمه تحولات آغاز نقطه می توان را این کردند. تاسیس

نداشت. وجود هند حتی و خاورمیانه
ترتیب بدین و شد واگذار ایران بیمه شرکت به دولتی سازمان های بیمه آن، طبق که شد تصویب ملی شورای مجلس در قانونی ،۱۳۱۶ تاریخ در
اتکایی بیمه ایران، بیمه شرکت در را ایران در خود بیمە های از درصد ۲۵ می بایست دولتی شرکت های و شد. تاسیس ایران در بیمه شرکت اولین

.[۱] می کردند
ایران در بیمه خصوصی شرکت های ورود .۱ .۳

ایرانی بیمە ای شرکت ۸ شمسی، ۱۳۴۳ تا ۱۳۲۹ سال های بین و شد تاسیس شرق بیمه نام با ایرانی ای بیمه خصوصی شرکت اولین ۱۳۲۹ سال در
شد تاسیس بیمه عالی مدرسه ۱۳۴۹ سال در شد. پررنگ تر خارجی، بنیادهای به نسبت شرکت ها، این فعالیت و شد تاسیس کشور در خصوصی
بیمە  و حافظ بیمە  دانا، بیمە  تهران، بیمە  مانند: بیمە ای شرکت های سال همین در رسید. تصویب به مرکزی بیمه تاسیس قانون ،۱۳۵۰ سال در و
بیمه شرکت ۱۳ ایران، بیمه سهامی شرکت بر علاوه انقلاب، پیروزی تا ترتیب بدین شد. تاسیس خارجی سرمایە گذاران مشارکت با آمریکا و ایران

بودند. فعال کشور در صنعت این در خارجی نمایندگی ۲ و خصوصی
اسلامی انقلاب با بیمه صنعت .۲ .۳

شرکت های فعالیت های تمامی اساسی، قانون ۴۴ اصل اساس بر و شد اعلام ملی انقلاب، شورای توسط ایرانی بیمه شرکت های همه ۱۳۵۸ سال در
۱۰ نیز ۶۷ سال در داشتند. بیمە نامه صدور مجوز البرز و آسیا ایران، بیمه شرکت سه فقط ۶۱ و ۶۰ سال های در گفت. قرار دولت نظر زیر بیمە ای
است. ایران در خصوصی بیمه شرکت های از یکی معلم بیمه گرفت. شکل دانا بیمه شرکت ترتیب بدین و شدند ادغام یکدیگر با بیمە ای شرکت
منفی اثرات کاهش منظور به و بانکی نظام مشارکت با ۱۳۷۳ سال ماه دی بیستم در گذاری” سرمایه و صادرات بیمه “شرکت اولیه عنوان با معلم بیمه
گردید. تأسیس موجود، ریسک های مقابل در لازم بیمە ای پوشش های ارائه و صادراتی فعالیت های توسعه همچنین و تجاری و سیاسی ریسک های
رشتە های سایر در را خود فعالیت های دامنه تدریج، به سپس و نمود آغاز اعتباری بیمە های زمینه در را خود فعالیت شرکت، این نخست، قدم در
”<بیمه به شرکت نام سهام، صاحبان عمومی مجمع تصمیم اساس بر ،۱۳۸۶ سال در شرکت سهام عمده بخش واگذاری از پس داد. توسعه بیمه
مهندسی ”<بازرسی معلم”>، ”<ساختمانی شرکتهای شامل خود عمده سهامداران مشارکت با معلم بیمه شرکت اکنون هم یافت. تغییر معلم”>
و کیش”> خروشان اقیانوس ”<کشتیرانی سرمایه”>، ”<بانک فرهنگیان”>، ”<سرمایە گذاری کشتیرانی”>، ”<سرمایە گذاری ایران”>، صنعتی و
کشور سراسر در آن فعالیت دامنه و می نماید فعالیت زندگی غیر و زندگی بیمه رشتە  های کلیه در کیش”>، نوین راستین گذاری سرمایه ”<شرکت

.[۲] است گسترده
است. داشته را خروجی بهترین موجودی به نسبت شعبه کدام عبارتی به است. ها بیمه شعب کارایی بررسی بیمه، در مطرح های بحث از یکی
بیمه شرکت های کارایی۶ روند بررسی با تحقیقی ۱۳۸۶ سال در گلستانی شود. می انجام کشور در سالانه پژوهشهایی و مطالعات موضوع این در
نبوده کارا کاملا́ بررسی مورد زمانی بازه در دولتی بیمه شرکت های عملکرد تحقیق، نتیجه اساس بر و پرداخته ۱۳۸۴ ۱۳۸۰تا سال از ایران دولتی
مقیاس به نسبت بازدهی و فنی۷ کارایی مقاله در (۱۳۸۷) باقرزاده و عبادی همچنین داشتند. کارا عملکرد تصمیم گیر واحدهای از نیمی تنها بلکه

Poⅼyakov Ⅼazar۲
Ⅿerⅽury Kafkaz۳

Ingestrakh۴
Yorkshire۵
effiⅽienⅽy۶

effiⅽienⅽy Teⅽhniⅽaⅼ۷
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که می دهد نشان تحقیق این در آمده دست به نتایج اند کرده گیری کشوراندازه بیمه بازار در موجود بیمه شرکت های از تعدادی برای را تولید
میانگین بیشترین دارای بیمه های شرکت سایر با مقایسه در رازی و توسعه ایران بیمه شرکت های مقیاس به نسبت متغیر بازدهی وجود فرض با
ترین مطلوب رازی بیمه شرکت منتخب شرکت های بین از هستند. فنی کارایی کمترین دارای آسیا و کارآفرین بیمه شرکت های و فنی کارهای
مقیاس در همچنین و بوده کارا فنی نظر از کامل بررسی مورد های سال در شرکت این عبارتی به است. داشته شرکت ها سایر به نسبت را عملکرد

دارد. قرار مقیاس به نسبت ثابت بازدهی اقتصادی بهینه
توجه با که است کاراتر ای شعبه اینکه نظربه با پرداخت، آسیا و البرز ایران بیمه شرکت های شعب کارایی بررسی به ای مقاله در (۱۳۸۶) فلاح
۸۴ و ۶۹ دسته دو به را آن و کرد بررسی را ایران بیمه شعبه ۲۰۴ شعبه ۱۵۳ ایشان باشد. داشته بیشتری ستادی و خروجی هایش، ورودی به
بود. کارا واحد ۱۲ تعداد مقیاس، به نسبت متغیر بازده درحالت اول دست شعبه ۶۹ بین در که کرد تقسیم شعب نمایندگی تعداد اساس بر شعبه
آن واحد ۸ تعداد که می شود مشاهده است) شعبه ۸۳ شامل (که ایران بیمه شعب دوم دسته در بود. درصد ۵۱ برابر دسته این در کارایی میانگین
حال در شعب کارایی میانگین داشتند. درصد ۱۰۰ نسبی کارایی واحد ۶ میان این در که شد بررسی شعبه ۴۳ البرز، بیمه شرکت در هستند. کارا

بود. درصد ۵۰ برابر مقیاس به نسبت متغیر بازدهی
)جهت درستنمایی حداکثر روش از استفاده با اروپایی کشور ۱۴ ای بیمه های شرکت کارایی و هزینه تابع تخمین به مقاله در همکارانش۸ و فن
های شرکت برای راه تولید جداگانه مرزهای منظور این به پرداختند ۲۰۰۱ تا ۱۹۹۵ دوره طی ناکارایی( اثرات همچنین و الگو پارامترهای تخمین
و بنگاه اندازه اثرات همچنین و اقتصادی مقیاس تخمین برای را بنگاە ها ناهمسانی اثرات آنها گرفتند نظر در مختلط و زندگی غیر زندگی، بیمه

کردە اند. بررسی اقتصادی کارایی روی بازار ساختار
صندوق قالب در بنگاە ها جداگانه تخمین به آنها پرداختند. آمریکا بیمه شرکت های فنی کارایی ارزیابی به مقالە ای در همکارانش۹ و کامیینس
حداکثر های تکنیک از استفاده با را مرزی هزینه تابع پرداختند. ۱۹۸۸ تا ۱۹۸۰ زمانی دوره برای مرزی تابع از استفاده با بزرگ و متوسط کوچک
های بنگاه و برخوردارند درصد ۹۰ فنی کارآیی از متوسط طور به بزرگ بنگاە های که است آن از حاکی تحقیقات نتایج زدند تخمین درستنمایی

دارد. درصد ۸۸ فنی کارهای کوچک و متوسط
پوششی تحلیل روش از استفاده با ۲۰۰۶ تا ۲۰۰۲ دوره یک طی جهان کشور ۳۱ در بیمه شرکت ۶۴۶۲ کارایی بررسی به مقالە ای در لانن۱۰ و الینگ
میانگین و نیستند برخوردار درصد ۱۰۰ کارایی از بررسی مورد های شرکت از یک هیچ که است آن از حاکی آمده دست به نتایج پرداختند. ها داده
به فنی کارایی از کمتر هزینه کارآیی میانگین همچنین است. درصد ۷۱ برابر زندگی بیمە های در و درصد ۵۰ غیرزندگی بیمە های در فنی کارایی

است. آمده دست به صدم نه و پنجاه برابر زندگی بیمە های برای و صدم هشت و سی برابر غیرزندگی بیمە های برای آن مقدار و آمده دست
مقاله این در بار اولین برای منظور همین به است نگرفته قرار مطالعه مورد معلم بیمه شرکت شعب بندی رتبه و کارایی امروز به تا اینکه به توجه با

داد. خواهیم قرار بررسی و بحث مورد را شعب کارایی
کارایی: مفهوم

در ورودیهای به توجه با تولید مطلوب سطح به بنگاه یک دسترسی میزان یا بهینه تولید سطح به اقتصادی واحد یک دستیابی از عبارتست کارایی
عملکرد بهترین به نسبت تولید راستای در خود منابع از خوبی چه به سازمان یک که است مفهوم این بیانگر کارایی عبارتی به میباشد. دسترس

است. کرده استفاده زمان از مقطعی در
کارایی: انواع

این ثابت. ورودیهای از دسته یک با خروجی حداکثر آوردن بدست در واحد یک توانایی از است عبارت تکنیکی یا فنی کارایی فنی: کارایی
مشاهده ورودی به خروجی نسبت بین اختلاف فنی، کارایی دیگر عبارت به میباشد. (بنگاه) واحد آن مقیاس و مدیریتی عملکرد از متأثر کارایی

است. شرایط بهترین در ورودی به خروجی بین نسبت با شده
داشته همراه به بنگاه برای را هزینه حداقل گرفتن کار به که طوری به میباشد، موجود عوامل بهینه تخصیص ابعاد دهنده نشان تخصیصی: کارایی
به تولید هزینه میشود موجب که است مناسب نسبت به نهادهها گرفتن کار به نتیجه تخصیصی کارایی که گفت میتوان تر ساده تعبیری به و باشد

برسد. ممکن میزان حداقل
تصمیم واحدهای توانایی را اقتصادی کارایی تعریف، طبق است تخصیصی کارایی و فنی کارایی ضرب حاصل کارایی، نوع این اقتصادی: کارایی
مییابد تحقق صورتی در اقتصادی کارایی حقیقت در و میباشد ورودیها سطوح و قیمت به توجه با ممکن سود حداکثر آوردن دست به در گیری
این که ورودیهاست از ترکیبی انتخابی مستلزم معمولا˟ مرتبه این به دستیابی گیرد، صورت آنها از استفاده بهترین منابع، اتلاف عدم بر علاوه که

.(۱۳۸۴) میبدی امامی باشد. داشته بر در را هزینهها کمترین ترکیب

ها داده پوششی تحلیل روش معرفی .۴
یک و ورودی دو تنها صنعت یک در کنید فرض ندارد. تولید تابع تعیین به نیازی روش این و بوده ناپارامتری روشی ها، داده پوششی تحلیل
دو فضای یک در صنعت آن در فعال تولیدی واحدهای تمامی برای را خروجی و ورودی مقادیر اطلاعات اگر باشد. داشته وجود خروجی

aⅼ et Fenn۸
aⅼ et Ⅽuⅿⅿins۹

Ⅼuhnen Eⅼing_&۱۰
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منحنی آن به که آید می بدست محدبی تابع هستند، نزدیکتر مختصات مبدأ و محورها به که نقاطی اتصال با دهیم، نشان زیر شکل مانند بعدی
ورودی بیشتر مقادیر از محصول)خروجی( مقدار همان تولید برای گیرند قرار منحنی این از بالاتر که واحدهایی میشود. گفته مرزی)کارا( تولید

کردهاند. استفاده

و ورودی مقادیر مقایسه با روش این میشود. محاسبه تر دقیق مرزی تولید منحنی باشد، بیشتر صنعت یک در تولیدی واحدهای تعداد هرچه
در خیر. یا است کرده عمل کارا سایرین با مقایسه در A واحد آیا میکند.که تعیین ها واحد سایر با A) واحد (مثلا تولیدی واحد یک خروجی
که واحدهایی مجموعه میگیرد. انجام خطی ریزی برنامه از استفاده با محاسبات این است بیشتر خروجیها و ورودیها تعداد که واقعی شرایط

میشوند. واقع مرزی تولید منحنی روی بر و بوده کارا آنها فعالیت
(۱۹۷۸) همکاران و چارنس۱۱ توسط آن مدل اولین که است تصمیمگیری واحدهای کارایی ارزیابی برای ناپارامتری روشی دادە ها پوششی تحلیل
برای مدل این ورودی رویکرد با اصلی شکل است. نویسندگان از کدام هر اول حرف شامل که گرفتە است نام ⅭⅭR آنها مدل شد. مطرح

است: زیر بصورت ام k گیری تصمیم واحد کارایی ارزیابی

ⅿax
𝑠

𝑟=۱
𝑢𝑟𝑦𝑟𝑘

Subject to


𝑘

𝑟=۱
𝑣𝑖𝑥𝑖𝑘=۱

𝑚


𝑖=۱

𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗−
𝑠

𝑟=۱
𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗≥۰;

𝑣𝑖 ,𝑢𝑟≥۰,
𝑖=۱, ۲, … ,𝑚,
𝑗=۱, ۲,…,𝑛,
𝑟=۱, ۲, … ,𝑠.

(۱)

ترتیب به 𝑢𝑟و 𝑣𝑖 است. شده داده نشان 𝑦𝑟𝑘 با که است خروجی s دارای و 𝑥𝑖𝑘 بصورت ورودی ⅿ با تصمیم گیری واحدهای تعداد n آن در که
با و شد ارائه (۱۹۸۴) همکاران و بنکر۱۲ توسط ⅭⅭR، یافته بهبود عبارتی به یا و یافته تغییر مدل هستند. ام rخروجی و ام i ورودی وزنهای
مشخص را تصمیمگیری واحدهای محض کارایی مقدار کارایی، مرز از استفاده با مدل این گرفت. نام BⅭⅭ مدل مقاله نویسندگان اول حرف

است: زیر بصورت ام 𝑘 گیری تصمیم واحد کارایی ارزیابی برای مدل این ورودی رویکرد با اولیه فرم میکند.

ⅽharnes۱۱
benker۱۲
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ⅿin𝜃𝑘
Subject to

𝜃𝑘𝑥𝑖𝑘−
𝑗=۱

𝜆𝑗𝑥𝑖𝑗≥۰


𝑛

𝑗=۱
𝜆𝑗𝑦𝑟𝑗−𝑦𝑟𝑘≥۰


𝑛

𝑗=۱
𝜆𝑗=۱, 𝜆𝑗≥۰

(۲)

و 𝑖=۱, ۲,…,𝑚 همینطور و 𝑥𝑖𝑘 بصورت ورودی ⅿ با تصمیم گیری های واحد تعداد 𝑛 و ام kگیری تصمیم واحد مقدارکارایی 𝜃𝑘 آن در که
این به آید دست به یک برابر 𝜃𝑘 اگر است. ام k گیری تصمیم واحد وزن یا شدت 𝜆𝑘 نیز و 𝑦𝑟𝑘 , 𝑟=۱, ۲,…,𝑠 صورت به خروجی s دارای

است. کارا تصمیمگیری، واحد آن که معناست
خروجی: و ورودی مفاهیم

مؤسسات و بانکها مانند مالی بنگاههای مورد در میباشد. تحلیل اساسی و ساختاری مباحث از کارایی تحلیلهای در ها خروجی و ورودی انتخاب
که میشود تلقی سرمایه کار، نیروی مانند منابعی به ورودی، از صنعتی و تولیدی واحدهای در کلی بطور است. دوچندان بحث این اهمیت بیمه
به خروجی دیگر سوی از و دهد می افزایش را تولید های هزینه که است این ها ورودی خصوصیات از شود. می نیاز آنها به تولید راستای در
با ها بنگاه باشد. درآمدزا بنگاه برای آن فروش و بوده آن خرید به حاضر کنندگان مصرف و داشته متقاضی که میگردد اطلاق خدماتی و کالا
کارایی سنجش تحلیلهای در را نکته این آنها هستند. خروج بیشتر مقادیر و ها ورودی از کمتری مقادیر خواستار عموماً شرایط سایر ثبات حفظ
ریسک نام به دیگری عامل از همواره مؤسسات این بلکه هستند، ناملموس خروجیها و ورودیها تنها نه بیمه، مؤسسات در کردند. منعکس

دارد. بستگی ریسک مدیریت در آنها کارایی به ها بیمه و بانکها موفقیت از کلیدی بخش یک میباشند. متأثر
که بود خواهد موفق شرکتی ای، بیمه خدمات فروش بازار در که داشت اظهار را مطلب این میتوان بیمه، های شرکت فعالیت نوع به توجه با
مشتریان خود، محصولات متقاضیان نیازهای شناخت مشتریان، رضایتمندی کسب خدمات، ارائه در سرعت خدمات، در تنوع از بهرهگیری با
به محصولات حداکثرسازی رویکرد با ما بررسی این در لذا شود. بیمه بازار در بیمهای خدمات تقاضای رشد موجب و کرده جلب را بیشتری

پرداخت. خواهیم ۱۳۹۹ سال در معلم بیمه شرکت شعب کارایی بررسی
از: عبارتند گیرد می قرار استفاده مورد معلم بیمه شرکت شعب ارزیابی در که پارامترهایی

شعبه درهر بدهی میزان و پرداختی خسارتهای پرسنل، تعداد شده، صادر های نامه بیمه حق : ورودیها
شعبه هر رضایتمندی میزان خروجی:

تعداد دادهها، این در منظور بدین شدە است. استفاده ( BⅭⅭو ⅭⅭR)مدلهای با دادهها پوششی تحلیل روش از شعب کارایی ارزیابی برای
عنوان به شعبه هر رضایتمندی میزان و ورودی عنوان به شعبه هر بدهی میزان و پرداختی خسارتهای و پرسنل تعداد تولیدی، بیمههای حق

شدە است. استفاده EⅯS افزار نرم از دادهها پوششی تحلیل روش با تکنیکی کارایی محاسبات برای شدند. انتخاب خروجی
مدل دو دادە ها پوششی تحلیل با کارایی ارزیابی در است. شدە  آورده ۱۳۹۹ سال در معلم بیمه شعب کارایی محاسبات نتایج (۲) جدول در
جنوبی خراسان و سمنان کاشان، از: عبارتند کارا شعب ⅭⅭR روش با گرفت. قرار مدنظر ورودی رویکرد با دو هر BⅭⅭ و ⅭⅭR ناپارامتری
و شدند معرفی کارا شعب عنوان به شعبه هشت نیز BⅭⅭ روش با که است حالی در این گرفتهاند. قرار سه تا یک رتبههای در ترتیب به که
با و گرفتهاند قرار هشت تا یک رتبههای در ترتیب به کرمانشاه و جنوبی خراسان همدان، کاشان، کشتیرانی، سمنان، اردبیل، فرهنگیان، مجتمع
نیز شعب سایر برای و باشند می کارا روش دو هر در کاشان و سمنان جنوبی، خراسان های شعبه ها، داده پوششی تحلیل روش دو نتایج مقایسه

کرد. کارا نیز را بقیه کارا شعب کمک با ورودی عوامل در تغییراتی و روش این از استفاده با میتوان

گیری نتیجه و بندی جمع .۵
را شعب آمارهای و ها داده تمامی اینکه دلیل به ها داده پوششی تحلیل روش ولی دارد وجود مختلفی های روش کارایی ارزیابی و محاسبه برای
پوششی تحلیل روشهای از ۱۳۹۹ سال در معلم بیمه شعبه ۳۶ کارایی ارزیابی برای همچنین است. شده واقع توجه مورد بیشتر دهد می پوشش
به شعبه هر بدهی میزان و پرداختی خسارتهای پرسنل، تعداد صادره، بیمههای حق تعداد و شد استفاده BⅭⅭ) و ⅭⅭR (مدلهای دادهها
از یک هر از حاصل رتبه و کارایی نتیجه که داد نشان محاسبات شدند. انتخاب خروجی عنوان به شعبه هر رضایتمندی میزان و ورودی عنوان
استفاده مورد و موثر های ورودی و عوامل کلیه و شعب به مربوط اطلاعات مجموعه از استفاده با روش این در است. متفاوت شعب برای روش
مقایسه در شعب دیگر کارایی روش، همین کمک به و برآورد تولید، برای استاندارد حد یک کارا شعب عملکرد اساس بر خدمات، ارائه فرآیند در
تا یک رتبههای در ترتیب به که جنوبی خراسان و سمنان کاشان، از: عبارتند کارا شعب ⅭⅭR روش با میشود. داده بهبود و سنجیده آن با
سمنان، اردبیل، فرهنگیان، مجتمع و شدند معرفی کارا شعب عنوان به شعبه هشت نیز BⅭⅭ روش با که است حالی در این گرفتهاند. قرار سه
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۱۳۹۹ درسال مطالعه مورد معلم بیمه شعب مشخصات :۱ جدول

شعبه نام ریال) (میلیون صادره نامه بیمه کل ریال) (میلیون پرداختی خسارت کل کارکنان تعداد ریال) (میلیون بدهی رضایتمندی میزان
شرقی آذربایجان شعبه ۱, ۰۷۰, ۱۳۵ ۹۹۷, ۶۸۲ ۲۲ ۳٫۵۲۱ ۶۵٫۵
غربی آذربایجان شعبه ۶۰۱, ۱۸۱ ۴۷۰, ۸۰۶ ۱۳ ۱٫۷۲۶ ۶۵٫۸

اردبیل شعبه ۳۸۰, ۰۲۸ ۳۱۲, ۲۶۷ ۹ ۲٫۸۳۷ ۷۵٫۶
مرکزی استان شعبه ۳۶۸, ۶۱۲ ۲۹۱, ۶۴۶ ۱۲ ۱٫۷۵۴ ۶۶٫۳

اصفهان شعبه ۱, ۲۷۹, ۴۲۵ ۷۸۹, ۳۶۴ ۲۱ ۸٫۰۳۷ ۷۰٫۲
البرز شعبه ۶۳۶, ۶۳۲ ۴۳۲, ۳۵۹ ۱۶ ۲٫۷۵۵ ۷۳٫۳
ایلام شعبه ۲۲۰, ۹۹۵ ۱۶۳, ۵۰۷ ۸ ۲٫۸۷۶ ۶۷٫۳

بوشهر شعبه ۳۰۱, ۱۰۸ ۲۳۳, ۹۹۹ ۱۲ ۱٫۸۴۲ ۷۱٫۳
بختیاری و چهارمحال شعبه ۳۶۰, ۷۴۲ ۲۳۳, ۷۶۸ ۱۲ ۳٫۴۹۸ ۶۹٫۶

جنوبی خراسان شعبه ۳۳۶, ۵۹۸ ۱۶۳, ۷۰۵ ۷ ۱٫۳۰۱ ۷۲
رضوی خراسان شعبه ۱, ۲۸۰, ۷۴۴ ۸۳۵, ۲۹۶ ۲۳ ۸٫۷۴۲ ۶۹٫۵
شمالی خراسان شعبه ۳۰۷, ۲۷۳ ۱۸۴, ۹۷۷ ۱۰ ۴٫۰۴ ۷۲٫۷

خوزستان شعبه ۱, ۱۵۲, ۵۲۵ ۹۳۰, ۸۱۳ ۱۸ ۵٫۴۸ ۶۸٫۷
زنجان شعبه ۳۲۷, ۶۰۲ ۲۴۳, ۷۴۹ ۱۱ ۱٫۴۹۵ ۷۱٫۵
سمنان شعبه ۱۸۰, ۷۲۴ ۱۲۷, ۵۰۷ ۱۰ ۱٫۰۵۲ ۷۲

بلوچستان و سیستان شعبه ۴۴۲, ۳۱۲ ۵۱۵, ۱۰۷ ۱۳ ۱٫۱۰۶ ۶۵
تهران شرق شعبه ۷۵۸, ۴۸۶ ۱۸۳, ۷۹۰ ۲۰ ۷٫۰۰۹ ۶۵٫۴
تهران غرب شعبه ۵۰۵, ۳۲۷ ۱۶۰, ۶۸۷ ۱۹ ۷٫۵۴ ۶۹٫۱

فارس شعبه ۱, ۶۳۱, ۹۷۴ ۱, ۲۵۲, ۷۴۲ ۲۴ ۱۰٫۷۹۸ ۶۸٫۸
قزوین شعبه ۴۳۱, ۶۵۸ ۲۴۹, ۴۶۰ ۱۰ ۲٫۱۴۴ ۷۱٫۳

قم شعبه ۳۳۰, ۵۹۶ ۲۳۶, ۲۳۲ ۱۲ ۲٫۲۶ ۷۰٫۲
کاشان شعبه ۱۸۶, ۱۵۱ ۱۴۶, ۳۷۸ ۷ ۱٫۰۹۹ ۷۰٫۷

کردستان شعبه ۳۸۵, ۹۵۴ ۲۴۰, ۷۷۰ ۱۰ ۳٫۳۰۹ ۷۰٫۹
کرمان شعبه ۱, ۱۵۹, ۹۶۹ ۸۵۱, ۵۵۱ ۱۶ ۱٫۹۹۶ ۶۹٫۹

کرمانشاه شعبه ۵۹۴, ۸۱۰ ۴۶۱, ۲۲۸ ۱۱ ۱٫۶۳۶ ۷۴٫۹
بویراحمد و کهگیلویه شعبه ۴۱۸, ۷۶۲ ۴۱۰, ۱۵۴ ۹ ۳٫۲۴۵ ۶۸٫۲

گلستان شعبه ۳۹۱, ۶۷۰ ۲۷۴, ۶۵۵ ۱۲ ۲٫۳۲۲ ۶۹٫۴
گیلان شعبه ۹۲۶, ۸۷۱ ۶۵۳, ۷۵۷ ۲۶ ۴٫۹۸۳ ۷۲٫۹
لرستان شعبه ۴۲۶, ۱۶۸ ۳۱۲, ۳۲۳ ۱۲ ۳٫۳۷۹ ۷۰٫۶

مازندران شعبه ۹۹۲, ۷۵۴ ۶۵۳, ۳۹۲ ۱۹ ۲٫۲۱ ۶۶٫۶
هرمزگان شعبه ۶۹۶, ۴۹۱ ۵۳۶, ۹۵۰ ۱۹ ۴٫۸۹۸ ۷۳٫۶
همدان شعبه ۵۳۲, ۲۱۶ ۳۱۴, ۵۶۴ ۱۲ ۱٫۸۴۳ ۷۵٫۲

یزد شعبه ۷۱۲, ۶۵۲ ۳۷۱, ۶۰۰ ۱۷ ۲٫۸۸۳ ۷۰
اسلامی جمهوری کشتیرانی ۶۵۶, ۲۹۷ ۲۰۹, ۶۹۲ ۱۴ ۳٫۱۶۶ ۷۵٫۲

بزرگ تهران مجتمع ۲, ۳۳۰, ۵۱۷ ۴, ۹۴۲, ۹۸۸ ۴۵ ۴۱٫۸۱۵ ۷۵
فرهنگیان مجتمع ۷۷۸, ۷۶۴ ۲۳۹, ۸۷۸ ۹ ۶۰۵ ۸۱٫۵

سمنان جنوبی، خراسان های شعبه بعبارتی گرفتند. قرار هشت تا یک رتبههای در ترتیب به کرمانشاه و جنوبی خراسان همدان، کاشان، کشتیرانی،
شدند. معرفی کارا روش دو هر در کاشان و
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شعبه نام ⅭⅭR رتبه BⅭⅭ رتبه
شرقی آذربایجان شعبه %۴۲ .۲۹ ۳۲ ۰٫۳۱۸۲ ۳۳
غربی آذربایجان شعبه ۵۷٫۸۹٪ ۲۲ ۰٫۶۲۶۴ ۱۹

اردبیل شعبه %۰۷ .۸۲ ۷ ۱ ۲
مرکزی استان شعبه ۵۸٫۲۰٪ ۲۱ ۰٫۶۲۲۴ ۲۰

اصفهان شعبه ۳۲٫۵۰٪ ۳۱ ۰٫۳۳۳۳ ۳۱
البرز شعبه ۴۴٫۹۲٪ ۲۶ ۰٫۵۷۰۵ ۲۵
ایلام شعبه ۸۴٫۷۰٪ ۶ ۰٫۸۹۰۵ ۱۱

بوشهر شعبه ۶۱٫۹۶٪ ۱۸ ۰٫۶۵۲۴ ۱۸
بختیاری و چهارمحال شعبه ۶۰٫۴۷٪ ۲۰ ۰٫۶۱۵۷ ۲۱

جنوبی خراسان شعبه ۱ ۳ ۱ ۷
رضوی خراسان شعبه ۲۹٫۳۸٪ ۳۳ ۰٫۳۰۴۳ ۳۴
شمالی خراسان شعبه ۷۸٫۶۶٪ ۸ ۰٫۹۱۴ ۱۰

خوزستان شعبه ۳۷٫۱۱٪ ۳۰ ۰٫۳۸۸۹ ۳۰
زنجان شعبه ۷۲٫۸۸٪ ۱۱ ۰٫۷۴۹۳ ۱۴
سمنان شعبه ۱ ۲ ۱ ۳

بلوچستان و سیستان شعبه ۸۵٫۸۷٪ ۵ ۰٫۹۵۱۲ ۹
تهران شرق شعبه ۶۳٫۰۲٪ ۱۷ ۰٫۶۹۳۸ ۱۷
تهران غرب شعبه ۷۶٫۱۵٪ ۹ ۰٫۷۹۳۵ ۱۲

فارس شعبه ۲۷٫۸۷٪ ۳۴ ۰٫۲۹۱۷ ۳۵
قزوین شعبه ۶۹٫۶۱٪ ۱۳ ۰٫۷ ۱۵

قم شعبه ۶۰٫۵۳٪ ۱۹ ۰٫۶۱۰۸ ۲۲
کاشان شعبه ۱ ۱ ۱ ۵

کردستان شعبه ۶۹٫۴۸٪ ۱۴ ۰٫۷ ۱۶
کرمان شعبه ۵۲٫۶۷٪ ۲۵ ۰٫۵۳۸ ۲۶

کرمانشاه شعبه ۷۰٫۶۶٪ ۱۲ ۱ ۸
بویراحمد و کهگیلویه شعبه ۷۳٫۷۷٪ ۱۰ ۰٫۷۷۷۸ ۱۳

گلستان شعبه ۵۶٫۹۷٪ ۲۴ ۰٫۵۸۳۳ ۲۳
گیلان شعبه ۲۷٫۵۵٪ ۳۵ ۰٫۳۲۳۴ ۳۲
لرستان شعبه ۵۷٫۸۱٪ ۲۳ ۰٫۵۸۳۳ ۲۴

مازندران شعبه ۴۴٫۸۱٪ ۲۷ ۰٫۴۸۲ ۲۷
هرمزگان شعبه ۳۸٫۰۳٪ ۲۹ ۰٫۴۳۹۶ ۲۸
همدان شعبه ۶۳٫۲۴٪ ۱۶ ۱ ۶

یزد شعبه ۴۰٫۴۸٪ ۲۸ ۰٫۴۱۱۸ ۲۹
اسلامی جمهوری کشتیرانی ۶۷٫۲۱٪ ۱۵ ۱ ۴

بزرگ تهران مجتمع ۱۶٫۲۰٪ ۳۶ ۰٫۱۹۱۹ ۳۶
فرهنگیان مجتمع ۸۸٫۰۴٪ ۴ ۱ ۱
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ایران دمای دادە های خوشە بندی در آن کاربرد و ضربی افراز مدل
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چکیده
بسیار تصادفی افرازهای برای مناسب پیشینی احتمال توزیع یک تعیین بیزی، مدل مبنای خوشە بندی چارچوب در
که می پردازد تصادفی افرازهای توزیع برای پیشینی به عنوان ضربی افراز مدل مطالعه به مقاله این است. اهمیت حائز
می کند. منتسب ممکن افرازهای به احتمال توزیع یک مستقیم بە طور دیریکله، فرایند مانند دیگر پیشین های برخلاف
با باشد. سرراست پسینی محاسبات می شود باعث که است بودن مزدوج جمله از جالبی نظری خواص دارای مدل این
می شود. بیان فضایی همبسته خوشە های به مشاهدات مکان های افراز نحوه فضایی، حالت به ضربی افراز مدل توسعه

می شود. ارائه دما دادە های اساس بر سینوپتیک ایستگاە های خوشە بندی در مدل این کاربرد ادامه، در

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

خوشە بندی
تصادفی افراز

فضایی دادە های
شباهت. تابع

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
تحلیل مهم روش های از یکی است. شده تبدیل چالش برانگیز و مهم موضوعی به سالهاست آن در نهفته اطلاعات به دستیابی و دادە ها تحلیل
که همگن، گروە های به دادە ها گروە بندی از است عبارت خوشە بندی دارد. نام خوشە بندی است، بوده توجه مورد بسیار پیش سال ها از که دادە ها
کشف و دادە ها خوشە بندی برای مختلفی روش های تاکنون می شوند. افراز هستند یکدیگر مشابه آن اعضای که خوشە هایی به دادە ها آن، طی در
که متر نوعی از فاصله⁃مبنا روش های نمود. تقسیم می توان مدل⁃مبنا و فاصله روش های دستە ی دو به که شدە اند ابداع دادە ها در نهفته اطلاعات
متکی مدل⁃مبنا روش های که حالی در ندارند. نیازی دادە ها تولید احتمال مدل به و می کند استفاده می کند، محاسبه را دادە ها نقاط بین فاصلە ی
در شدە اند. تولید مختلف پارامتر مقادیر با هستە هایی از مختلف خوشە های در دادە ها می شود فرض که هستند مدل هایی از گسسته آمیختە ای بر
پارامترهای برآورد تعیین برای EM الگوریتم از عموما که هستند درستنمایی ماکسیمم روش بر مبتنی آماری نوشتگان اکثر مدل ⁃مبنا، روش های
حتمیت عدم آوردن بحساب جمله از مزایایی دارای خوشە هاست پسینی توزیع تقریب هدفشان که بیزی رهیافت های می شود. استفاده خوشە ها
روش اغلب است. تصادفی افرازهای توزیع برای مناسب پیشینی انتخاب بیزی، روش چالش های از یکی اما دارد. را پیشینی اطلاعات همچنین و
بستگی خوشە ها اندازه و تعداد به تنها مشاهدات، از افراز یک پیشینی احتمال که معنی این به می کنند استفاده تبادل پذیری فرض از موجود های
برای پیشینی توزیع بە عنوان که می شود تعریف [۱۰] تبادل پذیر افراز احتمال تابع تبادل پذیری، فرض تحت ندارد. نقشی خوشه شاخص و دارد
دیریکله فرایند مدل های از استفاده تبادل پذیر، افراز احتمال تابع یک ساخت برای روش یک می شود. برده بکار مشاهدات از تصادفی افرازهای
از یکی می کند. کار افرازها احتمال توزیع با مستقیم بە طور و می شود ساخته تصادفی افراز مدل های اساس بر دیگر، رهیافتی .[۶] است آمیخته
حاصلضرب بە صورت افراز هر توزیع آن در که [۱] است ضربی افراز مدل های است، شده آماری ادبیات در آن به ویژە ای توجه که مدل هایی
و سازگاری جمله از جالبی نظری ویژگی های دارای ضربی افراز مدل های می شود. گرفته نظر در شباهت تابع نام به خوشه به وابسته توابعی
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،[۹] به می توان جمله آن از که است گرفته قرار استفاده مورد محققین توسط مختلف حوزە های در پیشینی این از این رو از هستند. بودن مزدوج
می شود. بیان فضایی دادە های خوشە بندی در آن از استفاده نحوه ضربی، افراز مدل معرفی ضمن مقاله، این در کرد. اشاره [۸] و [۳] ،[۲] ،[۷]

می شود. ارائه دما دادە های اساس بر سینوپتیک ایستگاە های خوشە بندی در آن از کاربردی سپس

ضربی افراز مدل .۲
می پردازیم. شد، معرفی [۵] توسط که (𝑃𝑃𝑀) ضربی افراز مدل بیان به مقاله از بخش این در

متناظر 𝑆ℎ∗ عناصر طوری که به شدە اند افراز 𝑆∗ = {𝑆۱∗, ..., 𝑆𝑘∗} مجزای خوشه 𝑘 به 𝐼𝑛 = {۱, ..., 𝑛} شمارە های به آزمودنی 𝑛 کنید فرض
در ضربی افراز مدل کند. تغییر n تا ۱ از می تواند که خوشە هاست تعداد 𝑘 و می گیرند قرار ℎام خوشه در که آزمودنی هایی شمارە های با است

می شود: تعریف زیر صورت به مرحله دو
می شود: تعریف ℎ = ۱, ..., 𝑘 ،𝑆ℎ∗ ∈ 𝑆∗ نامنفی، شباهت توابع حاصلضرب صورت به 𝑆∗ برای پیشینی توزیع یک ابتدا

𝜋(𝑆∗) = 𝑐۰
𝑘

ෑ
ℎ=۱

𝐶(𝑆ℎ∗) (۱)

ℎام، خوشە ی مشاهدات 𝑦ℎ = {𝑦𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝑆ℎ∗} کنید فرض 𝑆∗ شرط به می گویند. [۵] ضربی افراز پیشینی ۱ به است. نرمال ساز ثابت 𝑐۰ که
باشد. ℎ = ۱, ..., 𝑘 برای

یعنی 𝑆∗ شرط به 𝑦 = (𝑦۱, ..., 𝑦𝑛)′ درستنمایی تابع تعیین با 𝑃𝑃𝑀 مشخص سازی دوم مرحله

𝑓(y|𝑆∗) =
𝑘

ෑ
ℎ=۱

𝑓ℎ(𝑦ℎ) (۲)

بطوریکه می شود تعیین
𝑓ℎ(𝑦ℎ) = නෑ

𝑖∈𝑠ℎ

𝑓(𝑦𝑖|𝜃ℎ)𝑑𝐺۰(𝜃ℎ)

می شوند. فرض 𝐺۰ پیشینی توزیع از هم توزیع و مستقل 𝜃 = (𝜃۱, ..., 𝜃𝑘)′ عناصر و است، 𝜃 پارامتر به وابسته درستنمایی تابع 𝑓(.|𝜃) که
که می شود فرض همچنین می کند. تعیین آزمودنی هر ویژە ی پارامتر براساس را دادە ها خوشە بندی مدل بندی، شیوه این است ذکر به لازم
حاشیە ای بە صورت مختلف، خوشە های در موجود دادە های که درحالی  هستند. مستقل ویژه⁃خوشه پارامتر شرط به خوشه هر در مشاهدات

هستند. مستقل
خوشە  ای بین حداقلی و خوشە  ای درون حداکثری همگنی سازگاری، جمله از جالبی ویژگی های دارای (۲) و (۱) در شده معرفی ضربی افراز مدل
سرراست پسینی محاسبات اینرو از است، ضربی افراز مدل یک نیز پسینی توزیع که می کند بیان بودن، مزدوج خاصیت است. بودن مزدوج و

بود. خواهد
𝐶(𝑆ℎ∗) = از است عبارت می کند مرتبط دیریکله فرایند توسط شده القاء افرازهای حاشیە ای پیشینی توزیع به را (۱) که معروف شباهت تابع یک
بزرگ اندازه با خوشه کم تعداد از شباهت تابع این است. 𝑆ℎ∗ خوشە ی اعضای تعداد 𝑘ℎ∗ که Γ(|𝑆ℎ∗|) = (𝑘ℎ∗ − ۱)! با 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|).می کند پرهیز عضو تک خوشە های ایجاد از و می کند حمایت

فضایی ضربی افراز پیشین .۳
گفته فضایی خوشە بندی آن به بگذارد، تاثیر آزمودنی ها افراز بر آزمایش واحدهای یا افراد مجاورت شده، اندازە گیری پاسخ بر علاوه که هنگامی 
مقادیر می رود انتظار دارد، وجود مختلف مکان های در شده اندازە گیری پاسخ متغیرهای تحقق های بین فضایی همبستگی که هنگامی می شود.
از دور مکان دو که را امکان این موضوع، این گرچه باشند. هم از دور مکان های از شبیە تر یکدیگر، به نزدیک مکان های در شده اندازە گیری
منظر از می دهد. قرار خوشه یک در را پاسخ دو این فضایی، اطلاعات غیاب در گروە بندی نمی کند. نقض را مشابه پاسخ های با اما یکدیگرند
در باشند. موضعی بایستی فضایی خوشە های یعنی بگیرند، قرار مجزا خوشە های در هم از دور مکان های که می رسد بنظر طبیعی این فضایی
شامل 𝑠∗ℎ کنید فرض دقیق تر، عبارت به می کنند. صدق شده تعیین پیش از فاصله یک در می گیرند قرار خوشه یک در که اعضایی مفهوم این
در متری 𝑑(., .) کنید فرض همچنین .𝑆ℎ∗ ⊂ {۱, … , 𝑛} و 𝑠∗ℎ = {𝑠𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝑆ℎ∗} یعنی دارند قرار 𝑆ℎ∗ خوشە ی در که است مکان هایی
برای طوریکه به 𝑠𝑖 ∈ 𝑠∗ℎ و 𝑠′𝑖 ∈ 𝑠∗ℎ باشد نداشته وجود اگر است متصل فضایی بە طور 𝑆ℎ∗ می شود گفته باشد. فضایی مختصات های فضای

باشند. فضایی متصل آن، خوشە های کلیه هرگاه می شود نامیده فضایی متصل افراز یک .𝑑(𝑠′𝑖 , 𝑠𝑖) < 𝑑(𝑠𝑗 , 𝑠𝑖) ،𝑠𝑗 ∈ 𝑠∗ℎ هر
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تابع نوع ۴ این ادامه در می شود. لحاظ آنها در مشاهدات درون فضایی وابستگی که کردند معرفی ضربی افراز پیشین نوع ۴ منظور این برای
می شوند. ارائه شباهت

فضایی شباهت تابع های .۱ .۳
دیگر عبارت به می شود. تعیین 𝑆ℎ∗ خوشه اعضای هندسی مختصات میانگین از آن مختصات که باشد 𝑆ℎ∗ خوشه مرکز 𝑠∗ℎ کنید فرض

𝑠∗ℎ = (𝑠∗ℎ۱, 𝑠∗ℎ۲); 𝑠∗ℎ𝑘 =
۱
𝑛ℎ


𝑖∈𝑆∗ℎ

𝑠∗𝑖𝑘 𝑘 = ۱, ۲

صورت به را شباهت تابع اگر دهد. نشان را مرکز تا فاصلە ها کلیە ی مجموع 𝐷ℎ = ∑𝑖∈𝑆∗ℎ 𝑑(𝑠𝑖
∗, 𝑠ℎ

∗) کنید فرض همچنین .𝑛ℎ = |𝑆ℎ∗| و
کم خوشه درون اعضای تعداد یعنی داشت. خواهد کوچک موضعی، بە طور خوشە های با افرازهایی آنگاه کنیم، تعریف 𝐷ℎ از نزولی تابعی
از تابعی بر علاوه شباهت تابع پیشگیری، برای می شود. عضوی تک خوشە های ایجاد به منجر شباهتی، تابع چنین بکارگیری اما بود. خواهد
از بایستی هستند، مشابه وزن  دارای 𝐷ℎ و |𝑆ℎ∗| اینکه از اطمینان برای رو، این از می شود. گرفته نظر در نیز 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|) از تابعی ،𝐷ℎ،از کردند پیشنهاد [۸] Γ(𝐷ℎ) جای به نیست، [۰, ۱] روی صعودی یکنوای تابع Γ و است پیوسته 𝑅+ روی 𝐷ℎ چون اما شود. استفاده Γ(𝐷ℎ).شود استفاده Γ(𝐷ℎ)𝐼[𝐷ℎ ≥ ۱] + 𝐷ℎ𝐼[𝐷ℎ < ۱]
خوشە هاست. تعداد کننده تنظیم 𝑀پارامتر و کردند. پیشنهاد نیز فاصە ها جریمه روی بیشتر کنترل برای (𝛽) کاربر پشتیبان تنظیم کننده پارامتر یک

بود: خواهد زیر صورت به پیشنهادی شباهت تابع ترتیب، بدین

𝐶۱(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) = ൝
𝑀×Γ(|𝑆ℎ∗|)

Γ(𝛽𝐷ℎ)𝐼[𝐷ℎ≥۱]+(𝐷ℎ)𝐼[𝐷ℎ<۱] , 𝑖𝑓 |𝑆ℎ∗| > ۱
𝑀, 𝑖𝑓 |𝑆ℎ∗| = ۱ (۳)

شود. جلوگیری 𝐷ℎ = ۰ به مربوط مسائل از که است این برای |𝑆ℎ∗| = ۱ برای 𝐶۱(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) = 𝑀 گرفتن نظر در که است توضیح به لازم
مخرج بگیریم، درنظر 𝑀×Γ(|𝑆ℎ∗|)

Γ(𝛽𝐷ℎ)𝐼[𝐷ℎ≥۱]+(𝐷ℎ)𝐼[𝐷ℎ<۱] بصورت را شباهت تابع اگر حالت این در و 𝐷ℎ = ۰ داریم خوشه تک وقتی اینکه، توضیح
هم 𝑀 مقدار این که می شود انتخاب 𝑀 برابر شباهت تابع |𝑆ℎ∗| = ۱ حالت در همین برای می شود. نشده تعریف کسر و می شود صفر کسر
این، علاوە بر . |𝑆ℎ∗| = ۱ با است معادل 𝐷ℎ = ۰ هستند، مجزا 𝑠۱∗, ..., 𝑠𝑛∗ نمونە ای موقعیت های کلیه که آنجا از است. منطقی انتخابی

کند. می تایید را |𝑆ℎ∗| = ۱ حالت برای 𝐶۱(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) = 𝑀 گرفتن نظر در که 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|) = 𝑀 ، |𝑆ℎ∗| = ۱ که هنگامی
است: زیر بصورت ، (𝑎 ≥ ۰) شده تعیین پیش از کران یک گرفتن نظر در بر مبتنی پیشنهادی، شباهت تابع دومین

𝐶۲(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) = 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|) × ෑ
𝑖,𝑗∈𝑠ℎ∗

𝕀[||𝑠𝑖∗ − 𝑠𝑗∗|| ≤ 𝑎]. (۴)

یک درون را اعضایی 𝐶۲(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) و می شود گرفته نظر در عضوی تک خوشە های تعداد کنترل برای قبل حالت مانند 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|) که
باشد. کمتر 𝑎 مقدار از آنها اقلیدسی فاصله که می دهد قرار خوشه
صورت به است شده پیشنهاد [۸] توسط که دیگری شباهت تابع

𝐶۳(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) = 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|) × න ෑ
𝑖∈𝑆ℎ∗

𝑞(𝑠𝑖∗, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑑𝜉ℎ. (۵)

می تواند توابع از ترکیبی هر (۵) در 𝑞(.) و 𝑞(.|.) توابع و نامید کمکی مدل یک را (𝑠𝑖∗|𝜉)𝑞(𝜉) ،[۷] است. شده گرفته [۷] از آن ایده که است
بنابراین باشند. مزدوج که شدە اند انتخاب گونە ای به حاشیە ای و شرطی چگالی توابع این کنید). مراجعه [۷] به بیشتر جزییات دیدن باشد.(برای
نفع به 𝐶۳ شباهت تابع عبارتی به کند. ایجاد بزرگی حاشیە ای درستنمایی مقادیر که می کند افرازبندی جوری را مکان بردارهای 𝐶۳ پیشین توزیع
موقعیت های بلکه نیستند تصادفی مکان ها که است ذکر به لازم کند. تولید بزرگ حاشیە ای درستنمایی مقادیر که است مکانی بردارهای افرازبندی

آنهاست. افرازبندی هدف، که هستند معلومی
می گیریم. نظر در مزدوج مدل های هستند، یکدیگر نزدیک که مکان هایی خوشە بندی و فضایی مجاورت اندازە گیری برای ابزاری عنوان به ادامه در
نرمال̸نرمال⁃ مزدوج مدل ادامه در که کنیم استفاده 𝐶۳ شباهت تابع از می توانیم ناحیە ای دادە های و آماری زمین دادە های نوع دو هر برای همچنین
توزیع 𝑞(𝑠∗|𝜉) = 𝑁(𝑠∗|𝑚, 𝑉) و می دهد نشان را واریانس و میانگین بردار 𝜉 = (𝑚, 𝑉) واقع در می گیریم. نظر در را وارون⁃ویشارت
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قبلی شباهت تابع دو همانند می شود. گرفته نظر در متغیره دو ویشارت وارون توزیع 𝑞(𝜉) = 𝑁𝐼𝑊(𝑚, 𝑉|𝜇۰, 𝜅۰, 𝜈۰, Λ۰) و دومتغیره نرمال
می کند. جلوگیری عضوی تک خوشە های تشکیل از ، 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|)یک پیشینی، پیشگوی مزدوج مدل یک گرفتن نظر در جای به که تفاوت این با است، 𝐶۳ شباهت تابع مشابه فرمی دارای شباهت تابع آخرین

دقیق تر طور به می شود. استفاده پسینی پیشگوی مزدوج مدل

𝐶۴(𝑆ℎ∗, 𝑠ℎ∗) = 𝑀 × Γ(|𝑆ℎ∗|) × න ෑ
𝑖∈𝑆ℎ∗

𝑞(𝑠𝑖∗|𝜉)𝑞(𝜉|𝑠ℎ∗)𝑑𝜉ℎ. (۶)

بیشتری وزن 𝐶۴ بنابراین است. بخش تر گاهی آ پیشینی پیشگوی به نسبت پسینی، پیشگوی چگالی که است این 𝐶۴ شباهت تابع از استفاده علت
می تواند بهتر 𝐶۳ به نسبت می دهد، قرار ما اختیار در بیشتری اطلاعات 𝐶۴ چون درواقع می گذارد. هم رفتارند، مکانی لحاظ به که افرازهایی روی
خوشە بندی به بخش این در شده ارائه فضایی شباهت توابع از استفاده با ضربی افراز مدل از استفاده با ادامه در کند. افرازبندی را مکان ها

می پردازیم. دما دادە های بر مبتنی سینوپتیک ایستگاە های

کاربردی مثال .۴
از اقلیم تغییر بررسی در پارامتر این می گیرد. قرار استفاده مورد مطالعات از بسیاری در که است هواشناسی پارامترهای مهمترین از یکی دما
خواهد دنبال به اکوسیستم در مهمی و محسوس کاملا تأثیرات مکان، یک دمای در تغییر کوچکترین که طوری به است. برخوردار ویژە ای اهمیت
بررسی، مورد دادە های باشد. داشته دما تغییرات از ناشی خطرات مدیریت در بسزایی تأثیر می تواند کشور دمایی نواحی شناسایی اینرو از داشت.
بنابراین است. شده اندازە گیری سینوپتیک ایستگاه ۳۳۴ از که است میلادی ۲۰۱۶ سال به مربوط سانتگیراد برحسب سالیانه دمای میزان متوسط
را دادە ها ابتدا ،۳ بخش در شده ارائه شباهت توابع از استفاده با دادە ها به (۲) و (۱) مدل برازش برای است. ۳۳۴ برابر فضایی مکان های تعداد

باشد. تأثیرگذار خوشە بندی بر دادە ها بین فضایی وابستگی تنها و شود حذف میانگین اثر تا می کنیم استاندارد
اطلاع معیار شاخص ۳ شباهت، تابع ۴ ارزیابی منظور به است. شده استفاده 𝑝𝑝𝑚𝑆𝑢𝑖𝑡 افزاری نرم بسته در 𝑠𝑝𝑝𝑚 تابع از مدل، برازش برای
در نتایج شد. محاسبه [۱۱] (𝐿𝑃𝑀𝐿) حاشیە ای درستنمایی شبه لگاریتم و (𝑀𝑆𝐸) خطا دوم توان میانگین ،[۴] (𝑊𝐴𝐼𝐶) کائیکه⁃واتانابه آ
دارد. بهتری عملکرد شباهت، توابع سایر از 𝐿𝑃𝑀𝐿 و 𝑊𝐴𝐼𝐶 شاخص دو در 𝐶۱ تابع می شود مشاهده که همانطور است. شده آورده ۱ جدول

خوشە بندی نتایج جدول :۱ جدول
𝑀𝑆𝐸 𝐿𝑃𝑀𝐿 𝑊𝐴𝐼𝐶 شباهت تابع

۱٫۴۷۱۴۷۴ −۲۲۸/۵۶۷ ۳۵۴/۲۹۶۸ 𝐶۱۱٫۱۸۹۲۲۳ −۲۶۱٫۱۸۲۱ ۴۲۵٫۰۹۹۷ 𝐶۲۱٫۱۰۰۶۶ −۲۶۱٫۶۲۸۷ ۴۳۳٫۸۱۰۴ 𝐶۳۱٫۴۲۳۶۲۳ −۲۳۳٫۴۳۷۴ ۳۸۶٫۰۰۸۵ 𝐶۴

دمایی مناطق خوشە بندی الگوی ،۱ شکل می پردازیم. ایران سینوپتیک ایستگاە های خوشە بندی به 𝐶۱ شباهت تابع از استفاده با اساس این بر
خیلی به خشک خیلی مناطق از خوشه ۸ در دما دادە های که می شود مشاهده ۱ شکل به توجه با می دهد. نشان اول شباهت تابع براساس، ایران

شدە اند. افرازبندی مرطوب،

نتیجە گیری و بحث .۵
ایستگاە های خوشە بندی مدل، این از استفاده با پرداخت. فضایی دامنه افرازبندی در آنها کاربرد و ضربی افراز مدل های مطالعه به مقاله، این
به مدل توسعه شد، استفاده فضایی دامنه خوشە بندی در متغیر یک از تنها مطالعه این در که آنجا از گرفت. صورت دما متغیر براساس سینوپتیک

است. موردتوجه موضوعات از مطالعه، مورد ناحیه افرازبندی در متغیر چند اطلاعات گرفتن نظر در برای متغیره چند حالت
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چکیده
مرتبە ی گشتاور  به مربوط فرمول های می گیرند. قرار مطالعه مورد NH توزیع از برخاسته 𝑘−رکوردهای مقاله، اين در
ارائه بالا 𝑘−رکوردهای 𝑚−امیـــن و 𝑛−امین ,𝑠)−ام 𝑡)مرتبە ی حاصلضربی گشتاور و بالای𝑛−ام 𝑘−رکورد 𝑠−ام
𝑛 = ۱(۱)۹, 𝑘 = ۱, ⋯ , ۴ ازای به بالا 𝑘−رکوردهای کوواریانس های و واریانس ها میانگین ها، مقادیر می گردند.
مکان پارامتـرهای برای نااریب خطـی برآوردگـرهای بهتریـن می شوند. گزارش جداولی در شده، محاسبه 𝜃 = ۲ و
ازای به جـداولی در برآوردگـرها این با مرتبـط ضـرایب و می شوند تعییـن بالا 𝑘−رکوردهای اسـاس بر مقیاس و
𝑘−رکورد بـرای نااریب خطی پیش بینی کنندە ی یک همچنین، می گردند. ارائه 𝜃 = ۲ و 𝑛 = ۲(۱)۹, 𝑘 = ۱, ⋯ , ۴
می گیرد. قرار تحلیل مورد مقاله، نتایج کاربرد دادن نشان برای واقعی دادە ی مجموعه یک می گردد. مطرح آینده بالای

می رسد. پایان به نتیجە گیری و جمع بندی بخش با مقاله

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

نااریب خطی برآوردگر بهترین
نااریب خطی کنندە ی پیش بینی

NH توزیع
𝑘−رکوردها گشتاورهای

2020 MSC:
62F10
60G25

مقدمه .۱
باشد، 𝐹(𝑥) تجمعی توزیع تابع و 𝑓(𝑥) احتمال چگالی تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالە ای {𝑋𝑖; 𝑖 ≥ ۱} که کنید فرض
ازای به دیگر عبارت به باشد، بیشتر آن از قبل مشاهد ە های مقادیر تمام از 𝑋𝑗 مقدار هرگاه گوییم، دنباله این از بالا رکورد یک 𝑋𝑗 مشاهدە ی آن گاه
تعمیمی عنوان به 𝑘−رکوردی آمارە های می گیریم. نظر در اول بالای رکورد عنوان به را دنباله نخست مشاهدە ی .𝑋𝑗 > 𝑋𝑖 باشیم داشته 𝑖 < 𝑗 هر

داریم 𝑛 ≥ برای۱ و 𝑇۱(𝑘) = 𝑘 صورت به بالایی 𝑘−رکورد زمان  اولین ،𝑘مثبت و صحیح عدد برای می شوند. معرفی رکوردها از
𝑇𝑛(𝑘) = ⅿin{𝑗 ∶ 𝑗 > 𝑇𝑛−۱(𝑘), 𝑋𝑗 > 𝑋𝑇𝑛−۱(𝑘)−𝑘+۱∶𝑇𝑛−۱(𝑘)},

زیر صورت به 𝑛 ≥ ۱ برای بالا 𝑘−رکوردهای دنبالە ی آن گاه است. 𝑚 اندازە ی با نمونه یک در مرتب آمارە ی 𝑖−امین نماد 𝑋𝑖∶𝑚 آن در که
می شود تعریف

𝑅𝑛(𝑘) = 𝑋𝑇𝑛(𝑘)−𝑘+۱∶𝑇𝑛(𝑘) .
𝑘 = ۱ ازای به که هستند 𝑘−رکوردها از خاصی حالت معمولی رکوردهای نمود. تعریف نیز را پایین 𝑘−رکوردهای می توان مشابه بە طور
و رکوردها کاربردهای و تئوری با بیشتر آشنایی برای می باشد. بالا 𝑘−رکوردهای 𝑘−رکوردها، از منظور مقاله، این در پس این از می آیند. بە دست
پرداختند 𝑘−رکوردها اساس بر گوناگون توزیع های برای آماری استنباط به بسیاری محققان کنید. مراجعه [۲] همکاران و آرنولد به 𝑘−رکوردها

نمود. اشاره [۹] توماس و پول و [۴] شای ماری و چاکو به می توان جمله آن از که

جامخانه بازاری ∗مسعود
میرمصطفائی)، کامل (سیدمحمدتقی m.mirmostafaee@umz.ac.ir جامخانه)، بازاری (مسعود masoud.bazari72@gmail.com الکترونیک: پست

جدیدی) (مرضیه marziyejadidi19@gmail.com
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([۲] به کنید (رجوع از است عبارت 𝑛 ≥ ۱ برای 𝑅𝑛(𝑘) احتمال چگالی تابع

𝑓𝑅𝑛(𝑘)(𝑥) =
𝑘𝑛

(𝑛 − ۱)! ൣ− ⅼn �̄�(𝑥)൧𝑛−۱ ൣ�̄�(𝑥)൧𝑘−۱𝑓(𝑥), −∞ < 𝑥 < ∞, (۱)
است. نظر مورد توزیع بقای تابع �̄�(𝑥) = ۱ − 𝐹(𝑥) که

([۲] به کنید (رجوع از است عبارت 𝑚 < 𝑛 که 𝑘−رکوردها 𝑛−امین و 𝑚−امین توأم احتمال چگالی تابع همچنین،

𝑓𝑅𝑚(𝑘) ,𝑅𝑛(𝑘)(𝑥, 𝑦) =
𝑘𝑛

(𝑚 − ۱)!(𝑛 − 𝑚 − ۱)! ൣ ⅼn �̄�(𝑥) − ⅼn �̄�(𝑦)൧𝑛−𝑚−۱ൣ − ⅼn �̄�(𝑥)൧𝑚−۱ [�̄�(𝑦)]𝑘−۱
�̄�(𝑥) 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦), 𝑥 > 𝑦.

(۲)
این می گردد. مطرح وایبل و گاما نمایی، توزیع های برای مناسبی جایگزین عنوان به و است آماری مهم عمر طول توزیع های از یکی NH توزیع
معرفی [۶] همکاران و دیمیتراکوپولو توسط آن از قبل که است توزیعی از خاصی حالت که گردید مطرح [۸] حقیقی و ناداراجاه توسط توزیع

از است عبارت استاندارد NH توزیع احتمال چگالی تابع گردید.
𝑓(𝑥) = 𝜃(۱ + 𝑥)𝜃−۱ exp{۱ − (۱ + 𝑥)𝜃}, 𝑥 > ۰, 𝜃 > ۰. (۳)

از است عبارت 𝑥 > ۰ برای استاندارد NH توزیع تجمعی توزیع تابع همچنین،
𝐹(𝑥) = ۱ − exp{۱ − (۱ + 𝑥)𝜃}, 𝑥 > ۰, 𝜃 > ۰. (۴)

است زیر صورت به نیز توزیع این خطر نرخ تابع
ℎ(𝑥) = 𝜃(۱ + 𝑥)𝜃−۱, 𝑥 > ۰, 𝜃 > ۰.

۱ شکل از که همان طور می دهد. نمایش 𝜃 منتخب مقادیر ازای به را استاندارد NH توزیع خطر نرخ تابع و احتمال چگالی تابع نمودار ۱ شکل
باشد. نزولی یا صعودی می تواند توزیع این خطر نرخ تابع اما است، نزولی توزیع این احتمال چگالی تابع نمودار می شود، مشاهده

NH توزیع در ترتیب به مشخصە سازی مبحث و آن ها بین بازگشتی روابط و 𝑘−رکوردها گشتاورهای بر [۱] همکاران و الم و [۷] دی و کومار
کردند. کار استاندارد NH توزیع و مقیاس پارامتر با

می دهیم. نشان 𝑁𝐻(𝜇, 𝜎, 𝜃) با را آن که بگیرید نظر در کردیم) اضافه را مقیاس و مکان پارامترهای آن به (که را سە پارامتری NH توزیع اکنون
از است عبارت توزیع این احتمال چگالی تابع

𝑓(𝑥; 𝜇, 𝜎, 𝜃) = 𝜃
𝜎ቀ۱ + 𝑥 − 𝜇

𝜎 ቁ
𝜃−۱ exp ቄ۱ − ቀ۱ + 𝑥 − 𝜇

𝜎 ቁ
𝜃
ቅ, 𝑥 > 𝜇, 𝜇 ∈ ℝ, 𝜎 > ۰, 𝜃 > ۰, (۵)

می آید. دست به (۱) احتمال چگالی تابع با استاندارد NH توزیع باشد، 𝜎 = ۱ و 𝜇 = ۰ اگر است. مقیاس پارامتر 𝜎 و مکان پارامتر 𝜇 که
می آید. دست به 𝜃 = ۱ ازای به که است NH توزیع از خاصی حالت نمایی توزیع

رابطە های ،۲ بخش در بپردازیم. 𝑘−رکوردها اساس بر سە پارامتری NH توزیع در خطی پیش بینی و خطی برآوردیابی به داریم قصد مقاله، این در
توزیع برای 𝑘−رکوردها امین −𝑛 و امین −𝑚 ام −(𝑠, 𝑡) مرتبە ی حاصلضربی گشتاور و 𝑛−ام 𝑘−رکورد 𝑗−ام مرتبە ی گشتاور به مربوط
،𝑘 = ۱, ⋯ , ۴ ازای به را 𝑘−رکوردها کوواریانس های و واریانس ها میانگین ها، آن در که را جداولی سپس و می کنیم گزارش را استاندارد NH
مقیاس و مکان پارامترهای برای نااریب خطی برآوردگرهای بهترین ،۳ بخش در می دهیم. ارائه نمودە ایم، محاسبه 𝜃 = ۲ و 𝑚 ≤ 𝑛 = ۱(۱)۹
قرار توجه مورد آینده 𝑘−رکورد خطی پیش بینی ،۴ بخش در می شوند. تعیین است، معلوم 𝜃 پارامتر که زمانی سە پارامتری NH توزیع در
نتیجه مبحث ۶ بخش در می گیرد. قرار بررسی مورد مقاله تئوری نتایج کاربرد دادن نشان برای ۵ بخش در واقعی دادە های از مثال یک می گیرد.

می گردد. ارائه جمع بندی و

𝑘−رکوردها گشتاورهای .۲
آن گاه باشند، استاندارد NH توزیع از هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک از برگرفته 𝑘−رکورد 𝑛−امین ،𝑅𝑛(𝑘) که کنید فرض

می آید دست به زیر صورت به 𝑅𝑛(𝑘) احتمال چگالی تابع ،(۴) و (۳) ،(۱) رابطە های از

𝑓∗𝑅𝑛(𝑘)(𝑥) =
𝑘𝑛𝜃

(𝑛 − ۱)! (۱ + 𝑥)𝜃−۱ ൣ(۱ + 𝑥)𝜃 − ۱൧𝑛−۱ e𝑘−𝑘(۱+𝑥)𝜃 , 𝑥 > ۰, 𝜃 > ۰.
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𝜃 منتخب مقادیر ازای به استاندارد NH توزیع برای راست) (سمت خطر نرخ تابع و چپ) (سمت احتمال چگالی تابع نمودارهای :۱ شکل

است زیر صورت به 𝑅𝑛(𝑘) 𝑗−ام مرتبە ی گشتاور صورت، این در

𝛼(𝑗)𝑛(𝑘) = 𝐸(𝑅𝑗𝑛(𝑘)) = න
∞

۰
𝑥𝑗𝑓∗𝑅𝑛(𝑘)ⅾ𝑥. (۶)

می دهیم. نمایش 𝛼𝑛(𝑘) با را آن که می آید دست به 𝑛−ام 𝑘−رکورد (میانگین) گشتاور اولین ،(۶) در 𝑗 = ۱ دادن قرار با
در نتایج و کردە ایم محاسبه اعشار رقم سه تا 𝜃 = ۲ و 𝑛 = ۱(۱)۹ ،𝑘 = ۱, ⋯ , ۴ ازای به را استاندارد NH توزیع برای میانگین مقادیر ما

شدە اند. گزارش ۱ جدول

𝜃 = ۲ ازای به استاندارد NH توزیع 𝑘−رکوردهای میانگین های مقادیر :۱ جدول
𝑘 𝑛

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹
۱ ۰٫۳۷۹ ۰٫۶۸۹ ۰٫۹۵۷ ۱٫۱۹۴ ۱٫۴۰۹ ۱٫۶۰۶ ۱٫۷۹۱ ۱٫۹۶۴ ۲٫۱۲۷
۲ ۰٫۲۱۱ ۰٫۳۹۵ ۰٫۵۵۹ ۰٫۷۰۹ ۰٫۸۴۸ ۰٫۹۷۷ ۱٫۰۹۹ ۱٫۲۱۴ ۱٫۳۲۴
۳ ۰٫۱۴۷ ۰٫۲۷۹ ۰٫۴۰۱ ۰٫۵۱۳ ۰٫۶۱۸ ۰٫۷۱۷ ۰٫۸۱۰ ۰٫۸۹۹ ۰٫۹۸۵
۴ ۰٫۱۱۳ ۰٫۲۱۷ ۰٫۳۱۴ ۰٫۴۰۴ ۰٫۴۸۹ ۰٫۵۷۰ ۰٫۶۴۷ ۰٫۷۲۰ ۰٫۷۹۱

NH توزیع برای نیز واریانس ها مقادیر می شود. تعریف 𝛽۲
𝑛(𝑘) = 𝛼(۲)𝑛(𝑘) − (𝛼𝑛(𝑘))۲ صورت به ام −𝑛 𝑘−رکورد واریانس این، بر علاوه

شدە اند. گزارش ۲ جدول در نتایج و شدە اند محاسبه اعشار رقم سه تا 𝜃 = ۲ و 𝑛 = ۱(۱)۹ ،𝑘 = ۱, ⋯ , ۴ ازای به استاندارد
مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک از برگرفته 𝑘−رکوردهای 𝑛−امین و 𝑘−رکورد 𝑚−امین ترتیب به 𝑅𝑛(𝑘) و 𝑅𝑚(𝑘) که کنید فرض اکنون
صورت به 𝑅𝑛(𝑘) و 𝑅𝑚(𝑘) توأم احتمال چگالی تابع ،(۴) و (۳) ،(۲) رابطە های از آن گاه ،𝑚 < 𝑛 که باشند استاندارد NH توزیع از هم توزیع و
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می آید دست به زیر

𝑓∗𝑅𝑚(𝑘) ,𝑅𝑛(𝑘)(𝑥, 𝑦) =
𝑘𝑛𝜃۲

(𝑚 − ۱)!(𝑛 − 𝑚 − ۱)! ൣ(۱ + 𝑦)𝜃 − (۱ + 𝑥)𝜃൧𝑛−𝑚−۱ ൣ(۱ + 𝑥)𝜃 − ۱൧𝑚−۱ [(۱ + 𝑥)(۱ + 𝑦)]𝜃−۱ e𝑘−𝑘(۱+𝑦)𝜃 , 𝑥 < 𝑦.

دست به زیر رابطە ی کمک به ،𝑚 < 𝑛 برای استاندارد NH توزیع 𝑘−رکوردهای 𝑚−امین و 𝑛−امین ,𝑠)−ام 𝑡) مرتبە ی حاصلضربی گشتاور
می آید

𝛼(𝑠,𝑡)𝑚,𝑛(𝑘) = 𝐸(𝑅𝑠𝑚(𝑘)𝑅𝑡𝑛(𝑘)) = න
∞

۰
න
𝑦

۰
𝑥𝑠𝑦𝑡𝑓∗𝑅𝑚(𝑘) ,𝑅𝑛(𝑘)(𝑥, 𝑦) ⅾ𝑥 ⅾ𝑦.

برای نیز کوواریانس ها مقادیر می شود. تعریف 𝛽𝑚,𝑛(𝑘) = 𝛼(۱,۱)𝑚,𝑛(𝑘) − 𝛼𝑚(𝑘)𝛼𝑛(𝑘) صورت به 𝑅𝑛(𝑘) و 𝑅𝑚(𝑘) کوواریانس صوت این در
گزارش ۲ جدول در نتایج و شدە اند محاسبه اعشار رقم سه تا 𝜃 = ۲ و 𝑚 ≤ 𝑛 = ۱(۱)۹ ،𝑘 = ۱, ⋯ , ۴ ازای به استاندارد NH توزیع

شدە اند.

نااریب خطی برآوردگرهای بهترین .۳
سە پارامتری NH توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک از برگرفته 𝑛−ام تا اول 𝑘−رکوردهای نمایانگر 𝑌۱(𝑘), ⋯ , 𝑌𝑛(𝑘) کنید فرض
𝑛−ام تا اول 𝑘−رکـوردهای با تـوزیع هم 𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑛 که 𝑅𝑖(𝑘) = 𝑌𝑖(𝑘) − 𝜇

𝜎 آن گاه باشند، (۵) احتمال چگالی تابع با 𝑁𝐻(𝜇, 𝜎, 𝜃)
و 𝐸(𝑌𝑛(𝑘)) = 𝜇 + 𝜎𝛼𝑛(𝑘) نتیـجه در بود. خواهند استانـدارد NH تـوزیـع از مستـقل تـصادفی متغیـرهای از دنبالـه یـک از بـرگرفته

.𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑚(𝑘), 𝑌𝑛(𝑘)) = 𝜎۲𝛽𝑚,𝑛(𝑘) داریم 𝑚 < 𝑛 برای همچنین .𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑛(𝑘)) = 𝜎۲𝛽۲
𝑛(𝑘)

۱ ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 که 𝛽 = ((𝛽𝑖,𝑗(𝑘))) همچنین .۱ = (۱, ⋯ , ۱)𝑇۱×𝑛 و 𝛼 = (𝛼۱(𝑘), ⋯ , 𝛼𝑛(𝑘))𝑇 ،𝑌(𝑘) = (𝑌۱(𝑘), ⋯ , 𝑌𝑛(𝑘))𝑇 دهید قرار
مقیاس پارامتر و 𝜇 مکان پارامتر برای نااریب خطی برآوردگرهای بهترین صورت، این در است. 𝑅۱(𝑘), ⋯ , 𝑅𝑛(𝑘) واریانس⁃کوواریانس ماتریس

([۳] به کنید رجوع مثال، (برای از عبارتند ترتیب به 𝜎

𝜇∗ = 𝛼𝑇𝛽−۱𝛼۱𝑇𝛽−۱ − 𝛼𝑇𝛽−۱۱𝛼𝑇𝛽−۱

(𝛼𝑇𝛽−۱𝛼)(۱𝑇𝛽−۱۱) − (𝛼𝑇𝛽−۱۱)۲𝑌(𝑘) =
𝑛


𝑖=۰

𝑎𝑖𝑌𝑖(𝑘)

و
𝜎∗ = ۱𝑇𝛽−۱۱𝛼𝑇𝛽−۱ − ۱𝑇𝛽−۱𝛼۱𝑇𝛽−۱

(𝛼𝑇𝛽−۱𝛼)(۱𝑇𝛽−۱۱) − (𝛼𝑇𝛽−۱۱)۲𝑌(𝑘) =
𝑛


𝑖=۰

𝑏𝑖𝑌𝑖(𝑘).

([۷] به کنید رجوع مثال، (برای از عبارتند فوق برآوردگرهای کوواریانس  و واریانس ها این، بر علاوه

𝑉𝑎𝑟(𝜇∗) = 𝜎۲ቀ 𝛼𝑇𝛽−۱𝛼
(𝛼𝑇𝛽−۱𝛼)(۱𝑇𝛽−۱۱) − (𝛼𝑇𝛽−۱۱)۲ ቁ,

𝑉𝑎𝑟(𝜎∗) = 𝜎۲ቀ ۱𝑇𝛽−۱۱
(𝛼𝑇𝛽−۱𝛼)(۱𝑇𝛽−۱۱) − (𝛼𝑇𝛽−۱۱)۲ ቁ

و
𝐶𝑜𝑣(𝜇∗, 𝜎∗) = 𝜎۲ቀ −𝛼𝑇𝛽−۱۱

(𝛼𝑇𝛽−۱𝛼)(۱𝑇𝛽−۱۱) − (𝛼𝑇𝛽−۱۱)۲ ቁ.

گزارش ۴ و ۳ جداول در نتایج و شدە اند محاسبه اعشار رقم سه تا 𝜃 = ۲ و 𝑘 = ۱, ⋯ , ۴ ،𝑛 = ۲(۱)۹ ،𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑛 برای 𝑏𝑖 و 𝑎𝑖 ضرایب
شدە اند.
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𝜃 = ۲ ازای به استاندارد NH توزیع 𝑘−رکوردهای کوواریانس های و واریانس ها مقادیر :۲ جدول
𝑘 𝑛 𝑚

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹
۱ ۱ ۰٫۰۹۹

۲ ۰٫۰۸۴ ۰٫۱۴۶
۳ ۰٫۰۷۵ ۰٫۱۲۹ ۰٫۱۷۲
۴ ۰٫۰۶۸ ۰٫۱۱۶ ۰٫۱۵۵ ۰٫۱۸۸
۵ ۰٫۰۶۲ ۰٫۱۰۷ ۰٫۱۴۳ ۰٫۱۷۳ ۰٫۱۹۹
۶ ۰٫۰۵۸ ۰٫۰۹۹ ۰٫۱۳۳ ۰٫۱۶۰ ۰٫۱۸۵ ۰٫۲۰۶
۷ ۰٫۰۵۴ ۰٫۰۹۳ ۰٫۱۲۴ ۰٫۱۵۰ ۰٫۱۷۳ ۰٫۱۹۴ ۰٫۲۱۲
۸ ۰٫۰۵۱ ۰٫۰۸۸ ۰٫۱۱۷ ۰٫۱۴۲ ۰٫۱۶۴ ۰٫۱۸۳ ۰٫۲۰۰ ۰٫۲۱۷
۹ ۰٫۰۴۹ ۰٫۰۸۴ ۰٫۱۱۲ ۰٫۱۳۵ ۰٫۱۵۵ ۰٫۱۷۴ ۰٫۱۹۰ ۰٫۲۰۶ ۰٫۲۲

۲ ۱ ۰٫۰۳۴
۲ ۰٫۰۳۱ ۰٫۰۵۵
۳ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۵۰ ۰٫۰۶۸
۴ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۴۶ ۰٫۰۶۳ ۰٫۰۷۸
۵ ۰٫۰۲۴ ۰٫۰۴۳ ۰٫۰۵۹ ۰٫۰۷۲ ۰٫۰۸۵
۶ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۴۰ ۰٫۰۵۵ ۰٫۰۶۸ ۰٫۰۷۹ ۰٫۰۹۰
۷ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۳۸ ۰٫۰۵۲ ۰٫۰۶۴ ۰٫۰۷۵ ۰٫۰۸۵ ۰٫۰۹۴
۸ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۳۶ ۰٫۰۵۰ ۰٫۰۶۱ ۰٫۰۷۱ ۰٫۰۸۱ ۰٫۰۸۹ ۰٫۰۹۷
۹ ۰٫۰۱۹ ۰٫۰۳۵ ۰٫۰۴۷ ۰٫۰۵۸ ۰٫۰۶۸ ۰٫۰۷۷ ۰٫۰۸۵ ۰٫۰۹۳ ۰٫۱

۳ ۱ ۰٫۰۱۸
۲ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۳۰
۳ ۰٫۰۱۵ ۰٫۰۲۷ ۰٫۰۳۸
۴ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۳۶ ۰٫۰۴۴
۵ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۲۴ ۰٫۰۳۴ ۰٫۰۴۲ ۰٫۰۴۹
۶ ۰٫۰۱۲ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۳۲ ۰٫۰۴۰ ۰٫۰۴۷ ۰٫۰۵۳
۷ ۰٫۰۱۲ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۳۰ ۰٫۰۳۸ ۰٫۰۴۴ ۰٫۰۵۰ ۰٫۰۵۶
۸ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۲۹ ۰٫۰۳۶ ۰٫۰۴۲ ۰٫۰۴۸ ۰٫۰۵۴ ۰٫۰۵۹
۹ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۳۵ ۰٫۰۴۱ ۰٫۰۴۶ ۰٫۰۵۱ ۰٫۰۵۶ ۰٫۰۶۱

۴ ۱ ۰٫۰۱۱
۲ ۰٫۰۱۰ ۰٫۰۱۹
۳ ۰٫۰۰۹ ۰٫۰۱۸ ۰٫۰۲۵
۴ ۰٫۰۰۹ ۰٫۰۱۷ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۲۹
۵ ۰٫۰۰۸ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۳۳
۶ ۰٫۰۰۸ ۰٫۰۱۵ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۳۱ ۰٫۰۳۶
۷ ۰٫۰۰۸ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۲۵ ۰٫۰۳۰ ۰٫۰۳۴ ۰٫۰۳۸
۸ ۰٫۰۰۷ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۱۹ ۰٫۰۲۴ ۰٫۰۲۹ ۰٫۰۳۳ ۰٫۰۳۷ ۰٫۰۴۰
۹ ۰٫۰۰۷ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۱۹ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۳۲ ۰٫۰۳۵ ۰٫۰۳۹ ۰٫۰۴۲

خطی پیش بینی .۴
𝑘−رکوردهای ,𝑌۱(𝑘)نمایانگر ⋯ , 𝑌𝑛(𝑘) کنید فـرض است. گرفتـه قـرار بسیاری آماردانـان توجـه مورد 𝑘−رکـوردها و رکـوردها پیش بینی مسألە ی
و باشند (۵) احتمال چگالی تابع با 𝑁𝐻(𝜇, 𝜎, 𝜃) سە پارامتری NH توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک از برگرفته 𝑛−ام تا اول

از است عبارت 𝑌𝑞(𝑘) برای نااریب خطی یک پیش بینی کنندە ی کنیم. پیش بینی است، 𝑞 > 𝑛 که را ،𝑌𝑞(𝑘) 𝑞−ام، 𝑘−رکورد بخواهیم
𝑌∗𝑞(𝑘) = 𝜇∗ + 𝛼𝑞(𝑘)𝜎∗, (۷)

𝑘−رکورد میانگین 𝛼𝑞(𝑘) و هستند 𝑌۱(𝑘), ⋯ , 𝑌𝑛(𝑘) اساس بر 𝜎 و 𝜇 پارامترهای نااریب خطی برآوردگرهای بهترین ترتیب به 𝜎∗ و 𝜇∗ که
اشتباه پیش بینی کنندە ای به [۴] مرجع که است ذکر به لازم است. استاندارد NH توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله یک از برگرفته 𝑞−ام

نیست. گونه این که صورتی در نامیدند، نااریب خطی پیش  بینی کنندە ی بهترین را آید دست به (۷) رابطە ی اساس بر که
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𝜃 = ۲ ازای به NH توزیع در 𝜇 مکان پارامتر نااریب خطی برآوردگرهای بهترین ضرایب :۳ جدول
𝑎۱ 𝑎۲ 𝑎۳ 𝑎۴ 𝑎۵ 𝑎۶ 𝑎۷ 𝑎۸ 𝑎۹

𝑘 𝑛
۱ ۲ ۲٫۲۲۰ −۱٫۲۲۰

۳ ۱٫۶۱۳ ۰٫۰۹۳ −۰٫۷۰۶
۴ ۱٫۴۰۳ ۰٫۰۷۲ ۰٫۰۶۰ −۰٫۵۳۵
۵ ۱٫۲۹۴ ۰٫۰۶۰ ۰٫۰۵۱ ۰٫۰۴۴ −۰٫۴۴۹
۶ ۱٫۲۲۶ ۰٫۰۵۴ ۰٫۰۴۵ ۰٫۰۳۹ ۰٫۰۳۴ −۰٫۳۹۸
۷ ۱٫۱۷۸ ۰٫۰۴۹ ۰٫۰۴۲ ۰٫۰۳۶ ۰٫۰۳۱ ۰٫۰۲۷ −۰٫۳۶۳
۸ ۱٫۱۴۳ ۰٫۰۴۶ ۰٫۰۳۹ ۰٫۰۳۴ ۰٫۰۲۹ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۲۳ −۰٫۳۳۹
۹ ۱٫۱۱۵ ۰٫۰۴۳ ۰٫۰۳۷ ۰٫۰۳۲ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۲۴ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۲۰ −۰٫۳۲

۲ ۲ ۲٫۱۴۵ −۱٫۱۴۵
۳ ۱٫۵۷۵ ۰٫۰۶۲ −۰٫۶۳۷
۴ ۱٫۳۸۱ ۰٫۰۴۶ ۰٫۰۴۰ −۰٫۴۶۸
۵ ۱٫۲۸۲ ۰٫۰۳۸ ۰٫۰۳۴ ۰٫۰۳۰ −۰٫۳۸۳
۶ ۱٫۲۲۰ ۰٫۰۳۳ ۰٫۰۲۹ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۲۳ −۰٫۳۳۲
۷ ۱٫۱۷۸ ۰٫۰۳۰ ۰٫۰۲۷ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۱۹ −۰٫۲۹۸
۸ ۱٫۱۴۷ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۲۵ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۱۹ ۰٫۰۱۷ ۰٫۰۱۶ −۰٫۲۷۴
۹ ۱٫۱۲۳ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۱۸ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۱۵ ۰٫۰۱۴ −۰٫۲۵۶

۳ ۲ ۲٫۱۱۰ −۱٫۱۱۰
۳ ۱٫۵۵۷ ۰٫۰۴۸ −۰٫۶۰۵
۴ ۱٫۳۷۰ ۰٫۰۳۵ ۰٫۰۳۱ −۰٫۴۳۶
۵ ۱٫۲۷۵ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۲۵ ۰٫۰۲۳ −۰٫۳۵۲
۶ ۱٫۲۱۷ ۰٫۰۲۵ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۱۸ −۰٫۳۰۱
۷ ۱٫۱۷۷ ۰٫۰۲۲ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۱۸ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۱۵ −۰٫۲۶۷
۸ ۱٫۱۴۸ ۰٫۰۲۰ ۰٫۰۱۸ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۱۵ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۱۲ −۰٫۲۴۳
۹ ۱٫۱۲۶ ۰٫۰۱۹ ۰٫۰۱۷ ۰٫۰۱۵ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۱۲ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۱۱ −۰٫۲۲۵

۴ ۲ ۲٫۰۸۹ −۱٫۰۸۹
۳ ۱٫۵۴۶ ۰٫۰۳۹ −۰٫۵۸۵
۴ ۱٫۳۶۳ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۲۶ −۰٫۴۱۷
۵ ۱٫۲۷۱ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۲۱ ۰٫۰۱۹ −۰٫۳۳۳
۶ ۱٫۲۱۵ ۰٫۰۱۹ ۰٫۰۱۸ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۱۵ −۰٫۲۸۲
۷ ۱٫۱۷۶ ۰٫۰۱۷ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۱۲ −۰٫۲۴۹
۸ ۱٫۱۴۹ ۰٫۰۱۶ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۱۲ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۱۰ −۰٫۲۲۴
۹ ۱٫۱۲۷ ۰٫۰۱۴ ۰٫۰۱۳ ۰٫۰۱۲ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۱۰ ۰٫۰۰۹ ۰٫۰۰۹ −۰٫۲۰۶

کاربردی مثال .۵
از عبارتند که می گیریم نظر در [۵] مرجع از برگرفته واقعی دادە های از بخشی جا، این در

۲۲٫۹ ۱٫۷ ۰٫۱ ۱٫۱ ۰٫۶ ۹٫۰ ۱٫۷ ۷٫۰ ۲۰٫۱ ۰٫۴ ۲٫۸ ۱۴٫۱ ۹٫۹
۱۰٫۴ ۱۰٫۷ ۳۰٫۰ ۳٫۶ ۵٫۶ ۳۰٫۸ ۱۳٫۳ ۴٫۲ ۲۵٫۵ ۳٫۴ ۱۱٫۹ ۲۱٫۵
۲۷٫۶ ۳۶٫۴ ۲٫۷ ۶۴٫۰ ۱٫۵ ۲٫۵ ۲۷٫۴ ۱٫۰ ۲۷٫۱ ۲۰٫۲ ۱۶٫۸ ۵٫۳
۹٫۷ ۲۷٫۵ ۲٫۵ ۲۷٫۰

از عبارتند که می کنیم استخراج فوق دادە های از را ۲⁃رکوردها اکنون
۱٫۷ ۹٫۰ ۲۰٫۱ ۲۲٫۹ ۳۰٫۰ ۳۰٫۸ ۳۶٫۴

تصادفی متغیرهای از دنبالە ای از برگرفته ۲−رکوردهای میانگین های مقادیر مقابل در فوق شدە ی استخراج ۲−رکوردهای از ساده نمودار یک
همبستگی ضریب (مقدار دارد قوی خطی همبستگی یک از نشان شدە اند، گزارش ۲ جدول در که 𝜃 = ۲ با استاندارد NH توزیع از مستقل

می باشد. معقول هستند، 𝜃 = ۲ با NH توزیع از برگرفته فوق ۲−رکوردهای که فرض این لذا است). شده ۰٫۹۸۵۹ از بزرگتر
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𝜃 = ۲ ازای به NH توزیع در 𝜎 مقیاس پارامتر نااریب خطی برآوردگرهای بهترین ضرایب :۴ جدول
𝑏۱ 𝑏۲ 𝑏۳ 𝑏۴ 𝑏۵ 𝑏۶ 𝑏۷ 𝑏۸ 𝑏۹

𝑘 𝑛
۱ ۲ −۳٫۲۲۰ ۳٫۲۲۰

۳ −۱٫۶۶۱ −۰٫۱۵۲ ۱٫۸۱۳
۴ −۱٫۱۴۳ −۰٫۰۹۸ −۰٫۰۸۰ ۱٫۳۲۲
۵ −۰٫۸۸۵ −۰٫۰۷۲ −۰٫۰۵۹ −۰٫۰۴۹ ۱٫۰۶۵
۶ −۰٫۷۲۹ −۰٫۰۵۷ −۰٫۰۴۶ −۰٫۰۳۹ −۰٫۰۳۳ ۰٫۹۰۴
۷ −۰٫۶۲۵ −۰٫۰۴۷ −۰٫۰۳۸ −۰٫۰۳۲ −۰٫۰۲۷ −۰٫۰۲۴ ۰٫۷۹۳
۸ −۰٫۵۵۱ −۰٫۰۴۰ −۰٫۰۳۳ −۰٫۰۲۷ −۰٫۰۲۳ −۰٫۰۲۰ −۰٫۰۱۸ ۰٫۷۱۱
۹ −۰٫۴۹۴ −۰٫۰۳۴ −۰٫۰۲۸ −۰٫۰۲۴ −۰٫۰۲۰ −۰٫۰۱۸ −۰٫۰۱۶ −۰٫۰۱۴ ۰٫۶۴۸

۲ ۲ −۵٫۴۳۶ ۵٫۴۳۶
۳ −۲٫۷۷۲ −۰٫۲۰۳ ۲٫۹۷۵
۴ −۱٫۸۸۹ −۰٫۱۳۰ −۰٫۱۱۲ ۲٫۱۳۱
۵ −۱٫۴۴۹ −۰٫۰۹۵ −۰٫۰۸۱ −۰٫۰۷۱ ۱٫۶۹۶
۶ −۱٫۱۸۶ −۰٫۰۷۴ −۰٫۰۶۳ −۰٫۰۵۵ −۰٫۰۴۸ ۱٫۴۲۷
۷ −۱٫۰۱۱ −۰٫۰۶۰ −۰٫۰۵۲ −۰٫۰۴۵ −۰٫۰۴۰ −۰٫۰۳۵ ۱٫۲۴۲
۸ −۰٫۸۸۵ −۰٫۰۵۱ −۰٫۰۴۴ −۰٫۰۳۸ −۰٫۰۳۳ −۰٫۰۳۰ −۰٫۰۲۷ ۱٫۱۰۷
۹ −۰٫۷۹۱ −۰٫۰۴۴ −۰٫۰۳۸ −۰٫۰۳۳ −۰٫۰۲۸ −۰٫۰۲۶ −۰٫۰۲۳ −۰٫۰۲۱ ۱٫۰۰۳

۳ ۲ −۷٫۵۵۰ ۷٫۵۵۰
۳ −۳٫۸۲۸ −۰٫۲۳۹ ۴٫۰۶۷
۴ −۲٫۵۹۴ −۰٫۱۵۳ −۰٫۱۳۵ ۲٫۸۸۲
۵ −۱٫۹۸۰ −۰٫۱۱۱ −۰٫۰۹۸ −۰٫۰۸۷ ۲٫۲۷۶
۶ −۱٫۶۱۲ −۰٫۰۸۶ −۰٫۰۷۶ −۰٫۰۶۸ −۰٫۰۶۱ ۱٫۹۰۳
۷ −۱٫۳۶۸ −۰٫۰۷۰ −۰٫۰۶۲ −۰٫۰۵۵ −۰٫۰۴۹ −۰٫۰۴۵ ۱٫۶۴۹
۸ −۱٫۱۹۴ −۰٫۰۵۹ −۰٫۰۵۲ −۰٫۰۴۶ −۰٫۰۴۱ −۰٫۰۳۷ −۰٫۰۳۴ ۱٫۴۶۳
۹ −۱٫۰۶۳ −۰٫۰۵۰ −۰٫۰۴۵ −۰٫۰۴۰ −۰٫۰۳۶ −۰٫۰۳۲ −۰٫۰۲۹ −۰٫۰۲۷ ۱٫۳۲۱

۴ ۲ −۹٫۶۲۴ ۹٫۶۲۴
۳ −۴٫۸۶۳ −۰٫۲۶۶ ۵٫۱۲۹
۴ −۳٫۲۸۳ −۰٫۱۷۱ −۰٫۱۵۳ ۳٫۶۰۷
۵ −۲٫۴۹۶ −۰٫۱۲۴ −۰٫۱۱۱ −۰٫۱۰۰ ۲٫۸۳۲
۶ −۲٫۰۲۶ −۰٫۰۹۶ −۰٫۰۸۶ −۰٫۰۷۸ −۰٫۰۷۱ ۲٫۳۵۸
۷ −۱٫۷۱۴ −۰٫۰۷۸ −۰٫۰۷۰ −۰٫۰۶۳ −۰٫۰۵۸ −۰٫۰۵۳ ۲٫۰۳۶
۸ −۱٫۴۹۱ −۰٫۰۶۶ −۰٫۰۵۹ −۰٫۰۵۳ −۰٫۰۴۸ −۰٫۰۴۴ −۰٫۰۴۰ ۱٫۸۰۱
۹ −۱٫۳۲۵ −۰٫۰۵۶ −۰٫۰۵۰ −۰٫۰۴۶ −۰٫۰۴۱ −۰٫۰۳۸ −۰٫۰۳۵ −۰٫۰۳۲ ۱٫۶۲۲

محاسبه زیر صورت به ترتیب به ۴ و ۳ جداول کمک به 𝜎 و 𝜇 پارامترهای برای نااریب خطی برآوردهای بهترین اول، ۲−رکورد شش اساس بر
می شوند

𝜇∗ = (۱٫۲۲۰ × ۱٫۷) + (۰٫۰۳۳ × ۹) + (۰٫۰۲۹ × ۲۰٫۱) + (۰٫۰۲۶ × ۲۲٫۹)
+(۰٫۰۲۳ × ۳۰) + (−۰٫۳۳۲ × ۳۰٫۸) = −۵٫۹۸۶۳.

و
𝜎∗ = (−۱٫۱۸۶ × ۱٫۷) + (−۰٫۰۷۴ × ۹) + (−۰٫۰۶۳ × ۲۰٫۱) + (−۰٫۰۵۵ × ۲۲٫۹)

+(−۰٫۰۴۸ × ۳۰) + (۱٫۴۲۷ × ۳۰٫۸) = ۳۷٫۳۰۳۶.
می شود محاسبه زیر صورت به هفتم ۲−رکورد برای نااریب خطی یک پیش بینی کنندە ی مقدار ،(۷) رابطە ی از استفاده با

𝑌∗۷(۲) = −۵٫۹۸۶۳ + (۱٫۰۹۹ × ۳۷٫۳۰۳۶) = ۳۵٫۰۱۰۳۶,
است. ۳۶٫۴ با برابر هفتم ۲−رکورد واقعی مقدار که حالی در
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جمع بندی .۶
آن که فرض تحت NH توزیع برای مقیاس و مکان پارامترهای نااریب خطی برآوردگرهای بهترین 𝑘−رکورد، آمارە های اساس بر مقاله، این در
از مثال یک با گرفت. قرار مطالعه مورد آینده 𝑘−رکورد برای نااریب خطی پیش بینی کنندە ی یک همچنین، شدند. تعیین باشد، معلوم 𝜃 پارامتر
([۱۰] R هستە  ای (تیم R آماری نرم افزار کمک به مقاله محاسبات تمامی و نمودارها رسم شد. داده نشان مقاله نتایج کاربرد واقعی، دادە های

است. شدە  انجام

سپاس گزاری
می کنند. قدردانی مشهدزاده حامد زهرا خانم همچنین و مقاله داوران) (یا داور از مقاله نویسندگان
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چکیده
های توده ساختار سازی مدل برای ضروری ابزاری احتمال چگالی توابع از استفاده با درختان قطری توزیع سازی مدل
موجود ایران در راش درختان قطری طبقات در تعداد سازی مدل مورد در اندکی دانش وجود، این با است. جنگلی
سینه برابر قطر طبقات در تعداد سازی مدل در پارتو مختلف توابع کارایی مقایسه و بررسی مطالعه این هدف است.
روش از استفاده با احتمال توابع های مشخصه برآورد باشد. می طبیعی ناهمسال توده یک در راش درختان (ⅾbh)
کرامر⁃ون و کولموگروف⁃اسمیرنوف برازش نیکویی های آزمون از استفاده با مدلها ارزیابی و درستنمایی بیشینه
راش قطری طبقات در درختان تعداد با خوبی برازش یافته تعمیم پارتو احتمال تابع که داد نشان نتایج شد. انجام میس
خوبی نسبتا قابلیت توزیع این احتمالا پارتو، توزیع بودن کلفت دم به توجه با که نمود بیان توان می کلی بطور دارد.
چولگی مشاهدات فراوانی که شرایطی در و ناهمسال های جنگل در درختان قطری طبقات در تعداد مدلسازی برای

دارد. باشند، داشته زیادی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

سینه برابر قطر
یافته تعمیم پارتو توزیع

راست به چوله
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2020 MSC:
34B16

مقدمه .۱
قطری توزیع باشد. می درخت حجم و ارتفاع تخمین برای مناسبی شروع نقطه و کند می ارائه را درخت یک عملکرد از معیاری درخت یک قطر
جنگلی های توده ساختار توصیف برای کارا حال عین در و ساده ابزار یک درختان قطری توزیع .[۱۲] است جنگل رشد از کارآمد شاخصی
وری بهره افزایش بنابراین و ها جنگل رشد بینی پیش برداری، بهره های فعالیت ریزی برنامه ها، جنگل گذاری ارزش برای معیار این است.
میزان و توالی مراحل گذشته، تخریبی رویدادهای استنتاج برای توند می همچنین قطری توزیع .[۹ ،۴ ،۲] میگیرند قرار استفاده مورد جنگل

.[۸ ،۵] گیرد قرار استفاده مورد زمینی بالای توده زیست
فریچت و [۶] پارتو ،[۱۳] لجستیک لوگ ،[۲] ویبول ،[۳] نرمال لوگ ،[۱۱] نمایی قبیل از متعددی احتمال چگالی توابع گذشته های دهه طی در
مدلها این از برخی مورد در تحقیقات تعداد وجود این با است. گرفته قرار بررسی مورد جنگل در درختان قطری پراکنش سازی مدل برای [۱]
توزیع دارای که پدیدە هایی بیشتر بیان در بنابراین است. سنگین دم و چولگی دارای پارتو تصادفی متغیر توزیع است. اندک ایران جنگلهای در
توابع کارایی مقایسه و بررسی تحقیق این هدف ایران، جنگلهای در توزیع این کارایی بررسی سابقه عدم به توجه با دارد. کاربرد نیستند، نرمال
با منظور بدین باشد. می راش شده مدیریت ناهمسال های توده در راش درختان سینه برابر قطر طبقات در تعداد سازی مدل در پارتو مختلف

شد. گیری اندازه باشد، می راش جنگلهای طبیعی ساختار معرف که راش طبیعی جنگل یک در هکتاری یک نمونه قطعه یک گردشی جنگل

قلندرآیشی ∗شعبان
قلندرآیشی) (شعبان sh.ghalandar@gmail.com الکترونیک: پست
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روش ها و مواد .۲
گلستان استان در کردکوی جنگلداری طرح یک سری ۱۱۱ پارسل در واقع (Fagus orientalis Lipsky) راش طبیعی جنگل یک در مطالعه این
سالانه بارندگی میانگین و گراد سانتی درجه ۱۵ دما میانگین باشد. می دریا سطح از متر ۱۴۴۸ حدود در مطالعه مورد منطقه ارتفاع شد. انجام
نمونه قطعه یک گردشی جنگل با راش درختان قطری طبقات در تعداد سازی مدل بمنظور کردکوی). جنگلداری (طرح باشد می میلیمتر ۶۰۰
درختان تمام گردید. مستقر است، بوده راش جنگلهای طبیعی ساختار معرف که ۱۱۱ پارسل از بخشی در متر ۱۰۰×۱۰۰ ابعاد با هکتاری یک
گیری اندازه هم بر عمود جهت دو در و سینه برابر ارتفاع در دوبازو کش خط از استفاده با پلات داخل در متر سانتی ۵̸۷ از بیش قطر با زنده
این از یک هر های مشخصه بودند. یافته تعمیم پارتو و سوم نوع دوم، نوع اول، نوع پارتو توابع شامل بررسی مورد احتمال توزیع توابع گردید.

شد. برآورد 𝑅 افزار نرم از استفاده با و نمایی درست بیشینه روش از استفاده با توابع
.[۱۰] شود می ارائه زیر صورت به اول نوع پارتو توزیع به مربوط چگالی تابع

𝑓(𝑥; 𝛼, 𝛽) = 𝛼𝛽𝛼
𝑥𝛼+۱ (۱)

است. 𝛽 > ۰ و 𝛼 > ۰ که طوری به هستند مقیاس و شکل پارامترهای بیانگر ترتیب به 𝛽 و 𝛼 آن در که
.[۱۰] شود می ارائه زیر صورت به دوم نوع پارتو توزیع به مربوط چگالی تابع

𝑓(𝑥; 𝛼, 𝜎, 𝜇) = 𝛼

𝜎 ቀ۱ + ቀ𝑥−𝜇𝜎 ቁቁ
𝛼+۱ (۲)

است. 𝛼 > ۰ و 𝜎 > ۰ ، 𝜇 < 𝑥 که طوری به هستند مکان و مقیاس شکل، پارامترهای بیانگر ترتیب به 𝜇و 𝜎، 𝛼 آن در که
شود. می ارائه زیر صورت به سوم نوع پارتو توزیع به مربوط چگالی تابع

𝑓(𝑥; 𝛾, 𝜎, 𝜇) =
ቀ𝑥−𝜇𝜎 ቁ

۱
𝛾−۱

𝜎𝛾 ൭۱ + ቀ𝑥−𝜇𝜎 ቁ
۱
𝛾൱

۲ (۳)

است. 𝛾 > ۰ و 𝜎 > ۰ ، 𝜇 < 𝑥 که طوری به هستند مکان و مقیاس شکل، پارامترهای بیانگر ترتیب به 𝜇و 𝜎، 𝛾 آن در که
شود. می ارائه زیر صورت به نیز یافته تعمیم پارتو توزیع چگالی تابع

𝑓(𝑥; 𝜇, 𝜎, 𝑘) = ۱
𝜎 ൬۱ + 𝑘 ൬𝑥 − 𝜇

𝜎 ൰൰
−۱− ۱

𝑘 (۴)

است. 𝑘 ≠ ۰ و 𝜎 > ۰ ، 𝜇 < 𝑥 که طوری به هستند مکان و مقیاس شکل، پارامترهای بیانگر ترتیب به 𝜇و 𝜎، 𝑘 آن در که
میس کرامر⁃ون و (KS) کولموگروف⁃اسمیرنوف برازش نیکویی های آزمون همچنین و گرافیکی روشهای از برازش نیکویی بررسی برای

می کنند. تبعیت نظر مورد توزیع از ها داده که است این شده یاد های آزمون در (𝐻۰) صفر فرض شد. استفاده (CVM)

بحث و نتایج .۳
انحراف با متر سانتی ۲۵̸۲۶ درختان سینه برابر قطر میانگین گردید. برآورد هکتار در اصله ۳۸۶ درختان تعداد توصیفی، آمار نتایج اساس بر
حداقل است. قطری طبقات در درختان پراکنش مثبت چولگی بیانگر که آمد بدست ۶۳̸۱ چولگی ضریب میزان است. متر سانتی ۷۳̸۲۰ معیار

است. متر سانتی ۵̸۱۰۱ و ۵̸۷ برابر نیز قطر حداکثر و
و ۳ ، ۲ ،۱ شکل در گرافیکی روش به مختلف های توزیع برازش نیکویی است. شده ارائه ۱ جدول در شده برازش احتمال توابع های مشخصه
سایر به نسبت تری دقیق برآورد یافته تعمیم پارتو احتمال تابع که داد نشان KS آماره اساس بر شده انجام های آزمون است. شده داده نشان ۴

(جدول۲). دهند می ارائه احتمال چگالی توابع
درختان جایگزینی برای که متر) سانتی ۵̸۱۲ − ۵̸۷) دارند قرار پایین قطری کلاسه در درختان از بالایی درصد هیستوگرام نمودار و نتایج اساس بر
و نور برای درختان بین رقابت اساس بر قطری طبقات در تعداد کاهش و درختان پراکنش نحوه این است. کافی آینده در بالا قطری طبقات در
در طبیعی بطور مطالعه مورد جنگل که دهد می نشان الگو این وجود شود. می درختان قطری پراکنش در مثبت چولگی ایجاد سبب غذایی مواد
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احتمال توابع های مشخصه :۱ جدول
تابع های مشخصه مقادیر توزیع

𝛼=۰۲۵۱̸۱ 𝛽=۵̸۷ اول نوع پارتو
𝜇=۴۹۶۹̸۷ 𝜎=۹۷۲۲̸۹ 𝛼 =۰۰۳۵̸۱ دوم نوع پارتو
𝜇=۴۸۵۵̸۷ 𝜎=۵۴۴۳̸۹ 𝛾 =۷۸۶۹̸۰ سوم نوع پارتو
𝜇=۹۵۰۲̸۶ 𝜎=۹۳۰۲̸۱۳ 𝑘 =۲۵۴۱̸۰ یافته تعمیم پارتو

سینه برابر قطر شده برازش مدل و هیستوگرام نمودار و چپ) (سمت راش درختان سینه برابر قطر شده برازش و تجربی توزیع نمودار :۱ شکل
اول. نوع پارتو تابع اساس بر راست) (سمت راش درختان

سینه برابر قطر شده برازش مدل و هیستوگرام نمودار و چپ) (سمت راش درختان سینه برابر قطر شده برازش و تجربی توزیع نمودار :۲ شکل
دوم. نوع پارتو تابع اساس بر راست) (سمت راش درختان

در و بالا از کردن تنک عملیات شناسی جنگل و اکولوژیکی نظر از است. جنگل سلامت حیاتی های شاخص از که است حیات تجدید حال
توان می تحولی مراحل نظر از باشد. مفید اشکوب زیر درختان قطری رویش افزایش برای تواند می مطالعه مورد توده غالب درختان پوشش تاج
قابل دارند، مشابه ساختار که هایی توده برای مطالعه این از حاصل نتایج لذا نمود. بندی طبقه اولیه تحولی مرحله عنوان به را مطالعه مورد توده
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برازش نیکویی های آزمون آماره به مربوط مقادیر :۲ جدول
CVM KS توزیع

داری معنی سطح آماره داری معنی سطح آماره
∗∗ ۸۵۷۹̸۱ ∗∗ ۱۱۹۸̸۰ اول نوع پارتو
∗ ۶۸۳۴̸۰ ∗∗ ۰۹۵۱̸۰ دوم نوع پارتو
𝑛𝑠 ۰۶۵۳̸۰ 𝑛𝑠 ۰۵۱۸̸۰ سوم نوع پارتو
𝑛𝑠 ۱۳۲۵̸۰ 𝑛𝑠 ۰۴۳۵̸۰ یافته تعمیم پارتو

داری معنی عدم 𝑛𝑠 درصد، پنج سطح در داری معنی ∗ درصد، یک سطح در داری معنی ∗∗

سینه برابر قطر شده برازش مدل و هیستوگرام نمودار و چپ) (سمت راش درختان سینه برابر قطر شده برازش و تجربی توزیع نمودار :۳ شکل
سوم. نوع پارتو تابع اساس بر راست) (سمت راش درختان

سینه برابر قطر شده برازش مدل و هیستوگرام نمودار و چپ) (سمت راش درختان سینه برابر قطر شده برازش و تجربی توزیع نمودار :۴ شکل
یافته. تعمیم پارتو تابع اساس بر راست) (سمت راش درختان
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است. تعمیم
اساس بر داد. ارائه راش درختان قطری طبقات در تعداد از تری دقیق برآورد یافته تعمیم پارتو توزیع برازش، نیکویی های آزمون اساس بر
انجام مطالعات عمده اینکه بدلیل احتمالا نیز المللی بین سطح در و است نگرفته قرار بررسی مورد ایران در تاکنون پارتو تابع نگارنده اطلاعات
ساختار با جنگل یک قطری طبقات در تعداد [۶] همکاران و اکپا است. اندک آن از استفاده سوابق است، شده انجام همسال جنگلهای در شده
کیفیت نظر از را عملکرد بهترین یافته تعمیم پارتو توزیع که دریافتند و دادند قرار بررسی مورد مختلف آماری توزیع ۸ از استفاده با را ناهمسال
کیفیت پنجم تا اول های رتبه [۶] همکاران و اکپا نتایج اساس بر دارد. مطابقت حاضر تحقیق نتایج با که دارد ها توزیع سایر با مقایسه در برازش
جانسون و یافته تعمیم پارامتری چهار گاما پارامتری، دو لجستیک لوگ پارامتری، سه ویبول یافته، تعمیم پارتو های توزیع به ترتیب به برازش

داشت. تعلق اس⁃بی
طبقات در تعداد مدلسازی برای خوبی نسبتا قابلیت توزیع این احتمالا پارتو، توزیع بودن کلفت دم به توجه با که نمود بیان توان می کلی ببطور
مطالعات به نیاز وجود این با دارد. باشند، داشته زیادی چولگی مشاهدات فراوانی که شرایطی در و ناهمسال های جنگل در درختان قطری

باشد. می زمینه این در بیشتری
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چکیده
گرفتن ایده با مقاله این در باشد. باوفا دوگان شبه مدول 𝑆)⁃دو − 𝑅) یک 𝐶 و بوده حلقه دو 𝑆 و 𝑅 کنید فرض
مطالعه و معرفی را 𝐶⁃تزریقی و 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های تزریقی دینگ و تصویری دینگ مدول های مفاهیم از

می کنیم.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

دوگان شبه مدول های
𝐶⁃تصویری دینگ مدول های

𝐺𝐶⁃تصویری مدول های
2020 MSC:

16D40
16E10

مقدمه .۱
هر برای و Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐶) ≅ 𝑅 هرگاه گویند دوگان شبه را 𝐶 باشد. متناهی تولید با 𝑅⁃مدول یک 𝐶 و نوتری جابجایی، حلقە ی 𝑅 کنید فرض

.Ext𝑖𝑅(𝐶, 𝐶) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱
روی [۴] ۵ یورگنسن و ۴ هلم است. شده مطالعه و معرفی [۷] ۳ واسکنسلس و [۳] ۲ گلد ،[۱] ۱ فاکسبی توسط بار اولین برای مفهوم این
تصویری ردە های و دوگان شبه مدول های از استفاده با را گرنشتاین 𝐶⁃تصویری و گرنشتاین 𝐶⁃تزریقی مدول های جابجایی نوتری حلقە های
−𝐺𝐶 مدول های ترتیب به را آن ها او و داد تعمیم جابجایی حلقە های برای را مفهوم این [۸] ۶ وایت کردند. معرفی آن ها با مربوط تزریقی و
𝐺𝐶⁃تصویری مدول های برای را گرنشتاین تزریقی و گرنشتاین تصویری مدول های مورد در نتایج از بسیاری او و نامید 𝐺𝐶⁃تزریقی و تصویری
۸ دینگ دیگر طرف از دادند. گسترش دلخواه شرکت پذیر حلقە های به را مدول ها این ،[۵] همکارانش و ۷ لیو اخیراً داد. تعمیم 𝐺𝐶⁃تزریقی و
ردە های و یکدست تصویری، ردە های کارگیری به با را گرنشتاین تزریقی و گرنشتاین تصویری مدول های از خاص حالت دو [۶] همکارانش و
مدول ها از رده این نامیند. گرنشتاین ℱ𝑃⁃تزریقی و قوی گرنشتاین یکدست مدول های بە ترتیب را آن ها و گرفتند نظر در ℱ𝑃⁃تزریقی تزریقی،

گرفتند. قرار مطالعه مورد تزریقی دینگ و تصویری دینگ مدول های مختلف نام های با [۲] ۹ گلیسپا توسط

∗سخنران
بهلکه) (عبدالناصر second.author@gmail.com کامجو)، (سارا first.author@gmail.com الکترونیک: پست

1Foxby
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3Vasconcelos
4Holm
5Jorgensen
6White
7Liu
8Ding
9Gillespie
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مستقیم، جمع به نسبت مدول ها این رفتار بە ویژه می دهیم. ارائه را 𝐶⁃تزریقی دینگ و 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های مفاهیم ابتدا مقاله این در
تابعگونی توصیف و می کنیم مطالعه را 𝐶⁃تزریقی دینگ و 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های بعد هم چنین می شود. بررسی توسیع و مستقیم جمعوند

می دهیم. ارائه را بعدها این از
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه گویند دوگان شبه را 𝑆𝐶𝑅 مدول باشد. ,𝑆)⁃دومدول 𝑅)یک 𝐶 باشند. حلقه دو 𝑆 و 𝑅 کنید فرض .۱ .۱ تعریف

باشد. متناهی درجه از 𝑆⁃تصویری تحلیل دارای 𝑆𝐶 مدول (۱
باشد. متناهی درجه از 𝑅op⁃تصویری تحلیل دارای 𝐶𝑅 مدول (۲

باشد. یکریختی 𝑆𝐶𝑆 𝑆𝑟−→ Hoⅿ𝑅op(𝐶, 𝐶) همریختی (۳
باشد. یکریختی 𝑅𝑅𝑅 𝑌𝑟−→ Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝐶) همریختی (۴

.Ext𝑖𝑆(𝐶, 𝐶) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۵
.Ext𝑖𝑅op(𝐶, 𝐶) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۶

مانند تصویری 𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت اگر گوییم تصویری دینگ را 𝑀 𝑅⁃مدول .۲ .۱ تعریف
P• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱ ⟶ 𝑃−۲ ⟶⋯

−𝑅 همه رده باشد. دقیق Hoⅿ𝑅 (P•, 𝐹) همبافت ،𝐹 یکدست 𝑅⁃مدول هر برای و 𝑀 = ⅽoker (𝑃۱ ⟶ 𝑃۰) بە طوری که باشد موجود
می دهیم. نمایش 𝒟𝒫(𝑅) با را تصویری دینگ مدول های

مانند تزریقی 𝑆⁃مدول های از دقیق همبافت اگر گوییم تزریقی دینگ را 𝑁 𝑆⁃مدول .۳ .۱ تعریف
I• ∶ ⋯ ⟶ 𝐼۱ ⟶ 𝐼۰ ⟶ 𝐼−۱ ⟶ 𝐼−۲ ⟶⋯

همه رده باشد. دقیق Hoⅿ𝑆 (𝑅, I•) همبافت ،𝐸 ℱ𝑃⁃تزریقی 𝑆⁃مدول هر برای و 𝑁 = ⅽoker (𝐼۱ ⟶ 𝐼۰) بە طوری که باشد موجود
می دهیم. نمایش 𝒟ℐ(𝑆) نماد با را تزریقی دینگ 𝑆⁃مدول های

اصلی نتایج .۲
می دهیم قرار باشد. دوگان شبه مدول دو یک 𝐶 = 𝑆𝐶𝑅 کنید فرض .۱ .۲ تعریف

است. تصویری 𝑅⁃مدول یک ،𝑃 آن در که 𝐶 ⊗𝑅 𝑃 مدول های همه رسته زیر را 𝒫𝐶(𝑆) (۱
𝒫𝐶(𝑆) = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝑃หاست تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑃ൟ

است. یکدست 𝑅⁃مدول یک ،𝐹 آن در که 𝐶 ⊗𝑅 𝐹 مدول های همه رسته زیر ℱ𝐶(𝑆) (۲
ℱ𝐶(𝑆) = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝐹หاست یکدست 𝑅⁃مدول یک 𝐹ൟ

است. تزریقی 𝑆⁃مدول یک ،𝐼 آن در که Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝐼) مدول های همه رسته زیر را ℐ𝐶(𝑅) (۳
ℐ𝐶(𝑅) = ൛𝐻𝑜𝑚𝑆(𝐶, 𝐼)หاست تزریقی 𝑆⁃مدول یک 𝐼ൟ

است. ℱ𝑃⁃تزریقی 𝑆⁃مدول یک ،𝐸 آن در که Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝐸) مدول های همه رسته زیر را ℱℐ𝐶(𝑅) (۴
ℱℐ𝐶(𝑅) = ൛Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝐸)หاست ℱ𝑃⁃تزریقی 𝑆⁃مدول یک 𝐸ൟ

می شود. گفته تزریقی ℱ𝑃 − 𝐶 و 𝐶⁃تزریقی 𝐶⁃یکدست، 𝐶⁃تصویری، ترتیب به ℱℐ𝐶(𝑅) و ℐ𝐶(𝑅) ،ℱ𝐶(𝑆) ،𝒫𝐶(𝑆) مدول های
مانند 𝐶⁃تصویری 𝑆⁃مدول های از دقیق همبافت یک کامل 𝒟⁃تحلیل (𝒫𝐶) یک .۲ .۲ تعریف

X ∶ ⋯ ⟶ 𝐶 ⊗𝑅 𝑃۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۱ ⟶⋯

باشد. دقیق Hoⅿ𝑆 (−, ℱ𝐶(𝑆)) و Hoⅿ𝑆 (𝒫𝐶(𝑆), −) در X بە طوری که است موجود
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مانند X• 𝒟⁃تحلیل (𝒫𝐶) اگر گوییم 𝐶⁃تصویری دینگ را 𝑀 𝑆⁃مدول یک .۳ .۲ تعریف
X• ∶ ⋯ ⟶ 𝐶 ⊗𝑅 𝑃۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۱ ⟶⋯

.𝑀 ≅ ⅽoker (𝐶 ⊗𝑅 𝑃۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰) بە طوری که باشد موجود
مانند 𝐶⁃تزریقی 𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت یک کامل 𝒟⁃تحلیل (ℐ𝐶) یک .۴ .۲ تعریف

Y ∶ ⋯ ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۱) ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۰) ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۰) ⟶ Hoⅿ𝑆 ൫𝐶, 𝐼۱൯ ⟶ ⋯

باشد. دقیق Hoⅿ𝑅 (ℱℐ𝐶(𝑅), −) و Hoⅿ𝑅 (−, ℐ𝐶(𝑅)) در Y بە طوری که
Y• مانند کامل 𝒟⁃تحلیل (ℐ𝐶) یک اگر گوییم 𝐶⁃تزریقی دینگ 𝑁 𝑅⁃مدول یک .۵ .۲ تعریف

Y• ∶ ⋯ ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۱) ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۰) ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۰) ⟶ Hoⅿ𝑆 ൫𝐶, 𝐼۱൯ ⟶ ⋯

.𝑁 ≅ ⅽoker (Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۱) ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐼۰)) بە طوری که باشد موجود
تزریقی دینگ و تصویری دینگ مدول های همان ترتیب به 𝐶⁃تزریقی دینگ و 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های آنگاه ،𝐶 = 𝑅 اگر .۶ .۲ تذکر

می باشد.
است. 𝐶⁃تصویری دینگ 𝐶⁃تصویری، 𝑆⁃مدول هر الف) .۷ .۲ گزاره

است. بسته مستقیم جمع تحت 𝒟 (𝒫𝐶) رده ب)
اگر تنها و اگر است 𝐶⁃تصویری دینگ 𝑀 𝑆⁃مدول .۸ .۲ گزاره

.𝑀 ∈ ⊥ℱ𝐶 ∩ 𝒫⊥
𝐶 (۱

دارد. سره 𝒫𝐶⁃تحلیل یک 𝑀 (۲
دارد. دقیق 𝒫𝐶⁃تحلیل ،Hoⅿ𝑆 (−, ℱ𝐶) یک 𝑀 (۳
است. بسته توسیع تحت 𝒟 (𝒫𝐶) رده الف) .۹ .۲ قضیه
است. بسته مستقیم جمعوند به نسبت 𝒟 (𝒫𝐶) رده ب)

باشد. داشته 𝒟⁃تحلیل (𝒫𝐶) یک 𝑀 اگر فقط و اگر دارد 𝒫𝐶⁃تحلیل یک 𝑀 صورت این در باشد. 𝑆⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض .۱۰ .۲ گزاره
معادلند. زیر موارد باشد. نامنفی صحیح عدد یک 𝑛 و متناهی 𝐶⁃تصویری دینگ بعد با 𝑆⁃مدول یک 𝑀 کنید فرض .۱۱ .۲ قضیه

.𝒟 (𝒫𝐶) − pⅾ𝑆(𝑀) ⩽ 𝑛 (۱
دقیق رشتە ی (۲

۰ ⟶𝐷 ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃𝑛−۱ ⟶⋯⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶𝑀 ⟶ ۰
.𝐷 ∈ 𝒟 (𝒫𝐶) و ۰ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − ۱ هر برای است تصویری 𝑃𝑖ها آن در که است موجود

دارد. 𝑛 درجه از سره 𝒟⁃تحلیل (𝒫𝐶) یک 𝑀 (۳
دقیق رشتە ی (۴

۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃𝑛 ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃𝑛−۱ ⟶⋯⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۱ ⟶𝐷 ⟶𝑀 ⟶ ۰
.𝐷 ∈ 𝒟 (𝒫𝐶) و ۱ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 هر برای است تصویری 𝑃𝑖ها آن در که

دقیق رشتە ی (۵
۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃𝑛 ⟶⋯⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃𝑖+۱ ⟶𝐷 ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃𝑖−۱ ⟶⋯⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶𝑀 ⟶ ۰

.𝐷 ∈ 𝒟 (𝒫𝐶) و ۰ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 ،𝑗 ≠ 𝑖 ،۱ ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 هر برای بوده، تصویری 𝑃𝑗ها آن در که است موجود
.𝐹 یکدست 𝑅⁃مدول های همه و Ext𝑖𝑆 (𝑀, 𝐶 ⊗𝑅 𝐹) = ۰ ،𝑖 > 𝑛 هر برای (۶

.ℱ𝐶 − pⅾ𝑆(𝐿) < ∞ با 𝐿 𝑆⁃مدول هر و Ext𝑖𝑆 (𝑀, 𝐿) = ۰ ،𝑖 > 𝑛 هر برای (۷
.ℱ𝐶 − pⅾ𝑆(𝐿) < ∞ با 𝐿 𝑆⁃مدول های همه برای Ext+۱

𝑆 (𝑀, 𝐿) = ۰ (۸
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چکیده
مدول های ردە ی ابتدا مقاله این در باشد. باوفا دوگان شبه مدول یک(𝑆−𝑅)⁃دو 𝐶 و بوده حلقه دو 𝑆 𝑅و کنید فرض
مفهوم ها این کمک به باس و اسلاندر ردە های سپس می شود. تعریف 𝐶⁃تصویری دینگ و 𝐶⁃یکدست 𝐶⁃تصویری،
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مقدمه .۱
داشته 𝑖 ⩾ ۱ هر برای و Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐶) ≅ 𝑅 هرگاه گویند دوگان شبه را 𝐶 متناهی تولید با 𝑅⁃مدول یک 𝐶 و جابجایی حلقه 𝑅 کنید فرض
هلم است. شده مطالعه و معرفی [۵] ۳ واسکنسلس و [۲] ۲ گلد ،[۱] ۱ فاکسبی توسط بار اولین برای مفهوم این .Ext𝑖𝑅(𝐶, 𝐶) = ۰ باشیم
زیر که ℬ𝐶(𝑅) و 𝒜𝐶(𝑅) دوگان شبه مدول های برای باس و اسلاندر ردە های به وابسته دوگان شبه مدول های مطالعە ی [۳] ۵ یورگنسن و ۴
و دادند گسترش دلخواه شرکت پذیر حلقە های به را مدول ها این ،[۴] همکارانش و ۶ لیو کردند. مرتبط هستند، 𝑅⁃مدول ها رستە ی از رستە هایی
روی تعمیم قابل نوتری جابجایی حلقە های روی دوگان شبه مدول یک به وابسته باس و اسلاندر ردە های برای نتایج از بسیاری که کردند ثابت

می باشد. دلخواه شرکت پذیر حلقە های
هرگاه: گوییم، دوگان شبه را 𝐶 باشد. 𝑆)⁃دومدول − 𝑅) یک 𝐶 و حلقه دو 𝑆 و 𝑅 کنید فرض

باشد. متناهی درجه از 𝑆⁃تصویری تحلیل دارای 𝑆𝐶 مدول (۱
باشد. متناهی درجه از 𝑅op⁃تصویری تحلیل دارای 𝐶𝑅 مدول (۲
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باشد. یکریختی 𝑆𝐶𝑆 𝛿𝑟−−→ Hoⅿ𝑅op(𝐶, 𝐶) همریختی (۳
باشد. یکریختی 𝑅𝑅𝑅 𝛾𝑟−→ Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝐶) همریختی (۴

.Ext𝑖𝑆(𝐶, 𝐶) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۵
.Ext𝑖𝑅op(𝐶, 𝐶) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۶

زیر که می دهیم نشان و می کنیم مطالعه را ℬ𝐶(𝑆) باس ردە ی و 𝒜𝐶(𝑅) اسلاندر ردە ی ردە های از برخی بین فاکسبی هم ارزی مقاله این در
هم ارزی تحت 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های ردە ی و دارند قرار 𝒜𝐶(𝑅) اسلاندر ردە ی در که تصویری دینگ 𝑅⁃مدول های از رستە هایی

می باشند. هم ارزی فاکسبی
در که می باشد 𝑀 مانند 𝑅⁃مدول هایی تمام شامل می دهیم. نمایش 𝒜𝐶(𝑅) با که را 𝐶 دوگان شبه مدول دو به نسبت اسلاندر رده .۱ .۱ تعریف

می کند؛ صدق زیر شرایط
.Tor𝑅𝑖 (𝐶,𝑀) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۱

.Ext𝑖𝑆 (𝐶, 𝐶 ⊗𝑅 𝑀) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۲
است. 𝑅⁃مدول ها از یکریختی 𝜇𝑀 ∶ 𝑀 ⟶ Hoⅿ𝑆 (𝐶, 𝐶 ⊗𝑅 𝑀) طبیعی همریختی (۳

شرایط در که 𝑁می باشد مانند 𝑆⁃مدول هایی تمام شامل می دهیم، نمایش ℬ𝐶(𝑆) با که را 𝐶 دوگان شبه دومدول به نسبت باس رده .۲ .۱ تعریف
می کند؛ صدق زیر

.Ext𝑖𝑆(𝐶, 𝑁) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۱
.Tor𝑅𝑖 (𝐶,Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝑁)) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای (۲

است. 𝑆⁃مدول ها از یکریختی یک 𝜈𝑁 ∶ 𝐶 ⊗𝑅 Hoⅿ𝑆(𝐶, 𝑁) ⟶ 𝑁 طبیعی همریختی (۳

اصلی نتایج .۲
اگر گوییم، 𝐶⁃تصویری و 𝐶⁃یکدست را 𝑀 مدول باشد. 𝑆⁃مدول یک 𝑀 و دوگان شبه دومدول یک 𝐶 = 𝑆𝐶𝑅 کنید فرض .۱ .۲ تعریف

می دهیم قرار .𝑀 = 𝐶 ⊗𝑅 𝑃 و 𝑀 = 𝐶 ⊗𝑅 𝐹 بە طوری که باشد موجود 𝑃 تصویری 𝑅⁃مدول و 𝐹 یکدست 𝑅⁃مدول
ℱ𝐶 − ℱ𝐶(𝑆) = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝐹หاست یکدست 𝑅⁃مدل یک 𝐹ൟ
𝒫𝐶 = 𝒫𝐶(𝑆) = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝑃หاست تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑃ൟ

مانند 𝐶⁃تصویری 𝑆⁃مدول های از دقیق همبافت یک اگر گوییم 𝐶⁃تصویری دینگ را 𝑀 𝑆⁃مدول .۲ .۲ تعریف
X ∶ ⋯ ⟶ 𝐶 ⊗𝑅 𝑃۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۱ ⟶⋯

.𝑀 ≅ ⅽoker (𝐶 ⊗𝑅 𝑃۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃۰) و باشد دقیق Hoⅿ𝑆 (−, ℱ𝐶(𝑆)) و Hoⅿ𝑆 (𝒫𝐶(𝑆), −) در X بە طوری که باشد موجود
شامل ℬ𝐶(𝑆) رده و یکدست 𝑅⁃مدول های شامل 𝒜𝐶(𝑅) رده باشد. دوگان شبه مدول 𝑆)⁃دو − 𝑅) یک 𝑆𝐶𝑅 کنید فرض .۳ .۲ گزاره

می باشد. تزریقی 𝑆⁃مدول های
از هم هسته تحت 𝒜𝐶(𝑅) ردە های صورت این در باشد. باوفا دوگان شبه مدول 𝑆)⁃دو − 𝑅) یک 𝑆𝐶𝑅 کنید فرض الف) .۴ .۲ قضیه

می باشد. بسته بروریختی ها از هم هسته تحت ℬ𝐶(𝑆) رده و تکریختی ها
𝑆⁃مدول های ℬ𝐶(𝑆)شامل رده و یکدست 𝑅⁃مدول های 𝒜𝐶(𝑅)شامل رده باشد. دوگان شبه مدول یک(𝑆−𝑅)⁃دو 𝑆𝐶𝑅 کنید فرض ب)

می باشد. تزریقی
برقرارند. زیر موارد باشند. دوگان شبه مدول 𝑆)⁃دو − 𝑅) یک 𝑆𝐶𝑅 کنید فرض .۵ .۲ قضیه

.Hoⅿ𝑆(𝐶,𝑀) ∈ 𝒜𝐶(𝑅) اگر تنها و اگر 𝑀 ∈ ℬ𝐶(𝑆) الف)
.𝐶 ⊗𝑅 𝑀 ∈ ℬ𝐶(𝑆) اگر تنها و اگر 𝑀 ∈ 𝒜𝐶(𝑅) ب)

باشد. تصویری دینگ Hoⅿ𝑆(𝐶,𝑀) اگر تنها و اگر است 𝐶⁃تصویری دینگ 𝑀 صورت این در .𝑀 ∈ ℬ𝐶(𝑆) کنید فرض .۶ .۲ گزاره
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ترتیب به ℐ𝐶(𝑅)⩽𝑛 و ℐ(𝑆)⩽𝑛 ،𝒫𝐶(𝑆)⩽𝑛 ،𝒫(𝑅)⩽𝑛 کنیم فرض باشد. نامنفی صحیح عدد یک 𝑛 کنید فرض فاکسبی). (هم ارزی ۷ .۲ قضیه
داریم. زیر صورت به را رستە ها هم ارزی صورت این در باشند. 𝑛 حداکثر تزریقی و 𝐶⁃تزریقی تصویری، 𝐶⁃تصویری، بعد با مدول ها از ردە ای

𝒫(𝑅)≤𝑛
𝐶⊗𝑅−
∼

//
� _

��

𝒫𝐶(𝑆)≤𝑛
Hoⅿ𝑆(𝐶,−)

oo � _

��
𝒜𝐶(𝑅) ∩ 𝒟𝒫(𝑅)≤𝑛

𝐶⊗𝑅−
∼

//
� _

��

𝒟 (𝒫𝐶(𝑆))≤𝑛Hoⅿ𝑆(𝐶,−)
oo � _

��
𝒜𝐶(𝑅) ∩ 𝒢𝒫(𝑅)≤𝑛

𝐶⊗𝑅−
∼

//
� _

��

ℬ𝐶(𝑆) ∩ 𝒢𝒫𝐶(𝑆)≤𝑛
Hoⅿ𝑆(𝐶,−)

oo � _

��
𝒜𝐶(𝑅)

𝐶⊗𝑅−
∼

// ℬ𝐶(𝑆)
Hoⅿ𝑆(𝐶,−)

oo

𝒜𝐶(𝑅) ∩ 𝒢ℐ𝐶(𝑅)≤𝑛
𝐶⊗𝑅−
∼

//?�

OO

ℬ𝐶(𝑆) ∩ 𝒢ℐ(𝑆)≤𝑛
Hoⅿ𝑆(𝐶,−)

oo
?�

OO

𝒟 (ℐ𝐶(𝑅))≤𝑛
𝐶⊗𝑅−
∼

//?�

OO

ℬ𝐶(𝑆) ∩ 𝒟ℐ(𝑆)≤𝑛
Hoⅿ𝑆(𝐶,−)

oo
?�

OO

ℐ𝐶(𝑅)≤𝑛
𝐶⊗𝑅−
∼

//?�

OO

ℐ(𝑆)≤𝑛
Hoⅿ𝑆(𝐶,−)

oo
?�

OO
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چکیده
مشخصه برای کافی و لازم شرایط می پردازیم. 𝑝⁃اسکیم ها ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال مطالعە ی به مقاله این در
کرده بررسی را درجه بیشترین و کمترین با مساوی ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال درجە ی با 𝑝⁃اسکیم هایی سازی
نشان همچنین بود. خواهند برابر اسکیم ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال 𝑝⁃اسکیم ها این در که می دهیم نشان و

هستند. شورین 𝑝⁃اسکیم ها این که می دهیم

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

𝑝⁃اسکیم
ظریف رادیکال
ظریف ماندە ی

2020 MSC:
05ٍE30
20F25

مقدمه .۱
نظریه مانند ریاضیات دیگر شاخە های در نظریه این سپس شد. مطرح واریانس تحلیل و تجزیه برای آمار رشته در اولین بار برای اسکیم  نظریه

گردید[۷–۹]. مطرح جایگشتی گروە های و گراف  نظریه کد،

را 𝐶 = (𝑉, 𝑅) زوج باشد. 𝑉 روی ناتهی دوتایی روابط مجموعە ی از مجموعه یک 𝑅 و متناهی مجموعە ی یک 𝑉 کنید فرض .۱ .۱ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم، ۱ اسکیم یک

باشد، 𝑉 × 𝑉 از افراز یک 𝑅 (۱)
باشد، 𝑅 عناصر از اجتماعی Δ(𝑉) = {(𝑣, 𝑣) ∶ 𝑣 ∈ 𝑉} (۲)

باشد، 𝑅 از عضوی نیز 𝑅𝑡 = {(𝑢, 𝑣)|(𝑣, 𝑢) ∈ 𝑅} آن گاه ،𝑅 ∈ 𝑅 اگر یعنی باشد، بسته ترانهاده به نسبت 𝑅 (۳)
(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑇 انتخاب از مستقل 𝑐𝑇𝑅,𝑆 = |{𝑤 ∶ (𝑢, 𝑤) ∈ 𝑅, (𝑤, 𝑣) ∈ 𝑆}| عدد صورت این در ،(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑇 و 𝑅, 𝑆, 𝑇 ∈ 𝑅 اگر (۴)

باشد.
و درجه را |𝑉| می نامند. اسکیم ساختاری ثابت های نیز را 𝑐𝑇𝑅,𝑆 اعداد می نامند. اسکیم پایە ای روابط را 𝑅 اعضای و اسکیم نقاط را 𝑉 اعضای
به 𝑢𝑅 مجموعە ی 𝑉 در 𝑢 نقطە  هر و 𝑅 پايە ای رابطە  ی هر ازای به می دهند. نشان rk(𝐶) و ⅾeg(𝐶) با ترتیب به و نامیده اسکیم رتبه را |𝑅|

می شود. تعريف 𝑢𝑅 ∶= {𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝑉, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅} صورت

∗سخنران
راعی) (فاطمه f.raei@cfu.ac.ir الکترونیک: پست
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هرگاه می شود. تعریف ،Ⅽeⅼ(𝐶) = {𝑋 ⊆ 𝑉 ∶ Δ(𝑋) ∈ 𝑅} صورت به اسکیم این سلول های مجموعه ،𝐶 = (𝑉, 𝑅) اسکیم برای
می گویند. ۲ شركت پذير اسکیم یک را 𝐶 اسکیم |Ⅽeⅼ(𝐶)| = ۱

این در باشد، جایگشتی گروه یک 𝐺 ≤ Syⅿ(𝑉) اگر می کند. عمل 𝑉 مجموعه روی که باشد 𝐺 جایگشتی گروه نماد (𝐺, 𝑉) کنید فرض
Inv(𝐺) با را اسکیم این است. 𝐺 گروه ۲−مدارهای تمام مجموعە ی Orb۲(𝐺) آن در که است اسکیم یک 𝐶 = (𝑉,Orb۲(𝐺)) صورت
شورین۳ را 𝐶 اسکیم صورت این در 𝐶 = Inv(𝐺) باشیم داشته که طوری به باشد داشته وجود 𝐺 مانند جایگشتی گروه هرگاه می دهند. نشان

گردید. مطرح [۷] مقاله در ۴ وایلنت توسط اسکیم ها برخی بودن شورین بررسی مساله می نامند.
اجتماعی به صورت 𝐸 هرگاه می نامند، 𝐶 اسکيم هم ارزی يك را 𝑉 از زيرمجموعه يك روی 𝐸 هم ارزی رابطە ی يك ،𝐶 = (𝑉, 𝑅) اسکیم برای

می دهند. نمایش 𝐸 = 𝐸(𝐶) با را 𝐶 اسکيم هم ارزی های همە ی مجموعە ی شود. نوشته 𝑅 اعضای از
از استفاده با صورت این در بگیرید. نظر در را 𝐸 ∈ 𝐸(𝐶) ارزی هم و 𝐶 = (𝑉, 𝑅) اسکیم

𝑅𝑉/𝐸 = {(𝑋, 𝑌) ∈ (𝑉/𝐸)۲ ∶ 𝑅 ∩ 𝑋 × 𝑌 ≠ ∅}, ∀𝑅 ∈ 𝑅(𝐶)

و
𝑅𝑉/𝐸 = {𝑅𝑉/𝐸 ∶ 𝑅 ∈ 𝑅(𝐶), 𝑅𝑉/𝐸 ≠ ∅}.

می نامیم. 𝐸 هم ارزی برای قسمتی خارج اسکیم را اسکیم این داریم. را 𝐶𝑉/𝐸 = (𝑉/𝐸, 𝑅𝑉/𝐸) اسکیم
پایە ای روابط تمام مجموعە ی از است عبارت که می دهیم نشان 𝑃𝑄 نماد با را ،𝑄 و 𝑃 مختلط ضرب ،𝑃, 𝑄 ⊆ 𝑅 و 𝐶 = (𝑉, 𝑅) اسکیم برای

می کنیم: تعریف ،𝑅, 𝑆 ∈ 𝑅 برای هم چنین .𝑐𝑅𝑃,𝑄 ≠ ۰ که باشد داشته وجود 𝑄 ∈ 𝑄 و 𝑃 ∈ 𝑃 مانند پایە ای روابط که طوری به 𝑅 ∈ 𝑅

𝑅𝑆 = {𝑇 ∈ 𝑅 ∶ 𝑐𝑇𝑅,𝑆 ≠ ۰}.
که 𝑅 ∈ 𝑅 رابطە ی هر می شود. نامیده بسته زیرمجموعە ی یک 𝑇 صورت این در ،𝑇𝑇 ⊆ 𝑇 باشیم داشته 𝑇 ⊆ 𝑅 ناتهی زیرمجموعە ی برای اگر

باشند. ظریف آن پایە ای روابط تمام هرگاه می شود نامیده ظریف ،𝑅 از 𝑇 بسته زیرمجموعە ی می نامند. ظریف رابطە ی یک را 𝑑(𝑅) = ۱
می دهند. نشان 𝑂𝜗(𝐶) با و می نامند 𝐶 اسکیم ظریف۵ رادیکال را 𝐶 اسکیم ظریف رابطە های تمام مجموعە ی .۲ .۱ تعریف

ضرب به نسبت 𝑇 اگر تنها و اگر است ظریف ،𝑅 از 𝑇 زیرمجموعە ی هم چنین است. بسته مختلط ضرب به نسبت 𝐶 اسکیم ظریف رادیکال
می نامند. منظم اسکیم را باشد ظریف آن پایە ای روابط تمام که شركت پذير اسکیم هر باشد. گروه یک پایە ای روابط مختلط

،𝑅 از 𝑇 بسته زیرمجموعە ی .𝑇𝑅 = 𝑅𝑇 باشیم داشته 𝑅 ∈ 𝑅 هر برای هرگاه ،𝑇 ⊲ 𝑅 می شود، نامیده 𝑅 در نرمال ،𝑅 از 𝑇 بسته زیرمجموعە ی
.𝑅𝑡𝑇𝑅 ⊆ 𝑇 باشیم، داشته 𝑅 ∈ 𝑅 هر برای هرگاه ،𝑇 ⊲� 𝑅 می شود، نامیده 𝑅 در نرمال قویاً
می نامیم. 𝐶 اسکیم ۶ ظریف مانده را آن و 𝑂𝜗(𝐶) ∶= ⋂𝑇⊲�𝑅 𝑇 می دهیم قرار .۳ .۱ تعریف

اگر است بسته 𝑅 از 𝑇 زیرمجموعە  ی هم چنین باشد. ⋃𝑅∈𝑅 𝑅𝑡𝑅 شامل که می باشد 𝑅 از بسته زیرمجموعە های تمام اشتراک 𝑂𝜗(𝐶) واقع در
باشد. 𝑉 روی هم ارزی رابطە ی یک ∪𝑇∈𝑇𝑇 اگر تنها و

و 𝐶 = (𝑉, 𝑅) اسکیم دو برای دارد. وجود 𝑉 مجموعە ی روی شده تعريف  اسکيم های تمام روی " ≤ " طبيعی جزئی ترتيب رابطە ی يك
می کنیم: تعریف 𝐶′ = (𝑉, 𝑅′)

𝐶 ≤ 𝐶′ ⇔ 𝑅∪ ⊆ (𝑅′)∪.
می ناميم. 𝐶 اسکيم توسيع يك را 𝐶′ هم چنين می ناميم. 𝐶′ اسکيم زيراسکيم، يا تلفيق، يك را 𝐶 صورت اين در

𝑝⁃اسکیم ها می کنیم. بررسی را آن ها ویژگی های و کرده معرفی را 𝑝⁃اسکیم ها عنوان با اسکیم ها از کلاسی باشد. اول عدد یک 𝑝 می کنیم فرض
در دلخواه 𝑝⁃اسکیم یک ساختار گرفت. قرار مطالعه مورد [۱۰ ،۹] در زیشاین۸ توسط سپس و شد معرفی بار اولین برای ۷ پونومارنکو توسط
شناسایی نیز را اسکیم ها این پایە ای روابط به مربوط گراف های آن ها و گرفت قرار مطالعه مورد برقی رهنمای و پونومارنکو توسط [۵ ،۴] مقالات

است. شده پرداختە  𝑝−اسکیم ها ساختار مطالعه نیز [۱] و [۳]، [۲] مقالات در هم چنین کردند.

2 association
3 Schurian
4 Wielandt
5 thin radical
6 thin residue
7 Ponomarenko
8 Zieschang
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باشد. 𝑝 از توانی آن پایە ای رابطە ی هر اندازه اگر می نامیم 𝑝⁃اسکیم یک را 𝒞 اسکیم .([۴]) ۴ .۱ تعریف
است. برقرار زیر روابط صورت این در باشد. دلخواه اسکیم یک 𝒞 = (𝑉,ℛ) کنیم فرض .([۴]) ۵ .۱ قضیه

باشد. 𝑝⁃اسکیم یک آن سلول هر به 𝒞 اسکیم تحدید اگر تنها و اگر است 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 اسکیم −۱
یک 𝐺 اگر تنها و اگر است 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 صورت این در .𝒞 = Inv(𝐺) که طوری به باشد موجود 𝐺 جایگشتی گروه کنیم فرض −۲

است. 𝑝−گروه یک 𝑝−اسکیم یک خودریختی های گروه هم چنین باشد. 𝑝⁃گروه
متعلق Δ(𝑉) مخالف ،𝑅 مانند پایە ای رابطە ی بنابراین است. غیربدیهی بستە ی مجموعە ی یک 𝑂𝜗(𝒞) آن گاه باشد 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 اگر −۳

است. غیربدیهی 𝑝⁃گروه یک مختلط ضرب تحت 𝒞 اسکیم ظریف رادیکال هم چنین .𝑅 ∈ 𝑂𝜗(𝒞) که طوری به دارد وجود ℛ به
از غیرمنظم شرکت پذیر 𝑝⁃اسکیم های تمام کلاس هم چنین می دهیم. نشان 𝒯𝑝𝑛 با را 𝑝𝑛 درجە ی از منظم شرکت پذیر 𝑝⁃اسکیم های تمام کلاس
هم چنین می دهیم. نشان 𝑇𝑝 با را آن و یکتاست یکریختی حد در ،|𝑉| = 𝑝 با منظم 𝑝⁃اسکیم می دانيم می دهیم. نشان ℭ𝑝𝑛 با را 𝑝𝑛 درجە ی
می دهیم. نشان 𝑇𝑝𝑛 با را باشند 𝑝𝑛 مرتبه از دوری گروه مختلط، ضرب تحت آن پایە ای روابط که ،|𝑉| = 𝑝𝑛 با منظم و شرکت پذیر 𝑝⁃اسکیم
از و منظم 𝐶𝑋 اسکیم ،𝑋 ∈ 𝑉/𝐸 هر برای و Δ(𝑉) ∈ 𝐸 هرگاه گویند 𝐶 اسکیم 𝑝−هم ارزی یک را 𝐸 ∈ 𝐸(𝐶) ،𝐶 = (𝑉, 𝑅) اسکیم در

می باشد. Δ(𝑉) مخالف 𝑝−هم ارزی یک دارای نابدیهی 𝑝−اسکیم هر باشد. 𝑝 یا ۱ درجە ی
𝐶 هم ارزی های از زنجیری اگر فقط و اگر است 𝑝−اسکیم یک 𝐶 باشد. شرکت پذیر اسکیم یک 𝐶 = (𝑉, 𝑅) کنید فرض [۴] .۶ .۱ قضیه

که باشد موجود
Δ(𝑉) = 𝐸۰ ⊆ 𝐸۱ ⊆ ⋯ ⊆ 𝐸𝑚 = 𝑉۲

است. 𝐶𝑉/𝐸𝑖−۱ اسکیم 𝑝−هم ارزی یک 𝐸𝑖/𝐸𝑖−۱ ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 برای و
است. منظم اسکیم یک ظریف ماندە ی بر قسمتی خارج اسکیم [۱۰] .۷ .۱ قضیه

𝒪𝜗(𝒞) و 𝒪𝜗(𝒞) با  𝑝⁃اسکیم ها مشخصە سازی .۲
داریم: 𝑅 ∈ ℛ پایە ای رابطە ی هر برای صورت این در باشد. اسکیم یک 𝒞 = (𝑉,ℛ) کنید فرض .۱ .۲ لم

𝑑(𝑅) ≤ 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)).

داریم: صورت این در است. یکریخت 𝒞۱ ≀ 𝒞۲ منظم، اسکیم دو حلقوی ضرب با 𝒞 اسکیم کنید فرض .۲ .۲ لم
𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = ⅾeg(𝒞۱).

ماندە ی و ظریف رادیکال درجە ی صورت این در باشد. 𝑝𝑛 درجە ی از 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 و مثبت صحیح عدد یک 𝑛 کنید فرض .۳ .۲ قضیه
باشد. یکریخت 𝑝𝑛−۱ درجە ی از منظم اسکیم یک و 𝑇𝑝 اسکیم حلقوی ضرب با 𝒞 اسکیم اگر فقط و اگر است 𝑝 با برابر 𝒞 اسکیم ظریف

که طوری به است |𝑉| = 𝑝𝑛 با 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 = (𝑉,ℛ) می کنیم فرض اثبات.
𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑝. (۱)

جا آن از بعد مرحله در .𝒪𝜗(𝒞) = 𝒪𝜗(𝒞) که می کنیم ثابت سپس .𝑑(𝑅) ∈ {۱, 𝑝} داریم 𝑅 ∈ ℛ پایە ای رابطە  هر برای می دهیم نشان ابتدا
فرض با .|𝑉/𝒪𝜗(𝒞)| = 𝑝𝑛−۱ داریم ،𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑝 و |𝑉| = 𝑝𝑛 که

𝑉/𝒪𝜗(𝒞) = {𝑋۰, 𝑋۱, … , 𝑋𝑝𝑛−۱−۱}.

شدە اند تعریف 𝑉/𝒪𝜗(𝒞) و 𝑋۰ مجموعە ها ی روی ترتیب به که 𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞) و 𝒞𝑋۰ اسکیم دو حلقوی ضرب با 𝒞 اسکیم که می دهیم نشان
است. یکریخت

اسکیم که می دهیم نشان شرکت پذیر اسکیم یک ت هم ارزی کلاس های ویژگی های از استفاده با و روابط مجاورت ماتریس گرفتن نظر در با حال
𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞) اسکیم و است یکریخت 𝑇𝑝 اسکیم با 𝒞𝑋۰ اسکیم دیگر طرف از است. یکریخت 𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞) و 𝒞𝑋۰ اسکیم دو حلقوی ضرب با 𝒞

بنابراین می باشد. 𝑝𝑛−۱ درجە ی از منظم اسکیم یک
𝒞 ≃ 𝑇𝑝 ≀ 𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞).
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𝒞 اسکیم باشد. 𝑝𝑛−۱ درجە ی از منظم اسکیم یک 𝒞′ = (𝑉۲, ℛ۲) می کنیم فرض هم چنین و باشد، 𝑇𝑝 = (𝑉۱, ℛ۱) می کنیم فرض برعکس،
می دهیم نشان و .𝒞 = 𝑇𝑝 ≀ 𝒞′ می کنیم، تعریف اسکیم دو این حلقوی ضرب را

𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = ⅾeg(𝑇𝑝).

است. شورین اسکیم یک باشد، 𝑝 با برابر آن ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال درجە ی که 𝑝⁃اسکیمی هر .۴ .۲ نتیجه
ماندە ی و ظریف رادیکال درجە ی صورت این در باشد. 𝑝𝑛 درجە ی از 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 و مثبت صحیح عدد یک 𝑛 کنید فرض .۵ .۲ قضیه
از منظم اسکیم یک حلقوی ضرب با 𝒞 اگر فقط و اگر است 𝑝𝑛−۱ یا ۱ درجە ی از 𝒞 پایە ای رابطە ی هر و است 𝑝𝑛−۱ با برابر 𝒞 اسکیم ظریف

باشد. یکریخت 𝑇𝑝 اسکیم و 𝑝𝑛−۱ درجە ی
که می کنیم فرض هم چنین .|𝑉| = 𝑝𝑛 و است 𝑝⁃اسکیم یک 𝒞 = (𝑉,ℛ) که می کنیم فرض ابتدا اثبات.

𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑝𝑛−۱, (۲)
که جا آن از حال است. 𝑝𝑛−۱ یا ۱ درجە ی از 𝑅 ∈ ℛ پایە ای رابطە ی هر و

𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 
𝑅∈𝒪𝜗(𝒞)

𝑑(𝑅),

باشد. 𝑑(𝑅) = ۱ اگر فقط و اگر 𝑅 ∈ 𝒪𝜗(𝒞) که می رسیم نتیجه این به ،Δ(𝑉) ∈ 𝒪𝜗(𝒞) که می دانیم چون و
داشت خواهیم بنابراین

𝒪𝜗(𝒞) = 𝒪𝜗(𝒞). (۳)
آن در که می گیریم، نظر در 𝑉/𝒪𝜗(𝒞) و 𝑋۰ مجموعە ی دو دکارتی ضرب حاصل صورت به را 𝑉 مجموعە ی

𝑉/𝒪𝜗(𝒞) = {𝑋۰, 𝑋۱, … , 𝑋𝑝−۱}.

پس است منظم اسکیم یک 𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞) چون طرفی از .𝑑(𝑅) = 𝑝𝑛−۱ اگر فقط و اگر 𝑅 ∉ 𝒪𝜗(𝒞) که می گیریم نتیجه ،(۳) تساوی از حال
رابطە ی که می دهد نشان (۳) تساوی علاوه به است. ۱ با برابر 𝑅𝑉/𝒪𝜗(𝒞) رابطە ی درجە ی باشد، 𝑝𝑛−۱ درجە ی از که 𝑅 پایە ای رابطە ی برای
و 𝑋𝑗 ∈ 𝑉/𝒪𝜗(𝒞) که دارد وجود فردی به منحصر 𝑋𝑗 کلاس 𝑋𝑖 ∈ 𝑉/𝒪𝜗(𝒞) هر برای پس است. غیرقطری رابطە ی یک 𝑅𝑉/𝒪𝜗(𝒞) پایە ای

که طوری به ،𝑖 ≠ 𝑗
𝑅 ∩ 𝑋𝑖 × 𝑋𝑗 ≠ ∅.

می آید دست به زیر تساوی بنابراین .𝑋𝑖 × 𝑋𝑗 ⊆ 𝑅 داریم ،𝑑(𝑅) = 𝑝𝑛−۱ و |𝑋𝑖| = |𝑋𝑗| = 𝑝𝑛−۱ چون حال
𝑅 = 𝑅𝑉/𝒪𝜗(𝒞) ⊗ (𝑋۰ × 𝑋۰). (۴)

𝑗 و 𝑖 هر برای علاوه به است. منظم اسکیم یک 𝒞𝑋𝑖 اسکیم ،۰ ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − ۱ که 𝑖 هر برای ،(۳) تساوی از .𝑅 ∈ 𝒪𝜗(𝒞) کنید فرض حال
بنابراین هستند. یکریخت 𝒞𝑋𝑗 و 𝒞𝑋𝑖 اسکیم های

𝑅 = Δ(𝑉/𝒪𝜗(𝒞)) ⊗ 𝑅𝑋۰ . (۵)
که می گیریم نتیجه (۵) و (۴) از پس

𝒞 ≃ 𝒞𝑋۰ ≀ 𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞),
درجە ی از منظم اسکیم چون اما است. 𝑝 درجە ی از منظم اسکیم یک 𝒞𝑉/𝒪𝜗(𝒞) اسکیم و است 𝑝𝑛−۱ درجە ی از منظم اسکیمی 𝒞𝑋۰ آن در که

پس است، یکریخت 𝑇𝑝 اسکیم با و بوده یکتا یکریختی حد در 𝑝
𝒞 ≃ 𝒞𝑋۰ ≀ 𝑇𝑝.
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فوق اسکیم دو حلقوی ضرب را 𝒞 اسکیم باشد. 𝑇𝑝 = (𝑉۲, ℛ۲) و 𝑝𝑛−۱ درجە ی از منظم اسکیم یک 𝒞′ = (𝑉۱, ℛ۱) کنید فرض برعکس،
داشت خواهیم ۲ .۲ لم طبق .𝒞 = 𝒞′ ≀ 𝑇𝑝 می کنیم، تعریف

𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = ⅾeg(𝒞′).
یک 𝑅 کنید فرض حال است. 𝑝𝑛−۱ با برابر 𝒞 اسکیم ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال درجە ی پس .ⅾeg(𝒞′) = 𝑝𝑛−۱ می دانیم طرفی از
کامل قضیه اثبات بنابراین است. 𝑑(𝑅) = ⅾeg(𝒞′) = 𝑝𝑛−۱ یا 𝑑(𝑅) = ۱ که می گیریم نتیجه ۲ .۲ لم از باشد. 𝒞 اسکیم پایە ای رابطە ی

می شود.

باشد 𝑝𝑛−۱ با برابر آن ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال درجە ی اگر ،𝑝𝑛−۱ یا ۱ پایە ای روابط درجە  ی با 𝑝𝑛 درجە  از 𝑝⁃اسکیم هر .۶ .۲ نتیجه
است. شورین اسکیم یک

برابر هم با است ممکن 𝒞 اسکیم ظریف ماندە ی و ظریف رادیکال ،𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑑(𝒪𝜗(𝒞)) = 𝑝𝑖 که حالتی در 𝑖 ≠ 𝑛 که 𝑖 هر برای
داریم. را زیر قضیه ،𝒪𝜗(𝒞) = 𝒪𝜗(𝒞) اضافه، شرط این گرفتن نظر در با اما نباشند.

دو حلقوی ضرب از حاصل اسکیم از توسیعی با 𝒞 اسکیم صورت این در .𝒪𝜗(𝒞) = 𝒪𝜗(𝒞) که باشد اسکیم یک 𝒞 کنید فرض .۷ .۲ قضیه
است. یکریخت ظریف اسکیم
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دوگان شبه مدول یک به نسبت گرنشتاین تصویری بعد از خواص برخی
،آ شهرکی∗ حدیثه

بندرترکمن آگلستان،

چکیده
گرنشتاین تصویری مدول های مفهوم از گرفتن ایده با باشد. دوگان شبه 𝐶یک𝑅⁃مدول و جابجایی 𝑅حلقه کنیم فرض
داده نشان بە ویژه می شود. مطالعه آن خواص و 𝐺𝐶⁃تصویری مدول مفهوم شدە اند، معرفی جندا و ایناکس توسط که

می باشد. تصویری 𝐺𝐶⁃تحلیل دارای 𝑅⁃مدول هر که می شود

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
تصویری مدول

𝐺𝐶⁃تصویری مدول
جابجایی حلقه

مقدمه .۱
برای قوی بسیار ابزار شدە اند، معرفی [۴] ۲ گروتندیک توسط بار اولین که دوگان مدول های [۴] ۱ گروتندیک توسط بار اولین که دوگان مدول های
واسکنسلس و [۳] ۴ گلد ،[۲] ۳ فاکسبی دوگان، مدول های از تعمیمی بە عنوان می باشند. جبری هندسی و کوهمولوژی نظریە های در تحقیقات
𝑅⁃مدول یک 𝐶 و نوتری و جابجایی حلقە ی یک 𝑅 کنیم فرض کردند. مطالعه و معرفی هم از مستقل بە طور را دوگان شبه مدول های [۶] ۵
باشیم، داشته 𝑖 ⩾ ۱ هر برای و بوده یکریختی 𝑅 ⟶ Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐶) طبیعی نگاشت هرگاه گوییم، دوگان شبه را 𝐶 باشد. متناهی تولید با
متناهی تولید با مدول های برای را 𝐺𝐶⁃بعد گلد مفهوم، این از استفاده با می باشد. دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝑅 بنابراین .Ext𝑖𝑅(𝐶, 𝐶) = ۰
معرفی [۱] ۷ جندا و ۶ ایناکس توسط که گرنشتاین تصویری مدول های مفهوم از گرفتن ایده با می باشد. تصویری بعد از تظریفی که کرد تعریف
را شده ذکر نتایج تعمیم مقاله این هدف دادند. تعمیم نوتری حلقە های روی مدول هر برای را 𝐺𝐶⁃بعد مفهوم [۵] ۹ یورگنسن و ۸ هلم شدە اند،

می باشد. نوتری لزوماً نه و جابجایی حلقە های برای بالا در
−𝐺𝐶 مدول های سپس و کرده تعریف نمی باشند، نوتری لزوماً که جابجایی حلقە های برای را دوگان شبه مدول مفهوم، ابتدا دقیق تر بە عبارت
بە طور 𝐺𝐶⁃تصویری مدول های ردە ی که می شود داده نشان می کنیم. مطالعه و معرفی را می باشد، گرنشتاین مدول های تعمیم که تصویری

می باشند. تحلیلی تصویری
بعد تعمیم که را بعد این ادامه، در گوییم. مدول ها 𝐺𝐶⁃تصویری بعد را آن که می شود داده نسبت پایایی مدول هر به مفهوم، این کمک به سپس

∗سخنران
شهرکی) (حدیثه m.rshahraki@yahoo.com الکترونیک: پست
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از مقاله این نتایح می باشند. جابجایی حلقه همواره 𝑅 ادامه در می شود. توصیف Ext تابعگون برحسب می باشد، مدول ها گرنشتاین تصویری
می باشد. [۷] مرجع

اصلی نتایج .۲
هرگاه گوییم، دوگان شبه را 𝐶 𝑅⁃مدول .۱ .۲ تعریف

باشد. متناهی مولد مدول های از تصویری تحلیل یک دارای 𝐶 الف)
باشد. یکریختی 𝑅 ⟶ Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐶) طبیعی هموتوپی نگاشت ب)

.𝑖 ⩾ ۱ هر برای Ext𝑖𝑅(𝐶, 𝐶) = ۰ ج)
𝑅⁃مدول های از دقیق رشتە ی یک الف) .۲ .۲ تعریف

X ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑄۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑄۱ ⟶⋯

𝑅⁃مدول هر برای Hoⅿ𝑅 (X, 𝐶 ⊗𝑅 𝑄) همبافت اگر گوییم. کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل را می باشند، تصویری 𝑄𝑖 و 𝑃𝑖 هر آن در که را
باشد. دقیق 𝑄 تصویری

X مانند کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل یک هرگاه گوییم، 𝐺𝐶⁃تصویری را 𝑀 دلخواه 𝑅⁃مدول صورت این در باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض ب)
.𝑀 ≅ ⅽoker (𝑃۱ ⟶ 𝑃۰) بە طوری که باشد موجود

مدول های دقیقاً 𝐺𝐶⁃تصویری، مدول های و بوده کامل تحلیل همان کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل آنگاه ،𝐶 = 𝑅 باشیم داشته ۲ .۲ تعریف در اگر .۳ .۲ تذکر
می باشد. گرنشتاین تصویری

بە صورت کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل یک 𝑀 صورت این در باشد. 𝐺𝐶⁃تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنید فرض .۴ .۲ تذکر
⋯⟶ 𝐹۱ ⟶ 𝐹۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝐹۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝐹۱ ⟶⋯

می باشند. آزاد 𝑅⁃مدول های ،𝐹𝑖 و 𝐹𝑖 آن در که می باشد
بنابراین می باشد. کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل یک نیز ⨁

𝑖∈𝐼
𝑋𝑖 صورت این در باشد. کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل های از خانوادە ای {𝑥𝑖}𝑖∈𝐼 کنید فرض .۵ .۲ گزاره

می باشد. بسته مستقیم مجموع به نسبت متناهی) تولید (با 𝐺𝐶⁃تصویری 𝑅⁃مدول های از ردە ای
است. بسته مستقیم جمع به نسبت 𝐺𝐶⁃تصویری 𝑅⁃مدول های رده .۶ .۲ قضیه

𝒫𝐶 = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝑃หاست تصویری 𝑅⁃مدول ،𝑃ൟبە صورت مدول های𝐶⁃تصویری رده باشد. دوگان شبه 𝐶یک𝑅⁃مدول کنید فرض .۷ .۲ تعریف
می آید. دست به تصویری 𝑅⁃مدول های رده که می دهیم نمایش 𝒫 بە صورت را 𝒫𝑅 آنگاه ،𝐶 = 𝑅 اگر می شوند. تعریف

است. بسته مستقیم جمعوند و حاصل ضرب هم تحت 𝒫𝐶(𝑅) رده صورت این در باشد. دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐶 کنید فرض .۸ .۲ گزاره
،𝑄 تصویری 𝑅⁃مدول هر و 𝑖 > ۰ هر برای صورت این در باشد. متناهی 𝐶⁃تصویری بعد از 𝑅⁃مدول یک 𝐿 کنیم فرض .۹ .۲ لم

.Ext𝑖𝑅 (𝐶 ⊗𝑅 𝑄, 𝐿) = ۰
عکس بە علاوه، می باشد. کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل نیز 𝑃⊗𝑅 X ،𝑃 تصویری 𝑅⁃مدول هر برای آنگاه باشد، کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل یک X اگر .۱۰ .۲ نتیجه

باشد. باوفا تصویری 𝑃 اگر است برقرار مطلب
𝐺𝐶⁃تصویری تحلیل یک دارای 𝑅⁃مدول هر بنابراین می باشند. 𝐺𝐶⁃تصویری ،𝐶⊗𝑅𝑃 𝑃و آنگاه باشد، تصویری 𝑅⁃مدول ،𝑃 اگر .۱۱ .۲ گزاره

می باشد.
Hoⅿ𝑅 (X, 𝐿)همبافت صورت این در باشد. متناهی 𝐶⁃تصویری بعد از یک𝑅⁃مدول 𝐿 و کامل 𝒫𝐶⁃تحلیل یک X کنید فرض .۱۲ .۲ گزاره

.Ext𝑖⩾۱
𝑅 (𝑀, 𝐿) = ۰ آنگاه باشد، 𝐺𝐶⁃تصویری مدول یک 𝑀 اگر بە ویژه است. دقیق
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جابجایی حلقە های روی دوگان شبه مدول یک به نسبت تصویری دینگ مدول های
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چکیده
−𝐶 دینگ مدول های مفهوم مقاله، این در باشد. دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐶 و جابجایی حلقه یک 𝑅 کنیم فرض
تزریقی دینگ و تصویری دینگ مدول های تعمیم بە ترتیب که می کنیم مطالعه و معرفی را 𝐶⁃تزریقی دینگ و تصویری

می باشد.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
دوگان شبه مدول

𝐶تصویری⁃ دینگ مدول
2020 MSC:

16E05
16E65

مقدمه .۱
است. شده مطالعه و معرفی [۷] ۳ واسکنسلس و [۵] ۲ گلد ،[۳] ۱ فاکسبی توسط بار اولین برای دوگان شبه مدول های مفهوم

هر برای و Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐶) ≅ 𝑅 هرگاه گوییم دوگان شبه را 𝐶 باشد. متناهی تولید با 𝑅⁃مدول یک 𝐶 و نوتری جابجایی، حلقه 𝑅 کنید فرض
.Ext𝑖𝑅(𝐶, 𝐶) = ۰ ،𝑖 ⩾ ۱

مدول های از استفاده با را گرنشتاین 𝐶⁃تزریقی و گرنشتاین 𝐶⁃تصویری مدول های جابجایی، نوتری حلقە های روی [۶] ۵ یورگنسن و ۴ هلم
آن ها و داد تعمیم جابجایی حلقە های برای را مفاهیم این [۸] ۶ وایت کردند. معرفی آن ها به مربوط تزریقی و تصویری ردە های و دوگان شبه
برای را گرنشتاین تزریقی و گرنشتاین تصویری مدول های مورد در نتایج از بسیاری و نامید 𝐺𝐶⁃تزریقی و 𝐺𝐶⁃تصویری مدول های بە ترتیب را
تصویری مدول های از خاص حالت در [۲ ،۱] در همکارانش و ۷ دینگ دیگر طرف از داد. تعمیم 𝐺𝐶⁃تزریقی و 𝐺𝐶⁃تصویری مدول های
را مدول ها این آن ها گرفتند. نظر در ℱ𝑃⁃تزریقی و تزریقی یکدست، تصویری، مدول های رده بکارگیری با را گرنشتاین تزریقی و گرنشتاین
و تصویری دینگ مدول های نام های تحت [۴] ۸ گیلسپی توسط مفاهیم این نامیدند. گرنشتاین ℱ𝑃⁃تزریقی و قوی گرنشتاین یکدست بە ترتیب

شدە اند. مطالعه تزریقی دینگ
رفتار بە ویژه می کنیم. مطالعه و معرفی را جابجایی حلقە های روی 𝐶⁃تزریقی دینگ و 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های مفاهیم ابتدا مقاله این در

∗سخنران
بهلکه) (عبدالناصر n.bahlekeh@gmail.com ممشلی)، (زهره first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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بە طور 𝐶⁃تصویری، دینگ مدول های رده که می دهیم نشان هم چنین می کنیم. بررسی مستقیم جمعوند و مستقیم جمع به نسبت را مدول ها این
می باشد. تحلیلی تصویری

تصویری 𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت هرگاه گوییم، تصویری دینگ را 𝑀 𝑅⁃مدول .۱ .۱ تعریف
P• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱ ⟶ 𝑃−۲ ⟶⋯

−𝑅 همه رده باشد. دقیق Hoⅿ𝑅 (P•, 𝐹) همبافت ،𝐹 یکدست 𝑅⁃مدول هر برای و 𝑀 = ⅽoker (𝑃۱ ⟶ 𝑃۰) بە طوری که باشد موجود
می دهیم. نمایش 𝒟𝒫(𝑅) با را تصویری دینگ مدول های

تزریقی 𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت هرگاه گوییم، تزریقی دینگ را 𝑁 𝑅⁃مدول .۲ .۱ تعریف
I• ∶ ⋯ ⟶ 𝐼۱ ⟶ 𝐼۰ ⟶ 𝐼−۱ ⟶ 𝐼−۲ ⟶⋯

همه رده باشد. دقیق Hoⅿ𝑅 (𝐸, I•) همبافت ،𝐸 ℱ𝑃⁃تزریقی 𝑅⁃مدول هر برای و 𝑁 = ⅽoker (𝐼۱ ⟶ 𝐼۰) بە طوری که باشد موجود
می دهیم. نمایش 𝒟ℐ(𝑅) با را تزریقی دینگ 𝑅⁃مدول های

اصلی نتایج .۲
ℱ𝑃⁃تزریقی − 𝐶 و 𝐶⁃تزریقی 𝐶⁃یکدست، 𝐶⁃تصویری، 𝑅⁃مدول های رده باشد. دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐶 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

می شود: تعریف زیر بە صورت بە ترتیب
𝒫𝐶(𝑅) = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝑃หاست تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑃ൟ
ℱ𝐶(𝑅) = ൛𝐶 ⊗𝑅 𝐹หاست یکدست 𝑅⁃مدول یک 𝐹ൟ
ℐ𝐶(𝑅) = ൛Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐼)หاست تزریقی 𝑅⁃مدول یک 𝐼ൟ

ℱℐ𝐶(𝑅) = ൛Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐸)หاست ℱ𝒫⁃تزریقی 𝑅⁃مدول یک 𝐸ൟ
یکدست، تصویری، مدول های همان بە ترتیب ℱ𝑃−𝐶⁃تزریقی و 𝐶⁃تزریقی 𝐶⁃یکدست، 𝐶⁃تصویری، مدول های آنگاه ،𝐶 = 𝑅 حالتی که در

هستند. ℱ𝑃⁃تزریقی و تزریقی
𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت .۲ .۲ تعریف

X• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۲ ⟶⋯
Hoⅿ𝑅 (X•, ℱ𝐶(𝑅))همبافت ،𝐹 𝐶⁃یکدست 𝑅⁃مدول هر برای هرگاه گوییم، 𝒫𝒫𝐶⁃تحلیل دینگ یک را می باشند تصویری 𝑃𝑖ها آن در که

باشد. دقیق
مانند 𝒫𝒫𝐶⁃تحلیل دینگ یک هرگاه گوییم، 𝐶⁃تصویری دینگ را 𝑀 𝑅⁃مدول .۳ .۲ تعریف

X• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۲ ⟶⋯
می دهیم. نمایش 𝒟𝒫𝐶(𝑅) با را 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های رده .𝑀 ≅ ⅽoker (𝑃۱ ⟶ 𝑃۰) بە طوری که باشد موجود

𝑅⁃مدول  های از دقیق همبافت .۴ .۲ تعریف
Y• ∶ ⋯ ⟶ Hoⅿ𝑅 (𝐶, 𝐼۱) ⟶ Hoⅿ𝑅 (𝐶, 𝐼۰) ⟶ 𝐼−۱ ⟶ 𝐼−۲ ⟶⋯

Hoⅿ𝑅 (Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐸),Y•)همبافت ،𝐸تزریقی⁃ℱ𝑃 𝑅⁃مدول هر برای هرگاه گوییم، دینگℐ𝐶ℐ⁃تحلیل یک را می باشند تزریقی 𝐼𝑖ها آن در که
باشد. دقیق

مانند ℐ𝐶ℐ⁃تحلیل دینگ یک هرگاه گوییم، 𝐶⁃تزریقی دینگ را 𝑁 𝑅⁃مدول .۵ .۲ تعریف
Y• ∶ ⋯ ⟶ Hoⅿ𝑅 (𝐶, 𝐼۱) ⟶ Hoⅿ𝑅 (𝐶, 𝐼۰) ⟶ 𝐼−۱ ⟶ 𝐼−۲ ⟶⋯

می دهیم. نمایش 𝒟ℐ𝐶(𝑅) با را 𝐶⁃تزریقی دینگ 𝑅⁃مدول های همه رده .𝑁 ≅ ⅽoker (𝐼−۱ ⟶ 𝐼−۲) بە طوری که باشد موجود
تحلیل دارای 𝑅⁃مدول هر بە ویژه می باشند. 𝐶⁃تصویری دینگ ،𝐶 ⊗𝑅 𝑃 و 𝑃 آنگاه باشند، تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑃 اگر .۶ .۲ گزاره

می باشد. 𝒟𝐶⁃تصویری

است. بسته مستقیم جمع تحت 𝒟𝒫𝐶(𝑅) رده .۷ .۲ گزاره
است. بسته مستقیم جمعوند تحت و بوده تحلیلی تصویری بە طور 𝒟𝒫𝐶(𝑅) رده .۸ .۲ گزاره
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چکیده
𝐶⁃تصویری، مدول های ردە ی ابتدا مقاله این در باشد. دوگان شبه 𝐶یک𝑅⁃مدول و جابجایی حلقه 𝑅یک کنید فرض

می شود. مطالعه 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های بعد سپس می کنیم. تعریف را 𝐶⁃تصویری دینگ و 𝐶⁃یکدست

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
دوگان شبه مدول

دینگ بعد دینگ𝐶⁃تصویری، مدول های
مدول ها 𝐶⁃تصویری

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
حلقه 𝑅 کنید فرض است. شده مطالعه و معرفی [۴] ۳ واسکنسلس و [۲] ۲ گلد ،[۱] ۱ فاکسبی، توسط بار اولین برای دوگان شبه مدول های مفهوم
باشیم داشته ،𝑖 ⩾ ۱ هر برای و Hoⅿ𝑅(𝐶, 𝐶) ≅ 𝑅 هرگاه گوییم دوگان شبه را 𝐶 باشد. متناهی تولید با 𝑅⁃مدول یک 𝐶 و نوتری جابجایی،
𝐺𝐶⁃تصویری بعد را آن و داد نسبت متناهی تولید با 𝑅⁃مدول هر برای را پایایی گلد دوگان، شبه مدول های از استفاده با .Ext𝑖𝑅(𝐶, 𝐶) = ۰
مفهوم این [۵] ۶ وایت سپس است. شده مطالعه و معرفی [۳] ۵ یورگنسن و ۴ هلم توسط نوتری حلقە های روی مدول هر برای بعد این نامید.
صدق کلاسیک همولوژیکی بعدهای قضایای از بسیاری در 𝐺𝐶⁃تزریقی و 𝐺𝐶⁃تصویری بعد که دادە اند نشان آن ها داد. تعمیم حلقه هر برای را

می کند.
دینگ بعد سپس و کرده تعریف را جابجایی حلقە های روی دوگان شبه مدول یک به نسبت 𝐶⁃تصویری دینگ مدول های ابتدا مقاله این در

می کنیم. مطالعه و معرفی را مدول ها 𝐶⁃تصویری
می شود. تعریف زیر بە صورت بە ترتیب 𝐶⁃یکدست و 𝐶⁃تصویری مدول های رده باشد. دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐶 کنید فرض .۱ .۱ تعریف

𝒫𝐶 = 𝒫𝐶(𝑅) ∶= ൛𝐶 ⊗𝑅 𝑃หاست تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑃ൟ
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ℱ𝐶 = ℱ𝐶(𝑅) ∶= ൛𝐶 ⊗𝑅 𝐹หاست یکدست 𝑅⁃مدول یک 𝐹ൟ
𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت .۲ .۱ تعریف

X• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۲ ⟶⋯

Hoⅿ𝑅 (X•, ℱ𝐶(𝑅))همبافت ،𝐹 𝐶⁃یکدست 𝑅⁃مدول هر برای هرگاه گوییم، 𝒫𝒫𝐶⁃تحلیل دینگ یک را می باشند تصویری 𝑃𝑖ها آن در که
باشد. دقیق

مانند 𝒫𝒫𝐶⁃تحلیل دینگ یک هرگاه گوییم، 𝐶⁃تصویری دینگ را 𝑀 𝑅⁃مدول .۳ .۱ تعریف
X• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰𝐶 ⊗𝑅 𝑃−۱ ⟶ 𝐶⊗𝑅 𝑃−۲ ⟶⋯

.𝑀 ≅ ⅽoker (𝑃۱ ⟶ 𝑃۰) بە طوری که باشد موجود

اصلی نتایج .۲
معادل اند. زیر موارد ،𝑀 𝑅⁃مدول هر برای .۱ .۲ قضیه

.𝒟𝒫𝐶 − 𝒫𝒟𝑅(𝑀) ⩽ 𝑛 (۱
.Ext𝑖𝑅 (𝑀, 𝐶 ⊗𝑅 𝐹) = ۰ ،ℱ𝐶 − 𝒫𝒟𝑅(𝐿) < ∞ با 𝐿 دلخواه 𝑅⁃مدول هر و 𝑖 > ۰ هر برای (۲

.Ext𝑖𝑅 (𝑀, 𝐶 ⊗𝑅 𝐹) = ۰ ،𝐹 یکدست 𝑅⁃مدول هر و 𝑖 > 𝑛 هر برای (۳
دقیق رشته (۴

۰ ⟶𝐾𝑛 ⟶𝐷𝑛−۱ ⟶⋯⟶ 𝐷۰ ⟶𝑀 ⟶ ۰
.𝐾𝑛 ∈ 𝒟𝒫𝐶(𝑅) و ۰ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − ۱ هر برای 𝐷𝑖 ∈ 𝒟𝒫𝐶(𝑅) بە طوری که است موجود

𝑅⁃مدول های از دقیق رشته ،۰ ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛 بە طوری که 𝑡 نامنفی صحیح عدد هر برای (۵
۰ ⟶𝑄𝑛 ⟶𝑄𝑛−۱ ⟶⋯⟶ 𝑄𝑡+۱ ⟶𝐷 ⟶ 𝑄𝑡−۱ ⟶⋯⟶ 𝑄۰ ⟶𝑀 ⟶ ۰

𝑀 𝐶⁃تصویری دینگ بعد بنابراین .𝑖 ≠ 𝑡 و ۰ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 هر برای 𝑄𝑖 ∈ 𝒫(𝑅) ∪ 𝒫𝐶(𝑅) و 𝐷 ∈ 𝒟𝒫𝐶(𝑅) آن در که است موجود
می آید. دست به زیر فرمول توسط

𝒟𝒫𝐶 − 𝒫𝒟𝑅(𝑀) = sup ቄ𝑖 ∈ 𝑁۰ห∃𝐿 ∈ ℱ𝐶(𝑅) ∶ Ext𝑖𝑅(𝑀, 𝐿) ≠ ۰ቅ
= sup ቄ𝑖 ∈ 𝑁۰ห∃𝑄 ∈ ℱ𝐶(𝑅) ∶ Ext𝑖𝑅(𝑀, 𝑄) ≠ ۰ቅ
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متقارن و متناظر های دایره کمک به مورلی قضیه اثبات برای روشی
ابری سلطانی غلامرضا

ایران گلستان، کاووس، گنبد منتظم، ضلعی های چند و تثلیث قابل زوایای درحوزه پژوهشگر

چکیده
ثابت دهد می تشکیل را الاضلاع متساوی مثلث رئوسیک آنها مرکز که متقارن و متناظر دایره کمکسه به مقاله دراین
می تشکیل را الاضلاع متساوی مثلث یک رئوس نیز دیگر مثلث همجوارهر گرهای تثلیث تلاقی نقطه که کنیم می

دهد.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

مورلی قضیه
متقارن و متناظر دایره

وی کان جان
کن آلن

مقدمه .۱
(۱ (شکل دهند می تشکیل را الاضلاع متساوی مثلث یک رئوس مثلث هر همجوار گرهای تثلیث تلاقی محل که است این از حاکی مورلی قضیه

مثلث همجوار گرهای تثلیث تلاقی محل :۱ شکل
اثبات این دارد. مورلی قضیه از اثباتی و گذشت در کرونا بیماری به ابتلای براثر اخیرا که انگلیسی شهیر ریاضیدان کانوی جان یاد گرامیداشت با

کنم. می تقدیم ایران علوم فرهنگستان ریاضی بخش محترم ریاست تومانیان مگردیچ پروفسور جناب بزرگوار استاد به را
مورلی ۱۹۲۹ مقاله در گردید. مطرح بود امریکا های دانشگاه از یکی ریاضی استاد موقع آن در که مورلی فرانک توسط ۱۸۹۹ سال در مسئله این
نماید. می برخورد مسئله این به که است کرده می تحقیق کاردیوئیدها های ویژگی مورد در که نویسد می و برد می نام قضیه این از بار اولین برای
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ارائه مثلثاتی و هندسی و جبری مختلف طرق به کن الن و بانکوف دریگیدز، کانوی مانند ریاضیدانانی طرف از اثبات روش ۲۰۰ از بیش تاکنون
دارد.(۱) ادامه ها تلاش این تر ساده اثبات های روش به دستیابی برای هنوز و شده

دانایی هندسه بین تیز چشمان از سال هزار دو مدت به قضیه این چطور اینکه نخست شود می ذهن به متبادی فورا نکته دو مورلی قضیه درباره
(۲) . بوده پنهان ارشمیدس و آپولونیوس ائودوکسوس، تئاتیتوس، تئودوروس، همچون

نشدن کشف دلایل از یکی شاید شود. می استفاده گر تثلیث از نیمساز بجای آن در که است هندسه های قضیه نوادر از قضیه این اینکه دیگر نکته
است.(۲) بوده پرگار و نامدرج کش خط کمک به زاویه تثلیث مشکل باستان یونان در قضیه این
(۲) کند. می اثبات و بیان اگر”> تنها و ”<اگر شکل به را مورلی قضیه نیز زاده کرم پروفسور

مورلی قضیه اثبات .۲
متقارن و متناظر های دایره کمک به مورلی قضیه اثبات برای روشی

این ضلع یک شعاع به هایی دایره مرکز را مثلث این رئوس و گرفته نظر در را 𝛿
𝐴𝐵𝐶 مثلث مانند الاضلاعی متساوی مثلث ۱ شکل به باتوجه

دهیم. می قرار مثلث
ෟ𝐵𝐴𝐸 +ෟ𝐸𝐴𝐹 +ෟ𝐹𝐴𝐶 = ۶۰ های زاویه کنیم می فرض و . کنیم می تقسیم ̆𝐹𝐶 و ̆𝐸𝐹 و ̆𝐵𝐸 کمانهای مثل دلخواه قسمت سه به را ̆𝐵𝐶 کمان

هستند. دیگر مثلث یک های زاویه از یکی ثلث کدام هر

:۲ شکل
تا کنیم می رسم AE شعاع موازات به خطی Ⅽ نقطه از و AF شعاع موازات به خطی B نقطه از ۳ شکل به توجه با مثلث آن آوردن بدست برای
حالت این در باشد. آن وسط ثلث ෟ𝐵𝐴۱𝐶 =ෟ𝐸𝐴𝐹 زاویه که دهیم می قرار ای زاویه راس را ۱A نقطه حال کنند قطع را همدیگر ۱A نقطه در

را A مرکز به دایره نقطه دو در ۲ⅭA و ۲BA اضلاع که آید. می بدست 𝛿
𝐵𝐴۲𝐶 مثلث دهیم می دوران BⅭ ضلع حول را 𝛿

𝐵𝐴۱𝐶 مثلث
کنند. می قطع

۱Ⅽ۱B که است اثبات قابل کند. قطع را Ⅽ۱BA۳ = ۱A زاویه اضلاع ۱Ⅽ و ۱B نقطه دو در و بگذرد نقطه دو این از که کنیم رسم خطی اگر
است. نظر مورد مثلث سوم ضلع

زاویه کمان ෟ𝐵𝐵۱𝐴با زاویه به مقابل کمان کنیم می مشاهده زنیم. می ای دایره ۱B مرکز به و کنیم می رسم را 𝐵۱𝐴 و 𝐵۱𝐵 خطوط کار این برای
AB ضلع حول را 𝛿

𝐵𝐵۱𝐴 مثلث اگر و است. ෟ𝐴۱𝐵۱𝐶۱ زاویه وسط ثلث ෟ𝐵𝐵۱𝐴 زاویه اول حالت مثلث یعنی است. مساوی طرفین های
مثلث از ۱Ⅽ۱A ضلع اول حالت مثل که کند می قطع نقطه دو در را دایره A۲B و Ⅽ۲B ضلع یعنی شده داده دوران مثلث اضلاع بدهیم دوران

گذرد. می نقطه دو آن از نیز ෟ𝐴۱𝐵۱𝐶۱
شود. می حاصل نتیجه همین نیز دهیم انجام ෟ𝐴۱𝐵۱𝐶 مثلث از ۱Ⅽراس برای را عملیات این مشابه اگر حال



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ ابری سلطانی غلامرضا ۲۹۶

:۳ شکل

:۴ شکل

دهند. می تشکیل را ෟ𝐴۱𝐶۱𝐵۱ زاویه که طرفین های زاویه با ෟ𝐶𝐶۱𝐴 زاویه کنیم می مشاهده و رسم را A۱Ⅽ و Ⅽ۱Ⅽ خطوط ۵ شکل به توجه با
مثلث تا بدهیم دوران AⅭ ضلع حول قبل های حالت مانند را 𝛿

𝐶𝐶۱𝐴 مثلث اگر و است ෟ𝐴۱𝐶۱𝐵۱ است زاویه وسط ثلث ෟ𝐶𝐶۱𝐴 زاویه و برابر
دو همین از نیز ෟ𝐴۱𝐵۱𝐶۱ مثلث از ۱B۱A ضلع که کنند می قطع را B مرکز به دایره نقطه دو در A۲Ⅽ و Ⅽ۲Ⅽ اضلاع آید. بدست 𝛿

𝐶𝐶۲𝐴
و ෟ𝐵𝐴𝐸 های زاویه از یکی برابر سه آن زاویه هر که مثلثی دیگر راس دو آوریم بدست را ۱A راس که ای قاعده همان با ما و گذرد. می نقطه

ایم. آورده بدست را ෟ𝐹𝐴𝐶است ෟ𝐸𝐴𝐹و

گیری نتیجه .۳

اند. داده راتشکیل 𝛿
𝐴𝐵𝐶 الاضلاع متساوی مثلث رئوس از یکی 𝛿

𝐴۱𝐵۱𝐶۱ مثلث همجوار گرهای تثلیث تلاقی نقاط از یک هر حالت این در
گر تثلیث دو و B نقطه آنها تلاقی محل B۱A و B۱B همجوار گر تثلیث دو و A راس آنها تلاقی محل A۱Ⅽ و A۱B همجوار گر تثلیث دو
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:۵ شکل

قضیه اثبات همان این و هستند. ما اولیه الاضلاع متساوی مثلث رئوس نقطه سه این که است Ⅽ نقطه آنها تلاقی محل Ⅽ۱A و Ⅽ۱Ⅽ همجوار
این با یعنی ایم کرده انتخاب دلخواه بطور ෟ𝐵𝐴𝐸 + ෟ𝐸𝐴𝐹 + ෟ𝐹𝐴𝐶 = ۶۰ های زاویه چون و است. متقارن و متناظر های دایره کمک به مورلی

کنیم. اثبات توانیم می نیز دیگر مثلث هر برای را مورلی قضیه روش
سپاسگذاری

اینجانب تحقیقاتی کارهای متواضعانه که زاده کرم شهنی امیدعلی پروفسور آقای جناب بزرگوار استاد از کنم می تشکر و تقدیر و سپاسگذاری −۱
و نهمین و چهل و هشتمین و چهل به مقاله ارسال برای جانب این ترغیب و تشویق موجبات لازم های راهنمایی با و داده قرار ملاحظه مورد را

اند. آورده فراهم را ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه و پنجاهمین
علوم فرهنگستان ریاضی بخش محترم ریاست تومانیان مگردیچ پروفسور آقای جناب بزرگوار استاد از کنم می تشکر و تقدیر و سپاسگذاری −۲
ترغیب و تشویق موجبات و ننموده دریغ لازم های راهنمایی و مساعدت از و داده قرار ملاحظه مورد را جانب این تحقیقاتی کارهای که ایران

اند. نموده فراهم را ایران ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه و پنجاهمین و نهمین و چهل و هشتمین و چهل به مقاله ارسال برای جانب این
پنجاه به مقاله ارسال برای اینجانب تشویق و حمایت بخاطر اشرفی سیدعلیرضا پروفسور بزگوار استاد از کنم می تشکر و تقدیر و سپاسگذاری −۳

ایران. ریاضی کنفرانس یکمین و

مراجع
۵۲ تا صص۴۳ ،۱۳۸۷ (پاییز ۴۱ شماره ریاضی، اندیشه و فرهنگ انتشارات مورلی، قضیه از جدیدی اثبات درفشه، محمدرضا [۱]

۳۶ تا ۱ صص ، ۱۳۹۷ زمستان و پاییز ۶۳ شماره ریاضی، اندیشه و فرهنگ انتشارات دوم، نوع از سازی همگانی زاده، کرم شهنی امیرعلی ممتحان، احسان [۲]
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شکل 𝑞⁃تغییر اقلیدسی گون ابرهذلولی روی دیراک کوانتومی عملگر ابرΛ⁃شبه
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چکیده
گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه کمک به و فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر گون هذلولی ابر تعاریف از استفاده با
ابرهذلولی روی فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه فازی، ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر
صحیح حد یک حدی، حالت در که است شده داده نشان آنجا در شد. خواهد معرفی 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 اقلیدسی گون

دارد. وجود کند، میل یک سمت به 𝑞 و نهایت بی سمت به 𝑙 ناجابجایی پارامتر که زمانی جابجایی
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مقدمه .۱
طیف یک هستند. ناجابجایی هندسه برای لات۱ − کن رهیافت در مهمی بسیار الحاقی خود عملگر دو کایرالیتی، و دیراک عملگرهای
هیلبرت فضای یک روی دار کران عملگرهای توسط باوفا نمایش − ∗ ، 𝒜 مختلط یکدار جبر − ∗ یک شامل (𝒜,ℋ,𝐷) یکدار تایی سه

[۱و۲]: است زیر های ویژگی با دیراک) (عملگر 𝐷 ∶ ℋ → ℋ خودالحاق عملگر یک و ℋ جداپذیر
است. ℋ روی فشرده عملگری ، 𝜆 ∉ ℝ, (𝐷 − 𝜆)−۱ حلال •

است. ℋ روی دار کران عملگری [𝐷, 𝜋(𝑎)] جابجاگر ، ∀𝑎 ∈ 𝒜 •

𝛾 ∶ ℋ → ℋ عملگری یک یعنی باشد؛ داشته وجود ℋ از ای شده مدرج −ℤ۲ یک اگر شود می نامیده زوج (𝒜,ℋ,𝐷) ی گانه سه طیف
طیف این به صورت غیراین در 𝑎∀؛ ∈ 𝒜, 𝛾𝑎 = 𝑎𝛾 و 𝛾𝐷 + 𝐷𝛾 = ۰ که: طوری به 𝛾۲ = 𝐼 و 𝛾∗ = 𝛾 که: هایی ویژگی چنین با
ساختارهای با فقط دیراک عملگر حالت این در و ندارد وجود کایرالیتی عملگرهای فرد، بعد با منیفلدهای برای شود. می گفته فرد گانه سه
گینسپارگ⁃ویلسون دیراک عملگر از: عبارتند که دارد وجود فازی 𝑆۲کایرالیتی و دیراک عملگرهای از نوع سه شود. می توصیف دیفرانسیلی
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سه این 𝐷𝐺𝐾𝑃[۱۴و۱۵]. ناجر۳ پرس − کلمیک گروسه⁃ دیراک عملگر و [۱۳ −۱۱] 𝐷𝑊𝑊
واتامورا۲ واتامورا⁃ دیراک عملگر ،[۱۰ −۳] 𝐷𝐺𝑊طور به یافته شکل 𝑞⁃تغییر ی هندسه ی ایده میلادی، ۱۹۹۰ و ۱۹۸۰ های سال از بعد اند. شده مقایسه هم با [۱۶] در دیراک عملگرهای از نوع

هوپف⁃گالوا، توسیع چارچوب در یافته شکل 𝑞⁃تغییر هوپف تاربندی به توان می زمینه این در کارها اولین از گرفت. قرار مطالعه مورد گسترده
اشاره [۱۸]𝐷𝑞

𝑊𝑊 واتامورا⁃واتامورا ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر دیراک عملگر و کوانتومی[۱۷] پودلز ی کره روی یافته شکل 𝑞⁃تغییر دیراک عملگر
جای به که است شده داده نشان است. گرفته انجام منفی انحنای با فضاهای روی بر کمی های کوشش و مطالعات که، است حالی در این کرد؛
تعمیم این که داشت خواهیم سروکار غیرفشرده منیفلدهای در خودالحاقی شبه عملگرهای با فشرده، منیفلدهای در خودالحاقی عملگرهای با کار
گون ابرهذلولی است[۱۹]. شده انجام داخلی ضرب یک از شده ناشی متریک عملگر کمک به خودالحاقی، شبه به خودالحاقی چارچوب از
موجود رهیافت کمک به اخیر، های سال در است. شدنی توصیف 𝑜𝑠𝑝𝑞(۱|۲) ابرجبرلی ناپذیر کاهش های نمایش توسط 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 فازی
گرفته صورت مقاله این در که آنچه اما و است[۳]. شده ساخته 𝐴𝑑𝑆(۲)𝐹 فازی فضای روی بر گینسپارگ⁃ویلسون جبر ی شبه ی نسخه در[۴]،
مباحث این از تعمیمی سپس و است شده معرفی گینسپارگ⁃ویلسون جبر همراه به کایرالیتی و دیراک عملگرهای مختصر، طور به ابتدا در است،
به انتها، در و است گرفته انجام کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه سپس و فازی ویلسون − گینسپارگ جبر ابرΛ⁃شبه آوردن دست به برای
و شود می معرفی و ساخته فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه 𝑞⁃عدد[۲۰]، معرفی همراه به و مباحث این کمک

شد. خواهند محاسبه فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه آن، کمک به

فازی و جابجایی گون هذلولی .۲
تصویری های مدول و تصویرگرها Λ⁃شبه تا است نیاز جابجایی، گون هذلولی روی کایرالیتی و دیراک عملگرهای Λ⁃شبه آوردن بدست منظور به

آمد. خواهند بدست مذکور عملگرهای آنها، کمک به انتها در و بسازیم را
برداری، فضای یک عنوان به را 𝑀𝑎𝑡(𝑁 + ۱) = 𝑀𝑎𝑡(۲𝐿 + ۱) منظور، این برای شود. می معرفی تصویری و آزاد های مدول مفهوم ابتدا در
دو ، 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀𝑎𝑡(۲𝐿 + ۱) هر ازای به نتیجه، در است. فازی(ناجابجایی) جبر چپ و راست منظم های نمایش حامل که گیریم می نظر در

شوند: می تعریف زیر صورت به که دارد وجود کند، می کنش 𝑀𝑎𝑡(۲𝐿 + ۱) روی که 𝑎𝐿 و 𝑎𝑅 عملگر
𝑎𝑅𝑏 = 𝑏𝑎, 𝑎𝐿𝑏 = 𝑎𝑏 (۱)

.𝑎𝑅𝑏𝑅 = (𝑏𝑎)𝑅 و 𝑎𝐿𝑏𝐿 = (𝑎𝑏)𝐿 با
متفاوت کنش نوع دو هرگاه است مدول دو یک و است؛ جبر آن نمایش حامل که است برداری فضای یک ،𝒜 مثل جبری یک برای 𝑉 مدول یک
در بردارها از خطی ترکیبات که است 𝒜 جبر برای مدول دو یک 𝑉 = 𝑀𝑎𝑡(۲𝐿 + ۱) فوق، مثال در نتیجه در باشیم. داشته 𝒜 مثل جبری از
صورت، این در ,{𝑒𝑖}باشد. 𝑒𝑖 ∈ 𝑉 ی پایه دارای هرگاه شود می گفته آزاد 𝑉 𝒜⁃مدول یک کلی، حالت در گیرند. می 𝒜 از را ضرایشان ،𝑉
صورت به توان می را 𝑉 = 𝑀𝑎𝑡(𝑁 + ۱) آزاد های مدول دو از کلاس یک نوشت. ∑𝑎𝑖𝑒𝑖 فرد به منحصر شکل به توان می را 𝑥 ∈ 𝑉 هر

باشند. می 𝑣𝑖 ∈ 𝑉, 𝑣 ≐ (𝑣۱, ..., 𝑣𝐾) صورت به 𝑉𝐾 اعضای آن در که ساخت 𝑉 ⊗ ℂ𝐾 ≡ 𝑉𝐾
زیر شروط در که 𝑃𝑖𝑗؛ ∈ 𝒜 های درایه با است 𝑃 = (𝑃𝑖𝑗) صورت به 𝐾 × 𝐾 ماتریس یک ،𝑉𝐾 𝒜⁃مدول روی 𝑃 تصویرگر Λ⁃شبه یک

کند: می صدق
𝑃† = Λ𝑃Λ−۱, 𝑃۲ = 𝑃 (۲)

نوشت. 𝒜 جبر از ضرایبی با 𝑃𝑒𝑖 از خطی ترکیب صورت به توان می را 𝑃𝑉𝐾 در بردار هر نتیجه در است. هرمیتی ماتریس یک ،Λ آن در که
بنویسیم: که است بدیهی نتیجه در است. تصویری مدول از مثال یک 𝑃𝑉𝐾 ترتیب، بدین
𝑉𝐾 = 𝑃𝑉𝐾 ⊕ (۱ − 𝑃)𝑉𝐾 (۳)

باشد. آزاد مدول یک هرگاه گویند بدیهی دیگری، چیز هر چه و باشد تصویری چه که را مدول یک
مقاطع 𝒜⁃مدول، اعضای که داد نشان توان می است. معتبر ،𝑉 𝒜⁃مدول یک و 𝒜 مثل جبری هر برای بالا، در مذکور ی ایده
گروه یک 𝑆𝑈(۱, ۱) گروه داریم. می بر 𝑀 = 𝐴𝑑𝑆۲ = 𝑆𝑈(۱, ۱)/𝑈(۱) صورت به را آن ما اینجا در که هستند 𝑀 روی های کلاف

است: یکریخت زیر های گروه با و معادل 𝐷 × 𝑆۱ ی ساده غیرهمبند ی غیرفشرده منیفلد با توپولوژیکی طور به و است غیرفشرده
𝑆𝑈(۱, ۱) ≃ 𝑆𝐿(۲, ℝ) ≃ 𝑆𝑝(۲, ℝ), 𝑆𝑈(۱, ۱)/𝑍۲ ≃ 𝑆𝑂(۲, ۱) (۴)

𝑊𝑎𝑡𝑎𝑚𝑢𝑟𝑎 −𝑊𝑎𝑡𝑎𝑚𝑢𝑟𝑎۲
𝐺𝑟𝑜𝑠𝑠𝑒 − 𝐾𝑙𝑖𝑚𝑐𝑖𝑘 − 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑛𝑎𝑗𝑑𝑒𝑟۳
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بعد متناهی غیریکانی های نمایش طرفی، از بود؛ نخواهد بعد متناهی یکانی نمایش دارای ،𝑆𝑈(۱, ۱) گروه بودن غیرفشرده دلیل به نتیجه در
ناگزیر ،𝑆𝑈(۲) ی فشرده ی ساده نیم لی گروه یک از بعد متناهی یکانی ناپذیر کاهش نمایش هر برای بود. خواهد هرمیتی Λ⁃شبه آن،
گروه دو هر داد. ادامه 𝑆𝑈(۱, ۱) غیرفشرده ی ساده نیم لی گروه یک از بعد متناهی غیریکانی نمایش یک به تحلیلی طور به را نمایش توان می
نمایش هستند. 𝑆𝐿(۲, ℂ) ی شده سازی مختلط لی گروه یک و 𝑈(۱) ی فشرده ماکسیمال گروه زیر دارای مشترک طور به 𝑆𝑈(۱, ۱) و 𝑆𝑈(۲)
توان می لذا گیریم؛ می نظر در شود، می داده نمایش 𝜎۳ و 𝜎۲, 𝜎۱ پاولی های ماتریس توسط که را 𝑠𝑢(۲) جبرلی بعد کمترین با ناپذیر کاهش

ساخت: آنها روی از زیر صورت به را 𝑠𝑢(۱, ۱) جبرلی از بعدی دو غیریکانی نمایش یک

Σ۱ =
𝑖
۲𝜎۱, Σ۲ =

𝑖
۲𝜎۲, Σ۳ =

۱
۲𝜎۳ (۵)
که: طوری به هستند هرمیتی Λ⁃شبه ،Σ𝑖 های ماتریس

[Σ𝑖 , Σ𝑗] = 𝑖𝐶𝑘𝑖𝑗Σ𝑘 , Σ†𝑖 = ΛΣ𝑖Λ−۱ (۶)
𝑈(۱)⁃کلاف، همچو ،𝐴𝑑𝑆۲ روی شده پیچانده تاری کلاف یک مقاطع حالت، این در دارد. نام 𝑠𝑢(۱, جبرلی(۱ ساختار های ثابت 𝐶𝑘𝑖𝑗 آن در که
آزاد مدول کرد. جایگزین تصویری های مدول با را آنها توان می سر⁃سوآن، ی قضیه طبق که هستند؛ غیربدیهی تصویری های مدول (اعضای)
زیر تصویرگر توان می 𝑎؛ ∈ 𝒜, ( ̂𝑥𝑖𝑎)(𝑥) = 𝑥𝑖𝑎(𝑥) که صورت این به باشد، مختصاتی تابع �̂� اگر گیریم. می نظر در را 𝒜۲ = 𝒜⊗ℂ۲

گرفت: نظر در آزاد مدول این برای را

𝑃± = ۱± ۲Σ⃗ ⋅ �̂�
۲ (۷)

نشانده 𝜂𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(۱, ۱, −۱) متریک با مینکوفسکی تخت فضای در که منفی انحنای با 𝐴𝑑𝑆۲ گون هذلولی نقاط معرف نیز، 𝑥𝑖 مختصات
باشند: می است، شده

�̂� ⋅ �̂� = 𝑥𝑖𝜂𝑖𝑗𝑥𝑗 = −۱ (۸)
به که گیریم می نظر در کایرالیتی عملگر Λ⁃شبه عنوان به را 𝛾 بود. خواهد ۱

۲ اسپین سیستم برای تصویری مدول یک 𝑃±𝒜۲ ترتیب، بدین
شود: می تعریف زیر صورت

𝛾± = ۲𝑃± − ۱ = ±۲Σ⃗ ⋅ �̂�, 𝛾†± = Σ۳𝛾±Σ−۱۳ (۹)
کنیم: می تعریف زیر صورت به دارد، نام دیراک عملگر Λ⁃شبه که نیز را 𝐷 . 𝛾۲ = 𝐼 همچنین Λ؛ = Σ۳ که است بدیهی روابط(۵) روی از

𝐷 = (Σ𝑖 − 𝛾Σ𝑖𝛾)𝜂𝑖𝑗(ℒ𝑗 + Σ𝑗) (۱۰)
که: داد نشان توان می سادگی به (۵) روابط کمک به طرفی از دارد. نام الحاقی کنش ℒ𝑖 = 𝐿𝐿𝑖 − 𝐿𝑅𝑖 آن در که

Σ𝑖Σ𝑗 = −۱
۴𝜂𝑖𝑗𝐼 +

۱
۲ 𝑖𝐶

𝑘
𝑖𝑗Σ𝑘 (۱۱)

است: زیر صورت به 𝐷 صریح شکل که داد نشان توان می محاسبات کمی و (۱۱) ی رابطه کمک به
𝐷± = ±(۲Σ⃗ ⋅ ℒ⃗ − ۱), 𝐷†

± = Σ۳𝐷±Σ−۱۳ (۱۲)
برای .𝛾𝐷+𝐷𝛾 = ۰ یعنی: شوند؛ می جا پادجابه ،(۹) کایرالیتی عملگر Λ⁃شبه با شده ساخته دیراک عملگر Λ⁃شبه که کرد مشاهده توان می
منظور این برای کرد. فازی را گون هذلولی فضای تا است نیاز ابتدا فازی، گون هذلولی روی کایرالیتی و دیراک عملگرهای Λ⁃شبه آوردن بدست
توابع جبر ساختن ناجابجایی با توان می را فازی تصویری مدول رویم. می بالا در شده ساخته تصویری مدول فازی ی نسخه ساختن سراغ ابتدا
جبر به حالت، این در کنیم؛ جایگزین متناظر عملگرهای با را 𝑥𝑖 فضا جابجایی متغییرهای است کافی منظور، این برای آورد. بدست آن، بر حاکم

رسید: خواهیم 𝑠𝑢(۱, ۱)
[𝐽𝑖 , 𝐽𝑗] = 𝑖𝐶𝑘𝑖𝑗𝐽𝑘 (۱۳)
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یا و چپ از 𝐿𝑖𝐿 مولدهای با 𝑆𝑈(۱, ۱) از 𝑙 اسپین نمایش ،𝐴𝑑𝑆۲
𝐹 روی و کند می کنش Σ𝑖 مولدهای با 𝑆𝑈(۱, ۱) از ۱

۲ اسپین نمایش ،ℂ۲ روی
،𝑃𝐹,𝑅
(𝑙± ۱

۲ )
(𝐴𝑑𝑆۲

𝐹 ⊗ℂ۲) یا و 𝑃𝐹,𝐿
(𝑙± ۱

۲ )
(𝐴𝑑𝑆۲

𝐹 ⊗ℂ۲) فازی تصویری مدول Λ⁃شبه فضای در حالت، این در کرد. خواهد کنش راست از 𝐿𝑖𝑅
دهد[۳]: می نشان را خود 𝑃𝐹,𝑅

(𝑙± ۱
۲ )

یا و 𝑃𝐹,𝐿
(𝑙± ۱

۲ )
فازی تصویرگرهای Λ⁃شبه در که داشت خواهیم را مداری و ذاتی های اسپین شدگی جفت

𝑃𝐿,𝐹
(𝑙− ۱

۲ )
= ۲Σ⃗ ⋅ �⃗�𝐿 + 𝑙 − ۱

۲𝑙 − ۱ , 𝑃𝐿,𝐹
(𝑙+ ۱

۲ )
= −۲Σ⃗ ⋅ �⃗�𝐿 − 𝑙

۲𝑙 − ۱ (۱۴)
آورد: بدست �⃗�𝐿 → −�⃗�𝑅 اعمال با توان می نیز را راست تصویرگرهای Λ⁃شبه

𝑃𝑅,𝐹
(𝑙− ۱

۲ )
= −۲Σ⃗ ⋅ �⃗�𝑅 + 𝑙 − ۱

۲𝑙 − ۱ , 𝑃𝑅,𝐹
(𝑙+ ۱

۲ )
= ۲Σ⃗ ⋅ �⃗�𝑅 + 𝑙

۲𝑙 − ۱ (۱۵)
منظور، این برای شد. خواهند تبدیل (۷) تصویرگرهای Λ⁃شبه به و(۱۵)، (۱۴) فازی تصویرگرهای Λ⁃شبه تطابق، اصل تحت که است بدیهی

آن: تحت که 𝑙؛ ⟶ ∞ با است معادل کلاسیکی حد
𝑥𝑖 = ⅼiⅿ

𝑙→∞
𝐿𝐿𝑖 , 𝐿𝑅𝑖
𝑙 (۱۶)

گینسپارگ⁃ جبر Λ⁃شبه است. گیسنپارگ⁃ویلسون جبر معرفیΛ⁃شبه به نیاز فازی، کایرالیتی و دیراک عملگرهای تعریفΛ⁃شبه جهت ادامه در
آیند: می بدست Γ′ و Γ ولوشن۴ این †⁃ناوردای Λ⁃شبه دو توسط که است 𝐶𝐿 روی †⁃جبر یک 𝒜 فازی ویلسون
𝒜 = ⟨Γ, Γ′ ∶ (Γ)۲ = (Γ′)۲ = ۱, (Γ)† = ΛΓΛ−۱, (Γ′)† = ΛΓ′Λ−۱⟩ (۱۷)

Λ⁃شبه شوند، جا جابه Γ′ و Γمولدهای هرگاه که است بدیهی سازد؛ می محقق را فازی جبرگینسپارگ⁃ویلسون یکΛ⁃شبه (۱۷) از نمایشی هر
𝒜ساخته فازی جبرگینسپارگ⁃ویلسون Λ⁃شبه ،Γ′ و Γمولدهای توسط که را زیر عضو دو داشت. خواهیم را جابجایی جبرگینسپارگ⁃ویلسون

گیریم: می نظر در شوند، می
Γ۱ =

۱
۲(Γ + Γ′), (Γ۱)† = ΛΓ۱Λ−۱, Γ۲ =

۱
۲(Γ − Γ′), (Γ۲)† = ΛΓ۲Λ−۱, {Γ۱, Γ۲} = ۰ (۱۸)

کنیم: می تعریف زیر صورت به Γ𝑅
(𝑙± ۱

۲ )
و Γ𝐿

(𝑙± ۱
۲ )

های خودتوان

Γ𝐿
(𝑙− ۱

۲ )
= ۲𝑃𝐿

(𝑙− ۱
۲ )
− ۱ = ۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝐿 − ۱

۲𝑙 − ۱ , Γ𝑅
(𝑙− ۱

۲ )
= ۲𝑃𝑅

(𝑙− ۱
۲ )
− ۱ = −۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝑅 − ۱

۲𝑙 − ۱

Γ𝐿
(𝑙+ ۱

۲ )
= ۲𝑃𝐿

(𝑙+ ۱
۲ )
− ۱ = −۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝐿 + ۱

۲𝑙 − ۱ , Γ𝑅
(𝑙+ ۱

۲ )
= ۲𝑃𝑅

(𝑙+ ۱
۲ )
− ۱ = ۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝑅 + ۱

۲𝑙 − ۱ (۱۹)
داشت: خواهیم Γ′ و Γ با Γ𝑅

(𝑙± ۱
۲ )

و Γ𝐿
(𝑙∓ ۱

۲ )
گرفتن برابر با

Γ±۱ = ±۲Σ⃗ ⋅ (𝐿𝐿 + 𝐿𝑅)
۲𝑙 − ۱ , Γ±۲ = ±۲Σ⃗ ⋅ ℒ⃗ − ۱

۲𝑙 − ۱ (۲۰)
شد: خواهند زیر صورت به فازی کایرالیتی و دیراک عملگرهای Λ⁃شبه صورت این در

𝛾±𝐹 = Γ±۱ = ±۲Σ⃗ ⋅ (𝐿𝐿 + 𝐿𝑅)
۲𝑙 − ۱ , 𝛾𝐹†± = Σ۳𝛾𝐹±Σ−۱۳

𝐷±𝐹 = ۲𝑙Γ±۲ = ±𝑙 ۴Σ⃗ ⋅ ℒ⃗ − ۲
۲𝑙 − ۱ , 𝐷𝐹†

± = Σ۳𝐷𝐹
±Σ−۱۳ (۲۱)

است: برقرار زیر صورت به نیز تطابق اصل
ⅼiⅿ
𝑙→∞

𝛾𝐹± = 𝛾±, ⅼiⅿ
𝑙→∞

𝐷𝐹
± = 𝐷± (۲۲)

داد. خواهیم انجام مشابه کاری ابر، ی نسخه به موارد این تعمیم برای ادامه، در
𝐼𝑛𝑣𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛۴
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فازی و جابجایی گون ابرهذلولی .۳
ابرفضای کنیم. معرفی را ابرفضا این ابتدا در تا است نیاز ،𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 فازی گون ابرهذلولی روی تصویری های مدول ابرΛ⁃شبه معرفی منظور به
که 𝑂𝑆𝑝(۱|۲) از 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) الحاقی مدار ی کننده توصیف ی معادله همراه به 𝜃𝛼 و 𝑥𝑖 مولدهای با هایی ای چندجمله جبر عنوان به 𝑅(۳|۲)

شود: می تعریف کنند، می صدق زیر شرایط در
𝑥‡𝑖 = 𝑥𝑖 , 𝜃‡𝛼 = 𝜀𝛼𝛽𝜃𝛽 , 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) = ⟨(𝑥𝑖 , 𝜃𝛼) ∈ 𝑅(۳|۲) | 𝜂𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 − 𝜀𝛼𝛽𝜃𝛼𝜃𝛽 = −۱⟩ (۲۳)

و است؛ ابرالحاقی ی دهنده نشان ،‡ که

𝜀 = 𝜀𝛼𝛽 = ቆ ۰ ۱
−۱ ۰ቇ , 𝜀𝑡 = 𝜀𝛼𝛽 = ቆ۰ −۱

۱ ۰ ቇ (۲۴)

تعیین زیر ی رابطه توسط 𝜇 که Θ𝛼 = 𝜇𝐿𝛼 و 𝑋𝑖 = 𝜇𝐿𝑖 کنیم می فرض است. 𝑆𝑂(۲, ۱) ماژورانا۵ اسپینور نمایش 𝜃 = (𝜃+, 𝜃−)𝑡 و
شود: می

۱
𝜇۲ = 𝐶𝑜𝑠𝑝(۱|۲) = −𝑙(𝑙 − ۱

۲), 𝑋𝑖 =
𝐿𝑖

ට−𝑙(𝑙 − ۱
۲)
, Θ𝛼 =

𝐿𝛼
ට−𝑙(𝑙 − ۱

۲)
(۲۵)

کنند: می صدق زیر صورت به 𝑜𝑠𝑝(۱|۲) جبر در که

[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] =
𝑖𝜀𝑘𝑖𝑗

ට−𝑙(𝑙 − ۱
۲)
𝑋𝑘 , [𝑋𝑖 , Θ𝛼] =

(𝜅𝑖)𝛽𝛼

۲ට−𝑙(𝑙 − ۱
۲)
Θ𝛽 , {Θ𝛼 , Θ𝛽} =

(𝜀𝑡𝜅𝑖)𝛼𝛽

۲ට−𝑙(𝑙 − ۱
۲)
𝐿𝑖 (۲۶)

کنند: می صدق کند، می مشخص را 𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 فازی گون ابرهذلولی ی معادله که زیر ی رابطه در مختصات این همچنین
𝜂𝑖𝑗𝑋𝑖𝑋𝑗 − 𝜀𝛼𝛽Θ𝛼Θ𝛽 = −۱ (۲۷)

زیر، صورت به مذکور ناجابجایی مختصات از حدی حالت در بودند، 𝐴𝑑𝑆(۲|۲) جابجایی گون ابرهذلولی برای که (𝑥𝑖 , 𝜃𝛼) مختصات طبیعتا
هستند: آمدن بدست قابل

𝑥𝑖 = ⅼiⅿ
𝑙→∞

𝐿𝐿,𝑅𝑖
𝑙 , 𝜃𝛼 = ⅼiⅿ

𝑙→∞
𝐿𝐿,𝑅𝛼
𝑙 (۲۸)

است 𝐺(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲))⁃مدول با Γ∞(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲), 𝐸(𝑛)) صورت به مقاطع ،𝐴𝑑𝑆(۳|۲) 𝑈(۱)−−−→ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) هوپف غیرفشرده ابرتاربندی در
است؛ ناجابجایی جبری جبر، این فازی، مدل در باشد. می 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) گون ابرهذلولی روی ابرتوابع جابجایی جبر ،𝐺(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)) آن در که
عملگر دو ،Ⅼ = (𝐿𝑖 , 𝐿𝛼) ای زاویه ی تکانه عملگر هر برای حالت این در بود. نخواهند یکریخت هم با چپ، و راست های مدول نتیجه، در
وابسته دارند، 𝒜𝑙را = {𝜓 ∈ 𝑀۴𝑙+۱(𝐶𝐿)}فازی شبه⁃الحاقی ماتریسی ابرجبر روی چپ و راست های کنش نقش واقع در که Ⅼ𝑅 و Ⅼ𝐿 خطی

کنیم: می
𝐿𝐿𝑖 𝜓 = 𝐿𝑖𝜓, 𝐿𝑅𝑖 𝜓 = 𝜓𝐿𝑖 , 𝐿𝐿𝛼𝜓 = 𝐿𝛼𝜓, 𝐿𝑅𝛼𝜓 = 𝜓𝐿𝛼 , ∀𝜓 ∈ 𝒜𝑙 (۲۹)

جابجاگری روابط طبق هم با چپ و راست عملگرهای این کند. می صدق (−𝐿𝑅𝑖 , −𝐿𝑅𝛼) منفی علامت با 𝑜𝑠𝑝(۱|۲) جبر در راست کنش که
شوند: می جابجا زیر،

[𝐿𝐿𝑖 , 𝐿𝑅𝑗 ] = ۰, [𝐿𝐿𝛼 , 𝐿𝑅𝛽 ] = ۰ (۳۰)

𝑀𝑎𝑗𝑜𝑟𝑎𝑛𝑎 𝑆𝑝𝑖𝑛𝑜𝑟۵
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هستند: 𝐶𝑜𝑠𝑝(۱|۲) کازیمیر عملگر نوع یک طبیعتا و 𝑜𝑠𝑝(۱|۲) یکسان جبر دارای دو هر Ⅼ𝑅 و Ⅼ𝐿

𝐶𝑜𝑠𝑝(۱|۲) ≡ Ⅼ𝐿 ⋅ Ⅼ𝐿 = Ⅼ𝑅 ⋅ Ⅼ𝑅 = −𝑙(𝑙 − ۱
۲)۱ (۳۱)

کنیم: می تعریف 𝒜𝑙 روی 𝐿𝛼 و 𝐿𝑖 الحاقی کنش صورت به را ℒ
ℒ𝑖𝜓 = (𝐿𝐿𝑖 − 𝐿𝑅𝑖 )𝜓 = 𝑎𝑑𝐿𝑖𝜓 = [𝐿𝑖 , 𝜓], ℒ𝛼𝜓 = (𝐿𝐿𝛼 − 𝐿𝑅𝛼)𝜓 = 𝑎𝑑𝐿𝛼𝜓 = [𝐿𝛼 , 𝜓] (۳۲)

هستند: 𝑠𝑢(۱, ۱) جبرلی مولدهای �۱,�۲,�۳ کنیم می فرض
𝜅۱ = 𝑖𝜎۱, 𝜅۲ = 𝑖𝜎۲, 𝜅۳ = 𝜎۳ (۳۳)

کرد: تعریف 𝑜𝑠𝑝(۱|۲) جبر ۱
۲ ابراسپین اساسی نمایش عنوان به را ها ماتریس این ابر ی نسخه توان می ترتیب، بدین

Σ𝑖 =
۱
۲ ቆ

𝜅𝑖 ۰
۰ ۰ቇ , Σ𝛼 =

۱
۲ ቆ

۰ 𝜏𝛼
−(𝜀𝜏𝛼)𝑡 ۰ ቇ (۳۴)

پنج از متشکل و بوزونی ماکسیمال جبر زیر عنوان به 𝑠𝑢(۱, ۱) جبر شامل 𝑜𝑠𝑝(۱|۲) جبر .𝜏۲ = (۰, ۱)𝑡 و 𝜀 = 𝑖𝜎۲, 𝜏۱ = (۱, ۰)𝑡 با
های رابطه مولدها این باشد. می است، ها فرمیون برای 𝐿𝛼(𝛼 = +,−) دیگه دوتای و ها بوزون برای 𝐿𝑖(𝑖 = ۱, ۲, ۳) آنها تای سه که مولد،

دارند: هم با را زیر جابجاگری

[𝐿𝑖 , 𝐿𝑗] = 𝑖𝐶𝑘𝑖𝑗𝐿𝑘 , [𝐿𝑖 , 𝐿𝛼] =
۱
۲(𝜅𝑖)

𝛽
𝛼𝐿𝛽 , {𝐿𝛼 , 𝐿𝛽} =

۱
۲(𝜀

𝑡𝜅𝑖)𝛼𝛽𝐿𝑖 (۳۵)

هستند، 𝑠𝑢(۱, ۱) اسپینورهای واقع در که 𝐿𝛼 مولدهای توسط نیز آن فرد قسمت و 𝐿𝑖 مولدهای توسط که است 𝑠𝑢(۱, ۱) جبر این زوج قسمت
تولید

شود: می توصیف زیر کازیمیر عملگر توسط 𝑜𝑠𝑝(۱|۲) جبر ناپذیر کاهش های نمایش شود. می
𝐶𝑜𝑠𝑝(۱|۲) = 𝜂𝑖𝑗𝐿𝑖𝐿𝑗 − 𝜖𝛼𝛽𝐿𝛼𝐿𝛽 , (۳۶)

که: معنا بدان هستند، الحاقی ابرΛ⁃شبه 𝐿𝛼 و 𝐿𝑖 .𝑙 = ۱
۲ , ۱,

۳
۲ , ... با ابراسپین معرف 𝑙 که است −𝑙(𝑙 − ۱

۲) مقدار ویژه دارای عملگر این
𝐿‡𝑖 = 𝐿†𝑖 = Λ𝐿𝑖Λ−۱, 𝐿‡𝛼 = Λ𝐿𝛼Λ−۱ (۳۷)

به (۲|۲) بعد با فازی اقلیدسی گون ابرهذلولی 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 آن در که را 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 کل ابرفضای با زیر ی غیرفشرده تاری ابرکلاف ساختار حال،
گیریم: می نظر در را است، 𝐸𝐴𝑑𝑆۲

𝐹
بادی۷ با ویت۶ دی ابرمنیفلد نوعی به که پایه، ابرمنیفلد عنوان

𝑈(۱) 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑈(۱)−𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛−−−−−−−−−−−−→ 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹
𝜋−→ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 (۳۸)

کنیم می فرض باشد. می 𝑈(۱) ابرگروهی ساختار و (۱|۲) بعد با 𝑂𝑆𝑝(۱|۲)، 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 کل ابرفضای تقارنی ابرگروه
ابرمنیفلد روی توابع ی 𝐶𝐿⁃مقداره مدرج جبرهای ی دهنده نشان ترتیب به 𝐴𝐶𝐿 = 𝐺∞(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 , 𝐶𝐿) و 𝐵𝐶𝐿 = 𝐺∞(𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 , 𝐶𝐿)
گراسمن۸ جبر ی دهنده نشان 𝐶𝐿 اینجا، در باشد. هستند، هموار نقطه به نقطه ضرب تحت که 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 ی پایه ابرمنیفلد و 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹را 𝐵𝐶𝐿 اعضای خورند. می برچسب 𝑛 صحیح عدد با 𝑈(۱) ابرگروه ناپذیر کاهش های نمایش ،𝑈(۱) گروه با مشابه است. مولد 𝐿 با مختلط

(൫∀𝑝 ∈ 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 , ∀𝜔 ∈ 𝑈(۱)൯ یعنی: کرد؛ بندی کلاسه راست های مدول صورت به توان می
𝐶∞(±𝑛)(𝐴𝑑𝑆

(۳|۲)
𝐹 , 𝐶𝐿) = {𝜑(±𝑛) ∶ 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 → 𝐶𝐿 , 𝜑(±𝑛)(𝑝 ⋅ 𝜔) = 𝜔(±𝑛) ⋅ 𝜑(𝑝)} (۳۹)

𝐷𝑒𝑊𝑖𝑡𝑡۶
𝐵𝑜𝑑𝑦۷

𝐺𝑟𝑎𝑠𝑠𝑚𝑎𝑛𝑛۸
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ی قضیه طبق هستند. کلاف یک ی کننده توصیف ها کنش این واقع در که خورند؛ می برچسب 𝑛 با 𝐶𝐿 روی 𝑈(۱) ابرگروه چپ های کنش
ی رسته با 𝑀 روی شده ساخته برداری های کلاف ی رسته بین کاملی ارزی هم یک ،𝑀 ی فشرده و هموار منیفلد یک برای سر⁃سوآن،
این با متناظر که است شده مشخص 𝐾 جبری ی نظریه در دارد. وجود 𝐶(𝑀) توابع جبر روی متناهی تولید با تصویری های مدول

داشت: خواهیم شان وابسته برداری ابرکلاف برای که طوری به دارد؛ وجود 𝑃𝑛 تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه ها، کلاف

𝐸(𝑛) = 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 ×𝑈(۱) 𝐶𝐿
𝜋−→ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 (۴۰)

مدول در تصویر با است ارز هم خود باشد؛ می 𝐺∞(𝑛)(𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝐹 , 𝐶𝐿) با یکریخت که Γ∞(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 , 𝐸(𝑛)) مقاطع راست 𝐴𝐶𝐿⁃مدول
ابرΛ⁃شبه .Γ∞(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 , 𝐸(𝑛)) = 𝑃𝑛(𝐴𝐶𝐿)۴𝑛+۱ که 𝑃𝑛 ابرتصویرگر یک از (𝐴𝐶𝐿)(۴𝑛+۱) = 𝐺∞(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 , 𝐶𝐿) ⊗ 𝐶۴𝑛+۱

𝐿 آزاد
است: 𝐶𝐿 روی ۱ ی ابررتبه با الحاقی شبه ابرعملگر یک 𝑃𝑛 تصویرگر

𝑃𝑛 ∈ 𝑀۴𝑛+۱(𝐴𝐶𝐿), 𝑃۲
𝑛 = 𝑃𝑛 , 𝑃‡𝑛 = Λ𝑃𝑛Λ−۱, 𝑆𝑡𝑟𝑃𝑛 = ۱ (۴۱)

𝑃۱, 𝑃۲, ...., 𝑃𝑛+۱ ابرتصویرگر 𝑛+ ۱ ،Γ∞(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 , 𝐸(𝑛)) مقاطع از راست 𝐴ℂ⁃مدول برای است. ثابت ابرتابع ،۱ و ابررد ،𝑆𝑡𝑟 آن در که
نوشت: 𝐴𝐶𝐿⁃مدول تصویرگرهای مستقیم جمع از زیر، صورت به توان می را (𝐴𝐶𝐿)۴𝑛+۱ آزاد مدول بنابراین دارد. وجود ۱ یکسان ی رتبه با

(𝐴𝐶𝐿)۴𝑛+۱ =
۴𝑛+۱
ໄ
𝑖=۱

𝑃𝑖(𝐴𝐶𝐿)۴𝑛+۱ (۴۲)

باشند: می زیر صورت به ابرتصویرگرها آن در که داد نشان توان می

𝑃𝑅
(𝑙± ۱

۲ )
= ۱

۲ [۱ ±
۲� ⋅ Ⅼ𝑅 + ۱

ට۴𝑙( ۱
۲ − 𝑙) − ۱

], 𝑃𝐿
(𝑙± ۱

۲ )
= ۱

۲ [۱ ∓
۲� ⋅ Ⅼ𝐿 − ۱

ට۴𝑙( ۱
۲ − 𝑙) − ۱

], � ⋅X = 𝜂𝑖𝑗Σ𝑖𝑋𝑗 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼Θ𝛽 (۴۳)

جبر ابرΛ⁃شبه است. گیسنپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه معرفی به نیاز فازی، کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه تعریف جهت ادامه در
آیند: می بدست Γ′ و Γ ولوشن۹ این ‡⁃ناوردای ابرΛ⁃شبه دو توسط که است 𝐶𝐿 روی ابر‡⁃جبر یک 𝒜 فازی گینسپارگ⁃ویلسون

𝒜 = ⟨Γ, Γ′ ∶ (Γ)۲ = (Γ′)۲ = ۱, (Γ)‡ = ΛΓΛ−۱, (Γ′)‡ = ΛΓ′Λ−۱⟩ (۴۴)
شوند، جا جابه Γ′ و Γ مولدهای هرگاه که است بدیهی سازد؛ می محقق را فازی جبرگینسپارگ⁃ویلسون ابرΛ⁃شبه یک (۴۴) از نمایشی هر
جبرگینسپارگ⁃ویلسون ابرΛ⁃شبه ،Γ′ و Γ مولدهای توسط که را زیر عضو دو داشت. خواهیم را جابجایی جبرگینسپارگ⁃ویلسون ابرΛ⁃شبه

گیریم: می نظر در شوند، می ساخته 𝒜 فازی

Γ۱ =
۱
۲(Γ + Γ′), (Γ۱)‡ = ΛΓ۱Λ−۱, Γ۲ =

۱
۲(Γ − Γ′), (Γ۲)‡ = ΛΓ۲Λ−۱, {Γ۱, Γ۲} = ۰ (۴۵)

کنیم: می تعریف زیر صورت به Γ𝑅
(𝑙± ۱

۲ )
و Γ𝐿

(𝑙± ۱
۲ )

های ابرخودتوان

Γ𝐿
(𝑙− ۱

۲ )
= ۲𝑃𝐿

(𝑙− ۱
۲ )
− ۱ = ۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝐿 − ۱

۲𝑙 − ۱ , Γ𝑅
(𝑙− ۱

۲ )
= ۲𝑃𝑅

(𝑙− ۱
۲ )
− ۱ = −۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝑅 − ۱

۲𝑙 − ۱

Γ𝐿
(𝑙+ ۱

۲ )
= ۲𝑃𝐿

(𝑙+ ۱
۲ )
− ۱ = −۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝐿 + ۱

۲𝑙 − ۱ , Γ𝑅
(𝑙+ ۱

۲ )
= ۲𝑃𝑅

(𝑙+ ۱
۲ )
− ۱ = ۴Σ⃗ ⋅ �⃗�𝑅 + ۱

۲𝑙 − ۱ (۴۶)

داشت: خواهیم Γ′ و Γ با Γ𝑅
(𝑙± ۱

۲ )
و Γ𝐿

(𝑙± ۱
۲ )

گرفتن برابر با

Γ±۱ = ∓� ⋅ ℒ𝐹 ± ۱
ට۴𝑙( ۱

۲ − 𝑙) − ۱
, Γ±۲ = ∓ � ⋅ (Ⅼ𝐿 + Ⅼ𝑅)

ට۴𝑙( ۱
۲ − 𝑙) − ۱

(۴۷)

𝐼𝑛𝑣𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛۹
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کرد[۲۱]: تعریف زیر صورت به را 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 فازی گون ابرهذلولی روی فازی دیراک عملگر ابرΛ⁃شبه توان می حال

𝐷±
𝐹 = ඨ۴𝑙(۱

۲ − 𝑙) − ۱Γ±۱ = (∓� ⋅ ℒ𝐹 ± ۱) = ∓(𝜂𝑖𝑗Σ𝑖ℒ𝐹𝑗 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼ℒ𝐹𝛽) ± ۱ (۴۸)

شود: می تبدیل 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) جابجایی گون ابرهذلولی روی دیراک عملگر ابرΛ⁃شبه به (۴۸) حدی حالت در
ⅼiⅿ
𝑙→∞

𝐷±
𝐹 = ∓� ⋅ ℒ ± ۱ = ∓(𝜂𝑖𝑗Σ𝑖ℒ𝑗 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼ℒ𝛽) ± ۱ (۴۹)

هستند: 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) گون ابرهذلولی روی ای زاویه ی تکانه ابرعملگرهای ℒ𝛼 و ℒ𝑖 آن در که

ℒ𝑖 = −𝑖𝐶𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑘 +

۱
۲(𝜅

𝑖)𝛼𝛽𝜃𝛽
𝜕
𝜕𝜃𝛼 , ℒ𝛼 = ۱

۲(𝜀
𝑡𝜅𝑖)𝛼𝛽𝑥𝑖

𝜕
𝜕𝜃𝛽 − ۱

۲(𝜅
𝑖)𝛼𝛽𝜃𝛽

𝜕
𝜕𝑥𝑖 (۵۰)

است: الحاقی ابرΛ⁃شبه ،(۴۸) فازی دیراک ابرعملگر که دید توان می وضوح به
(𝐷±

𝐹 )‡ = Λ𝐷±
𝐹 Λ−۱ (۵۱)

شود: می حدی حالت در که کرد تعریف 𝛾±𝐹 = Γ±۲ صورت به را 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹 روی کایرالیتی عملگر ابرΛ⁃شبه توان می همچنین
ⅼiⅿ
𝑙→∞

𝛾±𝐹 = ∓Σ ⋅ 𝑥 = ∓(𝜂𝑖𝑗Σ𝑖𝑥𝑗 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼𝜃𝛽) (۵۲)
که: دید توان می راحتی به و

ⅼiⅿ
𝑙→∞

{𝐷±
𝐹 , 𝛾±𝐹 } = ۰ (۵۳)

در داشتیم. انتظار 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) جابجایی گون ابرهذلولی روی کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه از که است چیزی همان فوق ی نتیجه
آورد. بدست فازی 𝐸𝐴𝑑𝑆۲ رابرای [۳] نتایج توان می 𝜃𝛽 = ۰ اعمال با (۵۲) و (۴۹)

فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر گون ابرهذلولی .۴
کنیم[۲۰]: تعریف را 𝑛 برای 𝑞⁃عدد ابتدا در تا است نیاز فازی، کوانتومی گون ابرهذلولی تعریف منظور به

[𝑛]𝑞 =
𝑞𝑛 − 𝑞−𝑛
𝑞 − 𝑞−۱ (۵۴)

داد خواهیم نشان 𝑋+, 𝑋−, 𝑋۰, Θ+, Θ− با را آن 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ) مختصاتی جبر مولدهای ،𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 فازی کوانتومی گون ابرهذلولی برای
کنند: می صدق شده داده جابجایی روابط در و شوند می تعریف زیر صورت به که

𝑋𝑖 =
[۲]𝑞𝐿𝑖

ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 , Θ𝛼 =
[۲]𝑞𝐿𝛼

ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞

X+X− −X−X+ = 𝜇X۰ − (𝑞 − 𝑞−۱)𝑋۲۰ , [X۰,X±]𝑞 = ±𝜇X± (۵۵)
شد: خواهد تعریف زیر ی رابطه با نیز فازی کوانتومی گون ابرهذلولی همچنین

X ⋅X =
۰,±
(−۱)۱−𝑚𝑞𝑚𝑋−𝑚𝑋𝑚 − 𝜀𝛼𝛽𝜃𝛼𝜃𝛽 = −𝑋۲۰ + 𝑞𝑋−𝑋+ + 𝑞−۱𝑋+𝑋− − 𝜀𝛼𝛽𝜃𝛼𝜃𝛽 = −۱ (۵۶)
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و یکدار 𝑍۲⁃مدرج جبر 𝑈𝑞(𝑜𝑠𝑝(۲|۱))یک = 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) آن ابرجبر که 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇است کوانتومی گون ابرهذلولی این شود:𝑂𝑆𝑝𝑞(۲|۱)تقارن می ایجاد 𝐿± فرد عضوهای و 𝐿۰ زوج عضو توسط که است پذیر شرکت
[𝐿۰, 𝐿±] = ±𝐿±, {𝐿+, 𝐿−} = [۲𝐿۰]𝑞 ۱

۲
(۵۷)

در 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) کوانتومی ابرجبر نتیجه در کرد؛ مشخص مولدها ی مجموعه به 𝐸 مدرج ولوشن این کردن اضافه با توان می را 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱):کرد خواهند صدق زیر روابط
[𝐿۰, 𝐿±] = ±𝐿±, {𝐿+, 𝐿−} = [۲𝐿۰]𝑞 ۱

۲
, {𝐸, 𝐿±} = ۰, [𝐸, 𝐿۰] = ۰, 𝐸۲ = ۱ (۵۸)

شوند: می زیر روابط به تبدیل ،𝐾−۱ = 𝑞−𝐿۰ و 𝐾 = 𝑞𝐿۰ جدید مولدهای معرفی با روابط این که
𝐾𝐿+𝐾−۱ = 𝑞𝐿+, 𝐾𝐿−𝐾−۱ = 𝑞−۱𝐿−, 𝐾𝐾−۱ = ۱, 𝐸۲ = ۱,

[𝐾, 𝐸] = ۰, [𝐾−۱, 𝐸] = ۰, {𝐿±, 𝐸} = ۰, {𝐿+, 𝐿−} =
𝐾 − 𝐾−۱

𝑞
۱
۲ − 𝑞

−۱
۲

(۵۹)

𝑞 → ۱ حد در که است [−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞
[۲]۲𝑞 مقدار ویژه دارای و شود می جابجا ی(۵۸) رابطه مولدهای ی همه با که 𝐶𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) کازیمیر عملگر

است: زیر شکل دارای یابد، می تقلیل −𝑙(𝑙 − ۱
۲) یعنی، خود، ی یافته شکل تغییر غیر مقدار ویژه به

𝐶𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) = (𝐿+𝐿− − [𝐿۰ −
۱
۲ ]𝑞)𝐸 (۶۰)

وارون هم و 𝜖 ∶ 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) → 𝐶 ی یکه هم و Δ ∶ 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) → 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) ⊗ 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) ضرب هم های نگاشت معرفی با
شود: می داده زیر روابط توسط 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) هوپف جبر ساختار ،𝜎 ∶ 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱) → 𝑜𝑠𝑝𝑞(۲|۱)

Δ(𝐿+) = 𝐿+ ⊗𝐾𝐸 + ۱ ⊗𝐿+, Δ(𝐿−) = 𝐿− ⊗𝐸 + 𝐾−۱ ⊗𝐿−,

Δ(𝐾) = 𝐾 ⊗𝐾, Δ(𝐸) = 𝐸 ⊗ 𝐸, 𝜖(𝐸) = ۱, 𝜖(𝐾) = ۱, 𝜖(𝐿±) = ۰,

𝜎(𝐸) = 𝐸, 𝜎(𝐾) = 𝐾−۱, 𝜎(𝐿+) = −𝐿+𝐾−۱𝐸, 𝜎(𝐿−) = −𝐾𝐿−𝐸 (۶۱)
داشت: خواهیم را زیر متفاوت حدی های حالت نتیجه در داریم. 𝜇 و 𝑞 متفاوت حقیقی پارامتر دو ،𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 در

𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ⟶ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝜇 ⟶ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) :(𝜇 ⟶ ۰ سپس 𝑞 ⟶ حد(۱ اولین •
𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ⟶ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞 ⟶ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) :(𝑞 ⟶ ۱ سپس 𝜇 ⟶ حد(۰ دومین •

𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ⟶ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) :(𝑞 ⟶ ۱ و 𝜇 ⟶ ۰ همزمان طور حد(به سومین •

از متناظرش ی یافته تبدیل غیر مقدار به 𝑞 ⟶ ۱ حد در که شود می تعریف زیر صورت به 𝜇𝑞 آن در که
یابد: می تقلیل ۱

ට−𝑙(𝑙 − ۱
۲)

یعنی، ،𝐶𝑜𝑠𝑝(۱|۲) ≡ Ⅼ𝐿 ⋅ Ⅼ𝐿 = Ⅼ𝑅 ⋅ Ⅼ𝑅 = −𝑙(𝑙 − ۱
۲)۱

𝜇𝑞 ≡
[۲]𝑞

ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱] (۶۲)

شود: می 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) گون ابرهذلولی آشنای ی رابطه به تبدیل ،(۵۶) ی رابطه حد، سومین در
x ⋅ x = 𝜂𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 − 𝜀𝛼𝛽𝜃𝛼𝜃𝛽 = −۱ (۶۳)
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آمد: خواهند در زیر صورت به نیز 𝑠𝑢(۱, ۱) جبر از �۱,�۲,�۳ مولدهای ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر ی نسخه همچنین

𝜅𝑞۱ = ඨ[۲]𝑞۲𝑞 𝜅۱ = ඨ[۲]𝑞۲𝑞 ቆ ۰ −۱
−۱ ۰ ቇ , 𝜅𝑞۲ = ඨ[۲]𝑞۲𝑞 𝜅۲ = ඨ[۲]𝑞۲𝑞 ቆ ۰ 𝑖

−𝑖 ۰ቇ , 𝜅𝑞۳ = ቆ𝑞 ۰
۰ −𝑞−۱ቇ (۶۴)

است: 𝜏۲ = (۰, ۱)𝑡 و 𝜀 = 𝑖𝜅𝑞۲ , 𝜏۱ = (۱, ۰)𝑡 آن در که شوند، می تعریف زیر قرار به نیز ها ماتریس این ابر ی نسخه

Σ𝑞𝑖 =
۱
[۲]𝑞 ቆ

𝜅𝑞𝑖 ۰
۰ ۰ቇ , Σ𝑞𝛼 =

۱
[۲]𝑞 ቆ

۰ 𝜏𝛼
−(𝜀𝜏𝛼)𝑡 ۰ ቇ (۶۵)

مدول ساخت .۱ .۴
جبرهای دارد. را آن کل منیفلد نقش 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇 کوانتومی ابرمنیفلد که است 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 روی بر 𝑈𝑞(۱)⁃کلاف یک کوانتومی، هوپف ابرکلاف
ی پایه فضای برای 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ) ،𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇 کل فضای برای 𝐴(𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇 ) با را کوانتومی هوپف ابرکلاف این به مربوط مختصاتی
هوپف⁃گالوا توسیع 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇یک ) ↪ 𝐴(𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇 ) شمول جبر نتیجه در داد. خواهیم 𝑈𝑞(۱)نشان تار 𝐴(𝑈𝑞(۱))برای 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇و

𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇
𝑈𝑞(۱)−−−−→ کوانتومی هوپف ابرتاربندی اولین از جبری ی نسخه یک طبیعتا و باشد می کوانتومی هوپف ابرکلاف یک عنوان به که است

بود: خواهد زیر صورت به نیز کوانتومی ی وابسته کلاف است؛ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇

𝐸(𝑛)𝑞 ∶= {𝑥 ∈ 𝐴(𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇 ) ∶ 𝑘 ⋅ 𝑥 = 𝑞
𝑛
۲ 𝑥, 𝑘 ∈ 𝐴(𝑈𝑞(۱))} (۶۶)

عملگر یک از (𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲𝑛+۱ آزاد مدول یک در تصویر با است معادل که است 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇⁃دو⁃مدول ) یک 𝐸(𝑛)𝑞 هر وضوح، به
مقاطع چپ 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇⁃مدول ) با را 𝐸(𝑛)𝑞 اینجا در .𝑛 ⩾ ۰ هر ازای به 𝑀𝑎𝑡۲𝑛+۱(𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 )) در 𝑃(𝑛)𝑞 خودالحاقی کوانتومی

گرفت. خواهیم یکی (𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲𝑛+۱𝑃(𝑛)𝑞𝜇

۱
۲ اسپین تصویری 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇مدول ) ابر کوانتومی تصویرگرهای Λشبه ابر .۲ .۴

−𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ) ی مطالعه با 𝐴𝑑𝑆(۳|۲)𝑞𝜇
𝑈𝑞(۱)−−−−→ 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 اصلی ابرتاربندی ی مطالعه ناجابجایی، ی هندسه در سر⁃سوآن ی قضیه طبق

چپ و راست ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر های ابرمدول ساختن برای لذا شود. می جایگزین مقاطع این متناهی تولید با ناجابجایی تصویری مدول
برای یافته شکل 𝑞⁃تغییر تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه ساخت. را ها مدول این فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه باید تصویری،

(�𝑞 ⋅X = ∑𝑚=۰,±(−۱)۱−𝑚(𝑞)𝑚Σ𝑞−𝑚𝑋𝑚 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼Θ𝛽):شود می تصویری چپ مدول

𝑃𝐿
[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
= ۱
[۲]𝑞

⎧

⎨
⎩

۱ ∓
(�𝑞 ⋅X− 𝜇𝑞

[۲]𝑞 )

ට۱ − 𝜇۲𝑞
[۲]۲𝑞

⎫

⎬
⎭
, 𝑃𝐿

[𝑙± ۱
۲ ]𝑞

= ۱
[۲]𝑞 [۱ ∓

[۲]𝑞�𝑞 ⋅ Ⅼ𝐿 − ۱
ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 − ۱ ] (۶۷)

که: داد نشان توان می راحتی به دهد. می نشان 𝑙 ± ۱
۲ ی کمینه و بیشینه مقادیر با را ۱

۲ ابراسپین با ای زاویه ی ابرتکانه چپ شدگی جفت که

𝑃𝐿
[𝑙+ ۱

۲ ]𝑞
+ 𝑃𝐿

[𝑙− ۱
۲ ]𝑞

= ۲
[۲]𝑞 , 𝑃𝐿‡

[𝑙± ۱
۲ ]𝑞

= Λ𝑃𝐿
[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
Λ−۱ (۶۸)

نوشت: توان می نتیجه در هستند؛ ما تصویری چپ 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝐹⁃مدول ) تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه اینها
(𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲ = (𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲𝑃𝐿

[𝑙+ ۱
۲ ]𝑞

⊕ (𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲𝑃𝐿
[𝑙− ۱

۲ ]𝑞
,

Γ𝐿
[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
= [۲]𝑞𝑃𝐿[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
− ۱ = ∓

[۲]𝑞�𝑞 ⋅ Ⅼ𝐿 − ۱
ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 − ۱ (۶۹)
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تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه که داشت خواهند شدگی جفت 𝑙 ± ۱
۲ ی کمینه و بیشینه مقادیر با هم، با نیز ۱

۲ ابراسپین و راست ای زاویه ی ابرتکانه
آیند: می بدست (۶۷) در (−𝐿𝑅𝑖 , −𝐿𝑅𝛼) به (𝐿𝐿𝑖 , 𝐿𝐿𝛼) تغییر با زیر صورت به ،𝑃𝑅

[𝑙± ۱
۲ ]𝑞

متناظرشان راست ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر

𝑃𝑅[𝑙±۱/۲]𝑞 =
۱
[۲]𝑞 [۱ ±

[۲]𝑞�𝑞 ⋅ Ⅼ𝑅 + ۱
ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 − ۱ ] (۷۰)

نوشت: توان می نتیجه در هستند؛ ما تصویری راست 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇⁃مدول ) ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه نیز اینها
(𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲ = (𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲𝑃𝑅

[𝑙+ ۱
۲ ]𝑞

⊕ (𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 ))۲𝑃𝑅
[𝑙− ۱

۲ ]𝑞
,

Γ𝑅
[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
= [۲]𝑞𝑃𝑅[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
− ۱ = ∓

[۲]𝑞�𝑞 ⋅ Ⅼ𝐿 − ۱
ඥ[۲𝑙]𝑞[۲𝑙 + ۱]𝑞 + ۱ (۷۱)

۱
۲ اسپین فازی کوانتومی کایرالیتی و دیراک عملگرهای Λشبه ابر و فازی کوانتومی گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛشبه .۳ .۴

این ناوردای −‡ ابرΛ⁃شبه دو توسط که است 𝐶𝐿 روی ‡⁃جبر یک 𝒜𝑞𝜇 فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه
آیند: می بدست Γ′𝑞𝜇 و Γ𝑞𝜇 ولوشن

𝒜𝑞𝜇 = ⟨Γ𝑞𝜇 , Γ′𝑞𝜇 ∶ (Γ𝑞𝜇)۲ = (Γ′𝑞𝜇)۲ = 𝐼, (Γ𝑞𝜇)‡ = ΛΓ𝑞𝜇Λ−۱, (Γ′𝑞𝜇)‡ = ΛΓ′𝑞𝜇Λ−۱⟩ (۷۲)
و Γ𝑞𝜇 مولدهای توسط که را زیر عضو دو سازد. می محقق را یافته شکل 𝑞⁃تغییر گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه یک (۷۲) از نمایشی هر

گیریم: می نظر در شوند، می ساخته 𝒜𝑞𝜇 ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه Γ′𝑞𝜇

Γ۱𝑞𝜇 =
۱
[۲]𝑞 (Γ𝑞𝜇 + Γ′𝑞𝜇), (Γ۱𝑞𝜇)‡ = ΛΓ۱𝑞𝜇Λ−۱, Γ۲𝑞𝜇 =

۱
[۲]𝑞 (Γ𝑞𝜇 − Γ′𝑞𝜇), (Γ۲𝑞𝜇)‡ = ΛΓ۲𝑞𝜇Λ−۱

൛Γ۱𝑞𝜇 , Γ۲𝑞𝜇ൟ = ۰ (۷۳)
داشت: خواهیم Γ′𝑞𝜇 و Γ𝑞𝜇 با Γ𝑅

[𝑙± ۱
۲ ]𝑞

و Γ𝐿
[𝑙± ۱

۲ ]𝑞
گرفتن برابر با

Γ±۱𝑞𝜇 =
∓�𝑞 ⋅ ℒ𝑞𝜇 ± ۱

ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 − ۱ , Γ±۲𝑞𝜇 = ∓ �𝑞 ⋅ (Ⅼ𝐿 + Ⅼ𝑅)
ඥ[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 − ۱ (۷۴)

را 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر اقلیدسی گون ابرهذلولی روی فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر دیراک عملگر ابرΛ⁃شبه توان می حال
((𝐷±

𝑞𝜇)‡ = Λ𝐷±
𝑞𝜇Λ−۱ است: هرمیتی ابرΛ⁃شبه عملگر، این طبیعتا کرد:( تعریف زیر صورت به

𝐷±
𝑞𝜇 = ට[−۲𝑙]𝑞[۲𝑙 − ۱]𝑞 − ۱Γ±۱𝑞𝜇 = (∓�𝑞 ⋅ ℒ𝑞𝜇 ± ۱) = ∓( 

𝑚=۰,±
(−۱)۱−𝑚(𝑞)𝑚Σ(−𝑚)ℒ𝑞𝜇𝑚 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼ℒ𝐹𝛽) ± ۱ (۷۵)

شود: می تبدیل 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) اقلیدسی گون ابرهذلولی روی دیراک عملگر ابرΛ⁃شبه به (۷۵) حدی حالت در
ⅼiⅿ

𝑙→∞,𝑞→۱𝐷
±
𝑞𝜇 = ∓� ⋅ ℒ ± ۱ = ∓(𝜂𝑖𝑗Σ𝑖ℒ𝑗 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼ℒ𝛽) ± ۱ (۷۶)

هستند: 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) اقلیدسی گون ابرهذلولی روی ای زاویه ی تکانه ابرعملگرهای ℒ𝛼 و ℒ𝑖 آن در که

ℒ𝑖 = −𝑖𝐶𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗
𝜕
𝜕𝑥𝑘 +

۱
۲(𝜅

𝑖)𝛼𝛽𝜃𝛽
𝜕
𝜕𝜃𝛼 , ℒ𝛼 = ۱

۲(𝜀
𝑡𝜅𝑖)𝛼𝛽𝑥𝑖

𝜕
𝜕𝜃𝛽 − ۱

۲(𝜅
𝑖)𝛼𝛽𝜃𝛽

𝜕
𝜕𝑥𝑖 (۷۷)
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حدی حالت در که کرد تعریف 𝛾±𝑞𝜇 = Γ±۲𝑞𝜇 صورت به را 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇 روی یافته شکل 𝑞⁃تغییر کایرالیتی عملگر ابرΛ⁃شبه توان می همچنین
شود: می

ⅼiⅿ
𝑙→∞,𝑞→۱ 𝛾

±
𝑞𝜇 = ∓Σ ⋅ 𝑥 = ∓( 

𝑚=۰,±
(−۱)۱−𝑚Σ−𝑚𝑥𝑚 − 𝜀𝛼𝛽Σ𝛼𝜃𝛽) (۷۸)

دید: داشتیم، انتظار 𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲) روی کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه از که را زیر ی نتیجه توان می راحتی به و
ⅼiⅿ

𝑙→∞,𝑞→۱{𝐷
±
𝑞𝜇 , 𝛾±𝑞𝜇} = ۰ (۷۹)

گیری نتیجه .۵
مولدهای متناهی، تولید با تصویری 𝐴(𝐸𝐴𝑑𝑆(۲|۲)𝑞𝜇⁃مدول ابر( و یافته شکل 𝑞⁃تغییر تصویرگرهای ابرΛ⁃شبه از استفاده با مقاله، این در
−𝑞 کایرالیتی و دیراک عملگرهای ابرΛ⁃شبه آن، روی از و شدند ساخته فازی ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر گینسپارگ⁃ویلسون جبر ابرΛ⁃شبه
شده، ساخته ی یافته شکل 𝑞⁃تغییر دیراک عملگر ابرΛ⁃شبه این مورد در توجه قابل ی نکته شدند. ساخته و معرفی فازی ی یافته شکل تغییر

دارد. وجود آن برای صحیحی جابجایی حد که، است این
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مقدمه .۱
مخروط، راس عنوان به 𝑧𝛼 = ۰ در جز به و باشند می ور غوطه ℂ𝑛 بعدی 𝑛 مختلط فضای یک در که هستند دار تکینه مختلط فضاهای کنیفلدها

است: زیر صورت به کنیفلدها ی کننده توصیف ی معادله تکینه، نقاط این همسایگی در هستند. 𝐶∞ جا همه در
𝑛


𝛼=۱

𝑧۲
𝛼 = ۰

کنیفلد است[۱]. صفر فضاها، این چرن کلاس اولین که است شده داده نشان گیریم. می نظر در ℂ𝑛 مبدا در را تکینه ی نقطه سادگی، جهت
بعدی ۲𝑛 − ۳ منیفلد یک آن، ی پایه منیفلد دارد؛ نام 𝑆𝑂(𝑛) × 𝑈(۱) تقارنی گروه با کلبی⁃یائو۱ ی غیرفشرده منیفلد ،𝑌۲𝑛−۲ بعدی ۲𝑛 − ۲
مشترک فصل ،𝑋۲𝑛−۳ منیفلد ریاضیاتی، نظر نقطه از کند. می صدق 𝑅𝑖𝑗 = (۲𝑛−۴)𝑔𝑖𝑗 ی رابطه در و دارد نام اینشتین منیفلد که است 𝑋۲𝑛−۳
𝑛 = ۴ و 𝑛 = ۳ ازای به یعنی آن، از خاص نوع دو کنیفلدها، انواع بین از .𝑋۲𝑛−۳ = 𝑌۲𝑛−۲ ∩ 𝑆۲𝑛−۱ یعنی: است، 𝑆۲𝑛−۱ ی کره با 𝑌۲𝑛−۲
این در که است[۲− ۵]؛ زیادتری اهمیت دارای ،𝑛 = ۴ مورد خاص، های حالت این میان از هستند. فیزیک در مخصوصا زیادی اهمیت دارای
𝑋۳ ی پایه منیفلد با 𝑌۴ کنیفلد ،𝑛 = ۳ ازای به شد. خواهد ساخته آن برای کایرالیتی و دیراک عملگرهای و است گرفته قرار بررسی مورد مقاله
𝑌۶ کنیفلد ،𝑛 = ۴ ازای به است. شده مطالعه [۶] در 𝑋۳

𝐹 → 𝑆۲
𝐹 ، 𝑈(۱) قطبی تک اصلی کلاف همراه به فضاها این فازی ی نسخه که داریم

𝑆۳ × 𝑆۲ صورت به توپولوژیکی لحاظ از 𝑋۵ که داریم 𝑋۵ ی پایه منیفلد و 𝑆𝑂(۴) × 𝑈(۱) ≃ 𝑆𝑈(۲) × 𝑆𝑈(۲) × 𝑈(۱) تقارنی گروه با
دوگانگی توصیف در آن اهمیت کنیفلد، نوع این اهمیت دلایل از یکی شود. می محسوب 𝑆۲×𝑆۲ روی 𝑈(۱) کلاف یک دیگر، عبارت به است،
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مغناطیسی قطبی تک با متناظر که است 𝑈(۱) غیربدیهی تاری کلاف یک آن، 𝑋۵ ی پایه دیگر، منظری از است[۷و۸]؛ گرانش⁃پیمانه تناظر، یا
این که هستند 𝑆۲×𝑆۲ روی مختلط اسکالر میدان یک از غیربدیهی های پیکربندی ی کننده توصیف وابسته، خطی های کلاف که حالی در باشد؛ می
نسخه روی 𝑈(𝑛) ای پیمانه ی نظریه در[۳]، طرفی از شوند؛ بیان 𝑆𝑈(۲) × 𝑆𝑈(۲) از توابعی حسب بر جملاتی توسط توانند می ها میدان
ی نظریه به ای پیمانه ی نظریه این جابجایی، حد در که است شده داده نشان آنجا در و مطالعه ماتریسی، مدل یک عنوان به 𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹 فازی ی

مطالعه [۴] در نیز، 𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹 روی 𝑈(۱) های میدان برای موثر کوانتومی پتانسیل کرد. خواهد پیدا تقلیل 𝑆۲ × 𝑆۲ روی یانگ⁃میلز ای پیمانه
فضای ترین ساده است. گرفته قرار مطالعه مورد [۵] در گینسپارگ⁃ویلسون جبر طریق از 𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹 روی توپولوژیکی بار ساختار است. شده

دانیم می که حالی در است؛ 𝑆۲
𝐹 یعنی آن، فازی ی نسخه و 𝑆۲ ی کره ،𝑄𝐹𝑇 کوانتومی های میدان ی نظریه در استفاده مورد همگن ی خمیده

𝑆۲ × 𝑆۲ توان می را 𝑄𝐹𝑇 در استفاده مورد چهاربعدی ی خمیده فضای ترین ساده منظر، این از کنیم، می زندگی چهاربعدی فضای یک در ما
در همچنین است[۹]؛ گرفته انجام 𝐼𝐼𝐵 ماتریسی مدل شکل تغییر با و کلاسیکی سطح در فضا این گرفت. نظر در آن فازی ی نسخه همراه به
جواب 𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹 که است شده داده نشان ،[۳] در است. شده گرفته نتیجه فضاها سایر به ماتریسی، مدل دراین 𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹 فضای برتری ،[۱۰]

که بود فیزیک در آن 𝑋۵ ی پایه و 𝑌۲𝑛−۲ کنیفلد اهمیت از چند مواردی ها این باشد. می حلقه دو سطح در 𝐼𝐼𝐵 ماتریسی مدل از غیربدیهی
شد. اشاره بدان

طیف یک هستند. ناجابجایی هندسه برای لات۲ − کن رهیافت در مهمی بسیار الحاقی خود عملگر دو کایرالیتی، و دیراک عملگرهای
هیلبرت فضای یک روی دار کران عملگرهای توسط باوفا ∗⁃نمایش ، 𝒜 مختلط یکدار ⁃جبر ∗ یک شامل (𝒜,ℋ,𝐷) یکدار تایی سه

[۹و۱۰]: است زیر های ویژگی با دیراک) (عملگر 𝐷 ∶ ℋ → ℋ خودالحاق عملگر یک و ℋ جداپذیر
است. ℋ روی فشرده عملگری ، 𝜆 ∉ ℝ, (𝐷 − 𝜆)−۱ حلال •

است. ℋ روی دار کران عملگری [𝐷, 𝜋(𝑎)] جابجاگر ، ∀𝑎 ∈ 𝒜 •

𝛾 ∶ ℋ → ℋ عملگری یک یعنی باشد؛ داشته وجود ℋ از ای شده مدرج −ℤ۲ یک اگر شود می نامیده زوج (𝒜,ℋ,𝐷) ی گانه سه طیف
طیف این به صورت غیراین در 𝑎∀؛ ∈ 𝒜, 𝛾𝑎 = 𝑎𝛾 و 𝛾𝐷 + 𝐷𝛾 = ۰ که: طوری به 𝛾۲ = 𝐼 و 𝛾∗ = 𝛾 که: هایی ویژگی چنین با
ساختارهای با فقط دیراک عملگر حالت این در و ندارد وجود کایرالیتی عملگرهای فرد، بعد با منیفلدهای برای شود. می گفته فرد گانه سه
گینسپارگ⁃ویلسون دیراک عملگر از: عبارتند که دارد وجود فازی 𝑆۲کایرالیتی و دیراک عملگرهای از نوع سه شود. می توصیف دیفرانسیلی
سه این 𝐷𝐺𝐾𝑃[۲۲و۲۳]. ناجر۴ گروسه⁃کلمیک⁃پرس دیراک عملگر و [۲۱ −۱۹] 𝐷𝑊𝑊

واتامورا۳ واتامورا⁃ دیراک عملگر ،[۱۸ −۱۱] 𝐷𝐺𝑊جبر به گینسپارگ⁃ویلسون جبر تعمیم است، گرفته صورت مقاله این در که آنچه اما و اند؛ شده مقایسه هم با [۲۴] در دیراک عملگرهای از نوع
کلافی ساختار ابتدا در منظور، این برای است. آن کمک به کایرالیتی و دیراک عملگرهای ساختن برای 𝑆۲

𝐹 ×𝑆۲
𝐹 روی فازی گینسپارگ⁃ویلسون

به انتها در و ساخت خواهیم را فضا این برای متناظر تصویرگرهای و تصویری های مدول سپس و معرفی ،𝑌۶
𝐹 آن فازی ی نسخه و 𝑌۶ کنیفلد

کرد. خواهیم محاسبه را کایرایتی و دیراک عملگرهای گینسپارگ⁃ویلسون، جبر و حاصل تصویرگرهای کمک

𝑌۶
𝐹 فازی و 𝑌۶ جابجایی کنیفلد کلافی ساختار .۲

𝑧𝛼(𝛼 = مختلط متغییر ۴ به نیاز آن توصیف برای نتیجه در است، ℂ۴ مختلط بعدی ۴ فضای یک در ور غوطه بعدی ۶ منیفلد یک 𝑌۶ کنیفلد
است: ۱, ..., ۴)

𝒪۴ ∶= 𝑧۱𝑧۴ − 𝑧۲𝑧۳ = ۰, 𝑧𝛼 ∈ ℂ۴ (۱)
داشت: خواهیم نتیجه در 𝑧𝛼؛ = ۰ یعنی: آن، راس در جز به است همواری جا همه منیفلد یک 𝑌۶ همچنین

𝒪۴(𝑧𝛼) = ۰, 𝜕𝒪۴
𝜕𝑧𝛼

= ۰ (۲)

در نتیجه در شد؛ خواهد محسوب مضاعف تکینگی یک 𝑧𝛼 = ۰ تکینگی است، ℂ۴ در مبدا از گذرنده خطوط ی همه ی مجموعه ،𝑌۶ که چون
شود: می توصیف ℂ۴ در زیر ی رابطه توسط 𝑌۶ کنیفلد تکینگی، چنین همسایگی

۴

𝛼=۱

𝑧۲
𝛼 = ۰ (۳)

𝐶𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠 − 𝐿𝑜𝑡𝑡۲
𝑊𝑎𝑡𝑎𝑚𝑢𝑟𝑎 −𝑊𝑎𝑡𝑎𝑚𝑢𝑟𝑎۳

𝐺𝑟𝑜𝑠𝑠𝑒 − 𝐾𝑙𝑖𝑚𝑐𝑖𝑘 − 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑛𝑎𝑗𝑑𝑒𝑟۴
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و باشد می 𝑆۷(𝑧†𝑧 = 𝑟۲, 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > ۰) ی کره با 𝑌۶ مشترک فصل اصل در که است 𝑋۵ بعدی ۵ پذیر دیفرانسیل منیفلد ،𝑌۶ ی پایه
شود: می توصیف زیر ی رابطه توسط

𝑧۱𝑧۴ − 𝑧۲𝑧۳ = ۰, ̄𝑧۱𝑧۱ + ̄𝑧۲𝑧۲ + ̄𝑧۳𝑧۳ + ̄𝑧۴𝑧۴ = 𝑟۲ (۴)
طور به 𝑇𝑝,𝑞 که است خود ی پایه عنوان به هستند) مثبت صحیح اعداد 𝑞 و 𝑝) 𝑇𝑝,𝑞 منیفلدهای از کلاسی دارای 𝑌۶ کنیفلد کلی، حالت در
را 𝑇𝑝,𝑞 ی همه نیستند. معادل هم هندسی طور به آن، با نبودن دیفئومورف دلیل به ولی هستند ریخت همسان 𝑆۳ × 𝑆۲ منیفلد با توپولوژیکی
به 𝑥𝑖۲ و 𝑥𝑖۱ متغییرهای توسط توان می را 𝑆۲ × 𝑆۲ منیفلد نتیجه در گفت، نظر در 𝑆۲ × 𝑆۲ روی 𝑈(۱) اصلی های کلاف عنوان به توان می

کرد: توصیف زیر صورت
𝑥𝑖۱ = 𝑥𝑖۱(𝜃۱, 𝜉۱), 𝑥𝑖۱𝑥𝑖۱ = 𝑟۲۱ ,

𝑥𝑖۲ = 𝑥𝑖۲(𝜃۲, 𝜉۲), 𝑥𝑖۲𝑥𝑖۲ = 𝑟۲۲ , 𝑖۱,۲ = ۱, ۲, ۳ (۵)
داشت: خواهیم است، 𝑆۳ با معادل توپولوژیکی طور به 𝑆𝑈(۲) که آنجایی از .𝑆۳ × 𝑆۲(∶= 𝑇۱,۰) و 𝑋۵(∶= 𝑇۱,۱) خاص، طور به

𝑆۳ × 𝑆۲ = 𝑆𝑈(۲) × 𝑆𝑈(۲)
𝑈(۱) (۶)

نوشت: توان می نتیجه در باشد، طرف کدام از و 𝑆𝑈(۲) کدام برای مخرج 𝑈(۱) که کند نمی فرقی 𝑋۵ منیفلد برای

𝑋۵ ≅ 𝑆𝑈(۲) × 𝑆𝑈(۲)
𝑈(۱) (۷)

گروه این که بود خواهد 𝑆𝑂(۴) لی گروه ،𝑋۵ تقارنی گروه نتیجه در است، 𝑆𝑂(۴) × 𝑈(۱) تقارنی گروه دارای 𝑌۶ شد، اشاره که همچنان
کنند: می صدق زیر جبرلی در که است {𝑀۱, 𝑀۲, 𝑀۳, 𝑇۱, 𝑇۲, 𝑇۳} مولدهای دارای

[𝑀𝑖 , 𝑀𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝑀𝑘 , [𝑀𝑖 , 𝑇𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝑇𝑘 , [𝑇𝑖 , 𝑇𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝑀𝑘 , 𝑖, 𝑗, 𝑘 = ۱, ۲, ۳ (۸)
کنیم: می معرفی را �̄�𝑖 و 𝑄𝑖 جدید مولدهای محاسبات، انجام در سادگی جهت

𝑄𝑖 =
۱
۲(𝑀𝑖 + 𝑇𝑖), �̄�𝑖 =

۱
۲(𝑀𝑖 − 𝑇𝑖) (۹)

شود: می تجزیه 𝑠𝑢(۲) هم از جدا جبرلی دو به 𝑠𝑜(۴) جبرلی جدید، متغییرهای تحت
[𝑄𝑖 , 𝑄𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝑄𝑘 , [�̄�𝑖 , �̄�𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘 ̄𝑄𝑘 , [𝑄𝑖 , �̄�𝑗] = ۰ (۱۰)

کنیم: می تعریف را زیر روابط ،𝑆𝑈(۲) با 𝑆𝑂(۴) بین ی رابطه کردن پیدا منظور به

𝐴𝑖 = 𝑈†𝑄𝑖𝑈 = ۱
۲ 𝐼۲ ⊗𝜎𝑖 , 𝐵𝑖 = 𝑈†�̄�𝑖𝑈 = ۱

۲𝜎𝑖 ⊗ 𝐼۲ (۱۱)

آن در که

𝑈 = ۱
√۲ ൮

۱ ۰ ۰ −۱
𝑖 ۰ ۰ 𝑖
۰ −۱ −۱ ۰
۰ −𝑖 𝑖 ۰

൲ (۱۲)

که: دید توان می وضوح به
[𝐴𝑖 , 𝐴𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝐴𝑘 , [𝐵𝑖 , 𝐵𝑗] = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘𝐵𝑘 , [𝐴𝑖 , 𝐵𝑗] = ۰ (۱۳)
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کنیم: می تعریف زیر صورت به را 𝜋 ∶ 𝑋۵ → 𝑆۲ × 𝑆۲تار تصویری نگاشت حال
𝑥𝑖۱ = 𝑧†𝐴𝑖۱𝑧, 𝑥𝑖۲ = 𝑧†𝐵𝑖۲𝑧 (۱۴)

کنند: می صدق زیر ی رابطه در و هستند حقیقی 𝑥𝑖۲ و 𝑥𝑖۱ متغییرهای که است بدیهی .𝑧 = (𝑧۱, 𝑧۲, 𝑧۳, 𝑧۴)𝑡 ∈ ℂ۴ با
۳

𝑖=۱

𝑥۲
𝑖۱ =

۳

𝑖=۱

𝑥۲
𝑖۲ = (۱

۲
۴

𝛼=۱

�̄�𝑧)۲ − ( ̄𝑧۱ ̄𝑧۴ − ̄𝑧۲ ̄𝑧۳)(𝑧۱𝑧۴ − 𝑧۲𝑧۳) =
۱
۴𝑟

۲ − ̄𝒪۴𝒪۴ (۱۵)

داشت: خواهیم بگیریم، 𝑟 = ۱ و 𝒪۴ = ۰ نتیجه در ،𝑧𝛼 ∈ 𝑋۵ اگر
۳

𝑖=۱

𝑥۲
𝑖۱ =

۳

𝑖=۱

𝑥۲
𝑖۲ =

۱
۴ (۱۶)

صورت به 𝑆۲ × 𝑆۲ روی 𝑈(۱) اصلی تاری کلاف ساختار دارای 𝑋۵ نتیجه، در است. 𝑆۲ ی کره هر برای ۱
۲ شعاع با 𝑆۲ × 𝑆۲ فضای معرف که

باشد: می زیر،

𝑈(۱) 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑈(۱)−𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛−−−−−−−−−−−−→ 𝑋۵ 𝜋−→ 𝑆۲ × 𝑆۲ (۱۷)
مولدهای از است، (𝑥𝑖۱ , 𝑥𝑖۲) که 𝑆۲×𝑆۲ مختصات جای به هندسه این در که، معنا بدان است. ای غیرنقطه ی هندسه یک ناجابجایی، ی هندسه
فرض شود. می استفاده 𝑆۲

𝐹 ×𝑆۲
𝐹 یعنی فازی، 𝑆۲ ×𝑆۲ روی یکانی ناپذیر کاهش ,𝑙۱⁃نمایش 𝑙۲ فضای در 𝑆𝑈(۲)×𝑆𝑈(۲) ای زاویه ی تکانه

جبرلی در مولدها این که است بدیهی است. دوم و اول 𝑆𝑈(۲) مولدهای ترتیب، به 𝐿𝑖۲ و 𝐿𝑖۱ که 𝑋𝑖۲ = 𝜇۲𝐿𝑖۲ و 𝑋𝑖۱ = 𝜇۱𝐿𝑖۱ کنیم می
کنند: می صدق 𝑠𝑢(۲)

[𝐿𝑖۱ , 𝐿𝑗۱] = 𝑖𝜀𝑖۱𝑗۱𝑘۱𝐿𝑘۱ , [𝐿𝑖۲ , 𝐿𝑗۲] = 𝑖𝜀𝑖۲𝑗۲𝑘۲𝐿𝑘۲ , [𝐿𝑖۱ , 𝐿𝑖۲] = ۰ (۱۸)
هستند: 𝑠𝑢(۲) کازیمیر عملگر مقادیر کننده مشخص 𝜇۱,۲ آن، در که

۱
𝜇۲۱

= 𝐶𝑠𝑢(۲) = 𝑙۱(𝑙۱ + ۱), ۱
𝜇۲۲

= 𝐶𝑠𝑢(۲) = 𝑙۲(𝑙۲ + ۱) (۱۹)
بود: خواهند زیر صورت به ما ناجابجایی مختصات نتیجه، در

𝑋𝑖۱ =
𝐿𝑖۱

۲ඥ𝑙۱(𝑙۱ + ۱) , 𝑋𝑖۲ =
𝐿𝑖۲

۲ඥ𝑙۲(𝑙۲ + ۱) (۲۰)

کنند: می صدق زیر صورت به 𝑠𝑢(۲) جبر در که

[𝑋𝑖۱ , 𝑋𝑗۱] =
𝑖

۲ඥ𝑙۱(𝑙۱ + ۱)𝜀𝑖۱𝑗۱𝑘۱𝑋𝑘۱ , [𝑋𝑖۲ , 𝑋𝑗۲] =
𝑖

۲ඥ𝑙۲(𝑙۲ + ۱)𝜀𝑖۲𝑗۲𝑘۲𝑋𝑘۲ , [𝑋𝑖۱ , 𝑋𝑖۲] = ۰ (۲۱)

،𝐶(𝑆۲×𝑆۲) آن در که است 𝐶(𝑆۲×𝑆۲)⁃مدول با Γ∞(𝑆۲×𝑆۲, 𝐸(𝑛))صورت به مقاطع ،𝑋۵ 𝑈(۱)−−−→ 𝑆۲×𝑆۲ ی گونه هوپف تاربندی در
یکریخت هم با چپ، و راست های مدول نتیجه، در است؛ ناجابجایی جبری جبر، این فازی، مدل در باشد. می 𝑆۲×𝑆۲ روی توابع جابجایی جبر
چپ و راست های کنش نقش واقع در که Ⅼ𝑅۱,۲ و Ⅼ𝐿۱,۲ خطی عملگر دو ،Ⅼ۱,۲ ای زاویه ی تکانه عملگر هر برای حالت این در بود. نخواهند

کنیم: می وابسته دارند، را 𝒜𝑙۱ ,𝑙۲ = {𝜓 ∈ 𝑀(۲𝑙۱+۱)(۲𝑙۲+۱)(ℂ)} فازی الحاقی ماتریسی جبر روی
𝐿𝐿𝑖𝛼𝜓 = 𝐿𝑖𝛼𝜓, 𝐿𝑅𝑖𝛼𝜓 = 𝜓𝐿𝑖𝛼 , ∀𝜓 ∈ 𝒜𝑙۱ ,𝑙۲ , 𝛼 = ۱, ۲ (۲۲)

جابجا زیر، جابجاگری روابط طبق هم با چپ و راست عملگرهای این کند. می صدق −𝐿𝑅𝑖𝛼 منفی علامت با 𝑠𝑢(۲) جبر در راست کنش که
شوند: می

[𝐿𝐿𝑖𝛼 , 𝐿
𝑅
𝑗𝛼] = ۰, 𝛼 = ۱, ۲ (۲۳)
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آمدن بدست قابل زیر، صورت به مذکور ناجابجایی مختصات از حدی حالت در بودند، جابجایی 𝑆۲ × 𝑆۲ برای که (𝑥𝑖۱ , 𝑥𝑖۲) مختصات طبیعتا
هستند:

𝑥𝑖𝛼 = ⅼiⅿ
𝑙𝛼→∞

𝐿𝐿,𝑅𝑖𝛼
ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) = ⅼiⅿ

𝑙𝛼→∞

𝐿𝐿,𝑅𝑖𝛼
𝑙𝛼

(۲۴)

الحاقی کنش صورت به را ℒ𝛼 کنیم. می استفاده 𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹 روی ℒ𝛼 اوربیتال۵ ی تکانه عملگر فازی ی نسخه کردن تعریف برای Ⅼ𝑅𝛼 و Ⅼ𝐿𝛼 از
کنیم: می تعریف 𝒜𝑙𝛼 روی 𝐿𝑖𝛼

ℒ𝑖𝛼𝜓 = (𝐿𝐿𝑖𝛼 − 𝐿𝑅𝑖𝛼)𝜓 = 𝑎𝑑𝐿𝑖𝛼𝜓 = [𝐿𝑖𝛼 , 𝜓], 𝛼 = ۱, ۲ (۲۵)
کند: می صدق 𝑠𝑢(۲) جبر در ℒ𝑖𝛼 که دید توان می وضوح به

[ℒ𝑖𝛼 , ℒ𝑗𝛼] = 𝑖𝜀𝑖𝛼𝑗𝛼𝑘𝛼ℒ𝑘𝛼 , [ℒ𝑖۱ , ℒ𝑖۲] = ۰ (۲۶)
شود: می تبدیل جابجایی 𝑆۲ × 𝑆۲ روی ای زاویه ی تکانه عملگر به (۲۵) جابجایی، حد در

ⅼiⅿ
𝑙𝛼→∞

(𝐿𝐿𝑖𝛼 − 𝐿𝑅𝑖𝛼) = 𝑖𝜀𝑖𝛼𝑗𝛼𝑘𝛼𝑥𝑗𝛼
𝜕

𝜕𝑥𝑘𝛼
, 𝛼 = ۱, ۲ (۲۷)

𝑋۵
𝐹 → 𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹 تصویری مدول .۳

گیریم: می نظر در را 𝑋۵ ≅ 𝑆𝑈(۲) × 𝑆𝑈(۲)
𝑈(۱) کل فضای با زیر تاری کلاف ساختار

𝑈(۱) 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡𝑈(۱)−𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛−−−−−−−−−−−−→ 𝑋۵ 𝜋−→ 𝑆۲ × 𝑆۲ (۲۸)
منیفلد و 𝑋۵ منیفلد روی توابع ی ℂ⁃مقداره جبرهای ی دهنده نشان ترتیب به 𝐴ℂ = 𝐶∞(𝑆۲ ×𝑆۲, ℂ) و 𝐵ℂ = 𝐶∞(𝑋۵, ℂ) کنیم می فرض
خورند. می برچسب 𝑛 صحیح عدد با 𝑈(۱) گروه ناپذیر کاهش های نمایش باشد. هستند، هموار نقطه به نقطه ضرب تحت که 𝑆۲ ×𝑆۲ ی پایه

یعنی: کرد؛ بندی کلاسه راست های مدول صورت به توان می را 𝐵ℂ اعضای
𝐶∞(±𝑛)(𝑋۵, ℂ) = {𝜑(±𝑛) ∶ 𝑋۵ → ℂ, 𝜑(±𝑛)(𝑝 ⋅ 𝜔) = 𝜔(±𝑛) ⋅ 𝜑(𝑝) , ∀𝑝 ∈ 𝑋۵ , ∀𝜔 ∈ 𝑈(۱)} (۲۹)

ی قضیه طبق هستند. کلاف یک ی کننده توصیف ها کنش این واقع در که خورند؛ می برچسب 𝑛 با ℂ روی 𝑈(۱) گروه چپ های کنش
با 𝑀 روی شده ساخته برداری های کلاف ی۷ رسته بین کاملی ارزی هم یک ،𝑀 ی فشرده و هموار منیفلد یک برای ،[۲۵] سر⁃سوآن۶
این با متناظر که است شده مشخص 𝐾 جبری ی نظریه در دارد. وجود 𝐶(𝑀) توابع جبر روی متناهی تولید با تصویری های مدول ی رسته

داشت: خواهیم شان وابسته برداری کلاف برای که طوری به دارد؛ وجود 𝑃𝑛 تصویرگرهای ها، کلاف
𝐸(𝑛) = 𝑋۵ ×𝑈(۱) 𝐶

𝜋−→ 𝑆۲ × 𝑆۲ (۳۰)
آزاد مدول در تصویر با است ارز هم خود باشد؛ می 𝐶∞(𝑛)(𝑋۵, ℂ) با یکریخت که Γ∞(𝑆۲ × 𝑆۲, 𝐸(𝑛)) مقاطع راست 𝐴ℂ⁃مدول
عملگر یک 𝑃𝑛 تصویرگر .Γ∞(𝑆۲ × 𝑆۲, 𝐸(𝑛)) = 𝑃𝑛(𝐴ℂ)۲𝑛+۱ که 𝑃𝑛 تصویرگر یک از (𝐴ℂ)(۲𝑛+۱) = 𝐶∞(𝑆۲ × 𝑆۲, ℂ) ⊗ ℂ۲𝑛+۱

است: 𝐶𝐿 روی ۱ ی رتبه با هرمیتی
𝑃𝑛 ∈ 𝑀۲𝑛+۱(𝐴ℂ), 𝑃۲

𝑛 = 𝑃𝑛 , 𝑃†𝑛 = 𝑃𝑛 , 𝑇𝑟𝑃𝑛 = ۱ (۳۱)
۱ یکسان ی رتبه با 𝑃۱, 𝑃۲, ...., 𝑃𝑛+۱ تصویرگر Γ∞(𝑆۲ ×𝑆۲, 𝐸(𝑛)) مقاطع از راست 𝐴ℂ⁃مدول برای است. ثابت تابع ،۱ و رد ،𝑇𝑟 آن در که

نوشت: 𝐴ℂ⁃مدول تصویرگرهای مستقیم جمع از زیر، صورت به توان می را (𝐴ℂ)۲𝑛+۱ آزاد مدول بنابراین دارد. وجود

(𝐴ℂ)۲𝑛+۱ =
۲𝑛+۱
ໄ
𝑖=۱

𝑃𝑖(𝐴ℂ)۲𝑛+۱ (۳۲)

𝑂𝑟𝑏𝑖𝑡𝑎𝑙 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚 𝑂𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟۵
𝑆𝑒𝑟𝑟𝑒 − 𝑆𝑤𝑎𝑛۶

𝐶𝑎𝑡𝑒𝑔𝑜𝑟𝑦۷
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۱
۲ اسپین تصویری 𝐴(𝑆۲⁃مدول

𝐹 × 𝑆۲
𝐹) تصویرگرهای .۴

تصویری 𝐴(𝑆۲⁃مدول
𝐹 × 𝑆۲

𝐹) ی مطالعه با 𝑋۵
𝐹

𝑈(۱)−−−→ 𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹 اصلی تاربندی ی مطالعه ناجابجایی، ی هندسه در سر⁃سوآن ی قضیه طبق
این فازی تصویرگرهای باید تصویری، چپ و راست های مدول ساختن برای لذا شود. می جایگزین مقاطع این متناهی تولید با ناجابجایی

شود: می تصویری چپ مدول برای تصویرگرها ساخت. را ها مدول

𝑃𝐿,𝛼
𝑙𝛼±

۱
۲
= ۱

۲
⎧

⎨
⎩

۱ ± (�𝛼 ⋅X𝛼 +
𝜇𝛼
۲ )

ට𝜇۲𝛼
۴ + ۱

⎫

⎬
⎭

, 𝛼 = ۱, ۲ (۳۳)

شود: می نتیجه (۳۳) در (۱۹) جایگذاری با هستند. 𝑠𝑢(۲) جبرلی معمولی پاولی های ماتریس معرف Σ𝛼,۳ و Σ𝛼,۱, Σ𝛼,۲ آن، در که

𝑃𝐿,𝛼(𝑙𝛼±۱/۲) =
۱
۲ [۱ ±

�𝛼 ⋅ Ⅼ𝐿𝛼 + ۱
ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) + ۱ ] (۳۴)

که: داد نشان توان می راحتی به دهد. می نشان 𝑙𝛼 ± ۱
۲ ی کمینه و بیشینه مقادیر با را ۱

۲ اسپین با ای زاویه ی تکانه چپ شدگی جفت که
𝑃𝐿,𝛼
(𝑙𝛼+

۱
۲ )
+ 𝑃𝐿,𝛼

(𝑙𝛼−
۱
۲ )
= ۱(۲𝑙𝛼+۱)(۲𝑙𝛼+۱) (۳۵)

نوشت: توان می نتیجه در هستند؛ ما تصویری چپ 𝐴(𝑆۲⁃مدول
𝐹) تصویرگرهای اینها

(𝐴(𝑆۲
𝐹))۲ = (𝐴(𝑆۲

𝐹))۲𝑃𝐿,𝛼
(𝑙𝛼+

۱
۲ )
⊕ (𝐴(𝑆۲

𝐹))۲𝑃𝐿,𝛼
(𝑙𝛼−

۱
۲ )

(۳۶)
داد: تعمیم 𝐴(𝑆۲⁃مدول

𝐹 × 𝑆۲
𝐹) برای را (۳۶) توان می ،𝑃𝐿 ∶= (𝑃𝐿,۱, 𝑃𝐿,۲) تعریف با

(𝐴(𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹))۲ = (𝐴(𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹))۲𝑃𝐿
(𝑙+ ۱

۲ )
⊕ (𝐴(𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹))۲𝑃𝐿

(𝑙− ۱
۲ )

(۳۷)
آورد: بدست را متناظرش خودتوان۸ توان می نیز (۳۴) از استفاده با

Γ𝐿
(𝑙± ۱

۲ )
= ۲𝑃𝐿

(𝑙± ۱
۲ )
− ۱ = ± ۲� ⋅ Ⅼ𝐿 + ۱

ට۴𝑙(𝑙 + ۱
۲) + ۱

(۳۸)

متناظرشان راست تصویرگرهای که داشت خواهند شدگی جفت 𝑙𝛼± ۱
۲ ی کمینه و بیشینه مقادیر با هم، با نیز ۱

۲ اسپین و راست ای زاویه ی تکانه
آیند: می بدست (۳۴) در −𝐿𝑅𝑖𝛼 به 𝐿𝐿𝑖𝛼 تغییر با زیر صورت به ،𝑃𝑅,𝛼

(𝑙𝛼±
۱
۲ )

𝑃𝑅,𝛼(𝑙𝛼±۱/۲) =
۱
۲ [۱ ∓

�𝛼 ⋅ Ⅼ𝑅𝛼 − ۱
ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) + ۱ ] (۳۹)

نوشت: توان می نتیجه در هستند؛ ما تصویری راست 𝐴(𝑆۲⁃مدول
𝐹) تصویرگرهای نیز اینها

(𝐴(𝑆۲
𝐹))۲ = (𝐴(𝑆۲

𝐹))۲𝑃𝑅,𝛼
(𝑙𝛼+

۱
۲ )
⊕ (𝐴(𝑆۲

𝐹))۲𝑃𝑅,𝛼
(𝑙𝛼−

۱
۲ )

(۴۰)
داد: تعمیم 𝐴(𝑆۲⁃مدول

𝐹 × 𝑆۲
𝐹) برای را (۴۰) توان می ،𝑃𝑅 ∶= (𝑃𝑅,۱, 𝑃𝑅,۲) تعریف با مجددا مشابه، طور به

(𝐴(𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹))۲ = (𝐴(𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹))۲𝑃𝑅
(𝑙+ ۱

۲ )
⊕ (𝐴(𝑆۲

𝐹 × 𝑆۲
𝐹))۲𝑃𝑅

(𝑙− ۱
۲ )

(۴۱)
آید: می بدست زیر ی رابطه از نیز متناظر خودتوان

Γ𝑅,𝛼
(𝑙𝛼±

۱
۲ )
= ۲𝑃𝑅,𝛼

(𝑙𝛼±
۱
۲ )
− ۱ = ∓ �𝛼 ⋅ Ⅼ𝑅𝛼 − ۱

ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) + ۱ (۴۲)

𝐼𝑑𝑒𝑚𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑡𝑠۸
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۱
۲ اسپین فازی کایرالیتی و دیراک عملگرهای و فازی گینسپارگ⁃ویلسون جبر .۵

آیند: می بدست Γ′𝛼 و Γ𝛼 ولوشن۹ این †⁃ناوردای دو توسط که است ℂ روی †⁃جبر یک 𝒜 فازی گینسپارگ⁃ویلسون جبر
𝒜𝛼 = ⟨Γ𝛼 , Γ′𝛼 ∶ (Γ𝛼)۲ = (Γ′𝛼)۲ = I(۲𝑙𝛼+۱)(۲𝑙𝛼+۱), (Γ𝛼)† = Γ𝛼 , (Γ′𝛼)† = Γ′𝛼⟩, 𝛼 = ۱, ۲ (۴۳)

𝒜𝛼 گینسپارگ⁃ویلسون جبر Γ′𝛼 و Γ𝛼 مولدهای توسط که را زیر عضو دو سازد. می محقق را جبرگینسپارگ⁃ویلسون یک (۴۳) از نمایشی هر
گیریم: می نظر در شوند، می ساخته

Γ𝛼,۱ =
۱
۲(Γ𝛼 + Γ′𝛼) , (Γ𝛼,۱)† = Γ𝛼,۱,

Γ𝛼,۲ =
۱
۲(Γ𝛼 − Γ′𝛼) , (Γ𝛼,۲)† = Γ𝛼,۲

(۴۴)

شوند: می پادجابجا هم با Γ𝛼,۲ و Γ𝛼,۱ ترتیب بدین
൛Γ𝛼,۱, Γ𝛼,۲ൟ = ۰ (۴۵)

داشت: خواهیم Γ′𝛼 و Γ𝛼 با Γ𝑅,𝛼
(𝑙𝛼±

۱
۲ )

و Γ𝐿,𝛼
(𝑙𝛼±

۱
۲ )

گرفتن برابر با

Γ±𝛼,۱ = ± �𝛼 ⋅ ℒ𝐹𝛼 + ۱
ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) + ۱ , Γ±𝛼,۲ = ± �𝛼 ⋅ (Ⅼ𝐿𝛼 + Ⅼ𝑅𝛼)

ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) + ۱ (۴۶)

کرد: تعریف زیر صورت به را 𝑆۲
𝐹 فازی ی کره روی فازی دیراک عملگر توان می حال

𝐷±
𝛼,𝐹 = ඥ𝑙𝛼(𝑙𝛼 + ۱) + ۱Γ±𝛼,۱ = ±(�𝛼 ⋅ ℒ𝐹𝛼 + ۱) (۴۷)

شود[۲۶]: می تبدیل 𝑆۲ ی کره روی دیراک عملگر به (۴۷) حدی حالت در
ⅼiⅿ
𝑙𝛼→∞

𝐷±
𝛼,𝐹 = ±�𝛼 ⋅ ℒ𝛼 ± ۱ (۴۸)

شود: می حدی حالت در که کرد تعریف 𝛾±𝛼,𝐹 = Γ±𝛼,۲ صورت به را 𝑆۲
𝛼,𝐹 روی کایرالیتی عملگر توان می همچنین

ⅼiⅿ
𝑙𝛼→∞

𝛾±𝛼,𝐹 = ±Σ𝛼 ⋅ 𝑥𝛼 (۴۹)

که: دید توان می راحتی به و
ⅼiⅿ
𝑙𝛼→∞

{𝐷±
𝛼,𝐹 , 𝛾±𝛼,𝐹} = ۰ (۵۰)

گینسپارگ⁃ویلسون جبر تعمیم کمک به حال داشتیم. انتظار 𝑆۲ ی کره روی کایرالیتی و دیراک عملگرهای از که است چیزی همان فوق ی نتیجه
می تعریف زیر صورت به که است ℂ روی †⁃جبر یک جبر این بسازیم. فضا این برای را کایرالیتی و دیراک عملگرهای توانیم می ،𝑆۲

𝐹 ×𝑆۲
𝐹 به

شود:
𝒜𝑙۱ ,𝑙۲ = ⟨Γ = Γ۱Γ۲, Γ′ = Γ′۱Γ

′
۲ Γ۲ = Γ′۲ = ۱, Γ† = Γ, Γ′† = Γ′⟩ (۵۱)

صدق زیر جابجایی های رابطه در و شوند می داده (۴۶) توسط که هستند 𝑆۲
𝐹 فازی ی کره هر روی جبر این مولدهای Γ′۱,۲ و Γ۱,۲ آن در که

کنند: می
[Γ۱, Γ۲] = [Γ۱, Γ

′
۲] = [Γ′۱, Γ۲] = ۰ (۵۲)

𝐼𝑛𝑣𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛۹
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چرا کرد خواهیم انتخاب 𝑆۲
𝐹 ×𝑆۲

𝐹 روی کایرالیتی عملگر عنوان به را (۵۱) جبر مولدهای از یکی گیریم. می واحد را ها کره های شعاع اینجا در
به نیز را فازی دیراک عملگر شوند. می جابجایی 𝑆۲ × 𝑆۲ روی 𝛾 = 𝛾۱𝛾۲ یکسان کایرالیتی عملگر به تبدیل آنها دوی هر جابجایی حد در که

کنیم: می تعریف زیر شکل

𝐷𝐹 =
Γ۱Γ۲ − Γ′۱Γ

′
۲

۲ඥ𝑙۱(𝑙۱ + ۱) + ۱ඥ𝑙۲(𝑙۲ + ۱) + ۱ (۵۳)

که: دید توان می وضوح به

Γ۱Γ۲ − Γ′۱Γ
′
۲ =

۱
۲ [(Γ۱ − Γ′۱)(Γ۲ + Γ′۲) + (Γ۱ + Γ′۱)(Γ۲ − Γ′۲)] (۵۴)

زیر: تعاریف از استفاده با حال،

𝐷𝐹۱ = (Γ۱ − Γ′۱)(Γ۲ + Γ′۲)
۲ඥ𝑙۱(𝑙۱ + ۱) + ۱ඥ𝑙۲(𝑙۲ + ۱) + ۱ , 𝐷𝐹۲ = (Γ۱ + Γ′۱)(Γ۲ − Γ′۲)

۲ඥ𝑙۱(𝑙۱ + ۱) + ۱ඥ𝑙۲(𝑙۲ + ۱) + ۱ (۵۵)

کنند: می صدق زیر ی رابطه در که
[𝐷𝐹۱ , 𝐷𝐹۲ ] = ۰ (۵۶)

نوشت: صورت بدین توان می را 𝑆۲
𝐹 × 𝑆۲

𝐹 روی (۵۳) دیراک عملگر
𝐷𝐹 = 𝐷𝐹۱ + 𝐷𝐹۲ (۵۷)

کرد: خواهد میل زیر ی رابطه به (۵۷) جابجایی حد در که
ⅼiⅿ

𝑙۱,۲→∞
𝐷𝐹 = 𝐷۱ + 𝐷۲ = (�۱ ⋅ ℒ۱ + ۱)(�۲ ⋅ x𝑖۲) + (�۱ ⋅ x𝑖۱)(�۲ ⋅ ℒ۲ + ۱) (۵۸)

گیری نتیجه .۶
گینسپارگ⁃ جبر مولدهای ،𝑋۵

𝐹 → 𝑆۲
𝐹×𝑆۲

𝐹 اصلی تاربندی متناهی تولید با تصویری 𝐴(𝑆۲⁃مدول
𝐹×𝑆۲

𝐹) و تصویرگرها از استفاده با مقاله، این در
عملگر این مورد در توجه قابل ی نکته شدند. ساخته و معرفی فازی کایرالیتی و دیراک عملگرهای آن، روی از و شدند ساخته فازی ویلسون

دارد. وجود آن برای صحیحی جابجایی حد که است این شده ساخته دیراک
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گرفته قرار مطالعه مورد می شود، نامیده پارا⁃ساساکی منیفلدهای که لورنتزی منیفلدهای از خاصی نوع مقاله این در
این روی بر نیستند سازگار منیفلد ریمانی متر به نسبت و بوده غیرمتقارن که لوی⁃چویتا التصاق از تعمیمی است.

است. شده بررسی التصاق این به وابسته تصویری انحنای و شده تعریف منیفلدها
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مقدمه .۱
تعمیم های است. کرده فرد منحصربه و خاص بسیار را التصاق این متر، با سازگاری و بودن تاب) (بدون متقارن یعنی ریمانی التصاق مهم ویژگی دو
اشاره و... غیرمتریک ربع⁃متقارن، نیم⁃متقارن، التصاق های به می توان آن از که است شده بیان متفاوت حالت های در التصاق این از مختلفی

.[۵ ،۴ ،۲] کرد
دسته دو پارا⁃تماسی تقریبا و تماسی تقریبا ساختار است، شده بررسی فرد بعد با ریمانی منیفلدهای روی بر که مختلفی ساختارهای بین در
و پارا⁃تماسی تقریبا ساختار دارای که لورنتزی منیفلدهای روی بر را غیرمتریک غیرمتقارن التصاق های اینجا در ما .[۶ ،۱] هستند معروفی

می کنیم. مطالعه هستند پارا⁃ساساکی
و 𝜂 فرمی −۱ ،𝜉 برداری میدان ، 𝜙تانسوری میدان (۱, ۱) به مجهز هرگاه می شود نامیده لورنتزی پارا⁃ساساکی بعدی، −𝑛 هموار منیفلد یک

:[۶ ،۳] می کند صدق 𝑋, 𝑌 برداری میدان هر برای زیر روابط در که باشد 𝑔 لورنتزی متریک
𝜂(𝜉) = −۱, 𝜙۲(𝑋) = 𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉, (۱)

𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌), (۲)

(∇𝑋𝜙)(𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑌)𝑋 + ۲𝜂(𝑋)𝜂(𝑌), (۳)
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که داد نشان می توان و می گوییم ساساکی −𝐿𝑃 را منیفلدها این خلاصه طور به است. 𝑔 لورنتزی متر به نسبت لوی چویتا التصاق یک ∇ که
است: برقرار آن ها در نیز زیر روابط

𝜙𝜉 = ۰, 𝜂(𝜙𝑋) = ۰, 𝑟𝑎𝑛𝑘𝜙 = 𝑛 − ۱. (۴)
کنیم تعریف اگر

Φ(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌), (۵)
داریم 𝜂 فرمی −۱ برای و .[۱] است (۰, ۲) متقارن تانسوری میدان یک Φ(𝑋, 𝑌) آنگاه

(∇𝑋𝜂)𝑌 = Φ(𝑋, 𝑌), Φ(𝑋, 𝜉) = ۰. (۶)
[۶] است برقرار را زیر روابط 𝑍 و 𝑌،𝑋 برداری های میدان برای علاوه به

𝑅(𝑋, 𝑌)𝜉 = 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑌, (۷)

𝑆(𝑋, 𝜉) = (𝑛 − ۱)𝜂(𝑋), (۸)

𝑆(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑆(𝑋, 𝑌) + (𝑛 − ۱)𝜂(𝑋)𝜂(𝑌), (۹)
هستند. 𝑀 ریچی و انحنا تانسور 𝑆 و 𝑅 ترتیب به که

وابسته تصویری وانحنای متقارن ربع التصاق .۲
کند صدق زیر تساوی در آن تاب تانسور هرگاه گوییم متقارن ربع را ∇̄ التصاق پارا⁃تماسی، تقریبا منیفلد روی بر .۱ .۲ تعریف

�̄�(𝑋, 𝑌) = 𝜂(𝑌)𝜙𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜙𝑌, (۱۰)
می نامیم. غیرمتریک را آن نباشد سازگار متر با التصاق این اگر و

دهیم قرار 𝑌 و 𝑋 برداری میدان هر برای اگر باشد. ∇ لوی⁃ چویتا التصاق با ساساکی −𝐿𝑃 منیفلد یک 𝑀 کنید فرض
∇̄𝑋𝑌 = ∇𝑋𝑌 + 𝜂(𝑌)𝜙𝑋 (۱۱)

است. زیر صورت به ∇̄ التصاق به وابسته �̄� تاب تانسور که می دانیم است. 𝑀 روی خطی التصاق یک ∇̄ آنگاه
�̄�(𝑋, 𝑌) = ∇̄𝑋𝑌 − ∇̄𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌]

داریم (۱۱) از
�̄�(𝑋, 𝑌) = 𝜂(𝑌)𝜙𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜙𝑌 (۱۲)

می شود نتیجه 𝑌 و 𝑋 برداری میدان هر برای (۱۱) از این بر علاوه
(∇̄𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = −𝜂(𝑌)Φ(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑍)Φ(𝑋, 𝑌), (۱۳)

است. 𝑀 در متقارن ربع غیرمتریک التصاق یک می دهد نشان که
می شود: تعریف زیر صورت به را 𝑀 روی ∇̄ متقارن ربع غیرمتریک التصاق از �̄� انحنای تانسور
�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 = ∇̄𝑋∇̄𝑌𝑍 − ∇̄𝑌∇̄𝑋𝑍 − ∇̄[𝑋,𝑌]𝑍. (۱۴)

می دهیم. نشان �̄� با را �̄� از حاصل ریچی تانسور
:[۱] می شود تعریف زیر صورت به ∇ لوی چویتا التصاق به نسبت 𝑀 تصویری انحنای تانسور

𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌}. (۱۵)
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ربع التصاق به نسبت 𝑀 از (۱, ۳) نوع از �̄� تصویری انحنای تانسور باشد. 𝑛−بعدی 𝐿𝑃−ساساکی منیفلد یک 𝑀 کنید فرض .۲ .۲ تعریف
میکنیم تعریف زیر صورت به ∇̄ غیرمتریک متقارن

�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 = �̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {�̄�(𝑌, 𝑍)𝑋 − �̄�(𝑋, 𝑍)𝑌}. (۱۶)

𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀) هر برای آنگاه باشد ∇̄ غیرمتریک متقارن ربع التصاق با 𝑛−بعدی 𝐿𝑃−ساساکی منیفلد یک 𝑀 کنید فرض .۳ .۲ قضیه
داریم

�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋}

+ Φ(𝑋, 𝑍)𝜙𝑌 − Φ(𝑌, 𝑍)𝜙𝑋. (۱۷)
داریم: (۱۶) در (۱۱) و (۵) جایگذاری با اثبات.

�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 = �̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {�̄�(𝑌, 𝑍)𝑋 − �̄�(𝑋, 𝑍)𝑌}

= 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 + Φ(𝑋, 𝑍)𝜙𝑌 − Φ(𝑌, 𝑍)𝜙𝑋 + 𝜂(𝑍){𝜂(𝑌)𝑋

− 𝜂(𝑋)𝑌} − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑛𝜂(𝑌)𝜂(𝑍)𝑋

− 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑛𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝑌}

= 𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋

− 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋} + Φ(𝑋, 𝑍)𝜙𝑌 − Φ(𝑌, 𝑍)𝜙𝑋.

𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ Γ(𝑇𝑀) هر برای آنگاه باشد ∇̄ غیرمتریک متقارن ربع التصاق با 𝑛−بعدی 𝐿𝑃−ساساکی منیفلد یک 𝑀 کنید فرض .۴ .۲ قضیه
است. برقرار زیر رابطه

�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 + �̄�(𝑌, 𝑋)𝑍 = ۰. (۱۸)
داریم (۱۷) از استفاده با اثبات.

�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 + �̄�(𝑌, 𝑋)𝑍 = 𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋

−𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋} + Φ(𝑋, 𝑍)𝜙𝑌 − Φ(𝑌, 𝑍)𝜙𝑋

+𝑃(𝑌, 𝑋)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑋)𝑌

−𝜂(𝑍)𝜂(𝑋)𝑌} + Φ(𝑌, 𝑍)𝜙𝑋 − Φ(𝑋, 𝑍)𝜙𝑌
= 𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 + 𝑃(𝑌, 𝑋)𝑍

= 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌}

+𝑅(𝑌, 𝑋)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋} = ۰,

صورت این است.در ∇̄ غیرمتریک متقارن ربع التصاق با 𝐿𝑃−ساساکی منیفلد یک 𝑀 کنید فرض .۵ .۲ قضیه
�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 + �̄�(𝑌, 𝑍)𝑋 + �̄�(𝑍, 𝑋)𝑌 = ۰. (۱۹)
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بنویسیم می توانیم انحنا ریمانی، انحنای تانسور در بیانچی خاصیت همچنین و Φ تانسوری میدان و 𝑔 متر بودن متقارن به توجه با اثبات.

�̄�(𝑋, 𝑌)𝑍 + �̄�(𝑌, 𝑍)𝑋 + �̄�(𝑍, 𝑋)𝑌 = 𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 + 𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋

−𝜂(𝑍)𝜂(𝑌)𝑋} + Φ(𝑋, 𝑍)𝜙𝑌 − Φ(𝑌, 𝑍)𝜙𝑋

+𝑃(𝑌, 𝑍)𝑋 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑍, 𝑋)𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑋)𝑍 + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑍)𝑌

−𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝑍} + Φ(𝑌, 𝑋)𝜙𝑍 − Φ(𝑍, 𝑋)𝜙𝑌

+𝑃(𝑍, 𝑋)𝑌 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑔(𝑋, 𝑌)𝑍 − 𝑔(𝑍, 𝑌)𝑋 + 𝜂(𝑌)𝜂(𝑋)𝑍

−𝜂(𝑌)𝜂(𝑍)𝑋} + Φ(𝑍, 𝑌)𝜙𝑋 − Φ(𝑋, 𝑌)𝜙𝑍
= 𝑃(𝑋, 𝑌)𝑍 + 𝑃(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑃(𝑍, 𝑋)𝑌

= 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌}

+𝑅(𝑌, 𝑍)𝑋 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑍, 𝑋)𝑌 − 𝑆(𝑌, 𝑋)𝑍}

+𝑅(𝑍, 𝑋)𝑌 − ۱
𝑛 − ۱ {𝑆(𝑋, 𝑌)𝑍 − 𝑆(𝑍, 𝑌)𝑋}

= 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 + 𝑅(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑅(𝑍, 𝑋)𝑌 = ۰.
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کسری معادله دقیق های جواب یافتن برای یافته تعمیم گویا نمایی تابع کاربرد
ایوانف گرایجکوف⁃

شریفآ احمد آقآ، عالیه
کاووس گنبد دانشگاه پایه علوم دانشکده ریاضی آگروه

چکیده
به است. ریاضی فیزیک در مسائل برانگیزترین چالش از یکی جزئی معادلات برای دقیق تحلیلی های جواب یافتن
تقریبی و عددی های روش از استفاده موارد دراین یافت. معادلات از دسته این برای دقیقی جواب توان نمی کلی طور
همیشه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای دقیق جواب های روش وجود، این با است. ناپذیر اجتناب
این از هدف دهند. می ارائه استفاده برای محدودیتی هیچ بدون مستقیماً را جواب ها آن زیرا شوند، می داده ترجیح
ابتدا منظور، این .برای باشد می ایوانف گرایجکوف⁃ معادله های جواب بررسی برای نمایی تابع روش کاربرد مقاله
یافته تعمیم گویا نمایی تابع روش نام به پیشنهادی جدید تحلیلی روش یک طریق از را معادله جدید نوری جواب چند
دست به برای است. شده ترسیم نمودار چندین ها، جواب این دینامیکی رفتار درک منظور به آوریم. می دست به
به رسیدن برای تواند می مقاله این های یافته اند. گرفته قرار استفاده مورد بحث این در روش دو نتایج بهترین آوردن

باشد. برخوردار بالایی اهمیت از غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات سایر های جواب

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

یافته تعمیم گویا نمایی تابع
غیرخطی شرودینگر معادله

دقیق جواب های
گرایجکوف⁃ایوانف آشفته معادله

مقدمه .۱
زیادی تحلیلی و عددی های روش اخیر های سال در گیرند. می قرار مطالعه مورد مختلف های دیدگاه از اغلب غیرخطی شرودینگر۱ معادلات
دارای که است ای معادله است، گرفته قرار مطالعه مورد همه از بیش که غیرخطی شرودینگر معادله است. شده پیشنهاد معادلات این حل برای
مورد را دارد نام ایوانف۲ گرایجکوف⁃ آشفته معادله که را ۵ مرتبه از شرودینگر غیرخطی معادله ما مقاله، این در است. سوم درجه غیرخطی یک
غیرخطی شرودینگر معادلات برای جدید های جواب آوردن دست به برای جدید روشی از استفاده مقاله این اصلی دستاورد دهیم. می قرار بحث

است، شده ارائه زیر معادله توسط ایوانف گرایجکوف⁃ آشفته معادله که گیریم می نظر در ما خاص، طور به است.

𝑖𝐷𝛼
𝑡 𝑞 + 𝑎𝐷۲𝛼

𝑥 𝑞 + 𝑏 |𝑞|۴ 𝑞 =
𝑖 ቂ𝑐𝑞۲𝐷𝛼

𝑥 𝑞 + 𝜆۱𝐷𝛼
𝑥 𝑞 + 𝜆۲𝐷𝛼

𝑥 ቀ|𝑞|
۲ 𝑞ቁ + 𝜃𝐷𝛼

𝑥 |𝑞|
۲ 𝑞ቃ , (۱)

روش از بسیاری اخیر، های سال در است. کرده جلب خود به را محققین از بسیاری توجه آن، بالای اهمیت دلیل به اخیر های سال در مدل این
روش ها، روش این بهترین از یکی اند،که شده ارائه خطی غیر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از دقیق های جواب یافتن برای جدید های
مستقیم از یکی و دقیق موج های جواب محاسبه برای موثر و کارامد حل روش یک گردون سینوس⁃ روش .[۳ −۱] است سینوس⁃گردون۳

Sⅽhroⅾinger۱
Gerⅾjikov−Ivanov۲

ⅿethoⅾ Sine−Gorⅾon۳
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روش این تفاوت . است[۴− ۷] خطی غیر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دقیق های جواب یافتن برای جبری روشهای موثرترین و ترین
با آشفته موج های جواب تعیین برای تر صریح و تر دقیق گیری نتیجه و کننده خسته و پیچیده محاسبات از اجتناب ، قدیمی های روش سایر با

است. بالا دقت

روش تحلیل .۲
باشد. می ذیل قرار از مختلف مراحل انجام با روش این از استفاده نحوه

گیریم. می نظر در 𝑞 = 𝑞 (𝑥, 𝑡) برای را معمولی غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک ۱.درابتدا
ℒ(𝜓, 𝜓′, 𝜓″, …) = ۰, (۲)

توسط که شود می معمولی دیفرانسیل معادله یک به تبدیل (۲) معادله ، 𝜉 = 𝛿𝑥 − 𝑙𝑡و𝑞 (𝑥, 𝑡) = 𝑄 (𝜉) از موج تبدیل با که
𝑄(𝜓,𝜓′, 𝜓″, …) = ۰, (۳)

شود. می داده نمایش
پذیرد می را دقیقی جواب (۳) معادله که کنیم می فرض ۲.حال

𝜓 (𝜉) = 𝐴۰ +
𝑀

𝑘=۱
𝐴𝑘𝜓 (𝜉)𝑘 +

𝑀

𝑘=۱
𝐵𝑘𝜓 (𝜉)−𝑘 , (۴)

آن در که

𝜓 (𝜉) = 𝑝۱𝑒𝑞۱𝜉+𝑝۲𝑒𝑞۲𝜉
𝑝۳𝑒𝑞۳𝜉+𝑝۴𝑒𝑞۴𝜉 ,

𝑝𝑖 , 𝑞𝑖(۱ ≤ 𝑖 ≤ ۴)
𝐴۰, 𝐴𝑘 , 𝐵𝑘(۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑀),

(۵)

ارزیابی (۳) رابطه در همگن تعادل اعمال با که است ثابت و𝑀یک شوند. می محاسبه بعدا که هستند پارامترهایی ,𝐴۰ها 𝐴𝑘 , 𝐵𝑘 و ها 𝑝𝑖 , 𝑞𝑖شود.و می
صفر با 𝑒𝑞𝑖𝜉 , 𝑖 = ۱, ۲, ۳, .... از ممکن های توان تمام ضرایب قراردادن مساوی و (۵) معادله با همراه (۳) در (۴) معادله جایگزین با .۳
خواهد استخراج (۲) های جواب صریح شکل (۵) و (۴) معادلات در آمده دست به های جواب جایگزینی و غیرخطی دستگاه حل با ودرنهایت

شد.

نمایی تابع روش کاربرد .۳
گیریم نظرمی در توافقی کسری مشتقات از استفاده با را زیر موجی تغییرمتغیر شده مطرح روش از استفاده با (۱) معادله حل جهت ادامه در

𝑞 (𝑥, 𝑡) = 𝑄 (𝜉) 𝑒𝑖𝜙(𝑥,𝑡),
𝜉 = ቀ ۱

𝛼ቁ 𝑥
𝛼 − ቀ 𝑣𝛼ቁ 𝑡

𝛼 ,
𝜙 = ቀ− 𝑘

𝛼ቁ 𝑥
𝛼 + ቀ𝜔𝛼 ቁ 𝑡

𝛼 ,
(۷)

داشت خواهیم مختلط قسمت از (۱) معادله در (۷) جاگذاری با
(𝑣 + 𝜆۱ + ۲𝑎𝑘) + (𝑐 + ۳𝜆۲ + ۲𝜃)𝑄۲ = ۰ (۸)

داشت: خواهیم بنابراین

𝑣 = −𝜆۱ − ۲𝑎𝑘, 𝜃 = −۱
۲ (𝑐 + ۳𝜆۲) (۹)
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شود می استخراج زیر فرمول حقیقی قسمت از و
𝑎𝑄″ − ൫𝜔 + 𝑎𝑘۲ + 𝜆۱𝑘൯𝑄 + (𝑐 − 𝜆۲) 𝑘𝑄۳ + 𝑏𝑄۵ = ۰. (۱۰)

متغیر تغییر به نیاز بسته های جواب آوردن بدست برای بنابراین .𝑀 = ۱
۲ داشت خواهیم 𝑄″ و 𝑄۵ بین همگن بالانس گرفتن نظر در با ادامه در

داشت خواهیم (۱۰) معادله در متغیر تغییر این جاگذاری با داریم 𝑄 = ℜ۲

𝑎 ቆ۲ℜℜ″ − ቀℜ′ቁ
۲
ቇ − ۴ ൫𝜔 + 𝑎𝑘۲ + 𝜆۱𝑘൯ℜ۲ + ۴ (𝑐 − 𝜆۲) 𝑘ℜ۳ + ۴𝑏ℜ۴ = ۰. (۱۱)

: داریم (۴) معادله اساس بر بنابراین .𝑀 = ۱ داشت خواهیم (۱۱) معادله در همگن بالانس گرفتن نظر در با اکنون
ℜ(𝜉) = 𝐴۰ + 𝐴۱𝜓 (𝜉) + 𝐵۱

𝜓(𝜉) . (۱۲)
داریم: زیر صورت به را (۱) معادله های جواب نظر مد روش برای شده مطرح مراحل گرفتن نظر در با و (۱۱) در (۱۲) دادن قرار با

داشت خواهیم (۵) معادله در جاگذاری و 𝑝 = [۰, ۲, −۲, ۰], 𝑞 = [۰, ۰, −۱, ۰] گرفتن نظر در با اول: حالت
𝜓(𝜉) = 𝑒−𝜉 (۱۳)

داشت خواهیم (۱۱) معادله در سپس و (۱۲) معادله در (۱۳) جاگذاری با
𝐴۰ =

−𝑘(ⅽ−𝜆۲)
۴𝑏 , 𝐴۱ =

۱
۲ , 𝐵۱ =

۲𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲
۳۲𝑏۲ ,

𝜔 = (−۴𝑎𝑏−(𝑐−𝜆۲)۲)𝑘۲−۴𝑘𝜆۱𝑏+𝑎𝑏
۴𝑏 .

زیر صورت به را (۱۱) معادله جواب (۱۲) معادله بالادر آمده بدست مقادیر جاگذاری با حال
ℜ(𝜉) = −𝑘(ⅽ − 𝜆۲)

۴𝑏 + ۱
۲𝑒

−𝜉 + ۲𝑘۲(𝑐 − 𝜆۲)۲
۳۲𝑏۲ 𝑒𝜉.

رو این از
𝑄 = ቆ−𝑘(ⅽ − 𝜆۲)

۴𝑏 + ۱
۲𝑒

−𝜉 + ۲𝑘۲(𝑐 − 𝜆۲)۲
۳۲𝑏۲ 𝑒𝜉ቇ

۲

داشت: خواهیم زیر صورت به را (۱) معادله جواب نهایت در و
𝑞۱ (𝑥, 𝑡) = ൬−𝑘(ⅽ−𝜆۲)

۴𝑏 + ۱
۲𝑒

−ቀቀ ۱
𝛼 ቁ𝑥

𝛼−ቀ 𝑣𝛼 ቁ𝑡
𝛼ቁ +

+ ۲𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲
۳۲𝑏۲ 𝑒ቀቀ

۱
𝛼 ቁ𝑥

𝛼−ቀ 𝑣𝛼 ቁ𝑡
𝛼ቁ൰

۲
𝑒
𝑖ቌቀ− 𝑘

𝛼 ቁ𝑥
𝛼+ቌ

(−۴𝑎𝑏−(𝑐−𝜆۲)۲)𝑘۲−۴𝑘𝜆۱𝑏+𝑎𝑏۴𝑏
𝛼 ቍ𝑡𝛼ቍ

است. شده بیان کسری مشتق نماد 𝛼 = ۰٫۹ 𝛼و = ۰٫۳ تغییرات ازای به 𝑞۱ (𝑥, 𝑡) جواب گرافیکی رفتار زیر تصاویر در
داشت خواهیم (۵) معادله در جاگذاری و 𝑝 = [۱, ۰, ۱, −۱], 𝑞 = [۱, ۰, ۰, ۱] گرفتن نظر در با : دوم حالت

𝜓 (𝜉) = 𝑒𝜉
۱ − 𝑒𝜉 (۱۴)

داشت خواهیم (۱۱) معادله در سپس و (۱۲) معادله در (۱۴) جاگذاری با

𝐵۱ =
ට൫۳۲𝑎𝑘۲+۳۲𝑘𝜆۱−۸𝑎+۳۲𝑤൯𝑏+۹𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲+(−𝑐+𝜆۲)𝑘

۱۶𝑏 ,

𝐴۰ =
ට൫۳۲𝑎𝑘۲+۳۲𝑘𝜆۱−۸𝑎+۳۲𝑤൯𝑏+۹𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲+۳(−𝑐+𝜆۲)𝑘

۸𝑏 ,
𝐴۱ = (((۸𝑎𝑏 + ۳(𝑐 − 𝜆۲)۲)𝑘۲ + ۸𝑏𝑘𝜆۱+

۲𝑏 (𝑎 + ۴𝑤))ට()۳۲𝑎𝑘۲ + ۳۲𝑘𝜆۱ − ۸𝑎 + ۳۲𝑤)𝑏 + ۹𝑘۲ (𝑐 − 𝜆۲)
۲−

۷۲𝑘(𝑐 − 𝜆۲)((𝑎𝑏 + (۵(𝑐 − 𝜆۲)۲)/۲۴)𝑘۲ + 𝑏𝑘𝜆۱ + 𝑏(𝑎 + ۳۶𝑤)/۳۶))
/(۱۲۸𝑏((𝑎𝑏 + (۳(𝑐 − 𝜆۲)۲)/۸)𝑘۲ + 𝑏𝑘𝜆۱ + 𝑏(𝑎 + ۴𝑤)/۴))
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𝛼 = ۰٫۹ ازای به 𝑞۱ بعدی سه گرافیک :۱ شکل

𝛼 = ۰٫۳ ازای به 𝑞۱ بعدی سه گرافیک :۲ شکل

𝛼 = ۰٫۹ ازای به 𝑞۱ بعدی دو گرافیک :۳ شکل
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𝛼 = ۰٫۳ ازای به 𝑞۱ بعدی دو گرافیک :۴ شکل

زیر صورت به را (۱۱) معادله جواب (۱۲) معادله بالادر آمده بدست مقادیر جاگذاری با حال

ℜ(𝜉) =
ට൫۳۲𝑎𝑘۲+۳۲𝑘𝜆۱−۸𝑎+۳۲𝑤൯𝑏+۹𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲+۳(−𝑐+𝜆۲)𝑘

۸𝑏 +
[(((۸𝑎𝑏 + ۳(𝑐 − 𝜆۲)۲)𝑘۲ + ۸𝑏𝑘𝜆۱+

۲𝑏 (𝑎 + ۴𝑤))ට(۳۲𝑎𝑘۲ + ۳۲𝑘𝜆۱ − ۸𝑎 + ۳۲𝑤)𝑏 + ۹𝑘۲ (𝑐 − 𝜆۲)
۲−

۷۲𝑘(𝑐 − 𝜆۲)((𝑎𝑏 + (۵(𝑐 − 𝜆۲)۲)/۲۴)𝑘۲ + 𝑏𝑘𝜆۱ + 𝑏(𝑎 + ۳۶𝑤)/۳۶))
/ ቀ۱۲۸𝑏 ቀቀ𝑎𝑏 + ቀ۳ (𝑐 − 𝜆۲)

۲ቁ /۸ቁ 𝑘۲ + 𝑏𝑘𝜆۱ + 𝑏 (𝑎 + ۴𝑤) /۴)ቁቃ 𝑒𝜉
۱−𝑒𝜉+

ቌ
ට൫۳۲𝑎𝑘۲+۳۲𝑘𝜆۱−۸𝑎+۳۲𝑤൯𝑏+۹𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲+(−𝑐+𝜆۲)𝑘

۱۶𝑏 ቍ ۱−𝑒𝜉
𝑒𝜉 .

داشت: خواهیم زیر صورت به را (۱) معادله جواب نهایت در و

𝑞۲ (𝑥, 𝑡) = ቐ
ට൫۳۲𝑎𝑘۲+۳۲𝑘𝜆۱−۸𝑎+۳۲𝑤൯𝑏+۹𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲+۳(−𝑐+𝜆۲)𝑘

۸𝑏 +

[(((۸𝑎𝑏 + ۳(𝑐 − 𝜆۲)۲)𝑘۲ + ۸𝑏𝑘𝜆۱+

۲𝑏 (𝑎 + ۴𝑤))ට(۳۲𝑎𝑘۲ + ۳۲𝑘𝜆۱ − ۸𝑎 + ۳۲𝑤)𝑏 + ۹𝑘۲ (𝑐 − 𝜆۲)
۲−

۷۲𝑘(𝑐 − 𝜆۲)((𝑎𝑏 + (۵(𝑐 − 𝜆۲)۲)/۲۴)𝑘۲ + 𝑏𝑘𝜆۱ + 𝑏(𝑎 + ۳۶𝑤)/۳۶))
/ ቀ۱۲۸𝑏 ቀቀ𝑎𝑏 + ቀ۳ (𝑐 − 𝜆۲)

۲ቁ /۸ቁ 𝑘۲ + 𝑏𝑘𝜆۱ + 𝑏 (𝑎 + ۴𝑤) /۴)ቁቃ 𝑒ቀ
۱
𝛼 ቁ𝑥𝛼−ቀ 𝑣𝛼 ቁ𝑡𝛼

۱−𝑒ቀ
۱
𝛼 ቁ𝑥𝛼−ቀ 𝑣𝛼 ቁ𝑡𝛼

+

ቌ
ට൫۳۲𝑎𝑘۲+۳۲𝑘𝜆۱−۸𝑎+۳۲𝑤൯𝑏+۹𝑘۲(𝑐−𝜆۲)۲+(−𝑐+𝜆۲)𝑘

۱۶𝑏 ቍ ۱−𝑒ቀ
۱
𝛼 ቁ𝑥𝛼−ቀ 𝑣𝛼 ቁ𝑡𝛼

𝑒ቀ
۱
𝛼 ቁ𝑥𝛼−ቀ 𝑣𝛼 ቁ𝑡𝛼

ቑ × 𝑒𝑖ቀቀ−
𝑘
𝛼 ቁ𝑥

𝛼+ቀ𝜔𝛼 ቁ𝑡
𝛼ቁ
.

گیری ونتیجه بحث .۴
گویا) و متناوب سالیتونی، های (جواب دقیق های جواب استخراج برای را یافته تعمیم گویا نمایی تابع روش از جدید کاربرد یک تحقیق، این در
روش این و آورد می بدست را سالیتونی های جواب بیشتر و است موثر و اعتماد قابل روش این عملکرد ایم. داده ارائه گرابجکو⁃ایوانف معادله
صریح و تر دقیق گیری نتیجه و کننده خسته و پیچیده محاسبات از اجتناب جمله از دارد جبری مستقیم های روش دیگر به نسبت بیشتری مزیت

است. بالا دقت با منزوی موج های جواب تعیین برای تر
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چکیده
باشد می کشور در مختلف های گروه برای مهم های چالش از یکی آن بینی پیش ایران در ارز نرخ نوسانات به توجه با
کارایی بخشیدن بهبود برای تلاش و است بینی پیش های مدل های مشخصه ترین مهم جمله از ها بینی پیش دقت .
تا ۱۳۹۵ سال از ارز نرخ چند زمانی سری های داده با مقاله این است.در نشده متوقف هرگز زمانی سری های مدل
مقاله این در شده استفاده مدل است. شده پرداخته ایران در مدت کوتاه زمانی افق در ارز نرخ بینی پیش به ۱۴۰۰ سال
این در باشد. می وال سازی بهینه الگوریتم با (ⅯⅬP لایه( چند پرسپترون مصنوعی عصبی شبکه از ترکیبی مدل یک
نسبت شده ارائه مدل که دهد می نشان حاصله نتایج . باشد می مختلف های وقفه با ها داده ورودی، های متغیر مدل

. باشد می برخوردار بهتری عملکرد از لایه چند پرسپترون مصنوعی عصبی شبکه مدل به

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

ارز نرخ
لایه چند پرسپترون عصبی شبکه

زمانی سری
وال الگوریتم

مقدمه .۱
نوسانات که است ارز نرخ است، اثرگذار الملل بین و داخـل اقتصـاد در متغیرهـا دیگـر رفتـار در که اقتصاد، کلیدی و مهم متغیرهای از یکی
در باشد. داشـته ها پرداخت تراز کلی طور به و سرمایه جریان و کشورها خارجی بازرگانی وضعیت در ای ملاحظه قابل تأثیرات تواند می آن
ماندگارتر و شدیدتر متغیر این تأثیرات دارد، خارجی ای سرمایه و ای واسـطه اولیـه، مـواد به زیادی وابستگی تولید که توسعه، درحال کشورهای
و اسـت الملل بین اقتصاد حائزاهمیـت هـای موضـوع از ارز نرخ رفتار بینی پیش و ارز نرخ در مؤثر عوامل شناسایی علـت، همـین بـه اسـت.
از مختلفی های روش از بینی پیش برای است.[۸] توسعه درحال کشورهای در ویـژه بـه اقتصـادی، محققـان و گـذاران سیاسـت موردتوجـه
می استفاده و... هموار نمو و (ARIⅯA) متحرک میانگین و اتورگرسیو مانند زمانی سریهای مدلهای رگرسیون، مثل آماری های روش جمله
مورد بینی پیش برای سازی بهینه های الگوریتم و عصبی شبکه های روش از استفاده ، مصنوعی هوش و فراابتکاری های روش رشد با اما شود
روش خطای وال سازی بهینه الگوریتم از استفاده با مقاله این در اند. کرده استفاده آن از بینی پیش مقالات در زیادی محققان و گرفته قرار توجه

. شود می داده بهبود ایران در ارز بینی پیش منظور به را عصبی شبکه

پیشین مطالعات بر مروری .۲
اند. پرداخته پژوهش به زمینه این در زیادی محققان و است شده ارائه متعددی زمانی سری الگوهای و ها روش ارز، نرخ بینی پیش برای

این دادند. ارائه احتمالی عصبی های شبکه از استفاده بـا چندلایه های پرسپترون از جدید ترکیبی روش یک خود تحقیق در همکاران و خاشعی
بینی پیش در مـدل دقـت و عملکـرد و کرد سازی مدل کارآتر و بهتر را ارز نرخ زمانی سری در موجود خـاص الگوهـای و تغییرات ها روش
نموده بینی پیش را ارز ی روزانه نرخ عصبی های شبکه الگوی دو از استفاده با را ارز نرخ پنج همکاران و نژاد زراء یافت.[۵] افزایش زمانی سری

مود) پارسی نفیسه ) n.parsi.m@gmail.com الکترونیک: پست
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بهتری عملکرد ARIⅯAخطی الگوی با مقایسه در ارز های نرخ بینی پیش برای عصبی ی شبکه غیرخطی الگوی داد نشان پژوهش .نتایج اند
دو ملابهرامی و خداویسی [۷ است.[ داشته عصبی شبکه ی الگو ز ا تری مناسب عملکرد مورد هشت در فقط ARIⅯAخطی الگوی و دارد
بینی پیش و برازش جهت را (ⅯJⅮ)مرتن پرش ر⁃ انتشا الگوی و (GBⅯ)ژئومتری براونی حرکت تصادفی دیفرانسیل معادلات براساس الگو
یسه مقا و دلار) بر ریال ایران( رسمی بازار ارز نرخ روزانه های ازداده استفاده با آنها کردند. ارائه ایران رسمی بازار ارز نرخ زمانی سری آتی روند
ی نمونه از خارج بینی پیش در ARIⅯA و GBⅯالگوهای بر ⅯJⅮ الگوی دادند نشان ARIⅯA اقتصادسنجی الگوهای و الگوها این بین
(SSA) تکین مقادیر مجموعه تحلیل روش از خود پژوهش در محمودوند و یارمحمدی دارد.[۶] برتری RⅯSE گشتاورهای براساس ارز خ نر
استفاده رقیب الگوی یک ز ا شده ارائه الگو کیفیت ارزیابی برای و ARIⅯA الگوی از ریال ربه دلا روزانه نرخ بینی پیش و الگوسازی برای و
متوسط مدت، کوتاه بینی پیش های گام برای ای) نمونه (برون بینی پیش خطای و ای) نمونه برازش(درون خطای مقایسه، برای آنها اند. کرده
در شود.[۱۳]گالشچاک گرفته بکار منظور این برای توانمند روش یک بعنوان تواند می SSAکه دهد می نشان نتایج کردند. استفاده بلندمدت و
پیش به دلار به نسبت ژاپن ین و پوند یورو، ارز های نرخ زمانی سری تابلویی های داده و مصنوعی عصبی ی شبکه بکارگیری با خـود ی مقالـه
ارز نرخ بینی پیش به همکاران و رسیدند.[۱]سرمپینیس باشد، عملی های سیستم در استفاده قابل که مناسب دقتی با نتایج به و پرداختند آنها بینی
نشان نرخ نسبت سه با تحقیق نتایج و پرداختند ذرات انبوه سازی بهینه روش و شعاعی پایه تابع توابع بکارگیری با تطبیقی عصبی های شبکه با
رشد الگوهای مقایسه با ای مقاله در خداویسی و گرگری منصوری دهد.[۴] می ارائه بهتری بینی پیش دیگر های مدل به نسبت مدل این که داد
نتایج و دادند انجام را ایران در ارز نرخ بینی پیش بهینه الگوی یافتن و طراحی و اتورگرسیو خطی غیر عصبی شبکه هاروی، هاروی، لجستیک
بینی پیش را ارز نرخ دیگر الگوهای از بهتر و آمده شمار به اساسی های مزیت از یکی خطی غیر جزء با هاروی الگوی ترکیب که دهد می نشان
نرخ بینی پیش برای پویا و ایستا مختلف مصنوعی عصبی ی شبکه شش عملکرد بررسی به ای مقاله در دیگران و دیزج هاشمی [۸]. کند می
نرخ روی تاثیرگذار متغیرهای برای تا۱۳۹۶ ۱۳۸۳ زمانی دوره طی فصلی های داده بکارگیری با و ترکیبی و تکنیکال بنیادی، رویکردهای با ارز
به مربوط عملکرد بهترین که دهد می نشان نتایج دادند. انجام آمریکا، و ایران کشور دو برای داخلی ناخالص تولید و نقدینگی تورم، شامل ارز
های داده کم تعداد علیرغم ارز نرخ از دقیقی نسبتاً بینی پیش که است شده میسر وقفه چهار و نرون شانزده ساختار با و تکنیکال ایستای ی شبکه
و فتاحی باشد.[۱۲] می وقفه دو و نرون ده ساختار با ترکیبی ایستای ی شبکه به مربوط مناسب عملکرد دومیـن همچنین دهد. می ارائه ورودی
سری و ساختاری های مدل شامل ترکیبی الگوی یک ژنتیک الگوریتم روش از استفاده با است ارز نرخ بینی پیش برای که تحقیقی در همکاران
از اند داده ارائه که روشی که رسند می نتیجه این به و دهد می قرار مقایسه مورد دیگر روشهای با را آن عملکرد سپس و دهند می ارائه زمانی

[۹ ] دارد. دیگر روشهای به نسبت بالاتری دقت

نظری مبانی .۳
مصنوعی عصبی شبکه .۱ .۳

محاسبه چارچوب یک و بوده ها داده در متعدد غیرخطی موارد تخمیــن بـه قـادر کـه هـستند هایی روش جمله از مصنوعی عصبی های شبکه
اسـت ایـن غیرخطـی، دیگـر مدلهای بـه نـسبت مدلها اینگونه بارز های مزیت از یکی اند. غیرخطی مـسائل از وسیعی دامنه برای پذیر انعطاف ای
شبکه از اینگونه بزنند. تقریب دلخواه دقت با را تابعی نـوع هـر توانند می که هستند جهانی زننده تقریب یک مصنوعی عـصبی هـای شـبکه کـه
قـوت نقطـه هستند. داده بر مبتنی مدل یک طورکلی به و نداشته سـازی مـدل فرایند در مدل شکل مورد در فرضی پیش گونه هیچ به نیاز ها
دارند وجود مصنوعی عصبی های شبکه از مختلفی انواع [۵ ] هاست، داده در موجــود اطلاعــات مــوازی پــردازش عــصبی هــای شــبکه
مدل گونه این است. شده استفاده (ⅯⅬP) لایه چند پرسپترون عصبی شبکه از مقاله این در گیرنـد می قرار استفاده مورد بینی پیش منظور به کـه
از گونه این در (𝑡−𝑝𝑦 ، … ،𝑡−۱𝑦) ها ورودی و (𝑡𝑦) خروجی بین رابطه . اند شده تشکیل هم به متصل اطلاعات پردازش برای لایه سه از ها

است: ترتیب این به ها شبکه

𝑦𝑡 = 𝑏۰ +
𝑞

𝑗=۱
𝑤𝑗.𝑔 ቆ𝑏۰𝑗 +

𝑝

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑗.𝑦𝑡−𝑖ቇ + 𝜀𝑡 (۱)

مخفی های گره تعداد q و ورودی های گره تعداد p، شوند می نامیده اتصالی های وزن اغلب که بوده مدل عوامل 𝑖𝑗𝑤 ، 𝑗𝑤 که طوری به
مورد خروجی و مخفی های لایه برای سازی فعال توابع عنوان به اغلب که هستند توابعی جمله از خطی و ( ۲ )رابطه سیگموئیدی هستند.توابع

گیرند. می قرار استفاده

𝑠𝑖𝑔 (𝑥) = ۱
۱ + exp(−𝑥) (۲)

خواهند آینده مقدار به گذشته های مشاهده از خطی غیر نگاشت یک عنوان به حقیقت در (۱ رابطه) مصنوعی عصبی های شبکه مدل رو این از
دیگر: عبارت به بود،

𝑦𝑡 = 𝑓 ൫𝑦𝑡−۱, … , 𝑦𝑡−𝑝, 𝑤൯ + 𝜀𝑡 (۳)
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وال سازی بهینه الگوریتم .۲ .۳
نهنگ بزرگترین از یکی شوند. می درنظرگرفته شکارچیان عنوان به اغلب و پستانداران بزرگترین عنوان به و باشند می فانتزی موجودات ها نهنگ
نهنگ مورد در مسئله ترین جالب هستند. کوچک ماهی و کریل گله شان علاقه مورد های طعمه که باشد می دار کوهان نهنگ دندان، بی های
های حباب ایجاد با تغذیه این که شود می شناخته حباب شبکه تغذیه روش نام به گرانه کاوش رفتار این است. آنها خاص شکار دار کوهان های
برچسب حسگرهای از استفاده با را رفتار ]این ۲ ] همکاران و حال؛گلدبوگن این با شود. می انجام ۹ شکل به مسیری یا دایره یک طول متمایزدر
دراین اند. ”نامیده دوبل ”حلقه و بالا⁃مارپیچی” سمت ”به را آنها و کردند پیدا حباب با مرتبط مانور دو و اند داده قرار موردبررسی شده گذاری
می تشریح است، شده ارائه [ ۳ لویس[ و میرجلیلی توسط که جستجو و حباب شبکه مارپیچی تغذیه مانور طعمه، محاصره از ریاضی مدل بخش

گردد
طعمه محاصره .۱ .۲ .۳

نامزد حاضر درحال که کند می فرض WOAالگوریتم کنند. محاصره را آنها و داده تشخیص را طعمه محل توانند می دار کوهان های نهنگ
است: شده داده نشان زیر معادلات توسط رفتار این باشد. می هدف طعمه حل، راه بهترین

�⃗� = ቚ𝐶.�⃗� (𝑡) − �⃗� (𝑡)ቚ (۴)
�⃗� (𝑡 + ۱) = 𝑋∗ (𝑡) − 𝐴.�⃗� (۵) (۵)

𝐴 = ۲�⃗�.𝑟 − �⃗� (۶) (۶)
𝐶 = ۲𝑟 (۷) (۷)

بردار 𝑋 و تاکنون آمده دست به حل راه ، بهترین موقعیت ∗𝑋بردار هستند، ضرایب 𝐶بردار و 𝐴 دهد، می نشان را فعلی تکرار t بالا روابط در
است. [۰،۱] تصادفی بردار یک 𝑟 و یابد می کاهش تکرار طول در ۰ تا ۲ از خطی صورت به 𝑎 است. جسم موقعیت

بهرە برداری) (فاز حباب شبکه حمله روش .۲ .۲ .۳
است: شده طراحی زیر شرح به روش دو دار، کوهان نهنگ حباب شبکه رفتار ریاضی سازی مدل منظور به

کاهش a به نیز 𝐴 نوسان محدوده که داشت توجه باید آید. می دست به (۶ ) رابطه در 𝑎 مقدار کاهش با رفتار این سازوکارمحاصره: ۱⁃کاهش
. یابد می کاهش تکرار دوره طول در ۰ به ۲ مقدار از a درآن که است [−𝑎 ، 𝑎] بازه در تصادفی مقدار یک 𝐴 دیگر عبارت به یابد؛ می

به دار کوهان نهنگ شکل مارپیچ حرکت از تقلید برای طعمه موقعیت و نهنگ موقعیت بین مارپیچی معادله مارپیچ: روزرسانی به موقعیت −۲
است: زیر شرح

�⃗� (𝑡 + ۱) = 𝐷′.𝑒𝐵𝐿. ⅽos(۲𝜋𝐿) + 𝑋∗ (𝑡) (۸)
که

𝐷′ = ቚ𝑋∗ (𝑡) − �⃗� (𝑡)ቚ (۹)
لگاریتمی مارپیچی شکل تعریف برای ثابت یک b دهد، می نشان را تاکنون) آمده دست به حل راه (بهترین طعمه به ام i نهنگ فاصله و است

باشد. می [−۱،۱] بازه در تصادفی عدد یک که Ⅼ و است
اکتشاف) (فاز طعمه برای جستجو .۳ .۲ .۳

تأکید با |𝐴 | > ۱ و سازوکار این لذا گیرد. قرار مورداستفاده )اکتشاف( طعمه جستجوی برای تواند می 𝐴 بردار تنوع اساس بر مشابه رویکرد
است: زیر شرح به ریاضی مدل شود. می کلی جستجوی یک انجام باعث WOAالگوریتم به دادن اجازه و اکتشاف بر

�⃗� = ቚ𝐶. ⃗𝑋𝑟𝑎𝑛𝑑 − �⃗�ቚ (۱۰)
�⃗� (𝑡 + ۱) = ⃗𝑋𝑟𝑎𝑛𝑑 − 𝐴�⃗� (۱۱)

فقط WOA است ذکر شایان است. شده انتخاب فعلی جمعیت از که است تصادفی( نهنگ )یک تصادفی موقعیت بردار یک ⃗𝑋𝑟𝑎𝑛𝑑 آن در که
شود.[۱۰] تنظیم باید که است (𝐶 ،𝐴) داخلی اصلی پارامتر دو شامل
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آزمایش های داده برای ⅯⅬP عصبی شبکه خطا مجذورات میانگین :۱ جدول
ن پنها های لایه در نرون تعداد ۱۰, ۱۰ ۱۰, ۷ ۱۰, ۵ ۵, ۷ ۵, ۵

ین ۹٫۳۸۰۹ × ۱۰−۵ ۸٫۸۸۷۷ × ۱۰−۵ ۹٫۲۱۵۴ × ۱۰−۵ ۹٫۴۱۰۲×۱۰−۵ ۰٫۰۰۰۱۱۱۰۶
یوان ۵٫۷۸۹۲ × ۱۰−۵ ۳٫۴۷۸۵ × ۱۰−۵ ۳٫۱۱۴۷ × ۱۰−۵ ۵٫۵۳۳۴ × ۱۰−۵ ۳٫۳۴۰۹ × ۱۰−۵
پوند ۹٫۷۷۹ × ۱۰۵ ۰٫۰۰۰۱۰۸۴۴ ۰٫۰۰۰۱۰۷۰۱ ۹٫۳۶۸۴ × ۱۰−۵ ۴٫۱۵۱۷ × ۱۰−۵

آمریکا دلار ۱٫۰۵۸۸ × ۱۰−۶ ۷٫۶۱۹۹ × ۱۰−۷ ۷٫۹۶۴۳ × ۱۰−۷ ۳٫۵۶۱۶ × ۱۰−۶ ۸٫۳۴۲۶ × ۱۰−۷
کانادا دلار ۸٫۹۶۱۳ × ۱۰−۵ ۷٫۶۲۷۶ × ۱۰−۵ ۷٫۵۰۰۵ × ۱۰−۵ ۸٫۳۰۷۴ × ۱۰−۵ ۸٫۰۱۴۶ × ۱۰−۵

وال الگوریتم با عصبی شبکه ترکیب آزمایش های داده عملکرد :۲ جدول
آمریکا دلار کانادا دلار پوند ن یوا ین

۶٫۹۶۳۷ × ۱۰−۷ ۷٫۳۹۸۴ × ۱۰−۵ ۴٫۱۱۳۶ × ۱۰−۵ ۲٫۲۳۴۳ × ۱۰−۵ ۸٫۲۹۴۱ × ۱۰−۵ 𝑀𝑆𝐸
۱٫۸۹۸۸ ۱٫۶۶۴۷ ۰٫۵۸۳۲ ۱٫۸۸۳۰ ۱٫۵۸۱۴ 𝐶

پژوهش روش .۴
سال۱۴۰۰ فروردین تا ۱۳۹۵ سال فروردین از چین یوان کانادا، دلار ین، پوند، آمریکا، دلار نرخ برای ارز نرخ زمانی سری های داده مقاله این در
های متغیر عنوان به که است مختلفی های وقفه با هایی داده برای شود می ارائه مقاله این در که است.مدلی شده اخذ مرکزی بانک سایت از
داده عنوان به و کرده انتخاب قبل روز ده و قبل روز هفت قبل، روز پنج قبل، روز سه قبل، روز یک وقفه با را ها داده این ، بود خواهد ورودی
فعال تابع با خروجی لایه یک و پنهان لایه دو و ورودی لایه یک از شبکه این شود. می داده لایه چهار پرسپترون عصبی شبکه به ورودی های
است. شده داده تشکیل مارکوات لونبرگ آموزش الگوریتم با خروجی لایه در خطی ساز فعال تابع و پنهان های لایه در سیگموئید تانژانت ساز

. باشد می (۱۲) رابطه با (ⅯSE) خطا مجذورات میانگین بینی پیش عملکرد ارزیابی معیار

𝑀𝑆𝐸 = ۱
𝑛

𝑛

𝑘=۱
(ෞ𝑦𝑘 − 𝑦𝑘)

۲ (۱۲)
رابطه با ابتدا ورودی های داده شود. می استفاده زمانی سری های داده درصد ۲۰ از آزمایش های داده و درصد ۸۰ از آموزش های داده برای

است. شده سازی نرمال (۱۳)

𝑥𝑛𝑜𝑟 =
۲(𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛)
𝑥𝑚𝑎𝑥 − 𝑥𝑚𝑖𝑛

− ۱ (۱۳)

گیرند. می قرار [−۱،۱] بازه در ها باشند.داده می شده نرمال داده 𝑛𝑜𝑟𝑥و مقدار کمترین و بیشترین 𝑚𝑖𝑛𝑥 و 𝑚𝑎𝑥𝑥 و واقعی مقدار x آن در که
. باشد می آزمایش های داده برای ⅯⅬP عصبی شبکه عملکرد ۱ جدول است. شده استفاده نرون مختلفی تعداد از پنهان لایه در

دلار و ین نرخ در شـــود. می زیـاد هم خطـا یـابـد می افزایش پنهـان لایـه در هـا نرون تعـداد وقتی کـه بینیم می ۱ جـدول بـه توجـه بـا
بهترین کانادا دلار و یوان نرخ در باشـد، می ۱۰ ، ۷ پنهان لایه های نرون تعداد با پرسـپترون عصـبی شـبکه به مربوط عملکرد بهترین آمریکا
عصبی شبکه به مربوط عملکرد بهترین پوند نرخ در باشـد، می ۱۰ ،۵ پنهان لایه های نرون تعداد با پرسـپترون عصــبی شــبکه به مربوط عملکرد
شـبکه در اسـت. شـده اسـتفاده وال الگوریتم از عصـبی شـبکه عملکرد بهبود منظور به باشد. می ۵ ، ۵ پنهان لایه های نرون تعداد با پرسپترون
الگوریتم از اسـتفاده با حال شـوند، می رسـانی بروز آنها بعدی های تکرار در و انتخاب تصـادفی صـورت به اولیه های بایاس و ها وزن عصـبی
الگوریتم سازی پیاده آوریم. می بدست تر، دقیق بینی پیش منظور به ها داده کلی خطا تابع کردن کمینه هدف با را اولیه های بایاس و ها وزن وال
شـده داده قرار ۱۰۰ تعدادتکرار و ۱۰ را اولیه جمعیت وال الگوریتم در اسـت. گرفته انجام متلب افزار نرم در شـده نوشـته کدهای توسـط وال
شبکه ترکیب آزمایش های داده عملکرد ۲ جدول اسـت. شـده اسـتفاده ارز هر عصـبی شـبکه بهترین برای را وال الگوریتم چنین هم اسـت.

باشد. می وال الگوریتم با عصبی
زمانی از کمتر خطا مربعات میانگین نماییم می استفاده عصبی شبکه های وزن برای وال الگوریتم از وقتی شود می مشاهده ۲ جدول به توجه با

. شود می استفاده عصبی شبکه از فقط که است

نتایج .۵
بازارهای بینی پیش دهند. نشان خطی غیر مدلی از استفاده به علاقه پژوهشگران که شده باعث واقعی دنیای های پدیده در خطی غیر روابط وجود
میان، این در است. داشته بینی پیش کلاسیک های روش به نسبت بهتری عملکرد از ابتکاری فرا های روش و است خطی غیر روابط جزو مالی
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پژوهشگران بین در ، خطی غیر روابط سازی مدل و ها داده تحلیل و تجزیه قدرتمند ابزار یک عنوان به مصنوعی عصبی شبکه روش از استفاده
نرخ بینی پیش برای وال الگوریتم با لایه چند پرسپترون عصبی شبکه خطا بهبود مقاله این در اصلی هدف است. کرده پیدا گسترش اقتصاد علم
فروردین اول سال بازه در پوند و کانادا دلار آمریکا، دلار یوان، ین، ه جمل از ایران در ارز نرخ چند زمانی سری های داده ،بنابراین باشد می ارز
و دارد پنهان لایه دو که لایه چهار پرسپترون عصبی شبکه است. شده گرفته نظر در مختلف های وقفه با را فروردین۱۴۰۰ اول سال تا ۱۳۹۵
ارز نرخ هر در عملکرد بهترین خطا مجذورات میانگین ارزیابی معیار از استفاده با و است شده انتخاب مختلف لایه دو این در ها نرون تعداد
کلی خطا تابع کردن کمینه هدف با را لایه چند پرسپترون عصبی شبکه اولیه های بایاس و ها وزن وال الگوریتم با سپس و است شده مشخص
عملکرد بهبود از حاکی حاصله نتایج اند. شده مقایسه یکدیگر با روش دو سپس و شود می آورده بدست تر، دقیق بینی پیش منظور به ها داده

است. وال الگوریتم با عصبی شبکه ترکیبی مدل
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چکیده
حل پذیری شرایط مختلف پژوهش های در می باشد. NP⁃سخت مسأله یک 𝐴𝑥 − |𝑥| = 𝑏 قدرمطلقی معادله حل
بە جای هموار تابع یک جایگذاری با مقاله این در است. شده بررسی معادله این برای منحصربە فرد جواب وجود و
قدرمطلقی، معادله حل بە جای بنابراین می کنیم. تبدیل هموار مسأله یک به را قدرمطلقی معادله |𝑥| غیرهموار جمله
ذرات ازدحام بهینە سازی روش از مسأله این حل برای می کنیم. حل را آن معادل هموار و نامقید بهینە سازی مسأله

است. کارا قدرمطلقی معادلات حل برای شده ارائه روش که می دهد نشان عددی نتایج می کنیم. استفاده

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
قدرمطلقی معادله

ذرات ازدحام بهینە سازی
هموارسازی روش

2020 MSC:
65F08
65F45
90C90

مقدمه .۱
بگیرید نظر در را زیر (AVE) قدرمطلقی معادله

𝐴𝑥 − |𝑥| = 𝑏, (۱)
(ⅬⅭP) خطی مکملی مسأله با (۱) قدرمطلقی معادله می دهد. نشان را 𝑥 مؤلفە های قدرمطلق |𝑥| بردار و 𝑥, 𝑏 ∈ ℝ𝑛 ،𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 آن در که
شرایط [۶] در .[۲] بود خواهد NP⁃سخت نیز قدرمطلقی معادله حل لذا است NP⁃سخت مسأله یک ⅬⅭP حل چون .[۱] است هم ارز
وجود مختلفی تکراری الگوریتم های قدرمطلقی معادله حل برای است. شده بررسی (۱) قدرمطلقی معادله حل ناپذیری و منحصربە فرد حل پذیری
نیوتن روش می شود. همگرا بهینه جواب به تکرار متناهی تعدادی در که است شده معرفی (۱) معادله حل برای تکراری روش یک [۵] در دارد.
نامقید هموار بهینە سازی مسأله یک به را قدرمطلقی معادله ابتدا مقاله این در است. سراسری همگرای قدرمطلقی معادله جواب به نیز تعمیم یافته

می کنیم. حل (PSO) ۱ ذرات ازدحام بهینە سازی روش با را آن سپس و می کنیم تبدیل

قدرمطلقی معادله .۲
بگیرید نظر در زیر صورت به را 𝐻 ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ𝑛 تابع

𝐻(𝑥) = 𝐴𝑥 − |𝑥| − 𝑏. (۲)

∗سخنران
آقامحمدی) (آزاده aghamohamadiazade69@gmail.com راە پیمایی)، (فرزاد rahpeyma_83@yahoo.com الکترونیک: پست

1Particle Swarm Optimization
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تابع |𝑥| مشتق ناپذیر جمله وجود بە دلیل همچنین باشد. 𝐻(𝑥) = ۰ اگر تنها و اگر است (۱) قدرمطلقی معادله جواب 𝑥 ∈ ℝ𝑛 که است واضح
شرایط روهن۳ و منگسرین۲ می کنیم. تبدیل هموار تابع یک به را 𝐻(𝑥) هموار، تقریب یک با |𝑥| عبارت جایگزینی با است. غیرهموار 𝐻(𝑥)

کردە اند. مشخص را قدرمطلقی معادله جواب بودن منحصربە فرد و وجود
می نامیم. 𝐴 ماتریس تکین مقادیر را 𝐴𝑇𝐴 ماتریس نامنفی ویژه مقادیر جذر باشد. 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 کنید فرض .۱ .۲ تعریف

[۶] قدرمطلقی). معادله جواب (وجود ۲ .۲ گزاره
هرگاه است حل پذیر (۱) قدرمطلقی معادله آن گاه باشند یک از بزرگ تر 𝐴 ماتریس تکین مقادیر و نباشد 𝐴 ماتریس ویژه مقدار ۱ اگر الف)

باشد ناتهی زیر مجموعه
𝑆 = ቄ𝑥 ∣ (𝐴 + 𝐼)𝑥 − 𝑏 ≥ ۰, (𝐴 − 𝐼)𝑥 − 𝑏 ≥ ۰ቅ.

که باشد ‖𝐴‖∞ < 𝛾
۲ و 𝑏 < ۰ اگر ب)

𝛾 = ⅿin
𝑖

|𝑏𝑖|
ⅿax𝑖 |𝑏𝑖| ,

نیست. صفری مؤلفه هیچ شامل که دارد مجزا جواب ۲𝑛 ً دقیقا (۱) قدرمطلقی معادله آن  گاه
قدرمطلقی][۵] معادله منحصربە فرد [حل پذیری .۳ .۲ گزاره

دارد. منحصربە فرد جواب (۱) قدرمطلقی معادله 𝑏 ∈ ℝ𝑛 هر بە ازای آن گاه باشند یک از بزرگ تر 𝐴 ماتریس تکین مقادیر همه اگر الف)
دارد. منحصربە فرد جواب (۱) قدرمطلقی معادله 𝑏 ∈ ℝ𝑛 هر بە ازای آن گاه باشد ‖𝐴−۱‖ < ۱ اگر ب)

دارد. نامنفی جواب (۱) قدرمطلقی معادله آن گاه باشد 𝑏 ≤ ۰ و ‖𝐴‖ < ۱ ،𝐴 ≥ ۰ اگر [۵] نامنفی). جواب (وجود ۴ .۲ گزاره
جواب 𝐴𝑥 − |𝑥| = 𝑏 قدرمطلقی معادله 𝑏 ∈ ℝ𝑛 بردار هر بە ازای آن گاه باشد منظم [𝐴 − 𝐼, 𝐴 + 𝐼] بازە ای ماتریس اگر [۸] .۵ .۲ گزاره

دارد. منحصربە فرد
است. نامنفرد 𝐴 + 𝐵 ماتریس این صورت در باشد. ‖𝐴−۱𝐵‖ < ۱ و نامنفرد ماتریس یک 𝐴 کنید فرض .۶ .۲ لم

بردار این صورت در باشد. منفرد 𝐼 + 𝐴−۱𝐵 ماتریس کنید فرض خلف برهان به است. نامنفرد 𝐼 + 𝐴−۱𝐵 ماتریس می دهیم نشان ابتدا اثبات.
نتیجه در .(𝐼 + 𝐴−۱𝐵)𝑥 = ۰ که بە طوری دارد وجود 𝑥 ∈ ℝ𝑛 غیرصفر

𝑥 = −𝐴−۱𝐵𝑥 ⟹ ‖𝑥‖ ≤ ‖𝐴−۱𝐵‖ ⋅ ‖𝑥‖.

بنابراین
‖𝐴−۱𝐵‖ ≥ ۱,

ماتریس دیگر بە عبارت است. نامنفرد نیز آن ها ضرب پس هستند نامنفرد 𝐼 + 𝐴−۱𝐵 و 𝐴 ماتریس های چون است. تناقض در لم فرض با که
𝐴(𝐼 + 𝐴−۱𝐵) = 𝐴 + 𝐵,

است. نامنفرد
‖𝐴−۱‖ ≤ ۱ اگر هستند. 𝑑𝑖 ∈ [−۱, ۱] قطری عناصر 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛 بە ازای که بگیرید نظر در را 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑𝑖) قطری ماتریس  .۷ .۲ لم

است. نامنفرد 𝐴 + 𝐷 ماتریس آن گاه باشد
همچنین می باشد. نامنفرد 𝐴 ماتریس لذا است ‖𝐴−۱‖ < ۱ چون اثبات.

‖𝐴−۱𝐷‖ ≤ ‖𝐴−۱‖ ⋅ ‖𝐷‖ ≤ ‖𝐷‖ ≤ ۱.
است. نامنفرد 𝐴 + 𝐷 ماتریس که می گیریم نتیجه ۶ .۲ لم از اکنون

2Mangasarian
3Rohn
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یکنواخت هموار تقریب را 𝐻𝜇 تابع بگیرید. نظر در را 𝐻𝜇 ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ و 𝐻 ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ توابع باشد. 𝜇 > ۰ کنید فرض [۷] .۸ .۲ تعریف
بە طوری که باشد داشته وجود 𝜅 ثابت مقدار و باشد مشتق پذیر پیوسته بە طور 𝐻𝜇 تابع 𝑥 ∈ ℝ𝑛 هر بە ازای هرگاه می نامیم 𝐻 غیرهموار تابع برای

‖𝐻𝜇(𝑥) − 𝐻(𝑥)‖ ≤ 𝜅𝜇, ∀𝜇 > ۰. (۳)
نتیجه در باشد. 𝜑(𝑥) = |𝑥| کنید فرض نمی باشد. هموار و نیست مشتق پذیر |𝑥| تابع

𝜑(𝑥𝑖) = |𝑥𝑖| = ⅿax{𝑥𝑖 , −𝑥𝑖}, 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛.
است شده معرفی زیر بە صورت 𝜑(𝑥𝑖) برای یکنواخت هموار تقریب [۹] در

𝜑𝜇(𝑥𝑖) = 𝜇 ⅼn ቊ𝑒𝑥𝑝 ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ + expቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇቋ , 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛. (۴)
.[۹] است 𝜑(𝑥𝑖) = |𝑥𝑖| تابع هموار یکنواخت تقریب 𝜑𝜇(𝑥𝑖) تابع که می دهد نشان زیر لم

آن گاه باشد (۴) یکنواخت هموار تقریب 𝜑𝜇(𝑥𝑖) و 𝜑(𝑥𝑖) = |𝑥𝑖| اگر .۹ .۲ لم
۰ ≤ 𝜑𝜇(𝑥𝑖) − 𝜑(𝑥𝑖) ≤ 𝜇 ⅼn ۲, 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛.

می کنیم تعریف زیر بە صورت را 𝐻𝜇 ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ𝑛 تابع باشد. 𝜑𝜇(𝑥) = ቀ𝜑𝜇(𝑥۱), ..., 𝜑𝜇(𝑥𝑛)ቁ
𝑇 و 𝜇 > ۰ کنیم فرض

𝐻𝜇(𝑥) = 𝐴𝑥 − 𝜑𝜇(𝑥) − 𝑏.
.[۹] می کنیم بیان را 𝐻𝜇(𝑥) تابع ویژگی های از برخی ادامه در می باشد. 𝐻(𝑥) تابع برای یکنواخت هموار تقریب 𝐻𝜇(𝑥) این صورت در

است زیر بە صورت 𝐻𝜇(𝑥) ژاکوبین 𝑥 ∈ ℝ𝑛 هر بە ازای باشد. 𝜇 > ۰ کنید فرض .۱۰ .۲ لم

𝐻′
𝜇(𝑥) = 𝐴 − 𝑑𝑖𝑎𝑔⎛⎜

⎝

𝑒𝑥𝑝 ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ − 𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇ

𝑒𝑥𝑝 ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ + 𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇ

⎞
⎟

⎠

, 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛.

است برقرار زیر نامساوی 𝜇 > ۰ هر برای می کنیم. بررسی را 𝐻′
𝜇(𝑥) ژاکوبین ماتریس بودن نامنفرد اکنون

ተተ
𝑒𝑥𝑝 ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ − 𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇ

𝑒𝑥𝑝 ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ + 𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇ
ተተ = ተተ۱ − ۲

𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇ

𝑒𝑥𝑝 ቆ𝑥𝑖𝜇 ቇ + 𝑒𝑥𝑝 ቆ−𝑥𝑖𝜇 ቇ
ተተ < ۱, 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛.

می  آید. بە دست زیر نتیجه ۷ .۲ لم از استفاده با
است. نامنفرد 𝐻′

𝜇(𝑥) ژاکوبین ماتریس این صورت در باشد. ‖𝐴−۱‖ < ۱ کنید فرض .۱۱ .۲ قضیه
است. 𝐻(𝑥) یکنواخت هموار تقریب 𝐻𝜇(𝑥) تابع .۱۲ .۲ قضیه

داریم 𝐻𝜇(𝑥) و 𝐻(𝑥) تعریف از استفاده با اثبات.
‖𝐻𝜇(𝑥) − 𝐻(𝑥)‖ = ‖𝐴𝑥 − 𝜑𝜇(𝑥) − 𝑏 − 𝐴𝑥 + 𝜑(𝑥) + 𝑏‖

= ‖𝜑𝜇(𝑥) − 𝜑(𝑥)‖

= ඩ
𝑛


𝑖=۱

ቚ𝜑𝜇(𝑥𝑖) − 𝜑(𝑥𝑖)ቚ
۲

≤ √𝑛𝜇 ⅼn ۲ = 𝜅𝜇,
می باشد. 𝐻(𝑥) تابع یکنواخت هموار تقریب 𝐻𝜇(𝑥) بنابراین است. 𝜅 = √𝑛 ⅼn ۲ آن در که
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می کنیم تعریف زیر بە صورت را 𝜃𝜇 ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ و 𝜃 ∶ ℝ𝑛 ⟶ℝ توابع
𝜃(𝑥) = ۱

۲‖𝐻(𝑥)‖
۲, 𝜃𝜇(𝑥) =

۱
۲‖𝐻𝜇(𝑥)‖

۲.

.𝜃𝜇(𝑥) = ۰ آن گاه ∇𝜃𝜇(𝑥) = ۰ اگر باشد. 𝑥 ∈ ℝ𝑛 و 𝜇 > ۰ ،‖𝐴−۱‖ < ۱ کنید فرض .۱۳ .۲ قضیه
که است واضح اثبات.

𝜃𝜇(𝑥) =
۱
۲𝐻𝜇(𝑥)

𝑇𝐻𝜇(𝑥).
داشت خواهیم 𝜃𝜇(𝑥) تابع گرادیان محاسبه با

∇𝜃𝜇(𝑥) = ቀ𝐻′
𝜇(𝑥)ቁ

𝑇
𝐻𝜇(𝑥).

بود. خواهد 𝜃𝜇(𝑥) = ۰ لذا .𝐻𝜇(𝑥) = ۰ که می گیریم نتیجه ∇𝜃𝜇(𝑥) = ۰ از لذا است نامنفرد 𝐻′
𝜇(𝑥) چون

می باشد زیر نامقید بهینە سازی مسأله حل با معادل 𝐻𝜇(𝑥) = ۰ معادله حل که می گیریم نتیجه ۱۳ .۲ قضیه از
ⅿin
𝑥∈ℝ𝑛

𝜃𝜇(𝑥).

قدرمطلقی معادله حل برای ذرات ازدحام بهینە سازی روش .۳
می گیریم. بە کار قدرمطلقی معادله حل برای را آن سپس و می کنیم معرفی را ذرات ازدحام بهینە سازی روش ابتدا بخش این در

ذرات ازدحام بهینە سازی روش .۱ .۳
این است. شده منجر نیز مطلوبی نتایج به و گرفته قرار استفاده مورد مختلفی مسائل حل برای ذرات ازدحام بهینە سازی روش اخیر سال های در
موجود پارامترهای این بر علاوه کند. حل را زیادی کاربردی مسألە های است توانسته کمتری زمان مدت در و پایین محاسباتی هزینه با روش
آن می توان (PSO) ذرات ازدحام بهینە سازی الگوریتم در اندکی تغییرات با هستند. کمتر بهینە سازی روش های اکثر با مقایسه در روش این در
ابرهارت۴ توسط ۱۹۹۵ سال در بار اولین که است تصادفی بهینە سازی بر مبتنی تکنیک یک PSO روش برد. بە کار متفاوت مسائل حل برای را
دارد. (GA) ژنتیک الگوریتم به زیادی شباهت های روش این .[۴] شد معرفی ماهی پرورش و پرندگان اجتماعی رفتار از الهام با کندی۵ و

می کند. شناسایی را جواب بهترین آن ها بە هنگام سازی با سپس و می کند تولید را تصادفی جواب های از مجموعە ای PSO الگوریتم
حال در پرندگان از گروهی وقتی است. شده مدل سازی پرندگان مختلف دستە های اجتماعی رفتار روی از ذرات ازدحام بهینە سازی الگوریتم
روی (ذرات) پرندگان توده موقعیت بنابراین می افتد. اتفاق همسایگانشان و خود دانش و تجربه تأثیر تحت آن ها پرواز مسیر تغییر هستند پرواز
به قبلی نسل ذرات کردن بە هنگام با سپس و می شوند تولید تصادفی بە صورت ذرات تعدادی ابتدا روش این در است. تأثیرگذار ذره هر موقعیت
موفق ذره تاکنون که است موقعیتی بهترین مورد اولین می شود. بە هنگام مقدار دو از استفاده با ذره تکرار هر در است. بهینه جواب یافتن دنبال
و است آمده بە دست ذرات جمعیت توسط که است موقعیتی بهترین مورد دومین می دهیم. نمایش 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 با را آن و است شده آن بە  رسیدن به
کلی بە طور می دهد. افزایش را بهینه جواب به رسیدن سرعت 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 و 𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 از استفاده با PSO الگوریتم بنابراین می نامیم. 𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 را آن

است: زیر گام دو شامل PSO روش
می شود. داده نسبت تصادفی سرعت آن ها از یک هر به و تولید ذرات نام به بالقوه جواب تعدادی تصادفی بە طور مرحله این در اولیه: مقادیر

می کنند. بە هنگام را خود سرعت فعلی و گذشته پرواز های از استفاده با و می کنند پرواز جستجو فضای در ذرات سرعت: بە هنگام سازی
می شوند بە هنگام زیر معادلات از استفاده با ذره موقعیت و سرعت

𝑣𝑁𝑒𝑤𝑖𝑑 = 𝑤𝑖𝑣𝑂𝑙𝑑𝑖𝑑 + 𝐶۱𝑟۱ቀ𝑥𝑝𝑏𝑒𝑠𝑡 − 𝑥𝑂𝑙𝑑𝑖𝑑 ቁ + 𝐶۲𝑟۲ቀ𝑥𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡 − 𝑥𝑂𝑙𝑑𝑖𝑑 ቁ, (۵)
𝑥𝑁𝑒𝑤𝑖𝑑 = 𝑥𝑂𝑙𝑑𝑖𝑑 + 𝑣𝑂𝑙𝑑𝑖𝑑 , (۶)

می شوند. بە هنگام تکرار هر در که هستند [۰, ۱] بازه در تصادفی اعداد 𝑟۲ و 𝑟۱ و اینرسی وزن 𝑤𝑖 کننده، تسریع ضرایب 𝐶۱, 𝐶۲ > ۰ آن در که
محاسبه برای که می دهد نشان (۵) معادله .[۳] است شده استفاده 𝑤𝑖 = ۰٫۵ + 𝑟𝑎𝑛𝑑

۲ و 𝐶۱ = 𝐶۲ = ۲ از معمولا˟ عددی آزمایش های در
جهت در ذرات همه است. شده استفاده (𝑥𝑔𝑏𝑒𝑠𝑡) مکانی موقعیت بهترین و (𝑥𝑂𝑙𝑑𝑖𝑑 ) قبلی بهینه موقعیت قبلی، سرعت از ذره، جدید سرعت

می دهد. نشان را ذره موقعیت شدن بە هنگام نحوه نیز (۶) معادله می کنند. حرکت ذره بهترین به رسیدن
4Eberhart
5Kennedy
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قدرمطلقی معادله حل برای PSO روش .۲ .۳
بە صورت معادله این حل برای PSO الگوریتم می کنیم. استفاده (۲) قدرمطلقی معادله حل برای ذرات ازدحام بهینە سازی روش از بخش این در

است. زیر
قدرمطلقی: معادله حل برای PSO الگوریتم

کنید محاسبه زیر بە صورت را 𝜃𝜇𝑘(𝑥) تابع .𝑘 = ۰ دهید قرار و کنید انتخاب را 𝜇۰ > ۰ مقدار اول: گام

𝜃𝜇𝑘(𝑥) =
۱
۲‖𝐻𝜇𝑘(𝑥)‖

۲.

باشد. 𝑥𝑘 = argⅿin𝑥𝜃𝜇𝑘(𝑥) کنید فرض کنید. حل را ⅿin𝑥 𝜃𝜇𝑘(𝑥) مسأله ذرات ازدحام بهینە سازی روش از استفاده با دوم: گام
بروید. چهارم گام به غیراین صورت در کنید متوقف را الگوریتم است برقرار توقف شرط اگر سوم: گام

دهید قرار چهارم: گام
𝜇𝑘+۱ = 𝜇𝑘 +

۱ − 𝑒𝜇𝑘
𝑒𝜇𝑘 .

بروید. دوم گام به و 𝑘 + ۱ دهید قرار 𝑘 بە جای همچنین
صفر به گام این در شده تولید 𝜇𝑘 دنباله نتیجه در می باشد. 𝑒𝜇 − ۱ = ۰ معادله حل برای نیوتن روش چهارم، گام در 𝜇𝑘 بە هنگام سازی فرمول

است. دو آن همگرایی مرتبه و می شود همگرا

عددی نتایج .۴
می گیریم. بە کار عملی بە صورت را قدرمطلقی معادلە  حل برای ذرات ازدحام بهینە سازی روش بخش این در

آن در که بگیرید نظر در را 𝐴𝑥 − |𝑥| = 𝑏 قدرمطلقی معادله .۱ .۴ مثال

𝐴 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۴ ۱ ۰ ۰
۰ ۵ ۱ ۰
۰ ۰ ۶ ۱
۰ ۰ ۰ ۷

⎤
⎥
⎥
⎦
, 𝑏 =

⎡
⎢
⎢
⎣

۴
۵
۶
۶

⎤
⎥
⎥
⎦
.

هستند زیر بە صورت 𝐴 ماتریس تکین مقادیر
𝑠𝑣𝑑(𝐴) = [۷٫۲۴۴۳, ۶٫۰۶۴۳, ۵٫۰۲۸۵, ۳٫۸۰۲۴].

PSO روش با معادله این فرد منحصربه جواب است. حل پذیر منحصربە فرد بە طور قدرمطلقی معادله این که است واضح ۳ .۲ گزاره از بنابراین
بود. خواهد 𝑥∗ = ൣ۱ ۱ ۱ ۱൧𝑇 بە صورت

متلب نرم افزار در زیر دستورهای با تصادفی بە صورت 𝑏 بردار و 𝐴 ماتریس که بگیرید نظر در را 𝐴𝑥 − |𝑥| = 𝑏 قدرمطلقی معادله .۲ .۴ مثال
هستند. یک از بزرگ تر 𝐴 ماتریس تکین مقادیر و شدە اند تولید

𝑛 = 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡(′ⅾiⅿension of ⅿatrix 𝐴 =′);
𝑟𝑎𝑛𝑑(′state′, ۰);
𝑅 = 𝑟𝑎𝑛𝑑(𝑛, 𝑛);
𝑏 = 𝑟𝑎𝑛𝑑(𝑛, ۱);
𝐴 = 𝑅′ ∗ 𝑅 + 𝑛 ∗ 𝑒𝑦𝑒(𝑛);

تصادفی ماتریس های با قدرمطلقی معادله برای PSO روش از حاصل نتایج می باشند. یک آن مؤلفە های همه که است برداری 𝑒𝑦𝑒(𝑛) آن در که
است. شده ارائه ۱ جدول در 𝑛 مختلف مقادیر بە ازای

می  آورد. بە دست را قدرمطلقی معادله جواب کمتر تکرارهای تعداد با PSO الگوریتم که می دهند نشان حاصل نتایج
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۴ .۲ مثال برای ذرات ازدحام بهینە سازی الگوریتم نتایج :۱ جدول
الگوریتم اجرای برای لازم زمان تکرارها تعداد ابعاد

۲۳۰۰ .۲ ۲ ۴
۳۴۰۰ .۳ ۲ ۸
۷۹۰۰ .۳ ۳ ۱۶
۱۲۰۰ .۴ ۲ ۳۲
۶۹۰۰ .۶ ۳ ۶۴
۴۵۰۰ .۱۲ ۳ ۱۲۸
۶۷۰۰ .۳۴ ۳ ۲۵۶
۵۷۰۰ .۷۶ ۵ ۵۱۲
۱۲۰۰ .۱۵۷ ۵ ۱۰۲۴
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چکیده
پیوسته آن هدف تابع که است گرفته قرار مطالعه مورد سراسری بهینە سازی مسئله حل برای الگوریتمی مقاله، این در
سراسری و موضعی جست وجوی رویە های شامل الگوریتم این نیست. دیفرانسیل پذیر لزوماً اما است موضعی لیپ شیتز
حوزە های شناسایی سراسری جست وجوی روش از هدف است. شده طراحی شبە سکانت روش اساس بر که است
به غیرمحتمل بخش یک از جست وجو روش محتمل، حوزه شناسایی از پس است. جست وجو فضای در ”محتمل”
که می شود ثابت شود. می اعمال حوزه این در موضعی جست وجوی روش سپس و می رود آمده دست به حوزە ی
توسط روش این می شود. همگرا سراسری مینیمم جواب  به الگوریتم باشند، منفرد و متناهی موضعی جواب های اگر
درنهایت، می شود. داده نشان مقایسە ها و عددی عملکرد با الگوریتم کارآیی و شدە است آزمایش کادمیک آ معیارهای

می شود. استفاده حسگر موضعی سازی مسئله حل برای روش این از
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مقدمه .۱
به است. دشوار آن حالته چند ویژگی دلیل به آن حل .[۱۱] می شود گرفته کار به صنعت و مهندسی در گسترده طور به سراسری بهینە سازی
از دیگر یکی به ای فزاینده طور به ترکیبی روش گذشته، دهه در .[۱۵] تصادفی و قطعی روش های دارد: وجود متفاوت روش دو کلی، طور

شدە است. تبدیل مهم روش های
خواهد همراه به را یکسان جواب یک همیشه و می شود تعیین جست وجو فرآیند خاصی، ورودی به توجه با که معناست این به قطعی روش
جهت روش ،[۱۴] برش صفحه روش ،[۲۱] مرزی و ای شاخه روش سراسری، بهینە سازی برای متداول قطعی روش های جمله از داشت.
کرد. مطالعه [۱۲] و [۵] کتاب در می توان را سراسری بهینە سازی برای قطعی روش بیش تر جزئیات برشمرد. می توان را غیره و [۳۰ ،۲۰] کاهشی
کاملا́ جواب یک تا می شوند طراحی که است ابتکاراتی یا روش ها شامل می شود، گفته هم فرابتکاری آن به ادبیات برخی در که تصادفی، روش
جست وجو روند در تصادفی فاکتورهای تصادفی روش در که آن جایی از قطعی، روش خلاف بر شود. ارائه سازی بهینه مسئله یک برای مناسب
فراشناختی روش های گذشته، دهه دو در باشد. متفاوت خاص مسئله یک برای روش این توسط شده تولید جواب های است ممکن هستند، دخیل

غیره. و [۲۸] ذرات ازدحام بهینە سازی ،[۱۸] عسل زنبور کلونی ،[۲۷ ،۲۶] ژنتیک الگوریتم مانند است، شده ارائه زیادی
نتیجه شود، حل موفقیت با اگر اما است، وابسته ورودی به زیادی میزان به قطعی روش دارند. معایبی و مزایا دو هر فرابتکاری و قطعی روش های
روش است. محدود کرد، حل روش این با می توان که مسائلی نوع و اندازه این، بر علاوه است. تکرار قابل نیز فرآیند و است اطمینان قابل آن
برای را آن که دارد، نیاز هدف تابع مقدار به فقط جست وجو فرآیند در معمولا˟ چراکه دارد خوبی عملکرد سراسری جست وجوهای در فرابتکاری
و باشد تکرار غیرقابل جست وجو فرایند که می شوند باعث تصادفی و اکتشافی عوامل حال، این با می کند. استفاده مناسب طور به مسائل انواع
گرفتە است، قرار مطالعه مورد گذشته دهه در که سراسری، شبە سکانت روش ترکیبی،مانند روش نباشد. اعتماد قابل قطعی نمونه اندازه به نتیجه
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جست وجوی روند است؛ بخش دو شامل ترکیبی روش کلی، طور به کند. ترکیب هم با را فرابتکاری و قطعی روش های مزیت دو هر دارد قصد
است. سراسری اکتشاف بر سراسری جست وجوی تمرکز که حالی در است موضعی اکتشاف بر موضعی جست وجوی تمرکز سراسری. و موضعی

سراسری بهینە سازی مسئله برای الگوریتم مقاله،یک این در
𝑚𝑖𝑛 𝑓(𝑥) 𝑠.𝑡. 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , (۱)

و است مفروض موضعی، لیپ شیتز پیوسته 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ هدف تابع که طوری به می گیرد قرار مطالعه مورد
[𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑎𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = ۱, ..., 𝑛} .

است. بسته مجموعه یک

ناهموار آنالیز بر مقدمە ای .۲
می کنیم[۴]. بیان را ناهموار آنالیز از مقدماتی مفاهیم برخی بخش، این در

که طوری به باشد، موجود 𝑥 از همسایگی هرگاه است موضعی لیپ شیتز پیوسته 𝑥 نقطه در 𝑓 تابع
|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑧)| ≤ 𝐿||𝑦 − 𝑧||, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑁𝑟(𝑥).

در 𝑓 تابع کلارک یافته تعمیم جهتی مشتق باشد، موضعی لیپ شیتز پیوسته 𝑥 نقطه در 𝑓تابع کنید فرض است. لیپ شیتز ثابت 𝐿 > ۰ آن در که
: می شود تعریف زیر صورت به 𝑑 جهت در 𝑥 نقطه

𝑓∘(𝑥, 𝑑) ∶= ⅼiⅿ sup
𝑦→𝑥,𝑡↓۰

𝑓(𝑦 + 𝑡𝑑) − 𝑓(𝑥)
𝑡 .

: می گردد تعریف زیر صورت به کلارک تعمیم یافته زیردیفرانسیل تعریف، این براساس
𝜕𝑓(𝑥) = {𝜉 ∈ ℝ𝑛|𝑓∘(𝑥; 𝑑) ≥ 𝜉𝑇𝑑 for aⅼⅼ 𝑑 ∈ ℝ𝑛}.

زیر صورت به 𝑥 در 𝑓 تابع گلداشتاین 𝜀⁃زیردیفرانسیل ، 𝜀 > ۰ هر برای می شود. نامیده 𝑥 در 𝑓 تابع زیرگرادیان یک ،𝜉 ∈ 𝜕𝑓(𝑥) بردار هر
می گردد: تعریف

𝜕𝜀𝑓(𝑥) ∶= cl conv{𝜕𝑓(𝑦), ‖𝑥 − 𝑦‖۲ ≤ 𝜀},
می توان می شود. نامیده 𝑥 در 𝑓 تابع 𝜀⁃زیرگرادیان ،𝜉 ∈ 𝜕𝑓(𝑥) بردار هر هستند. مجموعه بستار و محدب پوسته ترتیب به cl و conv آن در که
یک 𝑥∗ نقطه صورت این در باشد، 𝑓∘𝜀 (𝑥, 𝑑) ≥ ۰ یا ۰ ∈ 𝜕𝜀𝑓(𝑥) ،𝑑 ∈ ℝ𝑛 برای هر اگر . 𝑓∘𝜀 (𝑥, 𝑑) = sup𝜉∈𝜕𝜀𝑓(𝑥) 𝜉𝑇𝑑 کرد مشاهده
نظر در نرم و است موضعی لیپ شیتز پیوسته 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ تابع که می شود فرض مقاله این سرتاسر در می شود. نامیده 𝑓 تابع ایستای −𝜀 نقطه

است. اقلیدسی نرم همان شده گرفته

سراسری شبە سکانت روش .۳
که خواهدشد داده نشان ابتدا در است. شده ارائه سراسری جست وجوی همچنین و موضعی جست وجوی برای شبە سکانت روش بخش این در

کرد. استفاده کاهشی جهت یافتن برای شبە سکانت ها از توان می چگونه
شبە سکانت از استفاده با تقریب .۱ .۳

تخمین برای شبە سکانت هایی مجموعه یک از بنابراین نمی شود، محاسبه راحتی به مجموعه، یک عنوان به زیردیفرانسیل، ناهموار، سازی بهینه در
محدب مجموعه یک محاسبه از استفاده با زیردیفرانسیل تکرار، هر در زیردیفرانسیل از کاهشی جهت یافتن جای به درنتیجه، می شود. استفاده آن
نظر از که است شبە سکانت روش کلیدی نکته این می شود. محاسبه آن از کاهشی جهت یک و شده زده تخمین شبە سکانت ها از سری یک با

است. شده داده شرح پایین در ریاضی
آمد: خواهد بدست زیر مسئله حل با کاهشی جهت ،𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 نقطه در

𝑚𝑖𝑛 ۱
۲ ||𝑣||

۲ 𝑠.𝑡 𝑣 ∈ 𝜕𝑐𝑓(𝑥۰). (۲)
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طور به 𝑥۰ نقطه در 𝑓 اگر که است واضح می باشد. 𝑥۰ نقطه در کاهشی جهت یک 𝑑 = −�̄�/||�̄�|| آن گاه باشد، (۲) مسئله جواب �̄� ≠ ۰ اگر
تندترین جهت 𝑑 = −∇𝑓(𝑥۰)/||∇𝑓(𝑥۰)|| و �̄� = ∇𝑓(𝑥۰) بنابراین ،𝜕𝑐𝑓(𝑥۰) = {∇𝑓(𝑥۰)} صورت این در باشد، مشتق پذیر پیوسته

است. کاهش
است: (۲) مسئله از تقریبی یک زیر مسئله باشند، ℎ > ۰ گام با 𝑥۰ تقطه در 𝑓 تابع شبە سکانت های 𝑚 > ۰ ،𝑢۱, ..., 𝑢𝑚 که شود فرض حال

𝑚𝑖𝑛 ۱
۲ ||𝑣||

۲ 𝑠.𝑡 𝑣 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣 ൛𝑢۱, ..., 𝑢𝑚ൟ . (۳)
است. شده ارائه آن حل برای كارآمدی روش [۲۹] مقاله در است، شده استفاده شبە سکانت روش در مکرر طور به (۳) مسئله از

موضعی جست وجوی برای شبە سکانت روش .۲ .۳
یک به [۳۰] مقاله در ۴ .۴ و ۱ .۴ ، ۲ .۳ الگوریتم می کند. استفاده [۱] در شده پیشنهاد شبە سکانت روش از روش این موضعی جست وجوی روند

شدە است. تبدیل موضعی جست وجوی روش
،𝜆𝑚𝑖𝑛 > ۰ کوچک بسیار عدد 𝜖،یک > ۰ آستانه پارامترها: 𝑥𝑘؛ خروجی: 𝑥۰؛ ∈ [𝑎, 𝑏] ورودی: : ۰ گام موضعی جست وجوی .۱ الگوریتم

کنید محاسبه را زیر مقدار و 𝑘 ∶= ۰ ،𝑚𝑏 دسته ی اندازه ،𝛼 ∈ (۰, ۱) نسبت ،𝑐۲ ∈ (۰, 𝑐۱] ،𝑐۱ ∈ (۰, ۱)
𝜆𝑚𝑎𝑥 = ⅿax

𝑖=۱,...,𝑛 ൛𝑚𝑎𝑥 ൛|𝑥
۰
𝑖 − 𝑎𝑖|, |𝑥۰

𝑖 − 𝑏𝑖|ൟൟ .

.𝑥𝑘 با است برابر خروجی و شوید متوقف آن گاه 𝜆𝑘 < 𝜆𝑚𝑖𝑛 اگر کنید. محاسبه را 𝜆𝑘 = 𝛼𝑘𝜆𝑚𝑎𝑥 : ۱ گام
.𝑚 ∶= ۰ دهید قرار و کنید انتخاب را 𝑑۰ ∈ 𝑆۱ تصادفی صورت به : ۱ .۲ گام

کنید بە هنگام را زیر مجموعه و کنید، محاسبه را 𝑣𝑚 ∈ 𝜕𝑓(𝑦𝑚) گرادیان زیر و 𝑦𝑚 = 𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝑑𝑚 : ۲ .۲ گام

𝑄(𝑥𝑘) = ൝{𝑣
۰} ⅿ = ۰

𝑄(𝑥𝑘) ∪ {𝑣𝑚} ⅿ ≥ ۱
: کنید حل را زیر دوم درجه بهینە سازی مسئله : ۳ .۲ گام

𝑚𝑖𝑛 ۱
۲ ||𝑣||

۲ 𝑠.𝑡. 𝑣 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑄(𝑥𝑘). (۴)
بنامید. �̄� را مسئله این جواب

اگر داخلی) حلقە ی برای توقف (معیار : ۴ .۲ گام
||�̄�|| ≤ 𝜖 (۵)

بروید. ۳ گام به سپس
اگر کنید. محاسبه را 𝑑𝑚+۱ = −||�̄�||−۱�̄� جست وجوی جهت : ۵ .۲ گام

𝑓(𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝑑𝑚+۱) − 𝑓(𝑥𝑘) ≤ −𝑐۱𝜆𝑘||�̄�|| (۶)
۲ .۲ گام به آن گاه 𝑚 ≤ 𝑚𝑏 اگر بروید. ۳ گام به آن گاه 𝑚 > 𝑚𝑏 اگر .𝑚 ∶= 𝑚 + ۱ دهید قرار صورت این درغیر بروید؛ ۶ .۲ گام به آن گاه

بروید.
کنید محاسبه را زیر مقدار خطی) (جست وجوی : ۶ .۲ گام

ℎ̄ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥{ℎ > ۰ ∶ 𝑓(𝑥𝑘 + ℎ𝑑𝑚+۱) − 𝑓(𝑥𝑘) ≤ −𝑐۲ℎ||�̄�||}.
بروید. ۱ .۲ گام به و 𝑥𝑘 ∶= 𝑥𝑘 + ℎ̄𝑑𝑚+۱ دهید قرار

بروید. ۱ گام به و 𝑘 ∶= 𝑘 + ۱ ،𝑥𝑘+۱ ∶= 𝑥𝑘 دهید قرار : ۳ گام
حلقە ی ابتدای در شدند. نام  گذاری 𝑚 و 𝑘 با ترتیب به که داخلی، حلقە ی و خارجی حلقە ی است؛ حلقه دو شامل (۱) الگوریتم .۱ .۳ ملاحظه
خروجی نقطە ی نیز خارجی حلقه هر پایان در و ،(۱ گام ) شد بە  هنگام دارد، بستگی جعبە ای قیدهای به آن اولیە ی مقدار که 𝜆𝑘 پارامتر خارجی

می شود. متوقف خارجی حلقە ی شود، شده تعیین پیش از مقدار از کم تر 𝜆𝑘 اگر .(۳ (گام می شود بە هنگام 𝑥𝑘
دوم درجه بهینە سازی زیرمسئلە های از سری یک حل با جست وجو جهت آن در که است ۶ .۲ −۱ .۲ گام های شامل داخلی حلقە ی .۲ .۳ ملاحظه
نقاط که است ثابت داخلی حلقە ی 𝑘اُمین برای 𝜆𝑘 پارامتر می شود. حاصل خطی جست وجوی وسیلە ی به جدیدی نقطە ی و می آید بە دست
شبە  سکانت ها چندوجهی بین فاصلە ی که زمانی اول است؛ توقف معیار دو دارای داخلی حلقە ی می کند. محدود خاص حلقە ی یک در را 𝑦𝑚

برسد. (𝑚𝑏) تعداد بیش ترین به محاسبە شده شبە سکانت های تعداد که زمانی دوم باشد، شده داده تقریب یک از کمتر آن اصلی مقدار و
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سراسری جست وجوی برای شبە سکانت روش .۳ .۳
منطقە ی هر در می کند. بزرگ  فزاینده صورت به را جست وجو ناحیە ی و شده شروع موضعی مینیمم کننده یک از سراسری جست وجوی

است. بعدی موضعی جست وجوی شروع نقطه برای کاندیدایی که می کند تولید را نقطە ای جست وجو،
،𝜖 > ۰ تقریب 𝐹؛پارامترها: و 𝑋 مجموعە های خروجی: 𝑥۰؛ ∈ [𝑎, 𝑏] مینیمم کننده ورودی :۰ گام سراسری جست وجوی روند .۲ الگوریتم

کنید محاسبه را زیر مقدار و 𝑘 = ۰ ،𝐹 = ∅ ،𝑋 = ∅ مجموعە های ،𝑚𝑏 دسته اندازه
𝜆𝑚𝑎𝑥 = ⅿax

𝑖=۱,...,𝑛 {𝑚𝑎𝑥 {|𝑥𝑖 − 𝑎𝑖|, |𝑥𝑖 − 𝑏𝑖|}} .

کنید. محاسبه را 𝛽 = (𝜆𝑚𝑎𝑥 − 𝜆𝑚𝑖𝑛)/𝐾 و نظربگیرید در را 𝐾 > ۰ صحیح عدد و 𝜆𝑚𝑖𝑛 ∈ (۰, 𝜆𝑚𝑎𝑥) مقدار
هستند. خروجی 𝐹 و 𝑋 و شوید متوقف آن گاه 𝜆𝑘 > 𝜆𝑚𝑎𝑥 اگر کنید، محاسبه را 𝜆𝑘 = 𝜆𝑚𝑖𝑛 + 𝑘𝛽 :۱ گام

دهید. قرار را 𝑚 ∶= ۰ مقدار و کنید انتخاب را 𝑑۰ ∈ 𝑆۱ تصادفی صورت به :۱ .۲ گام
کنید. محاسبه را 𝑓(𝑦𝑚) و 𝑦𝑚 = 𝑥 + 𝜆𝑘𝑑𝑚 :۲ .۲ گام

بسازید را زیر تابع و کرده محاسبه را 𝑣𝑚 ∈ 𝜕𝑓(𝑦𝑚) زیرگرادیان :۳ .۲ گام

𝑄𝑘(𝑥) = ൝{𝑣
۰} ⅿ = ۰

𝑄𝑘(𝑥) ∪ {𝑣𝑚} ⅿ ≥ ۱
کنید محاسبه را زیر دو درجه بهینە سازی مسئله :۴ .۲ گام

𝑚𝑖𝑛 ۱
۲ ||𝑣||

۲ 𝑠.𝑡. 𝑣 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑄𝑘(𝑥). (۷)
بنامید. �̄� را مسئله این جواب

بروید؛ گام۳ به ،||�̄�|| ≤ 𝜖 یا 𝑚 ≥ 𝑚𝑏 اگر : ۵ .۲ گام
بروید. ۲ .۲ گام به و ،𝑚 ∶= 𝑚 + ۱ دهید قرار کنید، محاسبه را 𝑑𝑚+۱ = −||�̄�||−۱�̄� کاهشی جهت صورت این غیر در

بروید؛ ۱ گام به و 𝑘 = 𝑘 + ۱ ،𝐹 = 𝐹 ∪ {𝑓(𝑦𝑚)} ،𝑋 = 𝑋 ∪ {𝑦𝑚} دهید قرار :۳ گام
ایفا را 𝜆𝑘 کردن بە هنگام نقش خارجی حلقە ی است. داخلی و خارجی حلقە های دارای نیز (۲) الگوریتم ،(۱) الگوریتم مانند .۳ .۳ ملاحظه
در نقطە ای دو، درجە ی بهینە سازی زیرمسئلە های سری یک حل با داخلی حلقە ی که حالی در دارد ثابت مقداری داخلی حلقە ی در که می کند
که است معنی این به ||�̄�|| ≤ 𝜖 شرط با توقف می باشد؛ توقف معیار دو دارای داخلی حلقە ی می کند. جست وجو 𝜆𝑘 شعاع و 𝑥 مرکز به گوی
داخلی حلقه و می گیرد قرار بررسی مورد تکرار زمان حداکثر که معناست این به 𝑚 ≥ 𝑚𝑏 شرط با توقف آمده، بە دست گوی در ایستا نقطە ای

می شود. گرفته نظر در جواب عنوان به آمده بە دست نقطه آخرین درنتیجه و می یابد خاتمه نهایت در
می یابد کاهش 𝜆𝑘 می یابد، افزایش 𝑘 که زمانی (۱) الگوریتم در هستند؛ متفاوت جست وجو دامنە ی در (۲) و (۱) الگوریتم های .۴ .۳ ملاحظه
جست وجوی بر تاکید که می یابد افزایش نیز 𝜆𝑘 می یابد، افزایش 𝑘 که زمانی (۲) الگوریتم در اما دارد، تاکید موضعی جست وجوی روی که
در 𝐾 پارامتر است. سراسری جست وجوی بر الگوریتم این تمرکز آن دلیل که ندارد خطی جست وجوی (۲) الگوریتم علاوه، به دارد. سراسری
نشان دهندە ی کوچک تر 𝐾 می کند. آشکار را جست وجو قدرت عوض در و کنترل را 𝑆۱ مجموعه چگالی زیرا است مهم بسیار (۲) الگوریتم
نامیده تقسیم پارامتر ،𝐾 ادامه در است. عمیق تر جست وجوی نشان دهندە ی بزرگ تر 𝐾 که حالی در است، شدنی ناحیە ی در پراکنده جست وجوی

می شود.

سراسری شبە سکانت روش .۴
مینیمم کننده ناحیه ،[۸] منبع در کرد. تعریف موضعی مینیمم کننده برای ناحیە ای باید سراسری، بهینە سازی برای شبە سکانت روش اصلاح منظور به

شدە است. تعریف زیر صورت به موضعی

.۱ .۴ تعریف
تندترین خط شود، شروع ای نقطه هر از که طوری به است 𝑥 شامل که می باشد 𝐵 مرتبط دامنه یک 𝑥 واحد مینیمم کننده در 𝑓 از حوزە ای یک

نمی شود. همگرا 𝑥 به 𝑓 کاهش تندترین خط آن از خارج اما می شود، همگرا 𝑥 به 𝑓 کاهش
می شود: تعریف صورت این به تک متغیره تابع و است 𝑓 تابع یکتای موضعی مینیمم کننده یک 𝑥 کنید فرض
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طوری به دارد وجود 𝛼۰ > ۰ است، موضعی مینیمم کننده یک 𝑥 که آن جایی از می باشد. دلخواه جهت یک 𝑑 ∈ 𝑆۱ که 𝜃(𝛼) = 𝑓(𝑥 + 𝛼𝑑)
است. 𝑑 ∈ 𝑆۱ جهت در 𝛼۰ بزرگ ترین 𝛼𝑚𝑎𝑥(𝑑) > ۰ می باشد. [۰, 𝛼۰] بازه در صعودی تابع یک 𝜃(𝛼) که

𝛼𝑚𝑎𝑥(𝑑) = 𝑚𝑎𝑥{𝛼۰ > ۰|𝜃′(𝛼) > ۰, 𝛼 ∈ [۰, 𝛼۰]}

مجموعه باشد، یکتا موضعی مینیمم کننده یک 𝑥 کنید فرض .۲ .۴ تعریف
𝐵(𝑥) = ራ

𝑑∈𝑆۱
𝐷(𝑑),

آن در که می شود نامیده 𝑥 حوزە 
𝐷(𝑑) = {𝑦 ∈ ℝ𝑛|𝑦 = 𝑥 + 𝛼𝑑, 𝛼 ∈ [۰, 𝛼𝑚𝑎𝑥(𝑑)]}.

می شود. نامیده 𝐵(𝑥) حوزه پایه نقطە ی ،𝑥 یکتای موضعی مینیمم کننده
سراسری، بهینە سازی مسئله یک برای است. ناحیه یک نیز (۱ .۴) تعریف در آن گاه باشد ناحیه یک (۲ .۴) تعریف در 𝐵(𝑥) اگر که است واضح
هدف تابع مقدار اساس بر را ناحیە ها اولویت بتوان تا شود یافت آن پایە ی نقطە ی مانند سراسری مینیمم کننده با ناحیە ای می رود انتظار همیشه

کرد. مقایسه پایه نقاط

𝐵(𝑥۱) آن گاه 𝑓(𝑥۱) < 𝑓(𝑥۲) اگر هستند، پایە شان نقاط 𝑥۲ و 𝑥۱ که باشند 𝑓 تابع حوزە ی دو 𝐵(𝑥۲) و 𝐵(𝑥۱) کنید فرض .۳ .۴ تعریف
می نامند. برابر باهم را 𝐵(𝑥۲) و 𝐵(𝑥۱) آن گاه 𝑓(𝑥۱) = 𝑓(𝑥۲) اگر و می شود نامیده 𝐵(𝑥۲) از پایین تر

مجموعه .۴ .۴ تعریف
�̄�(𝑥) = {𝑦 ∈ ℝ| ∃𝑑 ∈ 𝑆۱ 𝑠.𝑡 𝑦 = 𝑥 + 𝛼𝑚𝑎𝑥(𝑑)𝑑},

می شود. نامیده 𝐵(𝑥) ناحیه مرز

مینیمم کردن پیدا برای کند. پیدا مربوطه حوزه در نقطە ای از شروع با را موضعی مینیمم کننده بتواند موضعی جست وجوی مراحل که کنید فرض
شود یافت ناحیه هر در شروع نقاط است نیاز کار این انجام برای شوند. مقایسه زیادی بسیار موضعی مینیمم کنندە های است نیاز سراسری، کننده
[۱۷] از سراسری بهینە سازی برای شده اصلاح شبە سکانت روش ادامه در است. انجام قابل کار این سراسری جست وجوی مراحل انجام با که

می گردد: بیان

𝐺𝑄𝑆𝑀 سراسری شبە سکانت روش .۳ الگوریتم
دهید. قرار 𝑘 ∶= ۱ شمارنده .𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑓(𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡) و 𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 جواب ؛خروجی: 𝑥𝑠𝑡𝑎𝑟 ∈ ℝ𝑛 تصادفی شروع نقطە ی یک ورودی: :۰ گام

.𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑓(𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡) ،𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑥𝑘 دهید قرار سپس دهید، قرار جواب را 𝑥𝑘 کنید، اجرا 𝑥𝑠𝑡𝑎𝑟 شروع نقطه از را (۱) ۱:الگوریتم گام
خواهد تولید را 𝐹 = {𝑓(𝑦۱), ..., 𝑓(𝑦𝐾)} و 𝑋 = {𝑦۱, ..., 𝑦𝐾} مجموعە های الگوریتم این کنید. اجرا 𝑥𝑘 ورودی با را (۲) الگوریتم :۲ گام

می باشد. (۲) الگوریتم تقسیم پارامتر 𝐾 که طوری به کرد،
کنید فرض :۳ گام

�̄� = 𝑎𝑟𝑔 ⅿin
(𝑦∈𝑋)

{𝑓(𝑦)},

بروید. ۴ گام به صورت این غیر در بروید؛ ۱ گام به و 𝑘 ∶= 𝑘 + ۱ ،𝑥𝑠𝑡𝑎𝑟 ∶= �̄� آن گاه ،𝑓(�̄�) < 𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 اگر
مجموعه کنید، بررسی 𝐹 مجموعه در را مقدار هر پی در پی ،𝑚 = ۱ از شروع با کنید. حساب را 𝑓(𝑦۰) و 𝑦۰ ∶= 𝑥𝑘 دهید قرار :۴ گام

بسازید، را زیر شاخص
𝐼 = {𝑖|𝑓(𝑦𝑚) ≤ 𝑓(𝑦𝑖−۱), 𝑓(𝑦𝑖) ≤ 𝑓(𝑦𝑖+۱), 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝐾 − ۱}

کنید. بە هنگام ندارند، تعلق 𝐼 مجموعه به که اعضایی کردن حذف با را 𝐹 و 𝑋
𝑋 = {𝑦𝑖 ∈ 𝑋|𝑖 ∈ 𝐼}
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و
𝐹 = {𝐹(𝑦𝑖) ∈ 𝑋|𝑖 ∈ 𝐼}

موضعی مینیمم کنندە های از مجموعە ای کار این کنید. اجرا را (۱) الگوریتم و بگیرید نظر در شروع نقطه عنوان به را 𝑦 ∈ 𝑋 نقطە ی هر :۵ گام
،𝑥𝑘+۱ = �̄� مجموعه آن گاه 𝑓(�̄�) < 𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 اگر بگیرید. نظر در هدف تابع مقدار کم ترین با مینیمم کننده یک عنوان به را �̄� می سازد. را
خروجی را 𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 و 𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 می شود، متوقف الگوریتم صورت این غیر در بروید؛ ۲ گام به و 𝑘 ∶= 𝑘 + ۱ ،𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝑓(𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡) ،𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 = �̄�

می دهد.
بازی را موضعی جست وجوی نقش (۱) الگوریتم دو، آن میان در می کند. فراخوانی را (۲) و (۱) های الگوریتم ،(۳) الگوریتم .۵ .۴ ملاحظه
(۲) الگوریتم می شود. گرفته کار به شدند پیدا مناسب جدید ناحیە های وقتی ۵ گام در و شد پیدا بهتر شروع نقطە ی یک وقتی ۱ گام در می کند،
(۱) الگوریتم برای شروع نقطه کاندیداهای از مجموعە ای و کرده شروع 𝑥𝑘 مینیمم کننده یک از دارد، عهده بر را سراسری جست وجوی نقش

می آورد. بە دست
فعلی نقطه بهترین از بهتر ای نقطه که است زمانی یکی دارد. وجود موضعی جست وجوی جدید دور مجدد شروع برای راه دو .۶ .۴ ملاحظه
به منجر گزینه۲ها این از یک هیچ اگر .(۵ −۴ گام می شوند(در شناسایی جدید ناحیە های برخی که است زمانی دیگر مورد .(۳ گام شود(در پیدا

هستند. جواب ها فعلی 𝑓𝑏𝑒𝑠𝑡 و 𝑥𝑏𝑒𝑠𝑡 و می یابد خاتمه الگوریتم نگردد، جست وجو پیشرفت
الگوریتم همگرایی .۱ .۴

هستند. متناهی همگرای (۲) و (۱) الگوریتم در داخلی حلقە های که می شود ثابت ابتدا، در
که طوری به دارد وجود 𝐺 > ۰ مانند عددی فرضا .۷ .۴ قضیه

||𝑣|| ≤ 𝐺 ∀𝑣 ∈ 𝜕𝑓(𝑥) , 𝑥 ∈ ℝ𝑛. (۸)
است برابر آن ها ممکن گام های تعداد بیش ترین و می شود متوقف متناهی گام های تعداد از بعد (۲) و (۱) الگوریتم دو هر در داخلی حلقە های

با:
𝑀 = අ ۴

(۱ − 𝑐۱)۲ ቆ
𝐺
𝜖 ቇ

۴
ඉ .

می دهد. نشان را عدد یک مقدار بیشترین ⌈⋅⌉ نماد این جا در
الگوریتم برای مشابه طور به و است شده ثابت (۱) الگوریتم برای فقط قضیه این است. ثابت 𝜆𝑘 داخلی حلقە ی هر که می شود مشاهده برهان:
مینیمم یک برای کافی و لازم شرط از است، مسئله این حل راه �̄� که آن جا از است. محدب (۴) مسئله که است واضح شد. خواهد ثابت نیز (۲)

که می شود نتیجه
⟨𝑣, �̄�⟩ ≥ ||�̄�||۲, ∀𝑣 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑄(𝑥𝑘). (۹)

شرط آن گاه نشود برقرار هرگز (۵) شرط اگر که شد خواهد ثابت .۶ و ۵ شرط های است: توقف معیار دو دارای (۱) الگوریتم در داخلی حلقە ی
شود. برقرار گام متناهی تعداد از بعد باید (۶)

و ||�̄�| > 𝜖 که است معنی این به این می شوند. برقرار و شرایط از یک هیچ تکرار، آخرین جز به داخلی، حلقه تکرار هر در
𝑓(𝑥𝑘) + 𝜆𝑘𝑑𝑚+۱) − 𝑓(𝑥𝑘) > −𝑐۱𝜆𝑘||�̄�|| (۱۰)

تعلق 𝑄(𝑥𝑘) فعلی محدب پوسته به شد، محاسبه 𝑑𝑚+۱ جهت از استاده با که 𝑣𝑚+۱ شد خواهد ثابت 𝑑𝑚+۱.سپس = −||�̄�||−۱�̄� برای
بود خواهد است نیز 𝑥𝑘 نقطه در شبە سکانت ،𝑣𝑚+۱ زیرگرادیان که آن جایی از ندارد.

𝑓(𝑥𝑘) + 𝜆𝑘𝑑𝑚+۱) − 𝑓(𝑥𝑘) ≤ 𝜆𝑘 ൻ𝑣𝑚+۱, 𝑑𝑚+۱ൿ

بود خواهد (۱۰) از ،𝑐۱ ∈ (۰, ۱) و 𝑑𝑚+۱ = −||�̄�||−۱�̄� که این احتساب با
ൻ𝑣𝑚+۱, �̄�ൿ < 𝑐۱||�̄�||۲ (۱۱)
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زیردیفرانسیل تقریب داخلی، حلقە ی تکرار هر در که است معنی این به این .𝑣𝑚+۱ ∉ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑄(𝑥𝑘) که می کند بیان (۹) نامساوی و نامساوی این
حلقە  تکرار 𝑚امین در (۴) مسئله جواب 𝑣−𝑚 برقرار شود. باید (۶) شرط تکرار، متناهی تعداد از بعد که شد ثابت ادامه در می کند. پیدا بهبود

𝑡 ∈ [۰, ۱] هر برای که است واضح است. داخلی
||𝑣−𝑚+۱|| ≤ ||𝑡𝑣𝑚+۱ + (۱ − 𝑡)𝑣−𝑚||۲

آن گاه
||𝑣−𝑚+۱|| ≤ ||𝑣−𝑚||۲ + ۲𝑡 ൻ𝑣−𝑚 , 𝑣𝑚+۱ − 𝑣−𝑚ൿ + 𝑡۲||𝑣𝑚+۱ − 𝑣−𝑚||۲.

بود خواهد (۸) شرط و (۱۱) برقراری با
||𝑣−𝑚+۱|| ≤ ||𝑣−𝑚||۲ + ۲𝑡(۱ − 𝑐۱)||𝑣−𝑚||۲ + ۴𝑡۲𝐺۲. (۱۲)

می شود انتخاب زیر صورت به را
𝑡 = (۱ − 𝑐۱)||𝑣−𝑚||۲

۴𝐺۲
بود خواهد (۱۲) در 𝑡 دادن قرار با .𝑡 ∈ (۰, ۱) ،(۸) شرط به توجه با

||𝑣−𝑚+۱||۲ − ||𝑣−𝑚||۲ < −(۱ − 𝑐۱)۲||𝑣−𝑚||۴
۴𝐺۲ (۱۳)

که می شود نتیجه (۱۳) از ، ||𝑣−𝑚|| > 𝜖 که آن جایی از

||𝑣−𝑚+۱||۲ − ||𝑣−𝑚||۲ < −(۱ − 𝑐۱)۲𝜖۴
۴𝐺۲

�̄�۰ = 𝑣۰ احتساب با و آن ها کردن جمع و 𝑙 = ۰, ..., 𝑚 برای نامساوی این نوشتن با است. صادق 𝑚 = ۰, ۱, ... تمام برای نامساوی این
بود خواهد

||𝑣−𝑚+۱||۲ < ||𝑣۰||۲ − (𝑚 + ۱)(۱ − 𝑐۱)۲𝜖۴
۴𝐺۲ (۱۴)

دهندە ی نشان این که ||𝑣−𝑚+۱|| ↦ −∞ می شود نتیجه (۱۴) از 𝑚 ↦ ∞ کردن میل با آن گاه نباشد، متناهی همگرای داخلی حلقە ی اگر
که این برای 𝑚 مقدار بیش ترین که است واضح می شود. متوقف گام متناهی تعداد از بعد داخلی حلقە ی که می کند ثابت این است. تناقض

بود خواهد ||𝑣−𝑚+۱|| ≤ 𝜖

𝑚 = ቜ۴𝐺۲(𝐺۲ − 𝜖۲)
(۱ − 𝑐۱)۲𝜖۴ ቝ .

بود خواهد زیر صورت به 𝑚 از تخمینی شمارشگر، این از 𝜖 حذف با

𝑀 = අ ۴
(۱ − 𝑐۱)۲ ቆ

𝐺
𝜖 ቇ

۴
ඉ .

اصلی نتایج .۵
عددی آزمایش های .۱ .۵

با را آن ثبات و کارآیی جامع، طور به سپس دهیم، می ارائه الگوریتم های ویژگی تحلیل و تجزیه برای گویا و مهم مثال چند ابتدا بخش، این در
می کنیم. بررسی عددی آزمایش زیادی تعداد
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مهم مثال های .۱ .۱ .۵
،𝑚𝑏 = 𝑛 + ۳ ،𝜖 = ۱۰−۷ ،𝑐۲ = ۰٫۵ ،𝑐۱ = ۰٫۲ است: شرح این به سراسری شبە سکانت روش پارامترهای عددی، آزمایش های برای
بخش این در می باشد. 𝜆𝑚𝑖𝑛 = ۱۰−۴𝜆𝑚𝑎𝑥 با برابر سراسری جست وجوی در و 𝜆𝑚𝑖𝑛 = ۱۰−۸ مقدار موضعی جست وجوی در .𝛼 = ۰٫۱

شدە است: استفاده زیر نمادهای از
متغیرها تعداد −𝑛 •

سراسری؛ واقعی بهینه مقدار −𝑓𝑜𝑝𝑡 مستقل؛• اجرای 𝑁𝑟 در موفقیت میزان −𝑆𝑅 •
مستقل؛ اجرای 𝑁𝑟 در سراسری بهینه مقدار میانگین − ̄𝑓∗ •

مستقل؛ اجرای 𝑁𝑟 طول در هدف تابع ارزیابی تعداد میانگین −�̄�𝑓 •
مستقل؛ اجرای 𝑁𝑟 طول در گرادیان ارزیابی تعداد میانگین −�̄�𝑔 مستقل.• اجرای 𝑁𝑟 طول در زمان مصرف میانگین −�̄�𝑔 شکل• به توجه با .[۲۵] شده است برگرفته شبیە سازی آزمایش های مجازی کتابخانه از بخش این در استفاده مورد کادمیک آ آزمایشی مسائل

شکل، ای کاسه (۳) شکل، بشقابی (۲) زیاد، موضعی مینیمم های (۱) کرد: بندی طبقه گروه شش در می توان را آزمایشی مسائل هدف، توابع
دارای (۵) و زیاد موضعی مینیمم های (۱) گروە های در مسائل عددی، نظر از غیره. (۶) و پرشیب صعود̸نزول دارای (۵) شکل، ای دره (۴)
واقعی مقادیر و شده آزمایش متغیرهای تعداد همچنین و آزمایشی مسائل تمام (۱) جدول است. مسائل دیگر از پیچیدە تر پرشیب، صعود̸نزول

می دهد. نشان را سراسری مینیمال
درآمد. اجرا به شده، تولید تصادفی صورت به که مختلف ابتدایی نقاط از آغاز با بار (۱۰۰=)𝑁𝑟 تعداد به 𝐺𝑄𝑆𝑀 آزمایشی، مسائل از هریک برای

𝑓∗ − 𝑓𝑜𝑝𝑡
۱ + |𝑓𝑜𝑝𝑡| ≤ ۰٫۰۱.

می شود تعریف زیر صورت به (𝑆𝑅)موفقیت میزان سپس،

𝑆𝑅 = 𝑆𝑟
𝑁𝑟

× ۱۰۰٪

می باشد. مستقل اجرای تعداد 𝑁𝑟 از موفق اجراهای تعداد عنوان به 𝑆𝑟 که طوری به
کمتر موفقیت درصد با مسئله چند شدند، باموفقیت حل 𝑆𝑅 ≥ ۸۰٪ با مسائل اکثر آزمایشی، مسائل این روی بر شده انجام عددی آزمایشات در
،𝑛 = ۱۰(𝑆𝑅 = ۲٪) با ۳ دیکسون⁃پرایس ،𝑛 = ۱۰(𝑆𝑅 = ۱۰٪) با ۲ شفل ،𝑛 = ۲, ۵(𝑆𝑅 = ۲۸٪, ۳۵٪) با ۱ گریوانک مانند شدند، حل
با میشالویکز جز به است ثانیه ۰٫۲ از کمتر آزمون مسائل همه برای شده مصرف زمان میانگین .𝑛 = ۱۰(𝑆𝑅 = ۳۳٪) با ۴ میشالویکز
انحراف است، پایدار خاص مسئله یک در مختلف اجراهای برای این است. امیدوارکننده نیز هدف تابع ارزیابی زمان متوسط .𝑛 = ۱۰(۲٫۴𝑠)
با هدف تابع ارزیابی زمان متوسط و شده مصرف زمان البته، است. میانگین درصد ده از کمتر آمده دست به جهانی مقادیر حداقل استاندارد
می گذارد، تاثیر هدف تابع ارزیابی زمان و شده مصرف زمان بر که عاملی است. خطی صورت به افزایش این اما می یابد، افزایش بعد افزایش
در که کرد، استفاده بزرگتر 𝐾 از باید بهتر، سراسری جست وجوی به دستیابی منظور به سخت تر مسائل از برخی برای است. 𝐾 تقسیم پارامتر
مورد محلی حداقل های از بسیاری گروه در را آزمایشی مسئله دو ، تأثیر بیشتر شدن آشکار برای دارد. دنبال به را بیشتری محاسباتی هزینه عوض
متوسط ،𝑆𝑅 موفقیت میزان شامل (۲) جدول است. شده ارائه (۲) شکل در ۲ = n با آن ها نمودارهای که شفل و ۵ شوبرت گرفت: قرار بررسی
نتیجه می توان راحتی به جدول، از .�̄� مصرفی زمان متوسط ،�̄�𝑔 زیرگرادیان ارزیابی و �̄�𝑓 هدف تابع تعداد میانگین ، ̄𝑓∗ سراسری بهینه مقدار

می یابد. افزایش محاسبه هزینه تقسیم پارامتر افزایش با که گرفت
بهینە سازی مسائل عموم برای رویکرد یک سراسری کاهشی روش .[۲۰] شدە است مقایسه سراسری کاهشی روش با 𝐺𝑄𝑆𝑀 عددی عملکرد
تابع موضعی مینیمم کننده یک از شود، می نامیده سراسری کاهشی تابع اصطلاحا که کمکی تابع یک از استفاده با تکرار هر در است، سراسری
روش دارد: وجود سراسری کاهشی روش دو زیرمسئلە ها، در استفاده مورد جهت به توجه با می کند. حرکت بهتر مینیمم کننده یک سمت به هدف
استفاده با اجرا از آمده بدست نتایج عددی، عملکرد در مي كند. استفاده تركيبي جهت از دیگری و مي كند استفاده کاهش تندترين جهت از كه اول
کاهشی روش سهولت، برای است. کاهش تندترین جهت از استفاده با اجرا از بهتر آن عددی عملکرد زیرا می شود ، داده نشان ترکیبی جهت از

می شود. داده نشان 𝐺𝐷𝑀𝐻 صورت به را ترکیبی جهت با سراسری

1Griewank
2Schwefel
3Dixon-Price
4Michalewicz
5Shubert
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نشان دهندە ی ترتیب به و 𝑓𝑜𝑝𝑡 ،𝑓∗ ،𝑓𝑖𝑛𝑖 اینجا، در می شود. استفاده سراسری بهینه مقدار ارزیابی برای عددی عملکرد شاخص از ،[۲۰] به توجه با
هستند. هدف تابع واقعی و آمده بە دست اولیه، مقدار

𝑃𝐼 = 𝑓𝑖𝑛𝑖 − 𝑓∗
𝑓𝑖𝑛𝑖 − 𝑓𝑜𝑝𝑡

این 𝑃𝐼 = ۰ که حالی در شد، سراسری مینیمم کننده یک کردن پیدا به موفق روش که معناست این به 𝑃𝐼 = ۱ .۰ ≤ 𝑃𝐼 ≤ ۱ که است واضح
نظر در نیز مصرفی زمان متوسط و هدف تابع ارزیابی های متوسط تعداد این، بر علاوه باشد. داشته پیشرفتی نتوانسته روش که می دهد را معنی

می شود. گرفته
شدند. حل 𝐺𝐷𝑀𝐻 و 𝐺𝑄𝑆𝑀 توسط که می دهد نشان را ۷ رستریجین و شفل ، 𝐿𝑒𝑣𝑦۳ ، 𝐿𝑒𝑣𝑦۲ ، ۶ کلی آ مسائل جواب های (۳) جدول
به 𝐺𝑄𝑆𝑀 توسط که (𝑛 = رستریجین(۵۰۰ زیرسراسری بهینه جواب جز به ، PI مقدار نظر از که، است مشاهده قابل ،𝑃𝐼 مقدار به توجه با
آوردن بە دست برای ،𝑛 = ۲۰, ۵۰, ۱۰۰ و ۲۰۰ با کلی آ مورد در شود. می حل کاملا́ روش دو هر با آزمایشی مسائل تمام است، آمده دست
رستریجین و 𝑛 = ۱۰۰, ۲۰۰ با شفل برای همچنین دارد، همراه به 𝐺𝑄𝑆𝑀 برای کم تری هدف تابع ارزیابی های تعداد سراسری، بهینه جواب های
می دهد. انجام 𝐺𝐷𝑀𝐻 به نسبت هدف تابع مقادیر روی بر بیش تری ارزیابی های 𝐺𝑄𝑆𝑀 ،𝐿𝑒𝑣𝑦۳ و 𝐿𝑒𝑣𝑦۲ برای .𝑛 = ۱۰۰, ۲۰۰, ۵۰۰ با
توابع ارزیابی متوسط تعداد از نظر صرف است، 𝐺𝐷𝑀𝐻 از کم تر بسیار 𝐺𝑄𝑆𝑀 مصرف زمان میانگین آزمایشی، مسائل تمام برای حال، این با

هدف.
جامع عددی آزمایش های .۲ .۱ .۵

این می شود. آزمایش [۷] از GKⅬS مولد توسط شده تولید توابع از استفاده با آن بخش، این در ،𝐺𝑄𝑆𝑀 عددی عملکرد جامع بررسی منظور به
سیستماتیک طور به و است) شده نام گذاری ”پارابلوئید” ،[۷] منبع در که همانطور ) محدب دو درجه تابع یک تعریف شامل آزمایشی مسائل مولد
ناپذیر(نوع دیفرانسیل نوع کند؛ تولید را آزمایشی توابع از مختلف نوع سه می تواند مولد این می کند. دستە بندی چندجملە ای ها گروه در را آن
اطلاعات تولید برای پارامتر پنج به تنها نوع، هر برای .(𝐷۲ پذیر(نوع دیفرانسیل پیوسته دوبار نوع و (𝐷 پذیر(نوع دیفرانسیل پیوسته نوع ،(𝑁𝐷
مینیمم مقدار (۳ ،𝑚 موضعی مینیمم های تعداد (۲ 𝑛، مسئله بعد (۱) از عبارتند آن ها است، نیاز آزمایشی هدف تابع یک ایجاد برای نیاز مورد
برای دادە ها که هنگامی سراسری. مینیمم کننده جذب ناحیه r شعاع (۵ پارابلوئید، راس تا سراسری مینیمم کننده از 𝑑 فاصله (۴ ،𝑓∗ سراسری
از استفاده کرد. فرموله [۷] در شده ارائه عبارات از استفاده با را هدف توابع مختلف انواع می توان شد، تولید آزمایشی هدف تابع یک ساختن
حتی و می داند را آن موضعی و سراسری مینیمم جواب های تمام ساختە شده، آزمایشی مسئله برای اولا˟، است: مناسب علت سه به 𝐺𝐾𝐿𝑆 مولد
تنظیم پارامترها مقدار تغییر با را تولیدشده آزمایشی تابع دشواری میزان تواند می ثانیاً، کند. تعیین را آن سراسری مینیمم مقدار ارزش می تواند
تبدیل تکرار قابل کاملا آزمایش یک به را عددی آزمایش که شود می تعیین پارامترها این توسط منحصراً تولیدشده آزمایشی مسئله ثالثاً، کند.

می کند.
سپس می شود. مقایسه است، شده آورده [۲۲] در که مرجع های الگوریتم و پیشنهادی های الگوریتم با 𝐺𝑄𝑆𝑀 عددی عملکرد ابتدا ادامه، در

می شود. بررسی 𝐺𝐾𝐿𝑆 مولد در ورودی پارامترهای گزینه به نسبت 𝐺𝑄𝑆𝑀 عددی عملکرد
و است، سراسری گرایش با 𝐺𝑏−𝐷𝐼𝑆𝐼𝑀𝑃𝐿 جدید الگوریتم و 𝐷𝐼𝑆𝐼𝑀𝑃𝐿 اصلی الگوریتم نسخه دو هر شامل [۲۲] در پیشنهادی روش های
به مربوط جزئیات که است 𝐷𝐼𝑅𝐸𝐶𝑇𝑙 موضعی گرایش با آن اصلاح و [۱۳] اصلی 𝐷𝐼𝑅𝐸𝐶𝑇 روش شامل [۲۲] در آمده مرجع الگوریتم های
مرجع ۲ جدول در که پارامترهایی همانند 𝐺𝐾𝐿𝑆 مولد پارامترهای ،[۲۲] مرجع با مطابقت برای است. موجود مربوطه منابع در الگوریتم ها این
الگوریتم های این عددی عملکرد برای می شود. تولید آزمایشی تابع ۱۰۰ نوع، هر برای همچنین شدە است. تنظیم شدە است، داده نشان [۲۲]

شدە است. نقل [۲۲] مرجع در دادە شده نشان های داده مرجع،
ترتیب به آن ها دهد، می نشان مسائل از نوع هر حل برای نامزد الگوریتم هر برای را توابع متوسط  ارزیابی های و حداکثر میانه، (۴) جدول
(مانند است ۱�۰۰۰�۰۰۰ از بیش تابع شان ارزیابی های تعداد حداکثر که الگوریتم ها این برای شوند. می مشخص 𝑓𝑎𝑣𝑒 و 𝑓𝑚𝑎𝑥 ،𝑓𝑚𝑒𝑑 با
به (۴) جدول در که می شوند، گرفته نظر در خورده شکست مسائل از دسته این حل برای آن ها سادگی به (۸ −۴ انواع برای مستقیم الگوریتم
به نسبت بهتری عملکرد 𝐺𝑄𝑆𝑀 روش ،۳ و ۲ ،۱ تابع انواع جز به که کرد مشاهده (۴) جدول از توان می است. شده داده نشان ”−” صورت
عملکرد (۸ و ۶ ،۴ ،۲ (انواع سخت انواع و (۷ و ۵ ،۳ ،۱ (انواع ساده انواع بین مرجع های الگوریتم این، بر علاوه دارد. مرجع الگوریتم های همه
می کنند؛ ارزیابی سخت انواع به نسبت را کم تری بسیار تابع مقدار ساده مسائل در 𝐷𝐼𝑆𝐼𝑀𝑃𝐿 الگوریتم های سری مثال، عنوان به دارند، متفاوتی
نیز این نشدە است. دیده سخت و ساده انواع بین آشکاری عملکرد تفاوت و می کند عمل پایدارتر مسائل، مختلف انواع در 𝐺𝑄𝑆𝑀 که، حالی در

شدە است. داده نشان تابع ارزیابی های تعداد جعبە ای نمودار (۲) شکل در

6Ackley
7Rastrigin
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اول، مرحله در شدە است. اجرا مختلف موضعی مینیمم های تعداد و ابعاد با مسائل از دستە ای روی بر آن ،𝐺𝑄𝑆𝑀 قدرت بررسی منظور به
شده صرف زمان و تابع ارزیابی های تعداد شد، تنظیم ۵ گام با 𝑛 = ۲ ∼ ۴۰ و 𝑟 = ۰٫۲، 𝑑 = ۰٫۶۶، 𝑓∗ = −۱، 𝑚 = ۱۰ صورت به پارامترها
افزایش نیز مسئله هر برای نیاز مورد تابع ارزیابی های تعداد ابعاد، تعداد افزایش با (آ) شکل در است. شده داده نشان شکل در مسئله هر برای
موضوع این آبی های (مستطیل نیست حساس هم چندان اما دارد صعودی روند تابع ارزیابی های از تعدادی انحراف تند. درجه در نه اما میابد،
افزایش به نسبت را مسئله هر برای مصرفی زمان تغییرات که (ب)، (۳) شکل قرمز). ”+”) دارد وجود پرت نقطه چند فقط و می دهد) نشان را
مولد توسط تولیدشده مسائل برای 𝐺𝑄𝑆𝑀 که دهد می نشان (۳) شکل کند. می منعکس را (الف) (۳) شکل ویژگی همان می دهد، نشان بعد

. پایدارمی باشد و قوی 𝐺𝐾𝐿𝑆
آن ها عددی نتایج هستند، یکسان پارامترها سایر که حالی در می کند، پیدا تغییر ۵ گام با ۵۰ به ۵ از 𝑚 و می شود تنظیم 𝑛 = ۲ بعد دوم، مرحله در
تا ۵۰۰ از دادە ها بیش تر می شود، حفظ ۷۵۰ حدود ثابت طور به تابع ارزیابی های تعداد میانه (آ)، (۴) شکل از است. شده ارائه (۴) شکل در
دهد، می نشان مسائل از دسته هر برای را ویژگی یک تقریباً (ب) (۴) شکل دارد. وجود کمی بسیار پرت نقاط است، متغیر ۱۵۰۰ از بیش تر کمی
موضعی مینیمم های تعداد تغییر به نسبت 𝐺𝑄𝑆𝑀 که می دهد نشان (۵) شکل است. متفاوت کمی ۵۰ و 𝑛 = ۴۰ برای متوسط مقادیر در اما

نیست. حساس 𝐺𝐾𝐿𝑆 مولد توسط تولیدشده مسائل برای
حسگر موضعی سازی مسئله کاربرد .۲ .۵

هایی ”گره” هزاران حتی یا صد چند تا چند از بی سیم حسگر شبکه است. حسگر بی سیم شبکه در اساسی مسئله یک سنسور موضعی سازی
می دهد. ارائه جدیدی رویە های سیستم طراحی زمینه در حسگر بی سیم شبکه است. متصل دیگر گره چند یا یک به گره هر که است شده ساخته
اعتبار محدود، قدرت دارای گره هر دیگر، سوی از و کند می تسهیل را موازی بسیار محاسبات و وسیع مقیاس گرە ها پایین هزینه سو، یک از
دقیق محل به نمیتوان بالقوه، وسیع مقیاس و کاربردی های زمینه این به توجه است.با همسایه از معدودی تعداد با موضعی ارتباط یک و محدود
و زیاد هزینه دلیل به (GPS) جهانی یابی موقعیت سیستم توسط حسگر هر موضعی سازی هنوز کرد. اطمینان حسگرها یکنواخت چیدمان یا
قصد که [۱۹ ،۱۰] می شود مطرح حسگر موضعی سازی مسئله موضوع دلیل همین به است. غیرممکن حسگرها حافظه و قدرت بودن محدود
داشتن بدون این از پیش کند. تعیین متصل حسگرهای جفت بین گیری شده اندازه فاصلە های دادن با شبکه یک در را حسگر هر موقعیت دارد
متصل حسگرهای جفت گیری شده اندازه فاصله گیری اندازه با را حسگر شبکه نسبی موقعیت اطلاعات می شود فقط حسگری، هیچ موقعیت
سطح (دما، محیطی اطلاعات بر نظارت و ردیابی برای شبکه مانند نیست، خوب کافی اندازه به تخمین ها، شبکه از برخی برای اما زد. تخمین
به است. مشخص لنگر گره چند موقعیت قبل از که کرد فرض باید حسگرها، مطلق موقعیت آوردن دست به برای ، بنابراین غیره). و نور، صدا،

می گویند. ”دیدە بان” لنگر، گرە های
متعلق (حسگرها) معلوم نقطه 𝑛 تعداد و 𝐴 = {𝑎𝑘 ∈ ℝ۲|𝑘 = ۱, ۲, ..., 𝑚} مجموعه به متعلق معلوم(لنگرها) نقطه 𝑚 تعداد که شود فرض
𝑆 = {𝑥𝑖 ∈ مجموعه به

شدە است تعریف زیر صورت به است، 𝑁𝑒 نقاط جفت شامل که مجموعە ای دارد. وجود 𝑚𝑎𝑡ℎ𝑏𝑏𝑅۲|𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛}
𝑁𝑒 = {(𝑎𝑘 , 𝑥𝑖)|𝑎𝑘 ∈ 𝐴, 𝑥𝑗 ∈ 𝑆},

شدە است تعریف زیر صورت به است، 𝑁𝑢 نقاط جفت شامل که مجموعە ای و
𝑁𝑢 = {(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)|𝑥𝑖 ∈ 𝑆, 𝑥𝑗 ∈ 𝑆}.

وجود 𝑑𝑖𝑗 اقلیدسی فاصله مقیاس یک نیز، 𝑁𝑢 در نقطه جفت هر برای دارد. وجود 𝑑𝑘𝑗 اقلیدسی فاصله مقیاس یک ،𝑁𝑒 در نقطه جفت هر برای
که طوری به شود، پیدا (𝑥𝑖𝑠) حسگرهای موقعیت که است این حسگر موضعی سازی مسئله نتیجه، در دارد.

||𝑎𝑘 − 𝑥𝑗||۲ = 𝑑۲
𝑘𝑗 ∀(𝑎𝑘 , 𝑥𝑗) ∈ 𝑁𝑒 ,

||𝑥𝑖 − 𝑥𝑗||۲ = 𝑑۲
𝑖𝑗 ∀(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) ∈ 𝑁𝑢.

(۱۵)

که زمانی جملە ای چند سیستم حل .(۱۵) کرد محاسبه معادلە ها حل با را حسگر های مکان بتوان است ممکن حسگرها، از کمی تعداد برای
جملە ای چند سیستم این باشند، خطا دارای 𝑑𝑖𝑗 و 𝑑𝑘𝑗 فواصل اگر این، بر علاوه باشد. پرهزینه بسیار تواند می دارد وجود حسگر زیادی تعداد
سراسری بهینە سازی مسئله به می توان نیز را (۱۵) معادلات جملە ای چند سیستم می افتد. اتفاق عمل در اغلب که باشد، نامناسب است ممکن

کرد: تبدیل زیر معادل

𝑚𝑖𝑛{𝑒۱ = 
𝑎𝑘 ,𝑥𝑗∈𝑁𝑒

| ||𝑎𝑘 − 𝑥𝑗||۲ − 𝑑۲
𝑘𝑗 |

+ 
𝑥𝑖 ,𝑥𝑗∈𝑁𝑢 ,𝑖<𝑗

| ||𝑥𝑖 − 𝑥𝑗||۲ − 𝑑۲
𝑖𝑗 |}.

(۱۶)
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یا

𝑚𝑖𝑛{𝑒۲ = 
𝑎𝑘 ,𝑥𝑗∈𝑁𝑒

(||𝑎𝑘 − 𝑥𝑗||۲ − 𝑑۲
𝑘𝑗)۲

+ 
𝑥𝑖 ,𝑥𝑗∈𝑁𝑢 ,𝑖<𝑗

(||𝑥𝑖 − 𝑥𝑗||۲ − 𝑑۲
𝑖𝑗)۲}.

(۱۷)

هستند حسگر واقعی موقعیت های 𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛 که حالی در است، صفر (۱۷) و (۱۶) مسائل ممکن هدف مقدار کوچک ترین که است واضح
یک (۱۷) مسئله که درحالی است ناهموار مسئله یک (۱۶) مسئله که شود توجه باشد. صفر (۱۷) و (۱۶) مسائل بهینه مقدار اگر تنها و اگر

می باشند. نامحدب آن ها هردوی اما می باشد، هموار دو درجه مسئله
عددی نتایج .۱ .۲ .۵

نشان ترتیب به را شده حل حسگر ۴۰۰ و ۵۰ با شده اصلاح شبە سکانت روش با که حسگر موضعی سازی مسائل نتایج (۷) و (۶) شکل های
مکان با خوبی به شدە اند) داده نشان ”*” با (که واقعی حسگر های مکان تمام که می شود مشاهده (b)،(۷) و (b)(۶) های شکل در می دهد.

شدە اند. زده تخمین (" ∘ " با شده داده (نمایش آمده دست به حسگر های
۲۰ از پس بهینه حل راه (a)،(۸) شکل از دهد. می نشان است ۲۰۰۰ و ۱۰۰۰ حسگرها تعداد که هنگامی را هدف تابع مقدار کاهش (۸) شکل
این می آید. دست به سراسری جست وجوی تکرار ۱۹۴ از پس بهینه حل راه (b)،(۸) شکل از می آید. بدست سراسری جست وجوی تکرار
برای مناسب شروع نقاط یافتن به قادر شده اصلاح شبە سکانت روش در استفاده مورد سراسری جست وجوی روش که دهد می نشان شکل دو

است. موضعی جست وجوی روش
مانند هستند، محدب سازی آرام های روش بر مبتنی معمولا˟ حسگر ۱۰۰۰ از بیش با حسگر موضعی سازی مسائل حل برای موجود های روش
بهینه حل راه یک حتی بهینه، حل راه یک آوردن دست به برای تضمینی نمی توانند روش ها این حال، این با .[۲۳] 𝑆𝐷𝑃 بر مبتنی رابطه یک
ندارد(در وجود کنند حل حسگر ۲۰۰۰ از بیش با را مسئله این می توانند که سراسری بهینە سازی روش های دانستە ها، بهترین با باشند. موضعی
روش که می دهد نشان این است)، شده گرفته نظر در ناشناخته گره ۲۰۰ [۱۹] مرجع در است، شده گرفته نظر در ناشناخته گره ۵۰ [۱۰] مرجع

است. کارآمد و قدرتمند حسگر، موضعی سازی مسئله حل در شده ارائه
نتیجە گیری .۳ .۵

روش های شامل روش این است. شده ارائه جعبە ای محدودیت های با جهانی سازی بهینه مسائل حل برای شبە سکانت روش اصلاح مقاله این در
ناهموار بهینە سازی برای اصل در که است شبە سکانت روش بر مبتنی موضعی جست وجوی روش است. سراسری و موضعی جست وجوی
سراسری و موضعی جست وجوی روند های همگرایی شدە است. اصلاح شبە سکانت روش با نیز سراسری جست وجوی روند شدە است، طراحی
بررسی مورد کادمیک آ معیارهای برخی آزمایش با فصل این در شده ارائه روش ویژگی های از برخی است. شده ثابت ضروری شرایط برخی در
نشان نتایج می گیرد. قرار استفاده مورد عددی عملکرد آزمایش برای مسئله مولد یک توسط شده تولید مسائل از بسیاری سپس می گیرد، قرار
شبکە های حسگر، موضعی سازی مسائل حل برای پیشنهادی روش کارآمدی، از نمونە ای عنوان به است. قوی و کارآمد پیشنهادی روش که می دهد

است. کننده امیدوار نتایج و گرفتە اند قرار آزمایش مورد بزرگ و کوچک حسگر
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اشکال و جداول .۶

آزمایشی مسائل شرح :۱ جدول
𝑓𝑜𝑝𝑡 𝑛 مسئله گروه

۰ ۱۰،۵،۲ 𝐴𝑐𝑘𝑙𝑒𝑦

زیاد موضعی مینیمم های
۰ ۱۰،۵،۲ 𝐺𝑟𝑖𝑒𝑤𝑎𝑛𝑘
۰ ۱۰،۵،۲ 𝐿𝑒𝑣𝑦
۰ ۱۰،۵،۲ 𝑅𝑎𝑠𝑡𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛
۰ ۱۰،۵،۲ 𝑆𝑐ℎ𝑤𝑒𝑓𝑒𝑙

−۱۸۶٫۷۳۰۹ ۲ 𝑆ℎ𝑢𝑏𝑒𝑟𝑡
۰ ۲ 𝐵𝑜𝑜𝑡ℎ

شکل ۰بشقابی ۲ 𝑀𝑎𝑡𝑦𝑎𝑠
۰ ۱۰،۵،۲ 𝑍𝑎𝑘ℎ𝑎𝑟𝑜𝑣
۰ ۲ 𝐵𝑜ℎ𝑎𝑐ℎ𝑒𝑣𝑠𝑘𝑦

شکل کاسە ای
۰ ۳،۲ 𝑃𝑒𝑟𝑚
۰ ۱۰،۵،۲ 𝑆𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒
۰ ۱۰،۵،۲ 𝑆𝑢𝑚𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑠
−۲ ۲

𝑇𝑟𝑖𝑑−۳۰ ۵
−۲۱۰ ۱۰

−۰٫۰۳۱۶ ۲ 𝐶𝑎𝑚𝑒𝑙
شکل ۰درە ای ۱۰،۵،۲ 𝐷𝑖𝑥𝑜𝑛 − 𝑃𝑟𝑖𝑐𝑒

۰ ۱۰،۵،۲ 𝑅𝑜𝑠𝑒𝑛𝑏𝑟𝑜𝑐𝑘
−۱ ۲ 𝐸𝑎𝑠𝑜𝑚 𝑆𝑡𝑒𝑒𝑝𝑅𝑖𝑑𝑔𝑒𝑠/𝐷𝑟𝑜𝑝𝑠−۱٫۸۰۱۳ ۲

𝑀𝑖𝑐ℎ𝑎𝑙𝑒𝑤𝑖𝑐𝑧−۴٫۶۸۷۶۵۸ ۵
−۹٫۶۶۰۱۵ ۱۰

۰ ۲ 𝐵𝑒𝑎𝑙𝑒

غیره
۳۹۷۸۸۷ .۰ ۲ 𝐵𝑟𝑎𝑛𝑖𝑛

۰ ۴ 𝐶𝑜𝑙𝑣𝑖𝑙𝑙𝑒
۳ ۲ 𝐺𝑜𝑙𝑑𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛 − 𝑃𝑟𝑖𝑐𝑒

−۱۰٫۱۵۳۲ ۴ 𝑆ℎ𝑒𝑘𝑒𝑙
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مختلف تقسیم پارامترهای با 𝐺𝑄𝑆𝑀 عددی عملکرد :۲ جدول
�̄� �̄�𝑔 �̄�𝑓 𝑓∗ 𝑆𝑅 𝐾 𝑛 مسئله

۰٫۰۱ ۱۱۶۰ ۱۵۷۸ −۱٫۴۴۴۵𝑒 + ۰۰۲ ۵۴ ۱۰

𝑆ℎ𝑢𝑏𝑒𝑟𝑡

۰٫۰۲ ۱۶۱۱ ۲۱۸۰ −۱٫۵۸۸۵𝑒 + ۰۰۲ ۷۰ ۱۵
۰٫۰۲ ۲۰۷۵ ۲۸۰۷ −۱٫۸۱۴۴𝑒 + ۰۰۲ ۹۴ ۲۰
۰٫۰۳ ۲۵۰۲ ۳۳۸۱ −۱٫۸۲۰۳𝑒 + ۰۰۲ ۹۵ ۲۵ ۲
۰٫۰۳ ۳۱۶۸ ۴۳۰۴ −۱٫۸۰۹۱𝑒 + ۰۰۲ ۹۲ ۳۰
۰٫۰۳ ۳۴۶۸ ۴۶۹۶ −۱٫۸۴۲۰𝑒 + ۰۰۲ ۹۶ ۳۵
۰٫۰۳ ۳۷۱۰ ۵۰۱۴ −۱٫۸۶۷۳𝑒 + ۰۰۲ ۱۰۰ ۴۰
۰٫۰۴ ۴۳۵۷ ۵۸۹۶ −۱٫۸۶۷۳𝑒 + ۰۰۲ ۱۰۰ ۴۵
۰٫۰۱ ۶۶۴ ۹۶۸ ۱٫۱۱۱۴𝑒 + ۰۰۲ ۲۲ ۱۰

𝑆𝑐ℎ𝑤𝑒𝑓𝑒𝑙

۰٫۰۱ ۱۵۵۰ ۲۲۲۷ ۹٫۴۷۵۱𝑒 + ۰۰۰ ۹۶ ۲۰
۰٫۰۲ ۱۷۱۲ ۲۴۰۶ ۵٫۱۷۱۸𝑒 + ۰۰۱ ۷۷ ۳۰ ۲
۰٫۰۲ ۲۰۹۳ ۲۹۴۴ ۱٫۴۲۱۳𝑒 + ۰۰۱ ۹۴ ۴۰
۰٫۰۲ ۲۶۹۱ ۳۷۳۸ ۲٫۳۶۸۸𝑒 + ۰۰۰ ۹۹ ۵۰
۰٫۰۱ ۶۹۰ ۹۹۴ ۱٫۰۵۶۱𝑒 + ۰۰۲ ۲۵ ۱۰
۰٫۰۲ ۲۱۴۵ ۳۱۲۴ ۳٫۰۷۳۵𝑒 + ۰۰۲ ۲۶ ۲۰
۰٫۰۳ ۲۵۹۱ ۳۵۹۱ ۱٫۹۸۱۹𝑒 + ۰۰۲ ۴۹ ۳۰ ۵
۰٫۰۳ ۳۴۲۱ ۴۷۸۲ ۱٫۸۶۹۴𝑒 + ۰۰۲ ۵۳ ۴۰
۰٫۰۴ ۳۹۲۵ ۵۲۹۵ ۱٫۵۳۹۷𝑒 + ۰۰۲ ۵۸ ۵۰
۰٫۰۶ ۵۵۵۱ ۷۸۹۹ ۶٫۰۹۹۶𝑒 + ۰۰۲ ۹ ۵۰
۰٫۱۱ ۱۰۰۱۱ ۱۳۸۳۸ ۳٫۸۸۸۷𝑒 + ۰۰۲ ۲۶ ۱۰۰
۰٫۱۴ ۱۲۸۵۰ ۱۷۳۹۹ ۵٫۵۰۵۴𝑒 + ۰۰۲ ۱۷ ۱۵۰ ۱۰
۰٫۱۷ ۱۶۴۶۰ ۲۲۰۷۷ ۴٫۵۶۱۹𝑒 + ۰۰۲ ۱۶ ۲۰۰
۰٫۲۳ ۲۱۲۸۱ ۲۸۶۳۵ ۴٫۸۲۸۳𝑒 + ۰۰۲ ۱۶ ۲۵۰

شفل تابع (ب) شوبرت تابع (آ)

𝑛 = ۲ با شفل و شوبرت توابع نمودارهای :۱ شکل
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𝐺𝐷𝑀𝐻 با عددی مقایسه :۳ جدول
𝑃𝐼 �̄� �̄�𝑓 روش 𝑛 مسئله

۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۷ ۷۲۰۲٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀

𝐴𝑐𝑘𝑙𝑒𝑦

۱٫۰۰۰۰ ۷٫۵۷ ۵۴۰۲٫۰ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۹ ۱۰۲۰۸٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۱۶٫۵۷ ۲۴۳۹۴٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۹ ۹۱۷۶٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۴۱٫۷۴ ۷۹۸۰۹٫۸ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۹ ۷۷۶۲٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۱۵۴٫۲۰ ۲۴۲۳۴۴٫۸ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۱۵ ۹۹۲۱٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۴۴۷٫۴۶ ۹۷۱۸۹۹٫۲ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۳۷ ۷۹۹۷۸٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀

𝐿𝑒𝑣𝑦۲

۱٫۰۰۰۰ ۵٫۸۵ ۱۰۴۳۶٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۷۷ ۱۳۴۴۵۳٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۱۰٫۶۴ ۲۰۱۴۲٫۱ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۱٫۴۶ ۱۶۶۵۳۱٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۲۰٫۸۸ ۳۵۸۷۲٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۳٫۹۲ ۱۸۹۴۰۹٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۷۸٫۰۲ ۹۵۵۲۳٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۹٫۳۱ ۲۴۴۱۱۵٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۲۲۲٫۲۸ ۱۳۲۴۳۱٫۴ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۴ ۷۰۵۴٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀

𝐿𝑒𝑣𝑦۳

۱٫۰۰۰۰ ۵٫۲۹ ۲۶۲۶٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۰۸ ۱۵۵۸۳٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۵٫۶۹ ۴۵۰۸٫۸ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۲۸ ۵۵۹۵۸٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۱۲٫۵۸ ۹۴۶۶٫۸ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۴۸ ۷۹۳۵۶٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۱۶٫۵۷ ۳۲۳۷۸٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۱٫۳۴ ۱۶۴۱۶۵٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۲۲٫۶۸ ۳۴۴۹۸٫۸ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۲۳ ۲۷۶۰۴٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀

𝑆𝑐ℎ𝑤𝑒𝑓𝑒𝑙

۱٫۰۰۰۰ ۱۹٫۵ ۷۶۷۱٫۰ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۳۳ ۳۶۵۷۹٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۴۵٫۲ ۲۳۴۷۴٫۴ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۴۳ ۴۰۵۷۶٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۹۱٫۴ ۵۶۲۷۵٫۲ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۸۰ ۵۸۱۹۵٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۱۷۹٫۳ ۱۴۷۶۳۶٫۷ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۱۷٫۹۶ ۷۰۳۸۸۳٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۴۵۳٫۰ ۶۴۵۴۶۷٫۲ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۲۳ ۲۷۶۰۴٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀

𝑅𝑎𝑠𝑡𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛

۱٫۰۰۰۰ ۴٫۵۳ ۴۲۳۹٫۵ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۳۳ ۳۶۵۷۹٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۹٫۳۹ ۱۷۵۵۰٫۳ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۴۳ ۴۰۵۷۶٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۲۷٫۴۹ ۵۵۶۲۵٫۹ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۱۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۰٫۸۰ ۵۸۱۹۵٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۸۲٫۰۸ ۱۹۰۶۴۲٫۸ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۲۰۰
۱٫۰۰۰۰ ۱۷٫۹۶ ۷۰۳۸۸۳٫۰ 𝐺𝑄𝑆𝑀
۱٫۰۰۰۰ ۴۳۷٫۴۷ ۱۱۴۶۰۴۷٫۶ 𝐺𝐷𝑀𝐻 ۵۰۰
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تابع ارزیابی های تعداد مقایسه :۴ جدول
ⅮISIⅯPⅬ−V ⅮISIⅯPⅬ−Ⅽ ⅮIREⅭTⅼ ⅮIREⅭT GQSⅯ � 𝐺𝑏الگوریتم 𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 𝐺𝑏 𝑂𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙

۱۵۱ ۱۵۱ ۱۳۲ ۱۳۲ ۱۵۲ ۱۱۱ ۷۷۵ ۱

𝑓𝑚𝑒𝑑

۵۱۱ ۱۰۲۱ ۵۲۲ ۷۰۵ ۱۳۲۸ ۱۰۶۲ ۷۴۷ ۲
۷۲۰ ۷۸۷ ۱۲۲۸ ۱۴۰۳ ۵۹۱ ۳۸۶ ۹۰۷ ۳
۱۲۸۳ ۲۵۹۴ ۲۴۸۳ ۳۳۱۵ ۱۹۶۷ ۱۷۴۹ ۱۰۸۵ ۴
۴۶۱۵ ۷۳۳۴ ۵۳۲۷ ۶۲۱۱ ۷۱۹۴ ۴۸۰۵ ۱۰۶۳ ۵
۱۰۰۳۳ ۲۹۸۰۷ ۱۳۲۰۶ ۲۰۶۷۷ ۳۳۱۴۷ ۱۶۱۱۴ ۱۰۷۰ ۶
۴۵۲۴ ۷۲۵۲ ۳۱۳۴ ۳۸۹۳ ۹۲۴۶ ۱۶۶۰ ۱۲۷۱ ۷
۲۲۴۱۶ ۴۲۶۸۰ ۲۳۱۶۸ ۵۰۰۹۶ ۱۲۶۳۰۴ ۵۵۰۹۲ ۱۲۲۴ ۸
۴۷۲ ۷۷۳ ۷۷۸ ۹۶۰ ۲۳۱۸ ۱۱۵۹ ۱۶۰۰ ۱

𝑓𝑚𝑎𝑥

۱۵۴۷ ۲۶۸۳ ۳۲۷۸ ۶۶۹۶ ۳۴۱۴ ۳۲۰۱ ۲۱۶۱ ۲
۲۶۹۴ ۴۷۴۰ ۱۵۴۵۲ ۵۰۱۶۶ ۱۳۳۰۹ ۱۲۵۰۷ ۲۴۴۱ ۳
۳۷۲۳ ۷۳۵۴ ۵۲۲۷۰ ۱۱۱۲۵۲ ۲۹۲۳۳ − ۲۸۰۰ ۴
۱۳۸۲۵ ۵۸۷۶۴ ۱۶۴۳۸۹ − ۱۱۸۷۴۴ − ۲۷۱۸ ۵
۳۰۷۵۹ ۱۱۸۴۸۲ − − ۲۸۷۸۵۷ − ۳۸۵۱ ۶
۲۳۱۲۶ ۴۸۵۹۰ ۲۹۴۵۸۱ − ۱۷۸۲۱۷ − ۲۶۱۴ ۷
۱۶۸۰۶۷ ۳۸۲۵۹۳ − − − − ۳۰۷۷ ۸
۱۷۴٫۲۵ ۱۹۲٫۹۳ ۱۸۲٫۰۴ ۲۰۰٫۸۰ ۲۹۲٫۷۹ ۱۹۸٫۸۹ ۸۸۷٫۲۵ ۱

𝑓𝑎𝑣𝑒

۵۱۸٫۱۱ ۱۰۰۳٫۵۶ ۶۷۲٫۶۰ ۱۱۸۹٫۶۰ ۱۲۶۷٫۰۷ ۱۰۶۳٫۷۸ ۹۱۶٫۷۱ ۲
۷۵۱٫۲۵ ۱۰۶۱٫۸۳ ۱۸۱۵٫۵۶ ۲۶۱۴٫۰۲ ۱۷۸۵٫۷۳ ۱۱۱۷٫۷۰ ۱۱۳۲٫۵۶ ۳
۱۳۶۴٫۴۰ ۲۵۹۸٫۹۱ ۴۲۶۰٫۹۶ ۷۱۵۸٫۷۶ ۴۸۵۸٫۹۳ − ۱۱۵۹٫۳۹ ۴
۴۵۷۹٫۲۴ ۱۰۶۱۷٫۹۸ ۱۳۶۳۳٫۱۴ − ۱۸۹۸۳٫۵۵ − ۱۳۰۱٫۷۸ ۵
۱۰۷۰۰٫۱۷ ۳۳۹۸۵٫۱۶ − − ۶۸۷۵۴٫۰۲ − ۱۳۲۷٫۷۰ ۶
۵۹۹۷٫۳۷ ۱۱۲۰۰٫۴۴ ۲۳۸۳۷٫۸۲ − ۱۶۷۵۸٫۴۴ − ۱۵۳۳٫۸۲ ۷
۲۸۹۴۶٫۰۱ ۶۴۷۵۰٫۹۹ − − − − ۱۴۷۵٫۷۱ ۸

سنسور موضعی سازی مسئله برای عددی نتایج :۵ جدول
𝑑𝑠𝑡𝑑 𝑑𝑎𝑣𝑒 𝑅 𝑓∗ شماره

۱٫۴۰۲۲۲۲۹ × ۱۰−۵ ۳٫۰۸۸۹۸۴۷ × ۱۰−۵ ۱٫۱۴۰۹۷۴۴ × ۱۰−۱۱ ۳٫۸۷۵۱۷۱۰ × ۱۰−۹ ۲۰
۱٫۴۰۲۲۲۲۹ × ۱۰−۵ ۳٫۰۸۸۹۸۴۷ × ۱۰−۵ ۹٫۵۱۲۸۶۵۷ × ۱۰−۱۱ ۲٫۰۷۰۶۷۳۲ × ۱۰−۹ ۳۰
۱٫۳۶۷۶۱۲۵ × ۱۰−۵ ۱٫۷۴۵۳۶۷۱ × ۱۰−۵ ۴٫۸۶۹۹۱۱۲ × ۱۰−۱۰ ۲٫۳۰۱۳۴۰۸ × ۱۰−۹ ۴۰
۱٫۳۶۷۶۱۲۵ × ۱۰−۵ ۱٫۷۴۵۳۶۷۱ × ۱۰−۵ ۱٫۱۷۸۱۵۸۵ × ۱۰−۰۹ ۱٫۸۷۰۹۴۶۵ × ۱۰−۹ ۵۰
۱٫۳۶۷۶۱۲۵ × ۱۰−۵ ۱٫۷۴۵۳۶۷۱ × ۱۰−۵ ۸٫۲۹۸۹۶۳۴ × ۱۰−۱۰ ۵٫۸۳۳۳۸۷۷ × ۱۰−۹ ۱۰۰
۱٫۳۶۷۶۱۲۵ × ۱۰−۵ ۱٫۷۴۵۳۶۷۱ × ۱۰−۵ ۲٫۶۷۱۶۶۱۱ × ۱۰−۱۰ ۲٫۴۶۲۶۹۱۳ × ۱۰−۹ ۲۰۰
۱٫۳۶۷۶۱۲۵ × ۱۰−۵ ۱٫۷۴۵۳۶۷۱ × ۱۰−۵ ۱٫۰۶۸۳۴۹۵ × ۱۰−۱۰ ۱٫۳۵۳۷۰۵۸ × ۱۰−۸ ۳۰۰
۳٫۹۸۳۵۴۱۷ × ۱۰−۶ ۹٫۸۹۲۶۵۵۵ × ۱۰−۶ ۱٫۱۳۶۹۳۵۶ × ۱۰−۱۰ ۱٫۳۴۴۸۵۵۴ × ۱۰−۸ ۴۰۰
۵٫۱۰۹۶۵۹۲ × ۱۰−۶ ۳٫۴۳۷۲۱۴۳ × ۱۰−۵ ۱٫۲۰۷۵۰۰۶ × ۱۰−۹ ۴٫۴۲۶۷۵۸۶ × ۱۰−۸ ۵۰۰
۳٫۷۶۶۷۴۴۹ × ۱۰−۵ ۱٫۴۳۹۲۱۰۹ × ۱۰−۴ ۲٫۲۱۳۰۶۹۸ × ۱۰−۸ ۱٫۵۳۱۲۱۴۵ × ۱۰−۶ ۱۰۰۰
۲٫۰۷۲۱۱۰۶ × ۱۰−۵ ۹٫۶۱۶۲۶۶۶ × ۱۰−۵ ۹٫۶۷۶۴۰۸۰ × ۱۰−۹ ۱٫۳۰۰۰۷۵۸ × ۱۰−۶ ۲۰۰۰
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تابع ارزیابی های تعداد جعبە ای نمایش :۲ شکل

بعˀد − مصرفی زمان (ب) بعˀد − تابع ارزیابی (آ)

بعˀد تغییر به توجه با 𝐺𝑄𝑆𝑀 کارایی :۳ شکل



۳۵۷ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ ز.اکبری ح.معافی،

موضعی مینیمم − مصرفی زمان (ب) موضعی مینیمم − تابع ارزیابی (آ)

موضعی مینیمم تعداد به توجه با 𝐺𝑄𝑆𝑀 کارایی :۴ شکل

حسگرها اتصال (ب) حسگرها محل (آ)

لنگر ۴ و حسگر ۵۰ با حسگر شبکه از ای نمونه :۵ شکل



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ ز.اکبری ح.معافی، ۳۵۸

آمده بە دست و واقعی حسگر مکان های (ب) حسگرها اتصال (آ)

لنگر ۴ و حسگر ۵۰ با حسگر شبکه نتایج :۶ شکل

آمده بە دست و واقعی حسگر مکان های (ب) حسگرها اتصال (آ)

لنگر ۴ و حسگر ۴۰۰ با حسگر شبکه نتایج :۷ شکل



۳۵۹ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ ز.اکبری ح.معافی،

حسگرها=۲۰۰۰ تعداد (ب) حسگرها=۱۰۰۰ تعداد (آ)

هدف تابع مقدار کاهش :۸ شکل



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارسومین و ریاضی ملی همایش سومین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1400

۳۶۰۶–۳۶۰۱ صص. ،OR–321 آمار، و ریاضی ملی همایش سومین

بهینه تکراری یادگیری کنترل از استفاده با عامله چند ردیابی
بابانظریب مجید ،آ، دهقان∗ فاطمه

یزد دانشگاه ارشد آکارشناسی
شیراز اسلامی آزاد دانشگاه بدکتری

چکیده
انجام برای چندعامله، سیستم های برای تکراری یادگیری کنترل طرح تکرار، قابل کنترلی سیستم یک در مقاله، این در
زمان با متغیر خطی غیر معادلات توسط عامل دینامیک می شود. بررسی ثابت ارتباطات توپولوژی تحت اجماع ردیابی
مجموعە ای زیر دسترس در تنها نظر مورد مسیر این بر علاوه می شود. مشخص می کند، صدق لیپ شیتز شرایط در که
در که عامل، سطح در می توان را همگرایی شرایط وابسته، گراف ماتریس نرم مفهوم از استفاده با است. عامل ها از
همگن سیستم  های برای ابتدا نتایج نمود. مشخص دارد بستگی ارتباطات گراف به و است ویژه مقادیر از مجموعە ای
پیشنهاد بهینه کنترل آوردن بدست طراحی روش های ادامه، در است. شده داده توسعه ناهمگن سیستم های به سپس و

می شود. همگرا سریع تری نرخ با ردیابی خطای 𝜆⁃نرم که می کند

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

تکراری کنترل
ردیابی

چندعامله سیستم های

از مهم دسته یک اجماع، نمودە اند. جلب را بسیاری محققان نظر بالقوه کاربردهای به باتوجه MAS چندعامله سیستم های گذشته، دهە های در
مقدار مورد در توافق به رسیدن یعنی اجماع دینامیکی)، (سیستم های عوامل از درشبکە هایی [۵] براساس است. MAS هماهنگ سازی مسایل
می شود. تولید همسایه عامل های اطلاعات و حالت توسط که است عامل یک کنترل اجماع، در است. وابسته عوامل تمامی به که موردنظر معین
مثال: برای می کنند اجرا را دستور یک تکراری صورت به که است سیستم هایی برای کنترلی روش های از یکی :ILCتکراری یادگیری کنترل
یک پیمودن کنترل، هدف سیستم ها، این در است. سیستم ها این از نمونه یک می کند، طی همواره را ثابت حرکت مسیر یک که رباتیک بازوی
می گیرد. انجام بعدی اجرای برای اصلاح و سیستم قبلی اجراهای از یادگیری کمک به کار این که بالاست دقت با مرجع یک کردن تعقیب یا مسیر
چندعامله سیستم های برای اجماع .[۷] و است[۳] گرفته قرار بررسی مورد آن از بعد گستردە ای طور به و [۶] ۱۹۸۴ سال در ILC اولیه پیشنهاد
شده گرفته نظر در [۳] توسط بار اولین MAS هماهنگ سازی در ILC از استفاده ایده است. گرفته قرار بررسی مورد کامل بطور [۸] در خطی
حالت می تواند عامل هر که شود طراحی یادگیری تسهیل منظور به جهت دار پوشا درخت یک ارتباطات، توپولوژی که است شده فرض است.
و ثابت زمانی بازه یک در کامل ردیابی به می تواند کننده کنترل که است شده داده نشان یادگیری اولیه حالت ترکیب با باشد. داشته دلخواه اولیه

یابد. دست تکراری

چندعامله مسئله .۱
𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝐴) با تعامل توپولوژی بگیرید. نظر در تکرار قابل محیط یک در را زمان با متغیر دینامیکی، سیستم از عامله 𝑁 ناهمگن گروه یک

می باشد: زیر بە صورت ام 𝑖 تکرار در عامل امین 𝑗 دینامیک می شود. توصیف

൝�̇�𝑖,𝑗 = 𝑓𝑗(𝑡, 𝑥𝑖,𝑗) + 𝐵𝑗(𝑡)𝑢𝑖,𝑗 ,
𝑦𝑖,𝑗 = 𝐶𝑗(𝑡)𝑥𝑖,𝑗 ∀𝑡 ∈ [۰, 𝑇], ∀𝑗 ∈ 𝑉. (۱)

دهقان ∗فاطمه
بابانظری) (مجید majid_babanazari@yahoo.com دهقان)، (فاطمه fatemedehghan368@gmail.com الکترونیک: پست
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𝑗 = ۱, ..., 𝑁 هر برای کنترل ورودی 𝑢𝑖,𝑗 ∈ ℝ𝑝𝑗 و خروجی بردار 𝑦𝑖,𝑗 ∈ ℝ𝑚 و حالت بردار 𝑥𝑖,𝑗 ∈ ℝ𝑛𝑗 آن در که 𝑥𝑖,𝑗(۰) اولیه شرایط با
𝐶𝑗 ∈ 𝐶۱[۰, 𝑇] و 𝐵𝑗 ∈ 𝐶۱[۰, 𝑇] این بر علاوه می کند. صدق لیب شیتز پیوستگی شرایط در که ناشناخته خطی تابع 𝑓𝑗(., .) و می باشد
است. عامل هر از خروجی سیگنال موجود، اطلاعات تنها است. 𝐶[۰, 𝑇] همه برای 𝑦𝑑(𝑡) ردیابی مسیر هستند. زمان با متغیر ماتریس های
است. عامل ها از مجموعە ای زیر دسترس در تنها 𝑦𝑑(𝑡) باشد، نظر مورد مسیر در باید عامل هر آن در که ،ILC در سنتی ردیابی مسئله بە جای
گراف اطلاعات �̄� = (𝑉 ∪ {۰}, �̄�, �̄�) بنابراین است. شده مشخص گراف در ۰ رأس توسط آن و است شده فرض 𝑦𝑑(𝑡) نظر مورد مسیر
امین 𝑖 در دسترس در اطلاعات 𝜉𝑖,𝑗(𝑡) کنید فرض می باشد. �̄� گراف مجاورت ماتریس �̄� و یال ها مجموعە ی �̄� آن در که می کند مشخص را

است. عامل شاخص دوم اندیس و تکرار نشان دهنده اول اندیس که باشید داشته توجه است. ام 𝑗 عامل برای تکرار

𝜉𝑖,𝑗(𝑡) = 
𝑘∈𝑁𝑗

𝑎𝑗,𝑘(𝑦𝑖,𝑘(𝑡) − 𝑦𝑖,𝑗(𝑡)) + 𝑑𝑗(𝑦𝑑(𝑡) − 𝑦𝑖,𝑗(𝑡)). (۲)

عامل اگر 𝑑𝑗 = ۱ و ام 𝑖 تکرار در ام 𝑗 عامل خروجی 𝑦𝑖,𝑗 و ام 𝑗 عامل همسایگان مجموعه 𝑁𝑗 و 𝐴 ماتریس درایه ,𝑗)امین 𝑘) ،𝑎𝑗,𝑘 آن در که
𝑒𝑖,𝑗 ≜ 𝑦𝑑(𝑡) − 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) صورت به خطا ردیابی است. 𝑑𝑗 = ۰ صورت این غیر در و (۰, 𝑗) ∈ �̄� و باشد نظر مورد مسیر دسترس در ام 𝑗

می شود. تعریف
است. همگرا 𝑦𝑑(𝑡) موردنظر مسیر به عوامل تمام از خروجی که بە گونە ای تکراری یادگیری مناسب قانون طراحی که است این کنترل هدف

باشد. شده شناخته نظر مورد مسیر عوامل از برخی برای تنها که زمانی
می کند. صدق زیر نامعادله در و ناشناخته و غیرخطی 𝑓𝑗(𝑡, 𝑥) ، 𝑗 = ۱, ..., 𝑁 هر برای :۱ فرض

|𝑓𝑗(𝑡, 𝑧۱) − 𝑓𝑗(𝑡, 𝑧۲)| ≤ 𝑙𝑗|𝑧۱ − 𝑧۲|, 𝑧۱, 𝑧۲ ∈ 𝑅𝑛𝑗 .
است. مثبت ثابت 𝑙𝑗 آن در که

می باشد. 𝑡 ∈ [۰, 𝑇] هر برای کامل مرتبه از 𝐶𝑗(𝑡)𝐵𝑗(𝑡) :۲ فرض
است. درخت ریشه که رهبر(مجازی) با پوشا درخت شامل �̄� ارتباطات گراف :۳ فرض

𝑗 = ۱, ..., 𝑁, 𝑖 ∈ 𝑁≥۰ هر برای 𝑒𝑖,𝑗(۰) = ۰ می شوند، مجدد تنظیم اولیه حالت از عملیات هر انجام از بعد سیستم ها :۴ فرض
.ⅼiⅿ𝑘 → ∞(|𝑚|𝑠)𝑘 = ۰ که بە گونە ای دارد، وجود |.|𝑠 ماتریس نرم یک آن گاه ،𝜌(𝑀) < ۱ اگر ،𝑀 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ماتریس هر برای .۱ .۱ قضیه

شاخص بهینه مقدار بگیرید، نظر در را ۰ < 𝛼۱ < 𝛼۲ < +∞ آن در که 𝐷 = [𝛼۱, 𝛼۲] فشرده مجموعه .۲ .۱ قضیه
𝑗 = ⅿin

𝛾∈ℝ
ⅿax
𝑑∈𝐷

|۱ − 𝑑𝛾|

نمایید. مراجعه [۷] به اثبات مطالعه برای است. 𝛾∗ = ۲
𝛼۱+𝛼۲

با برار
می رسد. خود بهینه مقدار به زیر مسئله 𝛾∗ = 𝛼۱

𝛼۲۱
که وقتی .۳ .۱ لم

ⅿin
𝛾∈ℝ

ⅿax
𝛼۱<𝛼<√𝑎۲+𝑏۲<𝛼۲

|۱ − 𝛾(𝑎 + 𝑗𝑏)| =
ඥ𝛼۲۲ − 𝛼۲۱

𝛼۲
.

همگن عوامل برای کنترل کننده طراحی .۲
.𝑗 = ۱, ..., 𝑁هر 𝐵𝑗(𝑡)برای = 𝐵(𝑡) و 𝑓𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝐶𝑗(𝑡) = 𝐶(𝑡) که است، یکسان دینامیک دارای عامل هر (۵ −۱) در کنید فرض

می شود. استفاده 𝑡 ∈ [۰, 𝑇] هر برای اجماع ردیابی مسئله حل برای 𝐷 نوع رسانی بروز قانون
𝑢𝑖+۱,𝑗(𝑡) = 𝑢𝑖,𝑗(𝑡) + Γ(𝑡) ̇𝜉𝑖,𝑗(𝑡), 𝑢۰,𝑗(𝑡) ≡ ۰ (۳)

است. یادگیری افزایش ماتریس Γ ∈ 𝐶۱[۰, 𝑇] آن در که
است. شده گرفته نظر در 𝑢۰,𝑗(𝑡) برای صفر اولیه شرایط (۵ −۳) رسانی بروز قانون در سادگی برای نکته:
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نمود: بازنویسی زیر بە صورت می توان را (۵ −۲) در اطلاعات
𝜉𝑖,𝑗(𝑡) = 

𝑘∈𝑁𝑗

𝑎𝑗,𝑘(𝑒𝑖,𝑗(𝑡) − 𝑒𝑖,𝑘(𝑡)) + 𝑑𝑗𝑒𝑖,𝑗. (۴)

.𝜉𝑖(𝑡) = [𝜉𝑖,۱(𝑡)𝑇 , 𝜉𝑖,۲(𝑡)𝑇 , ..., 𝜉𝑖,𝑁(𝑡)𝑇]𝑇 𝑒𝑖(𝑡) = [𝑒𝑖,۱(𝑡)𝑇 , 𝑒𝑖,۲(𝑡), ..., 𝑒𝑖,𝑁(𝑡)𝑇]𝑇 𝑋𝑖(𝑡)و = [𝑋𝑇𝑖,۱, 𝑋𝑇𝑖,۲, ..., 𝑋𝑇𝑖,𝑁]𝑇 می کنیم، تعریف
نوشت: فشرده بە صورت می توان را (۵ −۴) بنابراین

𝜉𝑖,𝑗(𝑡) = ((𝐿 + 𝐷)⊗ 𝐼𝑚)𝑒𝑖(𝑡), (۵)
خطا ردیابی می توان (۵ −۳) قانون و (۵ −۵) از استفاده با بنابراین است. 𝐷 ≜ 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑۱, 𝑑۲, ..., 𝑑𝑁) و 𝐺 گراف لاپلاسین ماتریس 𝐿 آن در که

نوشت: زیر بە صورت را
𝑢𝑖+۱(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + ((𝐿 + 𝐷)⊗ Γ(𝑡))�̇�𝑖(𝑡). (۶)

می کند. بیان را اجماع الگوریتم همگرایی ویژگی زیر قضیه کرد. تعریف 𝑗 = ۱, ..., 𝑁 برای 𝐿 + 𝐷 ویژه مقادیر را 𝜆𝑗 می توان
ماتریس اگر باشد. برقرار سیستم ها یکسان پارامترهای با زمان با متغیر غیرخطی سیستم های برای ۴ –۱ فرضیات که کنید فرض .۱ .۲ قضیه

کند. صدق زیر شرایط در Γ(𝑡) یادگیری افزایش
ⅿax

𝑗=۱,۲,...,𝑁 ⅿax
𝑡∈[۰,𝑇]𝜌(𝐼𝑚 − 𝜆𝑗.𝐶(𝑡).𝐵(𝑡).Γ(𝑡)) ≤ 𝜚 < ۱, (۷)

که بە گونە ای دارد وجود 𝜆 مثبت ثابت یک پس ،𝜚 ∈ (۰, ۱) برخی برای
‖𝑒𝑖+۱‖𝜆 ≤ 𝜚‖𝑒𝑖‖𝜆 , ∀𝑗 = ۱, ..., 𝑁. (۸)

می باشد. برقرار 𝑡 ∈ [۰, 𝑇], 𝑗 = ۱, ..., 𝑁 هر برای ⅼiⅿ𝑖→∞ 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) = 𝑦𝑑(𝑡) می دهد نشان که

ناهمگن برای کنترل کننده طراحی .۳
توجه بگیرید. نظر در را (۱) مدل است. عملی تر ناهمگن عامل های برای اجماع ردیابی مسئله است. چندعاملی سیستم های ماهیت ناهمگنی
با عوامل همە ی خروجی از خروجی اجماع ردیابی هدف هستند. متفاوت عامل ها دینامیک همه همگن، سیستم های خلاف بر که باشید داشته

می شود. گرفته نظر در زیر بە صورت یادگیری قوانین است. یکسان لزوما حالت ابعاد که حالی در است یکسان بعد
𝑢𝑖+۱,𝑗 = 𝑢𝑖,𝑗 + Γ𝑗 ̇𝜉𝑖,𝑗 , (۹)

که تفاوت این با است شبیه همگن مورد در (۳) کننده کنترل به (۹) کنترل کننده است. وابسته عامل ها به یادگیری افزایش ماتریس Γ𝑗 آن در که
است. زیر صورت به فشرده حالت در (۹) است. عامل ها به وابسته Γ𝑗

𝑢𝑖+۱ = 𝑢𝑖Γ((𝐿 + 𝐷)⊗ 𝐼𝑚) ̇𝑒𝑖(𝑡), (۱۰)
داریم: همگن حالت مشابه است. Γ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(Γ۱, Γ۲, ..., Γ𝑁) آن در که

‖𝑒𝑖+۱‖𝜆 ≤ ‖𝐼𝑚𝑁 − 𝐶𝐵Γ((𝐿 + 𝐷)⊗ 𝐼𝑚)‖‖𝑒𝑖‖𝜆 + 𝑜(𝜆−۱)‖𝑒𝑖‖𝜆 , (۱۱)
𝑗های برای 𝐶𝑗 , 𝐵𝑗 , Γ𝑗 مثلا یکسان عامل ها دینامیک اگر است. 𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐶۱, 𝐶۲, ..., 𝐶𝑁) و 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐵۱, 𝐵۲, ..., 𝐵𝑁) آن در که
𝑀 = کنید فرض است. ناهمگن از خاصی حالت همگن حالت واقع در است. (۱۱) از خاصی حالت (؟؟) آن گاه باشند یکسان مختلف
می شود. همگرا صفر به تکرار محور در اجماع ردیابی خطای آن گاه 𝜌(𝑀) ≤ 𝜚 < ۱ ∀𝑡 ∈ [۰, 𝑇] اگر 𝐼𝑚𝑁 − 𝐶𝐵Γ((𝐿 + 𝐷) ⊗ 𝐼𝑚)

است. آمده زیر در خلاصه بە طور نتایج
در Γ یادگیری ماتریس اگر ،(۹) کنترل قانون طبق باشد. برقرار (۱) زمان با متغیر خطی غیر سیستم برای ۴ −۱ فرضیات که کنید فرض :۱ نتیجه

کند. صدق زیر شرط
ⅿax
𝑡∈[۰,𝑇]𝜌(𝐼𝑚𝑁 − 𝐶𝐵Γ(𝐿 + 𝐷)⊗ 𝐼𝑚) ≤ 𝜚 < ۱,

. 𝑡 ∈ [۰, 𝑇], 𝑗 = ۱, ..., 𝑁 همه برای ⅼiⅿ𝑖→∞ 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) = 𝑦𝑑(𝑡) آن گاه 𝜚 ∈ (۰, ۱) برخی برای
آن گاه Γ𝑗 = 𝛾(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇(𝐶𝑗𝐵𝑗(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇)−۱ کنید فرض

𝑀 = 𝐼𝑚𝑁 − 𝛾((𝐿 + 𝐷)⊗ 𝐼𝑚).
می آید. بدست زیر نتیجه شده تعریف ماتریسی نرم از استفاده با
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تحت می تواند (۱) ناهمگن سیستم باشد. (۹) یادگیری قانون تحت Γ𝑗 = 𝛾(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇(𝐶𝑗𝐵𝑗(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇)−۱ یادگیری افزایش کنید فرض :۲ نتیجه
اگر 𝑡 ∈ [۰, 𝑇] برای ⅼiⅿ𝑖→∞ 𝑦𝑖,𝑗(𝑡) = 𝑦𝑑(𝑡) برسد. کامل اجماع ردیابی به تکرار

ⅿax
𝑗=۱,۲,...,𝑁 |۱ − 𝛾𝜆𝑗| < ۱, (۱۲)

است. 𝐿 + 𝐷 ویژه مقدار 𝜆𝑗 آن در که

بهینه یادگیری افزایش طراحی .۴
تحلیل و تجزیه پیوسته، زمان⁃ سیستم های در می شود. همگرا یکنواخت تر و سریع تر باشد، همگرا تکرار محور امتداد در ILC کنترل اگر
خطای همگرایی به نرم −𝜆 خطای یکنواخت همگرایی حال این با است. زمان از نمایی اساسا که وزنی نرم است. ⁃نرم 𝜆 اساس بر همگرایی
همگرایی کنترل کننده طراحی می کند. میل صفر به بە تدریج اما باشد بزرگ اندازه از است ممکن واقعی خطای افزایش واقع در دارد. اشاره حقیقی
طراحی می پردازیم. یکنواخت همگرایی مسئله حل بررسی به بخش این در می سازد. ممکن پیوسته زمان⁃ سیستم های برای را خطا یکنوایی

داریم: زمان وزنی نرم تعریف از شود. همگرا سرعت سریع ترین در 𝜆⁃نرم که، است معنی این به یادگیری افزایش بهینه
‖𝑒𝑖‖𝜆 ≤ ‖𝑒𝑖‖ ≤ 𝑒𝜆𝑇‖𝑒𝑖‖𝜆 ,

را خطا رفتار چگونگی دقیقا است. محدود ‖𝑒𝑖‖𝜆 زمانی ثابت وسیله به ‖𝑒𝑖‖ که کنید توجه فوق نابرابری از است. مثبت ثابت 𝜆 آن در که
می رسد. بە نظر منطقی تر توسعه برای اصل این می کنیم. محدودتر را ‖𝑒𝑖‖ برای را تابع محدودە ی می رود. بین از سریع تر ‖𝑒𝑖‖𝜆 ولی نمی دانیم
با غیرخطی⁃متغیر 𝑓𝑗(𝑡, 𝑥) اینکه به توجه با دارد. بستگی سیستم گذرای پاسخ به بلکه نیست وابسته کنترل کننده به تنها دینامیکی سیستم های در
Γ𝑗 = 𝛾(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇(𝐶𝑗𝐵𝑗(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇)−۱) تنظیم با است. ‖𝑒𝑖‖𝜆 همگرایی به بخشیدن سرعت برای راە حل بهترین بنابراین است، ناشناخته و زمان
مورد دو برای بهینە سازی طرح های دارد. وجود همگرایی شرایط ناهمگن و همگن سیستم های برای که است شده داده نشان گذشته بخش در

می شود. مشخص زیر رابطه وسیله به 𝑒𝑖‖𝜆‖ شدن محو میزان است. یکسان متفاوت
ⅿax
𝜔

|۱ − 𝜔𝛾|, (۱۳)

مقادیر دارای ویژه مقادیر باشد جهت بدون گراف اگر است، ارتباطات گراف از 𝐿 + 𝐷 ویژه مقادیر و 𝜔 ∈ Λ ≜ {𝜆۱, 𝜆۲, ..., 𝜆𝑁} آن در که
طراحی بنابراین می باشد. مثبت مقادیر ویژه مقادیر تمام و مختلط اعداد شامل ویژه مقادیر جهت دار گراف برای که حالی در هستند. مثبت حقیقی
همگرایی نرخ سریع ترین آوردن بدست برای شود. بحث جداگانه بە صورت باید جهت بدون و جهت دار گراف  های برای تکراری یادگیری افزایش
حداقل⁃حداکثر مسئله از یادگیری افزایش بهینه طرح مسئله کردن فرموله برای می توان آن از پس برسد. حداقل به 𝛾 توسط باید (۱۳) ،‖𝑒𝑖‖𝜆.برساند حداقل به را (۱۴) هدف تابع که 𝛾∗ بهینه کردن پیدا هدف کرد. استفاده بهینە سازی

𝐽 = ⅿin
𝛾

ⅿax
𝜔

|۱ − 𝜔𝛾|. (۱۴)

می دهد. ارائه است جهت بدون گراف که زمانی (۱۴) بهینە سازی برای جوابی ۱ .۴ قضیه
از: است عبارت (۱۴) مسئله جواب است، متقارن 𝐿 + 𝐷 است، جهت بدون عامل ها بین ارتباطات گراف وقتی .۱ .۴ قضیه

𝛾∗ = ۲
𝜆۱ + 𝜆𝑁

, 𝐽ⅿin =
𝜆𝑁 − 𝜆۱
𝜆𝑁 + 𝜆۱

𝜆𝑁است. = ⅿax(Λ) و 𝜆۱ = ⅿin(Λ) آن در که
نوشت. زیر بە صورت را 𝐽 مینیم توان ۴. ۱می قضیه در

𝐽𝑚𝑖𝑛 =
۱ − 𝜆۱

𝜆𝑁
۱ + 𝜆۱

𝜆۲

,

𝐿 + 𝐷 ویژه مقدار بزرگترین و کوچکترین دو هر بنابراین می نامند. نیز هماهنگی اجماع در [۲] و می نامند[۱] ذاتی مقدار معمولا را 𝜆۱
𝜆𝑁

مقدار
الگوریتم فرد به منحصر ویژگی این است. سریع تر همگرایی نرخ باشد، ۱ مقدار به نزدیک ذاتی مقدار اگر می باشد. بهینه همگرایی نرخ تعیین در

است. اجماع بر مبتنی ILC
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Λ زیرا است، دشوارتر (۱۴) برای جواب آوردن بدست بنابراین است. پیچیدە تر 𝐿+𝐷 ویژه مقدار باشد، جهت دار ارتباطات توپولوژی که وقتی
ویژه مقدار شامل که می کنیم، تعریف را Ω فشرده مجموعه مطلوب، حد از کمتر جواب یک کردن پیدا برای است. مختلط اعداد از مجموعە ای

است. 𝐿 + 𝐷
Ω = {𝑧 ∈ 𝑍|𝑅(𝑧) ≥ ⅿin

𝑗
(𝑅(𝜆𝑗)) = 𝛼۱, |𝑧| ≤ ⅿax

𝑗
(𝜆𝑗) = 𝛼۲}.

از استفاده با جهت دار گراف های برای توسیع است. (۱۴) برای مطلوب حد از کمتر جواب زیر رابطه بنابراین است. Λ ⊂ Ω که، است بدیهی
می شود. محقق ۳ .۱ لم

𝐽 = ⅿin
𝛾

ⅿax
𝜔∈𝜔

|۱ − 𝜔𝛾|. (۱۵)
است: چنین این (۱۴) برای مطلوب از کمتر جواب است. نامتقارن 𝐿 +𝐷 آن گاه باشد جهت دار عامل ها، بین ارتباطات گراف وقتی .۲ .۴ قضیه

𝛾∗ = 𝛼۱
𝛼۲۲
, 𝐽ⅿin =

ඥ𝛼۲۲ − 𝛼۲۱
𝛼۲

,

آن در که
𝛼۱ = ⅿin

𝑗=۱,۲,...,𝑁(𝑅(𝜆𝑗)), 𝛼۲ = ⅿax
𝑗=۱,۲,...,𝑁(|𝜆𝑗|)

می باشد.

عددی مثال .۵
بگیرید: نظر در را می باشد غیرخطی دینامیک دارای که را زیر ۴⁃عامله شبکە ی

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

�̇�𝑖,۱ = ٫۵ ⅽos(𝑥𝑖,۱۱) + ٫۲𝑥𝑖,۱۲
−٫۱ sin(𝑥𝑖 , ۱۲)

൩ + ۱ ۱٫۵
۱ −۱൩ 𝑢𝑖,۱

𝑦𝑖,۱ = ቂ۱ ۱ቃ 𝑥𝑖,۱,

(۱۶)

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

�̇�𝑖,۲ = −٫۱𝑥𝑖,۲۱ + ٫۲𝑥𝑖,۲۲
sin(𝑡)𝑥𝑖,۲۱

൩ + ۱ ۲
۳ ۴൩ 𝑢𝑖,۲

𝑦𝑖,۲ = ቂ۲ ۳ቃ 𝑥𝑖,۲,

(۱۷)

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

�̇�𝑖,۳ = ൦
٫۲ sin (𝑥𝑖,۳۱)
−٫۲ sin (𝑥𝑖,۳۲)
−٫۴ ⅽos (𝑥𝑖,۳۳)

൪ + ൦
۱ ۲
۳ ۴
٫۵ ٫۶

൪ 𝑢𝑖,۳

𝑦𝑖,۳ = ቂ۱ ۱ ٫۵ቃ 𝑥𝑖,۳,

(۱۸)

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

�̇�𝑖,۴ = ൦
−٫۲𝑥𝑖,۴۱ − ٫۱𝑥𝑖,۴۲

sin (𝑥𝑖,۴۲)
𝑥𝑖,۴۳

൪ + ൦
۱ −۱
٫۵ ۱
۲ ۱

൪ 𝑢𝑖,۴

𝑦𝑖,۴ = ቂ٫۵ ٫۷ ٫۳ቃ 𝑥𝑖,۴.

(۱۹)
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است: زیر بە صورت موردنظر مسیر و
𝑦𝑑 = ൣ𝑡 + ۲ sin(𝑡)൧ , 𝑡 ∈ [۰, ۵]. (۲۰)

نشان صفر رأس می دهد. نشان را عامل ها بین اطلاعات جریان ،۱ شکل است. شده فرض ثابت و جهت دار عامل ها میان در اطلاعات تبادل

عامل ها بین ارتباطات توپولوژی :۱ شکل
عامل ها بین ارتباط می باشد. ثابت جهت  عامل ها بین ارتباط و می باشد ۴ و ۱ عامل دسترس در مثال، این در نظر مورد مسیر و مجازی رهبر دهنده
عامل ها ارتباط لاپلاسین ماتریس و ۱ و ۰ وزن ماتریس درایە های باشد. همبند باید ارتباط گراف که کنید توجه است. شده مشخص فلش با

است. زیر بە صورت

𝐿 =
⎡
⎢
⎢
⎣

۱ −۱ ۰ ۰
۰ ۱ −۱ ۰
−۱ −۱ ۲ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

⎤
⎥
⎥
⎦
.

ویژه مقادیر که آن جا از است). √−۱ نشان دهنده i ) {٫۱۶, ۱٫۰۰, ۲٫۴۲ ± 𝑖 ٫۶۱} با: است برابر 𝐿 + 𝐷 ویژه مقادیر .𝐷 = ⅾiag(۱, ۰, ۰, ۱) و
است: زیر بە صورت یادگیری افزایش کنید فرض 𝛾∗ = ٫۷۳. می شود. محاسبه 𝛾∗ مطلوب مقدار بنابراین شدە اند، شناخته دقیقا

Γ𝑗 = 𝛾∗(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇(𝐶𝑗𝐵𝑗(𝐶𝑗𝐵𝑗)𝑇) − ۱.
داریم: همگرایی شرایط برای است. 𝑗 = ۱, ۲, ۳, ۴ آن در که

ⅿax۱,۲,۳,۴ |۱ − 𝜆𝑗𝛾∗| = ٫۸۸ < ۱.

است. برقرار ILC قانون در اجماع ردیابی و و است برقرار (۲) نتیجه در همگرایی شرایط بنابراین
𝑒𝑖(۰) = ۰ مثال به عنوان است. شده فرض یکسان اولیه شرایط مثال این شبیە سازی در است. شده انجام متلب نرم افزار با مثال این شبیە سازی
می باشد، صفر عامل ها تمامی برای کنترل ورودی سیگنال می گردند. باز اولیه حالت به و می شود مجدد تنظیم تکرار هر از بعد عوامل تمام و
افزایش تکرارها تعداد هرچه می کنید مشاهده که همان طور می دهد. نشان متفاوت تکرارهای در را خروجی ردیابی خطای ۲ شکل . (𝑢۰,𝑗 = ۰)

می شود. همگرا نظر مورد مسیر به عامل ها تمام از خروجی می یابد،
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چکیده
است. افزایش حال در توجهی قابل طور به مالی مختلف بازارهای در گذاری سرمایه به علاقه اخیر، های سال در
تصمیم حال، این با است. ریسک رساندن حداقل به و سود رساندن حداکثر به گذاران سرمایه بیشتر برای اصلی مسئله
ابزارهای است. ناقص یا نیست دسترس در نیاز مورد اطلاعات زیرا نیست اینگونه مالی بازارهای در صحیح گیری
گیری های تصمیم در تا می کند کمک گذاران سرمایه به فازی سازی بهینه های تکنیک ویژه به ریاضی، سازی بهینه
بر آنها های جواب و مالی مختلف مسائل بررسی مقاله این از هدف باشند. داشته بیشتری پذیری انعطاف مختلف
ها محدودیت و هدف توابع در ضرایب ورودی که است این بر فرض است. فازی سازی بهینه سازی مدل اساس

است. مثلثی فازی اعداد

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

فازی های مجموعه
مثلثی فازی اعداد
فازی سازی بهینه

مقدمه .۱
به دستیابی برای ابزارها ترین رایج از یکی است. دشوار گذاران سرمایه برای مناسب گیری تصمیم مالی، بازارهای پیچیده ساختار دلیل به
فرمول اولین است. شده ارائه [۱۰] همکاران و تاناکا توسط فازی برنامە ریزی ۱۹۷۴ سال در است. خطی برنامە ریزی روش های هدف این
دیگران توسط دیگر روش های و مدل ها از بسیاری سپس و [۱۵] گرفت قرار بحث مورد ۱۹۷۸ سال در زیمرمن توسط فازی خطی برنامە ریزی
چند ۲۰۰۳ سال در سپس، .[۶] داد ارائه فازی ضریب ماتریس اساس بر فازی خطی برنامە ریزی مسئله برای فرمولی توسعه نگویتا شد. پیشنهاد
بر فازي سازي بهينه حل براي روشي زو و وانگ سال، همان در شد. ایجاد [۱۳] همکاران و ژانگ توسط هدفمند فازی خطی برنامە ریزی مسئله
منتشر فازی مثلثی اعداد با فازی خطی برنامە ریزی درباره ای مقاله بهمنش و ناصری ،۲۰۱۳ سال در .[۱۲] داد ارائه فازي گيري تصميم اساس
گذاری سرمایه های برنامه در محدودیت و هدف توابع در فازی ضرایب با هدفه چند فازی خطی برنامە ریزی مسئله مقاله، این در .[۵] کردند
فازی سازی بهینه و فازی های مجموعه مفاهیم و تعاریف اساسی موارد از برخی ،۲ بخش در مقدمه این از بعد است. گرفته قرار بحث مورد مالی
نهایت در است. شده گرفته نظر در محدودیت ها و هدف توابع در فازی ضرایب با فازی خطی ریزی برنامه یک ،۳ بخش در شود. می بررسی

شود. می خلاصه نتایج ، آخر بخش در
 

مقدمه −۱
است، مرتب زوج های از مجموعە  یک 𝑋 در �̃� فازی مجموعە ی این صورت در باشد، مرجع 𝑋مجموعە ی اگر فازی): (مجموعە ی تعریف ۱−۱

بە طوریکه:

�̃� = ൛൫𝑥, 𝜇�̃� (𝑥)൯ |𝑥 ∈ 𝑋ൟ (۱ −۱)
است. یک و صفر بین مقداری که می باشد 𝑋 در 𝑥 عضویت۲ درجه یا عضویت۱ تابع 𝜇�̃� (𝑥) آن، در که

1Membership function
2Grade of membership
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می نامیم. فازی کمیت را �̃� فازی مجموعه باشد، حقیقی اعداد مجموعه 𝑋 اگر فازی): (کمیت تعریف ۲−۱
می شود داده نشان 𝑆𝑢𝑝𝑝(𝐴)یا 𝑆(𝐴) با که 𝐴 فازی مجموعە ی محمل) یا (پشتیبان تکیە گاه۳ مجموعە ی تکیە گاه): (مجموعە ی تعریف ۳−۱

یعنی: است. صفر از بزرگتر آن  عضویت درجه که 𝐴 از عناصری تمام مجموعە ی از است عبارت

𝑆 (𝐴) = 𝑆𝑢𝑝𝑝 (𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝜇𝐴 (𝑥) > ۰} (۲ −۱)
یعنی: است، مجموعه آن عناصر عضویت درجه حداکثر برابر فازی مجموعه ارتفاع۴ فازی): مجموعە ی (ارتفاع تعریف ۴−۱

ℎ𝑔𝑡 (𝐴) = ℎ(𝐴) = ⅿax {𝜇𝐴 (𝑥)} (۳ −۱)
باشد. یک برابر آن اعضاء از یکی حداقل عضویت درجه اگر می نامند نرمال۵ را فازی مجموعە ی یک نرمال): فازی (مجموعە ی تعریف ۵−۱

دیگر: بیان به

∃𝑥۰ ∈ 𝑋𝑠.𝑡.𝜇𝐴 (𝑥۰) = ۱ (۱۴)
است. غیرنرمال۶ فازی مجموعه غیراین صورت در

۱ 𝐴برابر در آن عناصر عضویت درجه که 𝑋 از زیرمجموعە  ای از است عبارت 𝐴 فازی مجموعە ی هسته۷ فازی): مجموعه (هسته تعریف ۶−۱
دیگر: عبارت به می شود. داده نشان kerneⅼ(𝐴) یا 𝑐𝑜𝑟𝑒(𝐴)نماد با و است

𝑐𝑜𝑟𝑒 (𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝜇𝐴 (𝑥) = ۱} (۵ −۱)
فازی): مجموعه (گذر تعریف ۸−۱ می گویند. فازی مجموعە ی یک مرکز۸ را هسته نقاط میانگین مقدار فازی): مجموعە ی (مرکز تعریف ۷−۱

می شود. گفته فازی مجموعه ی یک   معبر یا گذر۹ نقطه ی  باشد، ۱
۲ برابر آن عضویت درجه ی  که نقطه ای به

در آن ها عضویت درجه که است 𝑋 از قطعی  مجموعە   فازی، مجموعه یک 𝛼–سطح۱۱ یا 𝛼–برش۱۰ فازی): مجموعه برش −𝛼 ) تعریف ۹−۱
یعنی: (شکل ۱−۱). باشد. 𝛼 مساوی یا بزرگتر فازی مجموعە ی

𝐴𝛼 = 𝐴𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋|𝜇𝐴 (𝑥) ≥ 𝛼} . (۶ −۱)
اگر: است محدب۱۲ 𝐴 فازی مجموعە ی محدب): فازی (مجموعە ی تعریف ۱۰−۱

𝜇𝐴 (𝜆𝑥۱ + (۱ − 𝜆) 𝑥۲) ≥ ⅿin {𝜇𝐴 (𝑥۱) , 𝜇𝐴 (𝑥۲)} ; 𝑥۱, 𝑥۲ ∈ 𝑋, 𝜆 ∈ [۰, ۱] (۷ −۱)
باشد. محدب آن 𝛼–برش هر اگر است محدب فازی مجموعە ی یک دیگر، عبارت به

است. فازی عدد یک باشد، داشته را زیر شرط سه حداقل فازی کمیت یک اگر فازی): (عدد تعریف ۱۱−۱
باشد؛ نرمال (۱

باشد؛ محدب (۲
باشد. کراندار تکیە گاه دارای (۳

3Support
4Height
5Normality
6Non-normal
7Core or Kernel
8Center or mode
9Crossover
10𝛼−Cut
11𝛼−Level
12Convex
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داده نمايش �̃� = ⟨𝑎, 𝑏, 𝑐⟩ بە صورت که است فازی اعداد از پرکاربردی و خاص نوع مثلثی۱۳، فازی عدد مثلثی): فازی (عدد تعریف ۱۲−۱
است: زير بە صورت آن عضويت تابع و می شود

𝜇𝐴 (𝑥) = ൞

𝑥−𝑎
𝑏−𝑎 , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,
𝑐−𝑥
𝑐−𝑏 , 𝑏 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐,
۰,otherwise.

(۸ −۱)

مي باشند. آن هسته (𝑏, ۱) نقطە ي و تكيە گاه [𝑎, 𝑐] حقیقی بازه بالا رابطه در (شکل ۲−۱). هستند ℝ از نقطه سه 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 آن در که
۱

باشد. 𝑎 ≥ ۰ هرگاه می نامیم نامنفی را �̃� = ⟨𝑎, 𝑏, 𝑐⟩ مثلثی فازی عدد نامنفی): فازی (عدد تعریف ۱۳−۱
باشند. حقیقی عدد یک 𝑘 و نامنفی مثلثی فازی عدد دو �̃� = ⟨𝑏𝑙 , 𝑏𝑐 , 𝑏𝑢⟩ و �̃� = ⟨𝑎𝑙 , 𝑎𝑐 , 𝑎𝑢⟩ کنید فرض فازی): (حساب تعریف ۱۴−۱

:[۳] می شوند تعریف زیر بە صورت فازی اعداد بین اعمال

𝑘�̃� = ⟨𝑘𝑎𝑙 , 𝑘𝑎𝑐 , 𝑘𝑎𝑢⟩ , 𝑘 ≥ ۰, ()
�̃� + �̃� = ⟨𝑎𝑙 + 𝑏𝑙 , 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 , 𝑎𝑢 + 𝑏𝑢⟩ ,
�̃� × �̃� = ⟨𝑎𝑙𝑏𝑙 , 𝑎𝑐𝑏𝑐 , 𝑎𝑢𝑏𝑢⟩ .

کوچکتر �̃� میگوییم باشند. مثلثی فازی عدد دو �̃� = ⟨𝑏𝑙 , 𝑏𝑐 , 𝑏𝑢⟩ و �̃� = ⟨𝑎𝑙 , 𝑎𝑐 , 𝑎𝑢⟩ کنید فرض فازی): اعداد بندی (رتبه تعریف ۱۵−۱
دهد: رخ زیر های حالت از یکی اگروتنهااگر می شود داده نمایش �̃� ≺ �̃� با و است �̃� از

،𝑎𝑐 < 𝑏𝑐 (۱
،𝑎𝑢 − 𝑎𝑙 > 𝑏𝑢 − 𝑏𝑙 𝑎𝑐و = 𝑏𝑐 (۲

.𝑎𝑢 + 𝑎𝑙 < 𝑏𝑢 + 𝑏𝑙 و 𝑎𝑢 − 𝑎𝑙 = 𝑏𝑢 − 𝑏𝑙 ،𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 (۳
.𝑎𝑢 + 𝑎𝑙 = 𝑏𝑢 + 𝑏𝑙 و 𝑎𝑢 − 𝑎𝑙 = 𝑏𝑢 − 𝑏𝑙 ،𝑎𝑐 = 𝑏𝑐 اگروتنهااگر �̃� = �̃� وضوح به گزاره ۱−۱−

.�̃� ≺ �̃� یا �̃� = �̃� اگروتنهااگر �̃� ≼ �̃� وضوح به گزاره ۲−۱−
فازی و هدفه چند سازی بهینه های تکنیک از استفاده با کارها نمونه سازی بهینه .۲

𝑥 = دهید اجازه کند. گذاری سرمایه مختلف سهام و قرضه اوراق n روی را پول مشخصی مقدار خواهد می گذار سرمایه یک کنید فرض
است. تحقق قابل کارها نمونه عملی نظر از است واضح بنامیم. کارها نمونه را (𝑥۱, 𝑥۲, .., 𝑥𝑛)𝑇


𝑛

𝑗=۱
𝑥𝑗 = 𝐵

تصادفی متغیر یک بازده کند. حفظ را کارها ریسک رساندن حداقل به و (بازده) سود رساندن حداکثر به بین تعادل کند می سعی گذار سرمایه
گذاری سرمایه انتخاب مساله توان می اینرو، از می شود. کمی سهام سبد های دارایی واریانس با ریسک و شود می مشخص میانگین با که است

نوشت: زیر بصورت را ها

ⅿax𝐸𝑟 (𝑥) =
𝑛

𝑗=۱
𝑟𝑗𝑥𝑗

𝑚𝑖𝑛𝑉 (𝑥) = 𝑉 ൫𝑅𝑇𝑥൯ =
𝑛

𝑗=۱


𝑛

𝑖=۱
𝜎𝑖𝑗𝑥𝑗𝑥𝑖 ,

۰ ≤ 𝑋𝐽 ≤ 𝑈𝐽𝑗 = ۱, ۲, .., 𝑛 و ∑𝑛
𝑗=۱𝑥𝑗 = 𝐵 به منوط

13Triangular
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است. غیرخطی دوم مورد و خطی اول هدف که جایی است، هدف تابع دو دارای فوق سوژه چند سازی بهینه مسئله است مشاهده قابل همانطور
به اینجا در است. زیاد دارایی ها تعداد که هنگامی خصوص به می کند، دشوار را مساله این برای بهینه جواب یافتن دوم هدف بودن خطی غیر

است: زیر شرح به بازگشت از مطلق انحراف میانگین می شود. اعمال بازده مطلق انحراف واریانس، ریسک گیری اندازه جای

|𝜎| = ۱
𝑇

𝑇

𝑡=۱
.|

𝑛

𝑖=۱
(𝑥𝑖𝑡 − 𝑟𝑖) 𝑥𝑖

است: زیر شرح به اعمال نتیجه شد. جایگزین مارکویتس کوواریانس ماتریس فوق تابع

𝑚𝑖𝑛𝑤 (𝑥) = ۱
𝑇

𝑇

𝑡=۱
𝑦𝑡

𝑠.𝑡.𝑦𝑡 −
𝑛

𝑖=۱
(𝑟𝑖𝑡 − 𝑟𝑖) 𝑥𝑖 ≥ ۰𝑡 = ۱, … , 𝑇

𝑦𝑡 +
𝑛

𝑖=۱
(𝑟𝑖𝑡 − 𝑟𝑖) 𝑥𝑖 ≥ ۰𝑡 = ۱, … , 𝑇

𝑥𝑖 ≥ ۰𝑖 = ۱, .., 𝑛
عددی مثال های .۳

می کنیم. ارائه شده بحث آن مورد در آنچه دادن نشان برای عملی مثال یک بخش، این در
مورد بازده جمله از دقیق تحلیلی بررسی از پس کند. گذاری سرمایه مختلف های پروژه در دلار ۲۵۰۰۰۰ خواهد می گذار سرمایه یک :۱ .۵ مثال

کند: گذاری سرمایه زیر جدول عنوان به می کند پیشنهاد او به مشاوره شرکت یک انتظار،

مثال های داده :۱ جدول
گزاری سرمایه های گزینه A گذاری سرمایه B گذاری سرمایه Ⅽ گذاری سرمایه Ⅾ گذاری سرمایه
درصد به انتظار مورد بازده ۱۹ ۵ .۱۳ ۲۵ ۱۴

سهام در موجود گذاری سرمایه مقدار برابر دو ، بعلاوه کند. گذاری سرمایه Ⅽ سهام در ٪۱۰ و A سهام در دلار ۵۰۰۰۰ است مایل گذار سرمایه
ها پرونده از یک هر است شده گذاری سرمایه آن در که مبلغی حال این با باشد. B سهام در شده گذاری سرمایه مقدار برابر سه حداقل باید Ⅾ

کند گذاری سرمایه بازده حداکثر به رسیدن برای تواند می چگونه که دریابد خواهد می گذار سرمایه باشد. پول کل از ٪۲۵ از بیش نباید
،i.e.،۴،۳،۲،۱i= است thI در شده گذاری سرمایه پول که IX هفتم بخش در باشید داشته توجه

، است A سهام در شده گذاری سرمایه مبلغ IX
، است B سهام در شده گذاری سرمایه مبلغ  ۲X

، است Ⅽ سهام در شده گذاری سرمایه مقدار  ۳X
است. Ⅾ سهام در شده گذاری سرمایه مبلغ  ۴X

ⅿax �̃� = ۰.۱̃۹𝑥𝑖 + ۰٫۱۳̃۵𝑥۲ + ۰.۲̃۵𝑥۳ + ۰.۱̃۴𝑥۴
𝑠.𝑡.۱̃𝑥۱ + ۱̃𝑥۲ + ۱̃𝑥۳ + ۱̃𝑥۴ ≤ ۲۵۰۰̃۰۰

۱̃𝑥۱ ≤ ۵۰۰̃۰۰
۱̃𝑥۳ ≤ ۰٫۱ (۲۵۰۰̃۰۰)

۲̃𝑥۴ ≤ ෦۳𝑥۳
۱̃𝑥۱ + ۱̃𝑥۲ + ۱̃𝑥۳ + ۱̃𝑥۴ ≤ ۰٫۲۵ (۲۵۰۰̃۰۰)

𝑥𝑖 ≥ ۰𝑖 = ۱, ۲, ۳, ۴.
است: شده تعریف زیر شرح به �̃�𝑖 از عضویت توابع فوق، سازی بهینه مدل در
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𝜇�̃�۱ (𝑥) = ൞

𝑥−۰٫۱۷
۰٫۰۲ , ۰٫۱۷ ≤ 𝑥 < ۰٫۱۹

۰٫۲۰−𝑥
۰٫۰۱ , ۰٫۱۹ ≤ 𝑥 < ۰٫۲۰

۰, 𝑜.𝑤.

𝜇�̃�۲ (𝑥) = ൞

𝑥−۰٫۱۲۰
۰٫۰۱۵ , ۰٫۱۲۰ ≤ 𝑥 < ۰٫۱۳۵

۰٫۱۶۰−𝑥
۰٫۰۲۵ , ۰٫۱۳۵ ≤ 𝑥 < ۰٫۱۶۰

۰, 𝑜.𝑤.

𝜇�̃�۳ (𝑥) = ൞

𝑥−۰٫۲۴
۰٫۰۱ , ۰٫۲۴ ≤ 𝑥 < ۰٫۲۵

۰٫۲۷−𝑥
۰٫۰۲ , ۰٫۲۵ ≤ 𝑥 < ۰٫۲۷

۰, 𝑜.𝑤.

𝜇�̃�۴ (𝑥) = ൞

𝑥−۰٫۱۲
۰٫۰۲ , ۰٫۱۲ ≤ 𝑥 < ۰٫۱۴

۰٫۱۵−𝑥
۰٫۰۱ , ۰٫۱۴ ≤ 𝑥 < ۰٫۱۵

۰, 𝑜.𝑤.
کنیم: می بازنویسی کلاسیک هدفه چند مساله یک عنوان به را مساله این ما اکنون،

ⅿax 𝑧 = ۰٫۱۷𝑥۱ + ۰٫۱۲۰𝑥۲ + ۰٫۲۴𝑥۳ + ۰٫۱۲𝑥۴
+۰٫۱۹𝑥۱ + ۰٫۱۳۵𝑥۲ + ۰٫۲۵𝑥۳ + ۰٫۱۴𝑥۴
+۰٫۲۰𝑥۱ + ۰٫۱۶۰𝑥۲ + ۰٫۲۷𝑥۳ + ۰٫۱۵𝑥۴

۱𝑥۱ + ۱𝑥۲ + ۱𝑥۳ + ۱𝑥۴ ≤ ۲۰۰۰۰۰
۱𝑥۱ + ۱𝑥۲ + ۱𝑥۳ + ۱𝑥۴ ≤ ۲۵۰۰۰۰
۱𝑥۱ + ۱𝑥۲ + ۱𝑥۳ + ۱𝑥۴ ≤ ۳۰۰۰۰۰
۱𝑥۱ ≤ ۳۰۰۰۰
۱𝑥۱ ≤ ۵۰۰۰۰۱𝑥۱ ≤ ۶۰۰۰۰
۱𝑥۳ ≤ ۰٫۱(۲۰۰۰۰۰)
۱𝑥۳ ≤ ۰٫۱(۲۵۰۰۰۰)
۱𝑥۳ ≤ ۰٫۱ (۳۵۰۰۰۰)
۱𝑥۴ − ۲𝑥۲ ≥ ۰
۲𝑥۴ − ۳𝑥۲ ≥ ۰
۴𝑥۴ − ۵𝑥۲ ≥ ۰
𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳,𝑥۴ ≤ ۰٫۲۵ (۲۰۰۰۰۰)
𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴ ≤ ۰٫۲۵(۲۵۰۰۰۰)
𝑥۱ + 𝑥۲ + 𝑥۳ + 𝑥۴ ≤ ۰٫۲۵(۲۰۰۰۰۰)
𝑥𝑖 ≥ ۰ 𝑖 = ۱, ۲, ۳, ۴

است: زیر شرح به Pareto بهینه جواب ⅬINGO، افزار نرم از استفاده با
൫𝑥∗۱ , 𝑥∗۲ , 𝑥∗۳ , 𝑥∗۴൯ = (۳۰۰۰۰, ۲۵۰۰۰, ۲۰۰۰۰, ۵۰۰۰۰)

به مسئله ما خطی برنامه حل برای این، بر علاوه است. فازی خطی ریزی برنامه مسئله برای نامشخص بهینه جواب یک جواب این رو، این از
گیریم: می نظر در زیر شرح به را اوزان رساندن حداکثر

ⅿax 𝑧 = 𝑤۱(۰٫۱۷𝑥۱ + ۰٫۱۲۰𝑥۲ + ۰٫۲۴𝑥۳ + ۰٫۱۲𝑥۴)
+𝑤۲ (۰٫۱۹𝑥۱ + ۰٫۱۳۵𝑥۲ + ۰٫۲۵𝑥۳ + ۰٫۱۴𝑥۴)
+𝑤۳ (۰٫۲۰𝑥۱ + ۰٫۱۶۰𝑥۲ + ۰٫۲۷𝑥۳ + ۰٫۱۵𝑥۴)
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وزن مختلف مقادیر برای بهینه جواب :۲ جدول
۱W ۲W ۳W بهینه جواب

۰ ۵ .۰ ۵ .۰ (۵۰۰۰۰،۲۰۰۰۰،۲۵۰۰۰،۳۰۰۰۰)
۵ .۰ ۰ ۵ .۰ (۵۰۰۰۰،۲۰۰۰۰،۲۵۰۰۰،۳۰۰۰۰)
۵ .۰ ۵ .۰ ۰ (۵۰۰۰۰،۲۰۰۰۰،۲۵۰۰۰،۳۰۰۰۰)

آورد. بدست مختلف وزنهای برای را هایی جواب توان می استاندارد روشهای از استفاده با اکنون
∑۳
𝑖=۱𝑤𝑖 = ۱ که باشید داشته توجه

است: زیر شرح به بهینه جواب سپس
൫𝑥∗۱ , 𝑥∗۲ , 𝑥∗۳ , 𝑥∗۴൯ = (۳۰۰۰۰, ۲۵۰۰۰, ۲۰۰۰۰, ۵۰۰۰۰)

رو، این از

ⅿax 𝑧 = 𝑓(𝑥∗۱ , 𝑥∗۲ , 𝑥∗۳ , 𝑥∗۴)
= 𝑓 (۳۰۰۰۰, ۲۵۰۰۰, ۲۰۰۰۰, ۵۰۰۰۰)
= ۳۰۰۰۰�̃�۱ + ۲۵۰۰۰�̃�۲ + ۲۰۰۰۰۰�̃�۳ + ۵۰۰۰۰�̃�۴

𝜇𝑓 (𝑥) = ൞

𝑥−۰٫۱۸۹۰۰
۲۱۷۵ , ۱۸۹۰۰ ≤ 𝑥 < ۲۱۰۷۵

۲۲۹۰۰−𝑥
۱۸۲۵ , ۲۱۰۷۵ ≤ 𝑥 < ۲۲۹۰۰

۰, 𝑜.𝑤.
گیری نتیجه .۷

اطلاعات وجود عدم دلیل به است. افزایش حال در توجهی قابل طور به مختلف مالی بازارهای در گذاری سرمایه به علاقه ، اخیر های سال در
با خطی ریزی برنامه مساله مقاله، این در کنند. استفاده مشکل این بر غلبه برای را فازی های تکنیک و ها داده است ممکن گذاران سرمایه دقیق،
که شده داده نشان و شده حل گذاری سرمایه عملی مساله یک این، بر علاوه شد. گرفته نظر در ها محدودیت و هدف توابع در فازی ضرایب

است. شده انتخاب اوزان از مستقل مشکل جواب
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فازی دوگان معادلە ی حل برای کاربردی روشی
باباکردی فاطمه

گنبدکاووس دانشگاه آمار و ریاضی استادیارگروه

چکیده
بازە ای شدە ی گسترده صفر و مینکوفسکی تفاضل و بازە ای حسابی اعمال نظیر ابزارهایی بکارگیری با مقاله این در
[𝑎] , [𝑐] آن در که [𝑎] + 𝑏 [𝑥] = [𝑐] − 𝑑[𝑥] فرم به بازە ای دوگان معادلە ی حل برای کارا روشی معرفی به
که می دهیم نشان سپس می پردازیم. می باشد مجهول عددبازە ای [𝑥] و معلوم ,𝑏اعدادحقیقی 𝑑 و معلوم بازە ای اعداد
پیشنهادی روش بودن کاربردی و مفید عددی مثال  پایان در باشد. داشته فازی جواب می تواند بازە ای دوگان معادلە ی

می دهد. نشان را

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

فازی دوگان معادلە ی
فازی جواب

مقدمه .۱
روش های بررسی و مطالعه لذا می باشد، بازە ای معادلات فرم به مهندسی و اقتصادی زمینە ی در مسائل از بسیاری مدل سازی اینکه به توجه با
گرفته صورت بازە ای مسائل زمینە ی در زیادی پژوهش های کنون تا است. برخوردار ویژە ای اهمیت از معادلات از دسته این حل برای کاربردی

.[۸ −۱] است
بازە ای فازی خطی ریزی برنامه مسئلە ی [۱۰] در .[۹] پرداخت مقدار بازه ذوزنقە ای اعداد ورودی با خطی برنامە ریزی مسئله حل به فرهادی نیا۱
فازی اعداد با فازی کاملا خطی دستگاه حل برای بازە ای حساب از کاربردی همکار و سیاهلویی۲ شد. حل برش ها آلفا اعمال از استفاده با

.[۱۱] کردند استفاده ذوزنقە ای
حل برای را بازە ای شدە ی گسترده صفر روش ما مقاله این در شد. مطرح بازە ای معادلە ی حل برای بازە ای شدە ی گسترده صفر روش [۱۲] در

می کنیم. بیان بازە ای دوگان معادلە ی
گسترده صفر روش ۳ بخش در می کنیم. مطرح را نیاز مورد اولیە ی مفاهیم و پایە ای تعاریف ۲ بخش در که است صورت این به مقاله ساختار

است. شده آورده ۵ بخش در نتیجە گیری سرانجام و ۴ بخش در عددی مثال است. شده معرفی در بازە ای دوگان معادله حل برای بازە ای شده

پایە ای تعاریف .۲
می گردد: تعریف زیر بصورت بازە ها این روی حسابی اعمال [𝑦]آنگاه = ቂ𝑦, 𝑦ቃ و [𝑥] = ൣ𝑥, 𝑥൧ کنید فرض تعریف۲− ۱[۱۳]

[𝑥] + [𝑦] = ቂ𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦ቃ

[𝑥] − [𝑦] = ቂ𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦ቃ ൫تفاضلمینکوفسکی൯

باباکردی) (فاطمه babakordif@yahoo.com الکترونیک: پست
1. Farhadinia
2. Siahlooei
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[𝑥] ∗ [𝑦] = ቂⅿin ቄ𝑥𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦ቅ ,𝑚𝑎𝑥 ቄ𝑥𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥𝑦ቅቃ ,

[𝑥] / [𝑦] = ൣ𝑥, 𝑥൧ ∗ ቂ۱/𝑦, ۱/𝑦ቃ , (۰ ∉ [𝑦]) (۱ −۲)
زیرتعریف بصورت بازە ای شدە ی صفرگسترده مینکوفسکی، تفاضل از بااستفاده نظربگیرید، در را [𝑥] = ൣ𝑥, 𝑥൧ بازە ی ]۱۲ تعریف۲− ۲]

می گردد:
[𝑥] − [𝑥] = ൣ𝑥, 𝑥൧ − ൣ𝑥, 𝑥൧ = ൣ𝑥 − 𝑥, 𝑥 − 𝑥൧ = ൣ− ൫𝑥 − 𝑥൯ , 𝑥 − 𝑥൧

بازە ی بصورت را بازە ای شدە ی گسترده صفر بنابراین [𝑥]است، − [𝑥] = [−𝑦, 𝑦] بصورت همانند بازە ی دو تفاضل ،𝑥 − 𝑥 = 𝑦 قراردادن با
می گیریم. درنظر متقارن

با آن نمایش در که می شود گفته مثلثی فازی عدد می شود، داده نشان �̃� = (𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳) بصورت نقطه سه با که فازی عدد ]۱۳ تعریف۲− ۳]
است. شده داده نشان ۱ شکل در عضویت تابع

�̃� = (𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳) مثلثی فازی عدد :۱ شکل

[𝑎] + 𝑏 [𝑥] = [𝑐] − 𝑑[𝑥] ای بازه معادلە ی حل .۳
معادلە ی به ۱ −۳ تعریف

[𝑎] + 𝑏 [𝑥] = [𝑐] − 𝑑[𝑥] (۱ −۳)
می گوییم. بازە ای دوگان معادلە ی می باشد، مجهول عددبازە ای [𝑥] و معلوم ,𝑏اعدادحقیقی 𝑑 و معلوم بازە ای اعداد [𝑎] , [𝑐] آن در که

که است براین فرض و می باشند مثبت حقیقی اعداد 𝑏, 𝑑 و مثبت [𝑎] , [𝑐] , [𝑥] بازە های که می گیریم درنظر را حالتی مقاله دراین ۱ −۳ تذکر
دارد. وجود ،[𝑐] − [𝑎]

بازە ای شدە ی صفرگسترده روش ●
معادلە ی بازە ای گسترش باشند، مثبت اعدادحقیقی 𝑏, 𝑑 و مثبت بازە ای [𝑥]اعداد = ൣ𝑥, 𝑥൧ و [𝑐] = ൣ𝑐, 𝑐൧ ،[𝑎] = ൣ𝑎, 𝑎൧ کنید فرض

[𝑎] + 𝑏 [𝑥] − [𝑐] + 𝑑 [𝑥] = ۰ (۲ −۳)
داریم: (۲ −۲) صفربازە ای تعریف از استفاده با می گیریم، درنطر را

ൣ𝑎, 𝑎൧ + 𝑏 ൣ𝑥, 𝑥൧ − ൣ𝑐, 𝑐൧ + 𝑑 ൣ𝑥, 𝑥൧ = [−𝑦, 𝑦] (۳ −۳)
می آوریم: حسابی(۲− ۱)بدست اعمال از استفاده با و

ൣ𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑐 + 𝑑𝑥, 𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑐 + 𝑑𝑥൧ = [−𝑦, 𝑦] (۴ −۳)
بنابراین:

൝𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑐 + 𝑑𝑥 = −𝑦
𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑐 + 𝑑𝑥 = 𝑦 (۵ −۳)
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داریم: فوق معادلە های دوطرف جمع با حال
𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑐 + 𝑑𝑥 + 𝑎 + 𝑏𝑥 − 𝑐 + 𝑑𝑥 = ۰ (۶ −۳)

می کنیم. تعیین را مجهولات محدودیت هایی ارائه با لذا می باشد، غیرممکن یکتا جواب آوردن بدست عملا که است مجهول دو با معادله یک که
می آوریم: بدست (۳ −۶) معادلە ی در قراردادن و 𝑥 = 𝑥 = 𝑥𝑚 فرض با اول محدودیت عنوان به

𝑎 + 𝑏𝑥𝑚 − 𝑐 + 𝑑𝑥𝑚 + 𝑎 + 𝑏𝑥𝑚 − 𝑐 + 𝑑𝑥𝑚 = ۰ (۷ −۳)
بنابراین:

𝑥𝑚 =
൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯

۲ (𝑏 + 𝑑) (۸ −۳)

𝑥است. برای بالا کران یک 𝑥𝑚 ۱ −۳ لم
اثبات.

𝑥 ≤ 𝑥 (𝑏+𝑑)>۰→ (𝑏 + 𝑑) 𝑥 ≤ (𝑏 + 𝑑) 𝑥 (۶−۳)→ (𝑏 + 𝑑) 𝑥 ≤ ൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯ − (𝑏 + 𝑑) 𝑥 → 𝑥 ≤ 𝑥𝑚 = ൫𝑐+𝑐൯−൫𝑎+𝑎൯
۲(𝑏+𝑑) .

𝑥است. برای پایین کران یک 𝑥𝑚 ۲ −۳ لم
اثبات.

𝑥 ≤ 𝑥 (𝑏+𝑑)>۰→ (𝑏 + 𝑑) 𝑥 ≤ (𝑏 + 𝑑) 𝑥 (۶−۳)→ ൫𝑐 + 𝑐൯−൫𝑎 + 𝑎൯−(𝑏 + 𝑑) 𝑥 ≤ (𝑏 + 𝑑) 𝑥 → 𝑥𝑚 =
൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯

۲ (𝑏 + 𝑑) ≤ 𝑥.

گسترش منظور، این گردیم،برای می 𝑥 برای بالایی کران و 𝑥 برای پایینی کران دنبال به حال کردیم پیدا 𝑥 برای پایین کران و 𝑥 برای بالا کران
داریم: 𝑏 + 𝑑 > ۰ و دارد وجود [𝑐] − [𝑎] تفاضل اینکه به باتوجه گیریم، نظرمی در را [𝑎] + 𝑏 [𝑥] = [𝑐] − 𝑑[𝑥] معادلە ی بازە ای

ൣ𝑥, 𝑥൧ = ቈ
𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑 ,

𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑  (۹ −۳)

بنابراین:

ቐ
ൣ𝑥൧ =  𝑐−𝑎𝑏+𝑑 , 𝑥𝑚൨

[𝑥] = 𝑥𝑚 ,
𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 ൨

(۱۰ −۳)

می آوریم: (۳− ۶)و(۳− ۱۰)بدست از

𝑥 =
൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯ − (𝑏 + 𝑑) 𝑥

𝑏 + 𝑑 , 𝑥 ∈ ቈ𝑥𝑚 ,
𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑  (۱۱ −۳)

𝑥 =
൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯ − (𝑏 + 𝑑) 𝑥

𝑏 + 𝑑 , 𝑥 ∈ ቈ
𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑 , 𝑥𝑚 (۱۲ −۳)

این در می کنیم مشاهده 𝑥 = ൫𝑐+𝑐൯−൫𝑎+𝑎൯−(𝑏+𝑑)𝑥
𝑏+𝑑 , در 𝑥 ∈  𝑐−𝑎𝑏+𝑑 , 𝑥𝑚൨ و 𝑥 = ൫𝑐+𝑐൯−൫𝑎+𝑎൯−(𝑏+𝑑)𝑥

𝑏+𝑑 , در 𝑥 ∈ 𝑥𝑚 ,
𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 ൨ قراردادن با

است: زیر بصورت 𝑥 و 𝑥 برای قبول مقدارقابل همواره حالت

𝑥 ∈ ቈ
𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑 , 𝑥𝑚 , 𝑥 ∈ ቈ𝑥𝑚 ,

𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑 

است. بازە ای جواب دارای همواره ،(۱ −۳) بازە ای دوگان معادلە ی ۱ −۳ قضیه
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و 𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 ≤ 𝑥𝑚همواره دهیم نشان کافیست 𝑥است، ∈ 𝑥𝑚 ,

𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 ൨ و 𝑥 ∈  𝑐−𝑎𝑏+𝑑 , 𝑥𝑚൨ , صورت به ،(۱ −۳) معادلە ی جواب های چون اثبات.

پس: دارد، وجود [𝑐] − [𝑎] مقاله فرض طبق است.چون مشابه دوم حالت برای اثبات می کنیم، اثبات اول حالت برای ، 𝑥𝑚 ≤ 𝑐−𝑎
𝑏+𝑑

𝑐 − 𝑎 ≤ 𝑐 − 𝑎 → ۲𝑐 − ۲𝑎 ≤ 𝑐 − 𝑎 + 𝑐 − 𝑎 →
𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑 ≤

൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯
۲ (𝑏 + 𝑑) = 𝑥𝑚

است. برقرار حکم لذا
𝑦ⅿax و 𝑦ⅿin محاسبە ی ●

است، 𝑥 ∈ 𝑥𝑚 ,
𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 ൨ و 𝑥 ∈  𝑐−𝑎𝑏+𝑑 , 𝑥𝑚൨ صورت به بازە ای دوگان معادله جواب دادیم نشان قبل قسمت در نظربگیرید، در را (۵ −۳) دستگاه

می کنیم: محاسبه را 𝑦𝑚𝑎𝑥 و 𝑦𝑚𝑖𝑛 دستگاه در 𝑥 و 𝑥 باجایگذاری حال

𝑥 = 𝑥 = 𝑥𝑚 =
൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯

۲ (𝑏 + 𝑑)
(۵−۳)→ 𝑦𝑚𝑖𝑛 =

𝑎 − 𝑎 + 𝑐 − 𝑐
۲ (۱۳ −۳)

می آوریم: بدست ،(۵ −۳) دستگاه در 𝑥 = 𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 𝑥و = 𝑐−𝑎

𝑏+𝑑 , قراردادن با دیگر طرف از
𝑦𝑚𝑎𝑥 = 𝑎 − 𝑎 + 𝑐 − 𝑐 (۱۴ −۳)

بازە ای دوگان معادلە ی فازی جواب ●
صفر برای بهتری تقریب باشد داشته کمتری مقدار 𝑦 چه هر بنابراین شد، تعریف [−𝑦, 𝑦] بصورت بازە ای شدە ی صفرگسترده اینکه به باتوجه
توجه با و می گردد تعریف 𝛼 = ۱− 𝑦−𝑦𝑚𝑖𝑛

𝑦𝑚𝑎𝑥−𝑦𝑚𝑖𝑛
صورت به 𝛼 لذا بود، نخواهد صفر برای خوبی تقریب باشد، داشته بزرگتری مقدار چه هر و

مثلثی فازی جواب لذا می کند، کسب 𝑥 = 𝑐−𝑎
𝑏+𝑑 و 𝑥 = 𝑐−𝑎

𝑏+𝑑 در را خود مقدار ماکسیمم و 𝑥𝑚 = ൫𝑐+𝑐൯−൫𝑎+𝑎൯
۲(𝑏+𝑑) در 𝑦 مقدار مینیموم اینکه به

است: زیر بصورت بازە ای معادله

�̃� = ቆ
𝑐 − 𝑎
𝑏 + 𝑑 ,

൫𝑐 + 𝑐൯ − ൫𝑎 + 𝑎൯
۲ (𝑏 + 𝑑) , 𝑐 − 𝑎

𝑏 + 𝑑ቇ (۱۵ −۳)

عددی مثال .۴
نظربگیرید: در را زیر بازە ای معادلە ی مثال۴− ۱

[۳, ۷] + ۳ [𝑥] = [۹, ۱۷] − [𝑥] (۱ −۴)
می آید: بدست زیر (۴− ۱)بصورت بازە ای (۳− ۱۰)جواب از

𝑥 ∈ [۱, ۴] , 𝑥 ∈ [۴, ۷]
است: زیر (۴− ۱)بصورت مثلثی فازی جواب و

�̃� = (۱, ۴, ۷)
است. شده داده نشان ،۲ شکل در که

نتیجە گیری .۵
فازی جواب می تواند بازە ای معادلە ی که دادیم نشان و کردیم ارائه بازە ای دوگان دستگاه حل برای کاربردی روشی لم هایی بیان با مقاله این در
می باشد، بازە ای جواب دارای همواره بازە ای دوگان معادلە ی مقاله فرضیات با اینکه و آن کم محاسبات پیشنهادی روش مزایای از باشد، داشته

پرداخت. خواهیم بازە ای دیفرانسیل معادله حل به بازە ای شده صفرگسترده تعریف از استفاده با بعدی پژوهش در است.
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معادله(۴− ۱) فازی جواب نمایش :۲ شکل
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حسگر های شبکه در فازی منطق بر مبتنی بندی خوشه پروتکل سه بررسی و مقایسه
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چکیده
دنیای از ها داده آوری جمع به قادر که حسگرهایی به مجهز های گره آن در که است ای شبکه سیم بی حسگر شبکه
می پیکربندی سیم بی صورت به حسگر های گره که آنجا از شوند. می پیکربندی سیم بی صورت به هستند واقعی
نیست. استفاده قابل دیگر گره شود، تمام حسگر گره انرژی یا باتری اگر دارند. ها باتری مانند محدودی قدرت شوند،
ضروی و جدی های چالش از یکی کرد. نخواهد کار شبکه بمیرند، گره معینی تعداد از بیش که صورتی در همچنین
باتری طریق از مربوطه حسگرهای زیرا است بهینه انرژی راندمان با مسیریابی های پروتکل طراحی شبکه نوع این
میشود. انرژی هدررفتن کمتر باعث کوتاه و بهینه مسیرهای طریق از اطلاعات انتقال و می کنند تغذیه را خود انرژی
ⅬEAⅭH پروتکل آنها میان در که دارد وجود انرژی وری بهره بهبود برای زیادی سیم بی حسگر شبکه های پروتکل
صورت به را حسگرها فضای که است خوشه بر مبتنی پروتکل یک ⅬEAⅭH پروتکل است. بهینه و عالی نمونه یک
خوشه، ساختار نحوه به بسته بنابراین، کند. می دریافت و ارسال ها گره بین را ها داده و کند می تقسیم بندی خوشه
ⅬEAⅭH پروتکل  شبکه عمر طول داریم قصد مقاله این در یابد. افزایش یا کاهش است ممکن انرژی نمودار شکل

نماییم. مقایسه و بررسی یافتە اند، بهبود خوشه انتخاب برای فازی روش های از استفاده با که را پروتکلی نوع سه و

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

فازی منطق
انرژی وری بهره

سیم بی حسگر های شبکه
مسیریابی پروتکل

مقدمه .۱
هستند. متصل یکدیگر به سیم بی صورت به ها داده آوری جمع منظور به که حسگر های گره از متشکل است ای شبکه سیم بی حسگر شبکه
که آنجایی از این، بر علاوه کرد. نصب تغییرات مشاهده یا گیری اندازه برای ها جاده در یا طبیعی محیط خانه، در توان می را حسگر های گره
شبکه این باشند. داشته دسترسی آن به نتوانند افراد که کرد نصب جایی در را آن ها می توان شدە اند، پیکربندی بی سیم صورت به حسگر گرە های
کاربردهاي و محدود انرژي و محاسباتی ظرفیت حسگرها اين کنند. می تر راحت را ما زندگی و شوند می استفاده ها زمینه از بسیاری در ها
نظارت سونامی، مانند طبیعی حوادث از پیشگیري بهداشتی، نظامی، کاربردهاي محیطی، مانیتورينگ همچون مختلف هاي زمینه در متنوعی بسیار
مختلفی مسائل و ها چالش از ها شبکه نوع این سیم، بی حسگر های شبکه زیاد بسیار مزایای وجود با دارند. . ... و ترافیک کنترل امنیت، و
کند. می کار حسگر گره هر برای باتری یک مانند محدود توان منبع یک با سیم بی حسگر شبکه یک سیمی، های شبکه برخلاف میبرد. رنج نیز
شده مصرف انرژی سازی بهینه به نیاز شبکه، یک از مدت طولانی استفاده برای بنابراین، کند. نمی کار دیگر حسگر گره شود، تمام باتری وقتی
،[۲][۱] دارد وجود شبکه انرژی وری بهره افزایش برای زیادی سیم بی حسگر شبکه های پروتکل دارد. انرژی مصرف رساندن حداقل به برای
دوره صورت به که است خوشه بر مبتنی پروتکل یک ⅬEAⅭH پروتکل است. ⅬEAⅭH پروتکل زمینه این در معروف های پروتکل از یکی

.[۳] کند می انتخاب خوشه سر انتخاب احتمال معادله از استفاده با را خوشه سر ای
ناکارآمد طور به خوشه است ممکن که طوری به گیرد، نمی نظر در را ها گره بین فاصله یا گره باقیمانده انرژی ⅬEAⅭH پروتکل حال، این با
ارائه ⅬEAⅭH پروتکل مبنای بر جدیدی بندی خوشه های پروتکل فازی منطق از استفاده با مقاله این در مسئله، این بهبود برای شود. تشکیل

جلیلی) (احمد jalili@gonbad.ac.ir الکترونیک: پست
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پیشنهادی های پروتکل میدهد نشان سازی شبیه نتایج نماید. می رفع را موجود پروتکل به مربوط اشکالات که طوری به است شده پیشنهاد و
دارند. ⅬEAⅭH پروتکل به نسبت بهتری وری بهره ⅬEAⅭH−FⅬ ⅭHEF، و Ⅼogiⅽ Fuzzy Gupta’s

ارائه هست فازی منطق معرفی و ⅬEAⅭH پروتکل ساختار شامل که تحقیق پیشینه ،۲ بخش در باشد. می زیر شرح به مقاله کلی ساختار
و سازی شبیه ۴ بخش آن، از پس میشوند. بررسی ۳ بخش در اند شده ارائه فازی منطق اساس بر که پیشنهادی های پروتکل معماری میگردد.

شد. خواهد مطرح آینده پیشنهادات و گیری نتیجه ۵ بخش در کند. می ارائه را بندی خوشه های پروتکل کارایی ارزیابی

تحقیق پیشینه .۲
معروف از یکی است. شده انجام سیم بی حسگر های شبکه برای مسیریابی و بندی خوشه های پروتکل مورد در ای گسترده تحقیقات اخیراً،
نوع این تجهیزات از بسیاری در پروتکل این است. ⅬEAⅭH پروتکل شبکه نوع این در ها بسته مسیریابی جهت موجود های پروتکل ترین
پروتکل ساختار ابتدا بخش این در میشود. استفاده دیگر مسیریابی های پروتکل برای پایه پروتکل عنوان به اکنون هم و شده سازی پیاده ها شبکه
با رابطه در معرفی ادامه در لذا است، شده ارائه فازی منطق اساس بر پیشنهادی های پروتکل اینکه به توجه با سپس میشود. بررسی ⅬEAⅭH

داشت. خواهیم فازی منطق به مربوط مفاهیم
ⅬEAⅭH پروتکل ساختار .۱ .۲

خوشه هر که طوری به شود می تقسیم هایی خوشه به حسگر محیط است. بندی خوشه بر مبتنی مسیریابی پروتکل یک ⅬEAⅭH پروتکل
شوند می انتخاب ها خوشه سر آن در که است اندازی راه مرحله یک دارای ⅬEAⅭH پروتکل است. خوشه سر مسئول که است گره یک دارای
آوری جمع را خوشه در عضو های گره های داده خوشه، سر که آنجایی از شود. می منتقل ها گره های داده آن در که دارد پایدار حالت فاز یک و
در را خوشه ⅬEAⅭH پروتکل انرژی، مصرف یکنواخت توزیع برای است. بالا خوشه سر انرژی مصرف دهد، می انتقال را ها داده و کند می

.[۳] دهد می تغییر چرخه هر

𝑇 (𝑛) = ቐ
𝑝

۱−𝑝൬𝑟𝑚𝑜𝑑 ۱
𝑝 ൰
𝑖𝑓𝑛𝜖𝐺

۰otherwise
(۱)

اگر اند. نشده انتخاب سرخوشه در قبلی دور تا که است هایی گره از ای مجموعه G مجموعه است. فعلی دور دهنده نشان r (۱)؛ فوق معادله در
مجموعه در را است باقیمانده انرژی دارای که هایی گره تمام باشد، خوشه سر بتواند که باشد نداشته وجود ای گره هیچ و باشد خالی G مجموعه
G مجموعه به آیا که کند می بررسی مستقل طور به گره هر شود، می شروع دور هر که هنگامی شود. تبدیل خوشه سر به تا دهیم می قرار G
از کمتر تصادفی عدد اگر کند. می مقایسه تصادفی آستانه با را خود ۱ و ۰ بین تصادفی عدد باشد، G مجموعه به متعلق اگر و خیر، یا دارد تعلق
خوشه در عضو های گره شدند، انتخاب ها سرخوشه تمام که هنگامی می شود. تبدیل فعلی دور در خوشه سر عنوان به گره باشد، T(n) آستانه
ارسال پایه ایستگاه به خود های داده با و کرده آوری جمع را دریافتی های داده خوشه سر کنند. می ارسال مربوطه خوشه سر به را خود های داده

کند. می
فازی منطق .۲ .۲

به مبهم حالت های بە عنوان دهند، رخ غیره و طبیعی زبان در می توانند که را مبهم حالت های یا عناصر که است منطقی مفهوم یک فازی منطق
زاده لطفی پروفسور توسط بار اولین آن اصلی ایده که است فازی مجموعه مفهوم بر مبتنی اساساً فازی منطق می کند. بیان دوتایی منطق جای
جای به Funⅽtion) (Ⅿeⅿbership عضویت تابع از استفاده با مقایسه شی که می کند بیان و شد پیشنهاد ۱۹۶۵ سال در برکلی دانشگاه در
زبان کرد. می کار کامپیوتر توسط انسان زبان ک در مسئله روی بر زمان آن در زاده لطفی دکتر دارد. تعلق A مجموعه به واقعی باینری منطق
توان می را چیز همه ایا که .این شود نمی تبدیل ۱ و ۰ مطلق مقادیر به آسانی به هستی) جهان و زندگی در ها فعالیت بیشتر (مانند انسان طبیعی
به خواهیم می که هایی داده بیشتر عمل در اما دارد پیگیری ارزش که است فلسفی سوالی کرد توصیف باینری های جمله صورت به نهایت در
راه عنوان به فازی منطق تصور شاید دارد. بینابینی حالتی نیز آن نتایج موارد اغلب در همچنین و دهیم قرار کامپیوتر اختیار در ورودی صورت
عنوان به را ۱ و ۰ فازی منطق کند. کمک موضوع بهتر درک به بتواند آن از خاص حالت یک عنوان به بولی منطق گرفتن نظر در و استدلال اصلی
دو بین مقایسه نتیجه مثلا گیرد می قرار حالت دو این بین در نیز درستی حالت چندین اما گیرند می نظر در (واقعیت) حقیقت مفرط های حالت

باشد. ها آن از یکی بودن بلندتر ۳۸ .۰ بلکه ها آن بودن بلند یا کوتاه نه است ممکن چیز
ماژول ساز. غیرفازی ماژول و دانش پایگاه استنتاج، موتور ساز، فازی ماژول یک است. اصلی بخش چهار دارای فازی منطق سیستم یک معماری
استنتاج موتور سازی، فازی فرآیند از پس کند. می تبدیل فازی های مجموعه به هستند عددی صورت به که را سیستم های ورودی ساز فازی
که آنگاه” “اگر⁃ دستورات که است محلی دانش پایگاه دهد. می انجام دارد وجود دانش پایگاه در که قوانین از ای مجموعه اساس بر استنباطی
مقدار یک به را آمده دست به استنتاجی موتور توسط که فازی مجموعه آخر، مرحله در شود. می ذخیره آن در اند شده ایجاد کارشناسان توسط

.[۴] دهد می نشان فازی منطق و باینری منطق از استفاده با را انسان قد مجموعه ۲ شکل کند. می تبدیل عددی
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فازی منطق (چپ) و باینری منطق (راست) در ارتفاع محدوده .۱ شکل :۱ شکل

مجموعه به متعلق مقایسه شی می شود، قضاوت باینری منطق با سانتی متر ۹ .۱۷۹ قد با فردی وقتی شود می مشاهده (۱) شکل به توجه با
حال، این با ندارد. تعلق بلند” یا”قد ”<Taⅼⅼ”> مجموعه به بنابراین و است سانتی متر ۱۸۰ از کمتر زیرا است متوسط” ”قد یا ”<Ⅿiⅾⅾⅼe”>
”Ⅿiⅾⅾⅼe” از ای مجموعه به که ریاضی تابع یک عنوان به توان می را متر سانتی ۹ .۱۷۹ با فرد یک شود، می قضاوت فازی منطق با که هنگامی

کرد. بیان دارد تعلق ”Taⅼⅼ” و

پیشنهادی روش .۳
پروتکل این شد گفته که همانطور گردد. می بررسی اند شده ارائه فازی منطق اساس بر که پیشنهادی های پروتکل ساختار مقاله، از بخش این در
مفاهیم از بندی خوشه نحوه و سرخوشه انتخاب در که تفاوت این با است یکی آنها کار اساس و هستند ⅬEAⅭH روتکل شده داده بهبود ها

است. شده گرفته بهره فازی منطق به مربوط
گوپتا فازی منطق بر مبتنی پیشنهادی پروتکل .۱ .۳

مقاله این در بخشند. بهبود فازی منطق طریق از را ⅬEAⅭH پروتکل خوشه سر انتخاب معیار کردند سعی همکاران، و گوپتا [۴] مقاله در
گره مرکزیت و Ⅽonⅽentration) (Noⅾe گره چگالی Energy)، (Noⅾe گره باقیمانده انرژی گرفتن نظر در با فازی عملیات با سرخوشه
می طی را زیر فرآیند و کند می استفاده ممدانی استنتاج روش از فازی عملیات شود. می انتخاب تصادفی آستانه جای به Ⅽentraⅼity) (Noⅾe

کند.
فازی مجموعه به ورودی هر تعلق درجه و کرده وارد را گره مرکزیت و گره چگالی گره، باقیمانده انرژی ورودی: متغیر سازی فازی .۱

کنید. تبدیل funⅽtion) (ⅿeⅿber عضو تابع یک به را آن و کرده تعیین را مناسب
کنید. استنتاج را نتیجه و دهید اختصاص فازی قانون از استفاده با را فازی ورودی متغیرهای فازی: قانون ارزیابی .۲

شده. استنباط نتایج خروجی و ادغام تجمیع: و خروجی قوانین .۳
آنها عادی مقادیر به خروجی فازی مقادیر تبدیل فرآیند ساز): فازی (غیر فاززدایی .۴

مربوطه معادله شد. خواهد انجام محاسبات (ⅽenter−of−gravity) ثقل مرکز متد از استفاده با نیز (Ⅾefuzzifiⅽation) ساز غیرفازی مرحله در
است. شده داده نشان زیر در (۲) رابطه در

𝐶𝑂𝐺 =
(∑𝜇𝐴 (𝑥) ∗ 𝑥)
∑𝜇𝐴 (𝑥)

(۲)
است. شده داده نشان (۲) شکل و (۱) جدول در که است فازی مجموعه و ورودی متغیرهای دارای گوپتا فازی منطق

ترتیب به ها سرخوشه شد، کامل شانس مقدار محاسبه که هنگامی شود. می محاسبه دور هر در ها گره همه شانس ارزش گوپتا، فازی منطق در
شوند. می انتخاب شانس مقدار صعودی
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گوپتا فازی منطق ورودی: متغیر :۱ جدول

گوپتا فازی منطق ورودی: متغیر فازی مجموعه :۲ شکل

ⅭHEF فازی منطق بر مبتنی پیشنهادی پروتکل .۲ .۳
گره مرکزیت است. شده داده نشان (۳) شکل و (۲) جدول در که است فازی مجموعە های و ورودی متغیرهای دارای ⅭHEF فازی منطق
است. شده داده نشان زیر در (۳) معادله با تغییر نرخ است. شده داده نشان ۵ شکل در گره از r معین محدوده در واقع های گره از فواصل مجموع

𝑟 = ඨ 𝑀
𝜋𝑛𝑃 (۳)

است. ها گره کل تعداد n و خوشه سر انتخاب احتمال P است، حسگر فضای اندازه Ⅿ آن در که

ⅭHEF ورودی متغیر :۲ جدول

آن عضو گره فرصت ارزش با خوشه سر خوشه، سر انتخاب از پس شود. می انتخاب ⅬEAⅭH پروتکل مانند خوشه سر ⅭHEF، مورد در
.[۵] شود می جایگزین بالاتر ارزش با گره یک با سرخوشه و شود، می مقایسه

ⅬEAⅭH−FⅬ فازی منطق بر مبتنی پیشنهادی پروتکل .۳ .۳
از استفاده با است. شده داده نشان (۴) شکل و (۳) جدول در که است فازی مجموعه و ورودی متغیرهای دارای ⅬEAⅭH−FⅬ فازی منطق

.[۶] آید می بدست فازی احتمال مقدار زیر، معادله و زیر فازی مجموعه
Probabiⅼityvaⅼue = ൫𝑁𝑜𝑑𝑒Energy൯ ∗ ۲ + ൫𝑁𝑜𝑑𝑒ⅾensity൯ + (۲ − 𝑁𝑜𝑑𝑒Ⅽentraⅼity)
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r. داخل های گره سایر و A گره بین فواصل .۳ شکل :۳ شکل

ⅬEAⅭH−FⅬ ورودی متغیر :۳ جدول

آستانه مقایسه با را خوشه سر ⅬEAⅭH پروتکل که تفاوت این با کند. می عمل ⅬEAⅭH پروتکل مشابه تقریباً ⅬEAⅭH−FⅬ، مورد در
T(n) با شده محاسبه فازی احتمال مقدار مقایسه با را خوشه سر ⅬEAⅭH−FⅬ اما، کند. می انتخاب گره هر تصادفی تعداد با T(n) تصادفی

کند. می انتخاب

گیری نتیجه و سازی شبیه .۴
اساس بر ⅬEAⅭH−FⅬ) ⅭHEF، گوپتا، فازی (منطق فازی منطق بر مبتنی پیشنهادی پروتکل سه با را ⅬEAⅭH پروتکل شبکه عمر طول ما
قرار شده حس موردنظر محیط مرکز در پایه ایستگاه موقعیت که شد انجام شرایطی در سازی شبیه کردیم. مقایسه ۴ جدول در موجود پارامترهای

دارد.

سازی شبیه پارامترهای :۴ جدول

در داد. نشان را کارایی بهترین ⅭHEF پروتکل دارد، قرار حسگر میدان مرکز در پایه ایستگاه که هنگامی است، مشخص نتایج از که همانطور
۳۶۴۸ برابر ⅭHEF پروتکل برای مقدار این که حالی در (First−Noⅾe−Ⅾeath)، میرد می ۳۳۷۵ ثانیه در گره اولین ، ⅬEAⅭH پروتکل
ⅭHEF پروتکل در که صورتی در اند، مانده زنده ها گره درصد ۵۰ فقط ثانیه ۴۰۷۵ زمان از پس ⅬEAⅭH پروتکل در همچنین است. ثانیه

ایم. داشته بهبود درصد ۱ .۵ حدود یعنی است ۴۲۸۰ با برابر مقدار این

گیری نتیجه .۵
است. فازی منطق از استفاده با پروتکل سه بین در بالایی شبکه عمر طول بهبود نرخ دارای ⅭHEF پروتکل که دهد می نشان سازی شبیه نتایج
موقعیت به بسته نیز خوشه بنابراین کند. می استفاده ها پروتکل سایر از متفاوت که T(n) یعنی ⅬEAⅭH پروتکل آستانه معادله از ⅭHEF
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ⅬEAⅭH−FⅬ ورودی متغیر فازی مجموعه :۴ شکل

شبکه عمر طول حسب بر زنده نودهای درصد میزان سازی شبیه نتایج :۵ شکل

که زمانی دلیل، همین به نمی کنند. تغییر پایه ایستگاه موقعیت به توجه بدون خوشە ها که می دهند نشان دیگر برخی کند. می تغییر پایه ایستگاه
باشند. ناکارآمد است ممکن ⅬEAⅭH−FⅬ و گوپتا فازی منطق است، بیرون پایه ایستگاه موقعیت
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مختلف های پروتکل شبکه عمر طول مقایسه :۵ جدول
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فازی کاملا́ دوطرفه خطی ریزی برنامه مسائل حل برای جدید رویکرد یک
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چکیده
و ضرایب کلیه آن در که است شده پرداخته (FFBⅬP) فازی کاملا́ طرفه دو خطی ریزی برنامه به مقاله این در
جواب آوردن دست به منظور به هستند. مثلثی فازی اعداد محدودیت ها، و هدف تابع دو هر در تصمیم متغیرهای
رویکرد این است، شده ارائه نامحدود پارامترهای و متغیرها با FFBⅬP برای جدید کارآمد روش یک فازی، بهینه

است. شده ارائه روش این برای مثال چند و است دوطرفه ریزی برنامه اساس بر شده پیشنهاد

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

طرفه دو خطی ریزی برنامه
مثلثی فازی اعداد

بهینه جواب بندی رتبه
محدود غیر متغیرهای

مقدمه .۱
با ضمنی طور به بالا سطح محدودیت منطقه آن در که است سطح دو شامل که است مراتبی سلسله سازی بهینه مساله یک دوطرفه، ریزی برنامه
ریزی برنامه مساله گذشته، دهه چند طی در شود. می حل سخت بسیار آن ساختار دلیل به مساله نوع این است. شده مشخص پایین سطح مساله
به مکانی موقعیت تخصیص مساله ،[۸] انرژی شبکە های ،[۲۲] برق بازارهای مانند مختلفی های زمینه در و است گرفته قرار توجه مورد دوطرفه
شده تعریف دقیق طور به پارامترها که است این بر فرض متداول، دوطرفه ریزی برنامه مسائل در است. گرفته قرار استفاده مورد ای گسترده طور
برای قدرتمند ابزاری فازی های مجموعه نظریه نباشند. دقیق و واضح گیری تصمیم متغیرهای و ضرایب است ممکن واقعی شرایط در اما اند،
و هدف تابع در هم هستند فازی اعداد ضرایب آن در که فازی ریزی برنامه مساله اخیر های سال در و است مبهم یا نادرست اطلاعات با مقابله
را فازی دوطرفه خطی ریزی برنامه مساله [۱۸] همکاران و ساكاوا است. گرفته قرار بررسی مورد نویسندگان از برخی توسط ها محدودیت هم

داد. توسعه آن حل برای را فازی ریزی برنامه روش و تدوین
حسین کرد. پیشنهاد بندی رتبه عملکرد از استفاده با فازی کاملا́ خطی ریزی برنامه مساله حل برای را جدیدی روش [۱] همکاران و ویرانلو لله
متقارن مثلثی فازی عدد مفهوم بر مبنی مربوطه خطی ریزی برنامه مساله دو به را فازی کاملا́ خطی ریزی برنامه مساله [۷] همکاران و لطفی زاده
بهینه جواب یافتن برای را جدیدی روش [۱۰] همکاران. و کومار است. کرده تهیه الفبایی روش یک ای مساله چنین حل برای و کرده تبدیل
عملگرها و تعاریف که است یافته سازمان ای گونه به مقاله این کرد. پیشنهاد تساوی محدودیت با فازی کاملا́ خطی ریزی برنامه مساله برای فازی
می شود، بیان ۳ بخش در بندی رتبه عملکرد از استفاده با FFBⅬP در را جدید رویکردهای می دهد، ارائه ۲ بخش در مثلثی فازی اعداد بین را

دهید. ارائه ۵ بخش در را گیری نتیجه آخر، در و کند. بیان را ۴ بخش در ها روش اجرای نحوه تا دهد می ارائه را عددی مثال چند

پیشنهادی های الگوریتم .۲
دهیم. می ارائه محدودیت بدون فازی متغیرهای و پارامترها با FFBⅬP مسائل برای الگوریتمی ما

داریم: را زیر مساله ، :۱ مرحله



۳۸۷ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ نژاد تقی ن. جلودار، طالشیان ف.

ⅿaxiⅿize�̃�
𝑥۱𝑗,𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗

= (�̃�۱, �̃�۲) = 
𝑛۱

𝑗=۱
൫ⅿin ൫𝑝۱𝑗𝑥۱𝑗 , 𝑟۱𝑗𝑥۱𝑗൯ , 𝑞۱𝑗𝑦۱𝑗 ,ⅿax ൫𝑝۱𝑗𝑡۱𝑗 , 𝑟۱𝑗𝑡۱𝑗൯൯

⊕
𝑛۲

𝑗=۱
൫ⅿin ൫𝑝۲𝑗𝑥۲𝑗 , 𝑟۲𝑗𝑥۲𝑗൯ , 𝑞۲𝑗𝑦۲𝑗 ,ⅿax ൫𝑝۲𝑗𝑡۲𝑗 , 𝑟۲𝑗𝑡۲𝑗൯൯

ⅿaxiⅿize�̃�
𝑥۲𝑗,𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗

= (�̃�۱, �̃�۲) = 
𝑛۱

𝑗=۱
൫ⅿin ൫𝑝۳𝑗𝑥۱𝑗 , 𝑟۳𝑗𝑥۱𝑗൯ , 𝑞۳𝑗𝑦۱𝑗 ,ⅿax ൫𝑝۳𝑗𝑡۱𝑗 , 𝑟۳𝑗𝑡۱𝑗൯൯

⊕
𝑛۲

𝑗=۱
൫ⅿin ൫𝑝۴𝑗𝑥۲𝑗 , 𝑟۴𝑗𝑥۲𝑗൯ , 𝑞۴𝑗𝑦۲𝑗 ,ⅿax ൫𝑝۴𝑗𝑡۲𝑗 , 𝑟۴𝑗𝑡۲𝑗൯൯

𝑠.𝑡


𝑛۱

𝑗=۱
(ⅿin(𝑎۱

𝑖𝑗𝑥۱𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗𝑥۱𝑗), 𝑎۲

𝑖𝑗𝑦۱𝑗 ,ⅿax(𝑎۱
𝑖𝑗𝑡۱𝑗 , 𝑎۳

𝑖𝑗𝑡۱𝑗))⊕
𝑛۲

𝑗=۱
(ⅿin(𝑏۱

𝑖𝑗𝑥۲𝑗 , 𝑏۳
𝑖𝑗𝑥۲𝑗), 𝑎۲

𝑖𝑗𝑦۱𝑗 ,ⅿax(𝑏۱
𝑖𝑗𝑡۲𝑗 , 𝑏۳

𝑖𝑗𝑡۱=۲𝑗))

൫𝑚𝑖,𝑛𝑖 , 𝑝𝑖൯ , ∀𝑖 = ۱, ۲, … ,𝑚.

൫𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗൯ , ൫𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗൯ ∈ 𝐹 (𝑅) , 𝑗 = ۱, … , 𝑛.

نوشت: زیر شرح به توان می را ۱ مرحله در مساله فازی، اعداد تعاریف از استفاده با .۲ مرحله

ⅿaxiⅿize𝐹
𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗

= ۱
۴ ቈ

𝑛۱

𝑗=۱
൬۱

۲ ൫𝑝۱𝑗 + 𝑟۱𝑗൯ 𝑥۱𝑗 −
۱
۲ ൫𝑟۱𝑗 − 𝑝۱𝑗൯ ห𝑥۱𝑗ห +

۲ ൫𝑞۱𝑗 , 𝑦۱𝑗൯ +
۱
۲ ൫𝑝۱𝑗 + 𝑟۱𝑗൯ 𝑡۱𝑗 +

۱
۲ ൫𝑟۱𝑗–𝑝۱𝑗൯ ห𝑡۱𝑗ห൰൨ +

۱
۴ ቈ

𝑛۱

𝑗=۱
൬۱

۲ ൫𝑝۲𝑗 + 𝑟۲𝑗൯ 𝑥۲𝑗 −
۱
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𝑥۲𝑗,𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗
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۴ ቈ

𝑛۱

𝑗=۱
൬۱
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۱
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۱
۲ ൫𝑟۳𝑗 − 𝑝۳𝑗൯ ห𝑡۱𝑗ห൰

+ ۱
۴ ቈ

𝑛۲

𝑗=۱
൬۱
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۲ ൫𝑟۴𝑗 − 𝑝۴𝑗൯ ห𝑥۲𝑗ห + ۲ ൫𝑞۴𝑗 , 𝑦۲𝑗൯ + ۲۱
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۱
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𝑦۱𝑗 − 𝑥۱𝑗 ≥ ۰, 𝑦۲𝑗 − 𝑥۲𝑗 ≥ ۰, 𝑡۱𝑗 − 𝑦۱𝑗 ≥ ۰, 𝑡۲𝑗 − 𝑦۲𝑗 ≥ ۰
𝑦۱𝑗 , 𝑥۱𝑗 , 𝑡۱𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑥۲𝑗 , ∈ 𝑅, ∀∶ ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, ∀𝑗 = ۱, … , 𝑛.
𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗 , 𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗 ,
�̃�۱ = ൫𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗൯ , �̃�۲ = ൫𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗൯ .

برای �̃�۲ = ൫𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗൯ و �̃�۱ = ൫𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗൯ , در 𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗 , 𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗 , مقادیر دادن قرار با فازی بهینه جواب یک :۳ مرحله
می آوریم. بدست زیر مساله

در

�̃�۱ (�̃�۱, �̃�۲) = 
𝑛۱

𝑗=۱
൫𝑝۱𝑗 , 𝑞۱𝑗 , 𝑟۱𝑗൯ ⊗ ൫𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗൯ ⊕

𝑛۲

𝑗=۱
൫𝑝۲𝑗 , 𝑞۲𝑗 , 𝑟۲𝑗൯ ⊗ ൫𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗൯

�̃�۱ (�̃�۱, �̃�۲) = 
𝑛۱

𝑗=۱
൫𝑝۳𝑗 , 𝑞۳𝑗 , 𝑟۳𝑗൯ ⊗ ൫𝑥۱𝑗 , 𝑦۱𝑗 , 𝑡۱𝑗൯ ⊕

𝑛۲

𝑗=۱
൫𝑝۴𝑗 , 𝑞۴𝑗 , 𝑟۴𝑗൯ ⊗ ൫𝑥۲𝑗 , 𝑦۲𝑗 , 𝑡۲𝑗൯ .

گیری نتیجه .۳
متغیرهای یا منفی غیر فازی متغیرهای و برابری محدودیت های با FFBⅬP مساله فازی بهینە سازی حل برای جدیدی الگوریتمی مقاله این در
برنامه مساله یک به بندی، رتبه از استفاده با فازی، طرفه دو خطی ریزی برنامه مساله الگوریتم، این در است. شده ارائه محدودیت بدون فازی

شود. می تبدیل قطعی ریزی

مراجع
[1] T. Allahviranloo, F. H. Lot_, M. K. Kiasary, N. A. Kiani, L. Alizadeh, Solving fully fuzzy linear programming problem by the ranking function,

Applied Mathematical Sciences 2 (2008) 19-32.
[2] R. E. Bellman, L. A. Zadeh, Decision Making in A Fuzzy Environment,Management Science 17 (1970) 141-164.
[3] M. Cecchini, J. Ecker, M. Kupferschmid, R. Leitch, Solving nonlinear principal-agent problems using bilevel programming, Eur. J.Oper. Res.

230 (2013) 364-373.
[4] S. Dempe, Foundations of bilevel programming, Kluwer, Dordrecht, 2002.
[5] S. Dempe, Annotated bibliography on bilevel programming and mathematical programs with equilibrium constraints, Optimization 52 (2003)

333-359.
[6] S. Dempe, V. Kalashnikov, G. A. Prez- Valds, N. Kalashnykova, Bilevel programming problems, Springer, Berlin, 2015.
[7] F. Hosseinzadeh Lot_, T. Allahviranloo, M. Alimardani Jondabeh, L. Alizadeh, Solving a full fuzzy linear programming using lexicography

method and fuzzy approximate solution, Applied Mathematical Modelling 33(2009) 3151-3156.
[8] V. V. Kalashnikov, S. Dempe, G. A. Prez-Valds, N. I. Kalashnykova, J. F. Camacho- Vallejo, Bilevel programming and applica-

tions,Mathematical Problems in Engineering (2015) http://dx.doi.org/10.1155/2015/310301/.
[9] J. Kaur, A. Kumar, Exact fuzzy optimal solution of fully fuzzy linear programming problems with unrestricted fuzzy variables,Appl. Intell.

37 (2012) 145-154.
[10] A. Kumar, J. Kaur, P. Singh, A new method for solving fully fuzzy linear programming problems, Applied Mathematical Modelling35 (2011)

817-823.S. F. Tayebnasabet al., /IJIM Vol. 12, No. 1 (2020) 1-11 11
[11] M. Labb , A. Violin, Bilevel programming and price setting problems, 4OR-Q J. Oper. Res. 11 (2013) 1-30.
[12] H. S. Naja_, S. A. Edalatpanah, A note on A new method for solving fully fuzzy linear programming problems, Appl. Math. Model.37 (2013)

7865-7867.
[13] A. Ren, A Novel Method for Solving the Fully Fuzzy Bilevel Linear Programming Problem, Mathematical Problems in Engineering(2015)

http://dx.doi.org/10. 1155/2015/280380/.
[14] A. Ren, Solving the Fully Fuzzy Bilevel Linear Programming Problem through Deviation Degree Measures and a Ranking Function Method,

Mathematical Problems in Engineering (2016) http://dx.doi.org/10.1155/2016/7069804/.
[15] A. Ren, Y.Wang, X. Xue, Interactive programming approach for solving the full fuzzy bilevel linear programming problem,Knowledge-Based

Systems 99 (2016) 103-111. programming problems with fuzzy parameters, Fuzzy Set Syst. 109 (2000) 3-19.
[16] J. Xu, P. A. Wei, Bilevel model for locationallocation problem of construction and demolition waste management under fuzzy random envi-

ronment, Int. J. of Civ. Eng. 10 (2012) 1-12.
[17] M.W. Xu, J. J. Ye, A smoothing augmented Lagrangianmethod for solving simple bilevel programs,Comput. Optim. Appl. 59 (2014) 353-377.
[18] R. R. Yager, A procedure for ordering fuzzy numbers of the unit interval, Information Sciences 24 (1981) 143-161.
[19] G. Zhang, G. Zhang, Y. Gao , J. Lu, Competitive strategic bidding optimization in electricity markets using bilevel programming and swarm

technique, IEEE Trans- actions on Industrial Electronics 58 (2011) 2138-2146.



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارسومین و ریاضی ملی همایش سومین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1400

۴۰۱–۳۸۹ صص. ،FM–210 آمار، و ریاضی ملی همایش سومین

شرطی کارلو مونت از استفاده با ها دم ریسک مقایسه و گذاری قیمت مدل توسعه
مدرسیب نویده ،آ، آیتی∗ کامران

طباطبایی علامه دانشگاه مالی ریاضیات گروه ارشد کارشناسی دانشجوی آ
طباطبایی علامه دانشگاه مالی ریاضیات گروه باستادیار

چکیده
شوند می مشخص ریسکی های دارایی اساس بر که اختیار های قرارداد گذاری قیمت برای متداول روشهای از یکی
خرید اختیار شرطی، کارلو مونت روش از استفاده با مقاله این در باشد. می کارلو مونت های الگوریتم از استفاده
سایر و الگوریتم سرعت در عملیاتی کارایی و کرده گذاری قیمت تصادفی تلاطم و تصادفی بهره تحت را اروپایی
کنیم. می مقایسه تصنعی(ساختگی) دارایی برای تلاطم و بهره میانگین و مارتینگل کنترل متغیر با را بحرانی های سنجه
عنوان به الگوریتم در اندازه یک و شده مقایسه واقعی قیمت به نسبت ها دم ریسک گذاری، قیمت بر علاوه روش
عنوان به نیز تصادفی تلاطم و ثابت بهره از استفاده رویکرد است. شده سازی شبیه قیمت و بازار آنی قیمت تفاوت
شاخص آنها پایه دارایی که معامله اختیار گذاری قیمت برای روش این از است. شده گرفته نظر در خاص حالت

. است شده استفاده باشد می تهران بهادار اوراق بورس بازار سهام
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مقدمه .۱
هستند عددی و ⁃بسته فرم های جواب گونه دو در اروپایی اختیارهای جمله از مشروط مطالبات گذاری قیمت که دهند می نشان گذشته مطالعات
هایی روش در . آیند[۴][۳] می دست به فوریه تبدیل روش همچنین و گیرند می صورت جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از استفاده با که
اساس بر زمانی فاصله هر در ها تقریب و قیمتی و زمانی سازی گسسته از گیرند می صورت جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کمک با که
دارایی تعداد به بسته که ها روش این در . [۵] شوند می استفاده عددی های روش سایر و ذوزنقه ماریاما، اویلر اویلر، نیوتن، مانند هایی روش
ابعاد تعداد افزایش با مسائل بعضی در ها روش این معمولا گیرند. می قرار بررسی مورد عددی مطلق و برشی خطای و همگرایی نرخ و پایه
تحت بازار ریسک بررسی و زیاد سهام تعداد با بزرگ های سهام سبد گذاری قیمت مثال برای باشند. می بالا محاسباتی پیچیدگی دارای مسئله
سریعتر های روش به را خود جای ها روش این از بعضی ، است گذر حال در زمان که آن به توجه با است. زودگذر ای، لحظه های تکانش
روش این در است. شده گرفته کار به فوریه تبدیل مشخصه تابع از استفاده با مشتقه قیمت وتخمین تقریب برای اند. داده فورریه تبدیل ازجمله
مونت جایگزین روش است. نابدیهی امری یابی تقریب محاسبات مبنای عنوان به پایه دارایی هر برای یا زمانی های بازه در مشخصه تابع وجود
راه عنوان به باشد می نامناسب عددی های روش در همگرایی نرخ یا و دستیابی قابل غیر مشخصه تابع که حالاتی برای روشی عنوان به کارلو
ای نمونه مسیرهای سازی شبیه در ها قیمت همگرایی و بزرگ اعداد قوی قانون اساس بر روش این . [۶][۷] شود می استفاده جایگزین حل
روش سایر و شرطی کارلو مونت از استفاده . [۸] سازد می فراهم را قیمت تابلو از بهره و تلاطم های نرخ کردن وارد امکان ، واقعی مقدار به
پردازش سرعت دهنده افزایش همچنین و خطا کاهش و دقت افزایش منظور به روشی عنوان به محاسباتی وخطای واریانس دهنده کاهش های
اروپایی اختیار قیمت برای عددی جواب کردن پیدا هدف مقاله این این .در [۹] نماید می فراهم را زیاد مکرر های سازی شبیه به اجبار بدون
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شولز بلک مدل مبنای بر راستا این .در [۱][۲] باشد می سهام دارایی یک راسروی اینگرسول کاکس تصادفی بهره و هستون تصادفی تلاطم تحت
. [۴] است شده استفاده ای قضیه از دهنده پوشش تصنعی دارایی و مارتینگل کنترل متغیر با آن مقایسه و خودتامین سبد کردن پیدا جهت مرتون
گذاری قیمت در آن اثران و ها دم ریسک ،بررسی نیست ناچیز بازدهی توزیع حدی های دنباله در گذران سرمایه زیلن وقوع احتمال که جا آن از
با ها تخمین وفرو ها فراتخمین ریسک برای را ای مقایسه مدل مقاله این در اساس این بر است اهمیت حائز مالی مشتقات همچنین و ها دارایی
دم ریسک بررسی به و برده کار به را شده معرفی های روش ایران بازار در ثابت بهره فرض با همچنین و آورده دست به خاص های مدل به توجه
شرطی کارلو مونت روش ۳ فصل در ایم. کرده بررسی را مارتینگل مدل تحت اختیار گذاری وقیمت مدل معرفی به ۲ فصل .در پردازیم می ها

ایم. کرده مقایسه ها دم ریسک و کرده بیان را عددی نتایج ۴ فصل در نهایتا است. شده ارائه کنترل متغیر تابع و مارتینگل کنترل متغیرهای و

اختیار گذاری قیمت و مدل معرفی .۲
𝜇(𝑡) در تصادفی بهره نرخ همچنین و دهد می رانشان خود پایه دارایی یک قیمت دینامیک 𝜎(𝑡) تصادفی نوسان یا تلاطم که این به توجه با
عددی میتواند پایه دارایی قیمت دینامیک پارامتر دو این سازد، می ظاهر را خود دارایی قیمت میانگین مانند به پایه دارایی آن قیمت دینامیک
اعدادی صورت به بالا مبادلات حجم دارای و تر پیشرفته های مدل در یا بازار هر در مقادیر این باشند تناوبی تابعی مثلا زمان از تابعی یا تعینی
بخش .دراین [۱۱][۱۰] شوند گرفته نظر در تصادفی بهره نرخ دینامیک و تصادفی تلاطم دینامیک مجزای دوفرایند از را خود مقدار که تصادفی
. [۱۲] کنیم می جایگزین هیبرید تصادفی تلاطم و تصادفی بهره نرخ مدل یک با را شولز بلک مدل در بهره نرخ و تلاطم روی ثابت های فرض
تصادفی بهره نرخ فرایند و شوند) می ناشی تصادفی تلاطم از ) ،𝑌(𝑡) تصادفی واریانس فرایند 𝑆(𝑡)، پایه دارایی فرایند خنثی ریسک فضای در

کنند. می تبعیت زیر تصادفی دیفرانسیل معادله از شده معرفی فرایندهای که است این بر فرض است. 𝑟(𝑡)
𝑑𝑆(𝑡)
𝑆(𝑡) = 𝑟(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑓(𝑌(𝑡))𝑑𝑊(𝑡) (۱)

𝑑𝑌(𝑡) = 𝜇𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡)) + 𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡))𝑑𝑍۱(𝑡) (۲)

𝑑𝑟(𝑡) = 𝜇𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡)) + 𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡))𝑑𝑍۲(𝑡) (۳)
تصادفی تلاطم وسیله به تواند می و هستند تصادفی بهره نرخ و تصادفی تلاطم مشخص مدل با ارتباط در تعینی توابع همه 𝑓, 𝜎𝑌 , 𝜎𝑟 , 𝜇𝑌 , 𝜇𝑟 که
براونی های حرکت 𝑑𝑊, 𝑑𝑍۱, 𝑑𝑍۲ چنین هم . [۱۳] شوند محاسبه راس اینگرسول کاکس یا –وایت هول تصادفی بهره نرخ مدل با هستون

باشند. می زیر کوواریانس ماتریس با همبسته

Σ = 
𝑑𝑊(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 𝑑𝑊(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) 𝑑𝑊(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡)
𝑑𝑍۱(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 𝑑𝑍۱(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) 𝑑𝑍۱(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡)
𝑑𝑍۲(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 𝑑𝑍۲(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) 𝑑𝑍۲(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡)

 = 
۱ 𝜌۱ 𝜌۲
𝜌۱ ۱ 𝜌۱۲
𝜌۲ 𝜌۱۲ ۱

 (۴)

اختیار مارتینگلی گذاری قیمت .۱ .۲
اروپایی خرید اختیار برای باشد. ℎ(𝑆(𝑇)) ، 𝑇سررسید تاریخ ازای به عایدی تابع که کنیم می فرض اروپایی، اختیار گذاری قیمت یک در
𝑡 لحظه در اختیار قیمت مارتینگل گذاری قیمت قضیه با باشد. می قرارداد توافقی قیمت 𝐾 که ℎ(𝑆(𝑇)) = 𝑚𝑎𝑥(𝑆(𝑇) − 𝐾, ۰) استاندارد

شود. می داده نمایش 𝑉(𝑡, 𝑠, 𝑦, 𝑟) با

𝑉(𝑡, 𝑠, 𝑦, 𝑟) = 𝐸 𝑒−∫𝑇𝑡 𝑟(𝑠) 𝑑𝑠ℎ(𝑆(𝑇))|𝑆(𝑡) = 𝑠, 𝑌(𝑡) = 𝑦, 𝑟(𝑡) = 𝑟൨ (۵)
در اروپایی اختیار قیمت 𝑟۰بهره نرخ و 𝑌۰ اولیه واریانس 𝑆۰ اولیه دارایی قیمت واقع در است. شده محاسبه خنثی ریسک فضای در 𝐸[.] امید

باشند. می شروع لحظه

𝑉(۰, 𝑆۰, 𝑌۰, 𝑟۰) = 𝐸 𝑒−∫𝑇۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠ℎ(𝑆(𝑇))൨ (۶)
براونی حرکت سه فرایندهای تا داریم نیاز شروع .برای باشد شده استفاده اختیار ابتدای قیمت برمبنای محاسبه برای میتواند کارلو مونت سازی شبیه
𝑒−∫𝑇۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠 عایدی تنزیل سپس و 𝑆(𝑡) و 𝑟(𝑡) فرایند شده سازی شبیه ای نمونه مسیرهای .برای کنیم سازی شبیه را 𝑊(𝑡), 𝑍۱(𝑡), 𝑍۲(𝑡)
اختیار قیمت از براورد یک عنوان رابه نمونه میانگین و گیریم می میانگین یافته تنزیل عایدی های نمونه از گاه آن . [۱۵] آوریم می بدست را آنها

است. کم نسبتا همگرایی سرعت با اما پیشرو وسرراست مستقیم روش یک این کنیم. می استفاده
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مارتینگل کنترل متغیر و شرطی کارلو مونت روش .۳
در موجود تصادفی توابع و پارامترها از مستقل های نمونه باید نخست شود. می انجام مرحله سه در کارلو مونت روش با تصادفی مساله یک حل
لازم شوند.سرانجام حل قبل مرحله در شده تولید های نمونه با متناظر حاصل تعینی های مساله باید .سپس شوند تولید تصادفی مساله صورت

شوند.[۱۴] آماری تحلیل مساله جواب های ویژگی برآورد برای تعینی های جواب مجموعه که است
شرطی کارلو مونت روش .۱ .۳

نظر در را اروپایی اختیار گذاری قیمت مسئله یک که زمانی و رود می کار به کارلو مونت سازی شبیه واریانس کاهش برای شرطی کارلو مونت
برای حال این است.با سازی مدل برای معمول انتخاب یک کارلو مونت گاه آن کنیم تعریف 𝑌 تصادفی متغیر یک روی را یی 𝐸[𝑌] یا گیریم به
برآوردگر یک همچنین شرطی امید این گاه آن دانیم. به را 𝐸[𝑌|𝑋] یعنی 𝑋 𝑌روی شرطی امید –بسته فرم اگر 𝑋 مانند دبگری تصادفی متغیر

رسیم. می زیر نامساوی به واریانس تجزیه و مضاعف. امید فرمول به توجه با 𝐸[𝑌] نااریب
𝑉𝑎𝑟[𝑌] ≥ 𝑉𝑎𝑟(𝐸[𝑌|𝑋])

شده نامیده نام این به دلیل این به شرطی کارلو مونت است. 𝑌 از کوچکتر همواره 𝐸[𝑌|𝑋] شرطی امید واریانس که دهد می نشان اخیر نامساوی
دهد. کاهش مشخص طور به را واریانس میتواند و کند می استفاده 𝑌اصلی تصادفی متغیر بجای 𝐸[𝑌|𝑋] تصادفی متغیر شرطی امید از که است
تصادفی متغیرهای بعضی روی 𝑒−∫𝑇۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠ℎ(𝑆(𝑇) عایدی تنزیل شرطی امید از (۶) مسئله برای شرطی کارلو مونت گذاری قیمت منظور به

و است شده انجام (۴) رابطه به توجه با براونی حرکت از ۱ چولسکی تجزیه اولا کنیم. می دیگراستفاده

𝑑𝑊(𝑡) = 𝜌۱𝑑𝑍۱ + 𝜌۲𝑑𝑍۲ +ට۱ − 𝜌۲۱ − 𝜌۲۲𝑑�̃�(𝑡) (۷)
می زیر رابطه به و بریم می کار به [𝑡, 𝑇] بازه روی 𝑙𝑛(𝑆(𝑡)) ازای به را ایتو فرمول سپس باشد. می 𝑑𝑍۲(𝑡) 𝑑𝑍۱(𝑡)و از مستقل 𝑑�̃�(𝑡) که

رسیم

𝑑𝐿𝑛(𝑆(𝑡) = (𝑟(𝑡) − ۱
۲𝑓

۲(𝑌(𝑡)))𝑑𝑡 + 𝜌۱𝑓(𝑌(𝑡))𝑑𝑍۱(𝑡) + 𝜌۲𝑓(𝑌(𝑡))𝑑𝑍۲(𝑡) + ට۱ − 𝜌۲۱ − 𝜌۲۲𝑓(𝑌(𝑡))𝑑�̃�(𝑡)

رسیم. می زیر نتیجه به بالا معادله طرف دو هر از گیری انتگرال با

𝑆(𝑇) = 𝑆(𝑡)𝜉۱(𝑡, 𝑇)𝜉۲(𝑡, 𝑇)𝑒−∫𝑇𝑡 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑒−
۱−𝜌۲۱−𝜌۲۲

۲ ∫𝑇𝑡 𝑓۲(𝑌(𝑠))𝑑𝑠 +ට۱ − 𝜌۲۱ − 𝜌۲۲ න
𝑇

𝑡
𝑓(𝑌(𝑠))𝑑�̃�(𝑠) (۸)

که
𝜉۱(𝑡, 𝑇) = 𝑒−

𝜌۲۱
۲ ∫𝑇𝑡 𝑓۲(𝑌(𝑠))𝑑𝑠+𝜌۱ ∫

𝑇
𝑡 𝑓(𝑌(𝑠))𝑑𝑍۱(𝑠)

𝜉۲(𝑡, 𝑇) = 𝑒−
𝜌۲۲
۲ ∫𝑇𝑡 𝑓۲(𝑌(𝑠))𝑑𝑠+𝜌۲ ∫

𝑇
𝑡 𝑓(𝑌(𝑠))𝑑𝑍۲(𝑠)

تصادفی متغیرهای ، [𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠), 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇] شده داده اطلاعات به توجه با نکته:
داریم. (۸) رابطه در را �̃�(𝑠) تصادفی متغیر تنها و هستند تعینی 𝑟(𝑠)(𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇), 𝜉۱(𝑡, 𝑇), 𝜉۲(𝑡, 𝑇)

𝐴(𝑡) = 𝐸[𝑒−∫𝑇𝑡 𝑟(𝑠)𝑑(𝑠)ℎ(𝑆(𝑇))|𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠), 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇] (۹)
دیگر عبارت به داردیا وجود ℎ(𝑆(𝑇)) عایدی تابع با شولز بلک مدل تحت متناظر گذاری قیمت مسئله برای شولز بلک فرمول که کنیم می فرض

𝑉𝐵𝑆(𝑡, 𝑆, 𝜎, 𝑟) = 𝐸[𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)ℎ(𝑆(𝑇))|𝑆(𝑡) = 𝑆] (۱۰)
بهره نرخ و 𝜎 ثابت تلاطم با نرمال لگ انتشار فرایند یک از دارایی قیمت اینکه فرض با خرید اختیار یک برای مثال برای دارد. بسته فرم یک

داریم. زیر صورت به 𝐴(𝑡) برای بسته فرم (۹) در �̃�(𝑠) از امیدگرفتن با ترتیب این به کند. می پیروی 𝑟 ثابت

𝐴(𝑡) = 𝑉𝐵𝑆(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝜉۱(𝑡, 𝑇)𝜉۲(𝑡, 𝑇), ට۱ − 𝜌۲۱ − 𝜌۲۲�̄�(𝑡, 𝑇), �̄�(𝑡, 𝑇)) (۱۱)

1Cholesky decomposition
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که
�̄�۲(𝑡, 𝑇) = ۱

𝑇 − 𝑡 න
𝑇

𝑡
𝑌(𝑠)𝑑𝑠

و است [𝑡, 𝑇] بازه روی واریانس میانگین
�̄�(𝑡, 𝑇) = ۱

𝑇 − 𝑡 න
𝑇

𝑡
𝑟(𝑠)𝑑𝑠

اختیار برای شرطی کارلو مونت گذاری قیمت فرمول یک شولز بلک فرمول و مهم مشاهده این برمبنای .[𝑡, 𝑇] بازه روی بهره نرخ میانگین
است. آمده بدست زیر صورت به که دارد وجود هیبرید تصادفی مدل تحت اروپایی

𝑉(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) = 𝐸[𝐴(𝑡)] (۱۲)
از است عبارت شروع لحظه در اختیار قیمت و

𝑉(۰, 𝑆۰, 𝑌۰, 𝑟۰) = 𝐸[𝐴(۰)] (۱۳)
(۱۳) شرطی کارلو مونت چارچوب این در نیازداریم. 𝑍۲(𝑡) و 𝑍۱(𝑡) تصادفی منبع دو سازی شبیه به فقط (۶) در کارلو مونت رابطه مقایسه با
مونت سازی شبیه فواید جمله از کنیم. می استفاده اختیار قیمت تخمین یک عنوان رابه 𝐴(۰) عایدی یافته تنزیل شرطی امید نمونه میانگین و

است. ۳ واریانس کاهش ۲و زمان در جویی صرفه شرطی، کارلو
مارتینگل کنترل متغییر .۲ .۳

استفاده شرطی کارلو مونت سازی شبیه با ترکیب برای مارتینگل کنترل متغیرهای از (۱۳) در 𝐴(۰) سازی شبیه در بیشتر واریانس کاهش برای
کنیم. بیانمی را کنترل متغیر روش از ای خلاصه ابتدا در شود. می

متغیر باشد.روش می واریانس کاهش موثر استفاده برای روش ترین ساده از و کاربردی و وسیع های تکنیک اغلب خلال در کنترل متغیر روش
. [۱۳] کند می برداری بهره ناشناخته کمیت برآورد یک در خطا کاهش برای ناشناخته های کمیت برآورد در خطاها درباره اطلاعات از کنترل

گیریم می نظر در را 𝐸[𝑉] یعنی 𝑉 تصادفی متغیر یک امید محاسبه مسئله ، تر شفاف صورت به ایده نوشتن برای
کند می سازی شبیه را 𝑉 ای نمونه میانگین توزیع با 𝑉۱, 𝑉۲, ..., 𝑉𝑚 تصادفی های نمونه کارلو مونت روش در

�̄� = 𝑉۱ + 𝑉۲ + ... + 𝑉𝑚
𝑚

𝑉𝑖 سازی شبیه حین در 𝑋دیگر تصادفی متغیر ی 𝑋𝑖 خروجی گرفتن که کنیم .فرض گرفت نظر در را 𝐸[𝑉] توان می برآوردگر یک عنوان به
. [۴] کرد محاسبه زیر فرمول از را 𝐸[𝑉] کنترل متغیر برآوردگر توانیم، 𝑏می ثابت ضریب هر برای سپس باشد. معلوم 𝐸[𝑋] و بوده آسان

�̄�𝑏 = �̄� − 𝑏[�̄� − 𝐸[𝑋]]

ضریب با تواند می واریانس این و است بدیهی نااریب برآوردگر �̄�𝑏یک شده کنترل باشد.برآوردگر می کنترل یک �̄�−𝐸[𝑋] شده مشاهده خطای
مانند شود کمینه 𝑏∗ = 𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑉)

𝑉𝑎𝑟(𝑥) بهینه
𝑉𝑎𝑟(�̄�𝑏∗) = (۱ − 𝜌۲

𝑋𝑉)𝑉𝑎𝑟(�̄�).

. [۴] شود می زیرتعریف صورت به شده کنترل برآوردگر حسب بر بهینه نشده کنترل برآوردگر واریانس نرخ عنوان به 𝑅۲ واریانس کاهش نرخ

𝑅۲ = 𝑉𝑎𝑟(�̄�)
𝑉𝑎𝑟(�̄�𝑏∗)

= ۱
(۱ − 𝜌۲

𝑋𝑉)
)

2Time-saving
3Variance-reduction
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اروپایی خرید اختیار قیمت کنند، صدق (3) تا (1) روابط در تصادفی دیفرانسیل معادلات پایه دارایی فرایند اگر : (نمایشمارتینگل) .۱ .۳ قضیه
آید می بدست زیر فرمول از ℎ(𝑠(𝑇)) عایدی تابع با

𝑒−∫𝑇۰ 𝑟(𝑡)𝑑(𝑡)ℎ(𝑆(𝑇)) − 𝑉(۰, 𝑆۰, 𝑌۰, 𝑟۰) = න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡)𝑉𝑠𝑑𝑊(𝑡) + 𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡))𝑉𝑦𝑑𝑍۱(𝑡) + 𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡)𝑉𝑟𝑑𝑍۲(𝑡)

(۱۴)
داد. نمایش زیر انتگرالی صورت به توان می را 𝑋 فرایند

𝑋 = න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠(𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡)𝑉𝑠𝑑𝑊(𝑡) + 𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡))𝑉𝑦𝑑𝑍۱(𝑡) + 𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡)𝑉𝑟𝑑𝑍۲(𝑡)

امید گرفتن با دهد. می نشان را X صفر مارتینگل راست سمت اختیارو اولیه وقیمت یافته تنزیل عایدی بین تفاوت (۱۴) رابطه چپ سمت
رسیم. می زیر عبارت به ما {𝑍۱(𝑡), 𝑍۲(𝑡), ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} اطلاعات روی عبارت طرف دو از شرطی

𝐴(۰) − 𝑉(۰, 𝑆۰, 𝑌۰, 𝑟۰) = �̂� (۱۵)
آن در که

�̂� = 𝐸[𝑋|𝑍۱(𝑡), 𝑍۲(𝑡), ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇] (۱۶)
استفاده شرطی کارلو مونت سازی شبیه یک در که 𝐴(۰) تصادفی متغیر واریانس که دهد می نشان (۱۵) رابطه و باشد می صفر مارتینگل یک �̂�
شبیه برای کنترلی متغیر یک تئوری لحاظ از �̂� باشد. می ثابت مقدار یک 𝑉(۰, 𝑆۰, 𝑌۰, 𝑟۰) چون باشد. می صفر مارتینگل با تعینی است شده

داریم 𝑋 عبارت(۱۶) در (۷) چولسکی تجزیه جایگزینی با حال . است شرطی مارتینگل سازی

𝑋 = 𝜌۱ න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑠𝑑𝑍۱ + 𝜌۲ න

𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑠𝑑𝑍۲

+න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡)𝑉𝑦𝑑𝑍۱ +න

𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡))𝑉𝑟𝑑𝑍۲

+ට۱ − 𝜌۲۱ − 𝜌۲۲ න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡)𝑉𝑦𝑑𝑍۱ +න

𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑠𝑑�̃�(𝑡).

استقلال به توجه با �̂� در انتگرال آوریم.عبارت می بدست {𝑍۱(𝑡), 𝑍۲(𝑡), ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} اطلاعات با را 𝑋 روی شرطی امید �̂� محاسبه برای
داریم این وبنابر شده حذف 𝑑�̃�(𝑡) جمله از 𝑑𝑍۱(𝑡), 𝑑𝑍۲(𝑡) از 𝑑�̃�(𝑡)

�̂� = 𝐸[𝜌۱ න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑠𝑑𝑍۱ + 𝜌۲ න

𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑠𝑑𝑍۲

+න
𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡)𝑉𝑦𝑑𝑍۱ +න

𝑇

۰
𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡))𝑉𝑟𝑑𝑍۲|𝑍۱(𝑡), 𝑍۲(𝑡), ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇].

داریم �̂� عبارت به انتگرال ترتیب جابجایی با

�̂� = 𝜌۱ න
𝑇

۰
̂𝑓۱(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) + 𝜌۲ න

𝑇

۰
̂𝑓۱(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡) + න

𝑇

۰
̂𝑓۲(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) + න

𝑇

۰
̂𝑓۳(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡) (۱۷)

درآن که
̂𝑓۱(𝑡) = 𝐸[𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑆(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑠(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡))|𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠), ۰ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡] (۱۸)
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̂𝑓۲(𝑡) = 𝐸[𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡))𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑦(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡))|𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠), ۰ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡] (۱۹)

̂𝑓۳(𝑡) = 𝐸[𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡))𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝑟(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡))|𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠), ۰ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡]. (۲۰)
این ممکن راه .یک باشیم داشته را صفر کامل مارتینگل این صریح جواب توانیم نمی نداریم، 𝑉(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) از دقیقی عبارت چون
پارامتر عنوان به بهره نرخ و تلاطم دقیق های انتخاب بعضی با شولز بلک اختیار قیمت با را 𝑉(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) اختیار قیمت ما که است

گیریم. می نظر در را �̂� صفر مارتینگل و مشتقات های تقریب ما دیگر عبارت به بزنیم. تقریب
روش۱:

𝑉(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) است. شده استفاده واقعی قیمت تقرب برای و باشد می 𝑉𝐵𝑆(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡)) اختیار شولز بلک قیمت
مشتقات این بنابر 𝑟(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)) شروع حالت با شده زده تقریب 𝑓(𝑌(𝑠)), 𝑟(𝑠) تصادفی بهره و تلاطم و [𝑡, 𝑇] بازه روی ایده این

زنیم. می تقریب زیر صورت به (20) تا (18) در را 𝑉(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡))
𝑉𝑠(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) ≈ 𝑉𝐵𝑆𝑠 (𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡))

𝑉𝑦(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) ≈ 𝑉𝐵𝑆𝜎 (𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡))𝑓′(𝑌(𝑡))
𝑉𝑟(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) ≈ 𝑉𝐵𝑆𝑟 (𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡))

داریم [۰, 𝑡] بازه روی 𝑑𝐿𝑛(𝑆(𝑡)) (۸) برای ایتو فرمول از استفاده با مشابه طور به

𝑆(𝑡) = 𝑆(۰)𝜉۱(۰, 𝑡)𝜉۲(۰, 𝑡)𝑒∫
𝑡

۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝑒−
۱−𝜌۲۱−𝜌۲۲

۲ ∫𝑡۰ 𝑓۲(𝑌(𝑠))𝑑𝑠 +ට۱ − 𝜌۲۱ − 𝜌۲۲ න
𝑡

۰
𝑓(𝑌(𝑠))𝑑�̃�(𝑠) (۲۱)

آن در که
𝜉۱(𝑡, 𝑇) = 𝑒−

𝜌۲۱
۲ ∫𝑇𝑡 𝑓۲(𝑌(𝑠))𝑑𝑠+𝜌۱ ∫

𝑇
𝑡 𝑓(𝑌(𝑠))𝑑𝑍۱(𝑠)

𝜉۲(𝑡, 𝑇) = 𝑒−
𝜌۲۲
۲ ∫𝑇𝑡 𝑓۲(𝑌(𝑠))𝑑𝑠+𝜌۲ ∫

𝑇
𝑡 𝑓(𝑌(𝑠))𝑑𝑍۲(𝑠)

امید ترتیب این به باشد. می یک برابر آن امید که است نمایی مارتینگل یک (۲۱) در 𝑒−
۱−𝜌۲۱−𝜌۲۲

۲ ∫𝑡۰ 𝑓۲(𝑌(𝑠)𝑑𝑠+ට۱−𝜌۲۱−𝜌۲۲ جزء که نویسیم می
کنیم. می محاسبه را {𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠), ۰ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡} اطلاعات با 𝑠(𝑡) شرطی

�̂�(𝑇) = 𝐸[𝑆(𝑡)|𝑍۱(𝑠), 𝑍۲(𝑠)۰ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡] = 𝑆(۰)𝜉۱(۰, 𝑡)𝜉۲(۰, 𝑡)𝑒∫
𝑡

۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠 (۲۲)
آیند. می دست به تقریبی مقادیر ̂𝑓۱(𝑡), ̂𝑓۲(𝑡), ̂𝑓۳(𝑡) (20) تا (18) در �̃�(𝑡) با 𝑆(𝑡) جایگزینی و شده زده تقریب های مشتق از استفاده با و

̂𝑓۱(𝑡) = 𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠�̂�(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝐵𝑆𝑠 (𝑡, �̂�(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡)) (۲۳)

̂𝑓۲(𝑡) = 𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑌(𝑡, 𝑌(𝑡))𝑉𝐵𝑆𝜎 (𝑡, �̂�(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡))𝑓′(𝑌(𝑡)) (۲۴)

̂𝑓۳(𝑡) = 𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠𝜎𝑟(𝑡, 𝑟(𝑡))𝑉𝐵𝑆𝑟 (𝑡, �̂�(𝑡), 𝑓(𝑌(𝑡)), 𝑟(𝑡)) (۲۵)
گیریم. می نظر در را مارتینگل کنترل متغیر ابتدا دیگر عبارت به

�̂�۱ = 𝜌۱ න
𝑇

۰
̂𝑓۱(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) + 𝜌۲ න

𝑇

۰
̂𝑓۱(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡) + න

𝑇

۰
̂𝑓۲(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) + න

𝑇

۰
̂𝑓۳(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡) (۲۶)
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داریم {𝑍۱(𝑡), 𝑍۲(𝑡)} سازی شبیه مسیر محاسبه به نیاز �̂�۱ در انتگرال کردن حساب برای واقع در نامیم. می ۱ مارتینگل کنترل متغیر را آن و
. است شده ارائه عددی های آزمون در بیشتر جزئیات که

:۲ روش
ایده این است. شده استفاده 𝑉(𝑡, 𝑠(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) تقریب برای که است 𝑉𝐵𝑆(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑓(𝐸[𝑌(𝑡)]), 𝐸[𝑟(𝑡)]) اختیار شولز بلک قیمت
𝑓(𝐸(𝑌(𝑡)))و اولیه مقدار امید با که باشد می 𝑟(𝑠) تصادفی بهره نرخ و (𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇) ازای به 𝑓(𝑌(𝑠)) تصادفی تلاطم [𝑡, 𝑇] بازه روی

شود زده تقریب زیر فرمول همانند تواند می در(۱۸)−(۲۰) 𝐸[𝑟(𝑡)]
𝑉𝑠(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) ≈ 𝑉𝐵𝑆𝑠 (𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑓(𝐸[𝑌(𝑡)]), 𝐸[𝑟(𝑡)])

𝑉𝑦(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) ≈ ۰
𝑉𝑟(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑟(𝑡)) ≈ ۰.

زده تقریب زیر فرمول با ادامه در ̂𝑓۱(𝑡) سپس �̂�(𝑡) و 𝑆(𝑡) جایگزین و باشند می صفر تقریبا ̂𝑓۲(𝑡), ̂𝑓۳(𝑡) شرطی های امید رویکرد این در
است شده

̃�̃�۱(𝑡) = 𝑒−∫𝑡۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠�̂�(𝑡)𝑓(𝑌(𝑡))𝑉𝐵𝑆𝑠 (𝑡, �̂�(𝑡), 𝑓(𝐸[𝑌(𝑡)]), 𝐸[𝑟(𝑡)]) (۲۷)

: گیریم می نظر در زیر صورت به را دیگری مارتینگل کنترل متغیر حال

�̃�۲ = 𝜌۱ න
𝑇

۰
̃�̃�۱(𝑡)𝑑𝑍۱(𝑡) + 𝜌۲ න

𝑇

۰
̃�̃�۱(𝑡)𝑑𝑍۲(𝑡). (۲۸)

نامیم. می ۲ مارتینگل کنترل متغیر را آن و
داریم انتظار میگیرد بهره نرخ و تلاطم به توجه با را ها مشتق روش۱ که آنجایی است.از ۲ روش از برتر وزمان تر پیچیده بسیار ۱ روش وضوح به

است. شده اشاره آن به چهارم فصل در که باشد داشته مختلف های محیط در موثر و تر سریع بیشتر، وشتاب باشد تر استقامتی
تابع کنترل متغیر .۳ .۳

قیمت فرایند بسازیم. هیبرید تصادفی مدل برای دیگر متغیرکنترل با توانیم می را مقاله در شده مطرح ایده کردن استفاده کنتراست یک عنوان به
کند. صدق زیر دینامیک در که بگیرید نظر در را تصنعی دارایی

𝑑�̃�(𝑡)
�̃�(𝑡) = �̃�(𝑡)𝑑𝑡 + �̃�(𝑡)𝑑𝑊(𝑡)

و 𝐸[�̃�(𝑡)] = 𝐸[𝑆(𝑡)], 𝐸[�̃�۲(𝑡)] = 𝐸[𝑆۲(𝑡)] دهیم می قرار پایه دارایی قیمت گشتاور دو اولین . هستند تعینی توابع �̃�(𝑡), �̃�(𝑡) آن در
𝑒−∫𝑇۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠ℎ(𝑆(𝑇)] برای کنترل متغیر یک عنوان به را 𝑒−∫𝑇۰ 𝑟(𝑠)𝑑𝑠ℎ(�̃�(𝑇)] است �̃�(𝑡) = 𝐸[𝑟(𝑡)], �̃�۲(𝑡) = 𝐸[𝑓۲(𝑌(𝑡))] حل راه

و گیریم می نظر در

𝐸[𝑒−∫𝑇۰ �̂�(𝑡)𝑑𝑡ℎ(�̂�(𝑇)] = 𝑉𝐵𝑆(𝑡, 𝑆۰, �̃�, �̃�)

آن در که
�̃�۲ = ۱

𝑇 න
𝑇

۰
�̃�۲(𝑡)𝑑𝑡
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صورت ,۰]به 𝑇] بازه روی واریانس ومیانگین
�̃� = ۱

𝑇 න
𝑇

۰
�̃�(𝑡)𝑑𝑡

نامیم. می کنترل متغیر تابع را روش این است.

عددی تحلیل .۴
را اولیه مقادیر سنتی کارلو مونت روش در .Δ𝑡 = 𝑇

𝑁 نویسیم می و کنیم می تقسیم مساوی قسمت N به را زمانی بازه عددی های درآزمون
است زیر صورت به ۱،....،N− ۱،۰k= ازای به تصادفی فرایند سازی شبیه برای اویلر برش سازی گسسته طرح یک و گیریم می نظر در 𝑆۰, 𝑌۰, 𝑟۰

𝑆(𝑡𝑘+۱) = 𝑆(𝑡𝑘)𝑒
(𝑟(𝑡𝑘)+−

۱
۲𝑌(𝑡𝑘)

+)Δ𝑡+ඥ𝑌(𝑡𝑘)+√Δ𝑡(𝜌۱𝑍۱,𝑘+۱+𝜌۲𝑍۲,𝑘+۱+ට۱−𝜌۲۱−𝜌۲۲�̃�𝑘+۱) (۲۹)

است. شده انجام پایه دارایی ای نمونه مسیرهای سازی شبیه کنید می مشاهده تصویر(۱) در که همانطور
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بروانی هندسی مدل اساس بر سهم قیمت مسیرهای :۱ شکل

𝑌(𝑡𝑘+۱) = 𝑌(𝑡𝑘)) + 𝑎𝑌(𝜃𝑌 − 𝑌(𝑡𝑘)+)Δ𝑡 + 𝜎𝑌ඥ𝑌(𝑡𝑘)+√Δ𝑡𝑍۱,𝑘+۱ (۳۰)

است. شده ترسیم شده تعریف پارامترهای با تصادفی های تلاطم ای نمونه مسیرهای سازی شبیه تصویر(۲) در

𝑟(𝑡𝑘+۱) = 𝑟(𝑡𝑘)) + 𝑎𝑟(𝜃𝑟 − 𝑟(𝑡𝑘)+)Δ𝑡 + 𝜎𝑟ඥ𝑟(𝑡𝑘)+√Δ𝑡𝑍۲,𝑘+۱ (۳۱)

است. شده ترسیم (۳) شکل مطابق اولیه پارامترهای با تصادفی های بهره ای نمونه مسیرهای سازی شبیه
هستند. نرمال استاندارد یکنواخت توزیع دارای و مستقل متغیرهای �̃�𝑘 , 𝑍۱,𝑘 , 𝑍۲,𝑘(𝑘 = ۱, ۲, ...., 𝑁) و 𝑥+ = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, ۰) نمایش این در

باشد تواند می شده سازی شبیه ادامه در آنها �̃�۱, �̃�۲ مارتینگل کنترل های متغیر برای

�̂�(𝑡𝑘+۱) = �̂�(𝑡𝑘)𝑒−
𝜌۲۱
۲ 𝑌(𝑡𝑘)+Δ𝑡+𝜌۱ඥ𝑌(𝑡𝑘)+√Δ𝑡𝑍۱,𝑘+۱𝑒−

𝜌۲۲
۲ 𝑌(𝑡𝑘)+Δ𝑡+𝜌۲ඥ𝑌(𝑡𝑘)+√Δ𝑡𝑍۲,𝑘+۱𝑒𝑟(𝑡𝑘)+Δ𝑡

است. شده ترسیم (۴) شکل در سهم قیمت برآورد ای نمونه مسیرهای سازی شبیه
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هستون مدل اساس بر تصادفی تلاطم مسیرهای :۲ شکل
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راس اینگرسول کاکس مدل اساس بر تصادفی بهره های مسیر :۳ شکل
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مارتینگل کنترل متغیر در معادل شولز بلک روش با سهم ای نمونه مسیرهای :۴ شکل

�̃�۱(𝑡𝑘+۱) = �̃�۱(𝑡𝑘)(𝜌۱�̃�۱(𝑡𝑘) + �̃�۲(𝑡𝑘))√Δ𝑡𝑍۱,𝑘+۱ + (𝜌۲�̃�۱(𝑡𝑘) + �̃�۳(𝑡𝑘))√Δ𝑡𝑍۲,𝑘+۱

�̃�۲(𝑡𝑘+۱) = �̃�۲(𝑡𝑘) + 𝜌۱ ̃�̃�۱(𝑡𝑘)√Δ𝑡𝑍۱,𝑘+۱ + 𝜌۲ ̃�̃�۱(𝑡𝑘)√Δ𝑡𝑍۲,𝑘+۱
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. است شده ترسیم شکل(۶) کنترل های متغیر و (۵) شکل ای نمونه های همبستگی ای نمونه مسیرهای سازی شبیه
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سازی شبیه مسیرهای در تصادفی بهره و تلاطم متغیرهای همبستگی :۵ شکل
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دو و یک مارتینگل کنترل متغیرهای :۶ شکل
کنترل های متغیر عنوان �̃�۱به = �̃�۱(𝑡𝑁), �̃�۲ = �̃�۲(𝑡𝑁) متغیرهای از همچنین �̃�۱(۰) = ۰, �̃�۲(۰) = ۰،𝑆(۰) = �̃�(۰) اولیه مقادیر با

. کنیم می استفاده
افزایش که است شده مشاهده (۷) ۱ مارتینگل کنترل متغیر از استفاده با شرطی کارلو مونت روش واستواری عملکرد بهبود به توجه با مقاله این در
بیشتر برآورد دارای قبل روش با مقایسه در (۸) ۲ مارتینگل کنترل متغیر روش و باشد می روش بیشتر واستواری دقت اثر در شده محاسبه قیمت
استواری علت به شرطی کارلو مونت شود می مشاهده شکل(۹) در که 𝑅۱, 𝑅۲, 𝑅۳ بحرانی های سنجه به توجه با همچنین باشد. می قیمت
در بیشتر شتاب و کمتر استواری مفهوم به که دارند کمتری R مقدار دیگر روش دو و باشد می بیشتری R مقدار دارای ای نمونه مسیرهای در
های روش از استفاده با اختیار سبد ارزش میانگین همچنین . باشد می ۱ مارتینگل کنترل متغیر به نسبت ۲ مارتینگل کنترل متغیر الگوریتم سرعت
دارای ۲ روش و نماید می میل ۲ مارتینگل کنترل متغیر واحد قیمت به بالا زمان در ها روش و است شده داده نمایش (۱۰) شکل در گوناگون

باشد. می ها روش سایر به نسبت اروپایی اختیار قیمت برآورد بهبود ارزش
این و بوده متفاوت مقادیر دارای سهم باقیمت تصادفی بهره و تصادفی تلاطم مسیرهای بین (۵)همبستگی شکل در شود می مشاهده که همانطور
از تری ساده ملموس نتایج شود ظاهر ای نمونه مسیرهای در ثابت صورت به منفی یا مثبت همبستگی حالتیکه در بالطبع است شده حاصل نتایج
میتوان محاسبه برای که است شده گرفته نظر در صفر تصادفی وبهره تصادفی تلاطم بین همبستگی مقاله این در اینکه ضمن بود خواهد مسئله
در ۲ و ۱ ماریتنگل کنترل متعیر های روش (۸) شکل در رسید. خواهیم مشابه نتایج به و قرارداد صفر غیر چولسکی تجزیه ماتریس در آنرا مقدار
شولز بلک قیمت که کند می اشاره نکته این به و است بوده ۱ احتمال با صفر نقطه حول آنها میانگین که اند شده سازی شبیه مسیرها در رنگ دو
می �̂�و 𝑆 سهم قیمت حالت دو در اختیار قیمت کنترلی برآورد وپارامتر کردن کنترل جهت مناسب پارامتری شده محاسبه معادل تلاطم و معادل

باشد.
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شده محاسبه روش ۴ اساس بر معادل سبد قیمت مسیرهای :۷ شکل

روش ۴ در شده برآورد قیمت بزرگنمایی :۸ شکل
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پردازش والگوریتمی سرعت کارایی بحرانی های سنجه مقایسه :۹ شکل

کارلوسنتی مونت روش با مقایسه .۱ .۴
گیریم. می نظر در ۱۰۰N= را زمانی های گام تعداد کنیم. می بررسی را سنتی کارلو مونت با شرطی کارلو مونت سازی شبیه شتاب تاثیر ابتدا
𝜃𝑟 = ۰٫۰۵, 𝜎𝑌 = ۰٫۰۵, 𝜎𝑟 = ۰٫۱, 𝑇 = و 𝜃𝑌 = ۰٫۰۱ و 𝑎𝑌 = 𝑎𝑟 = ۲ ، 𝑆۰ = 𝑘 = ۳۰ پارامتر و مرتبه ۰۰۰،۱ⅿ= سازی شبیه تعداد
تفاوت ریسک مدل مورد .در هستند همبستگی متفاوت ضرایب با عددی نتایج 𝜌۲۱ + 𝜌۲۲ ≤ ۱ که آن به توجه با ۱, 𝑌۰ = ۰٫۰۱۵, 𝑟۰ = ۵٪
هر معیار وانحراف واریانس میانگین، ای نمونه مسیر هر سازی شبیه از پس ابتدا سنتی کارلو ومونت شرطی کارلو مونت روش با اختیار قیمت
به سنتی و شرطی کارلو مونت دوحالت در اختیار قیمت میانگین از انحراف فاصله ای نمونه های مسیر همه سپس و رامحاسبه ای نمونه مسیر
سازی شبیه نهایی مقادیر به نسبت ۰ ≤ 𝛼 ≤ ۱ ازای به آمده بدست سری میشود. کسر مشابهش معادل از (𝑉𝑎𝑟)خطر معرض در ارزش عنوان
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سازی شبیه مسیرهای در ها دم ریسک اختلاف سری نمایش :۱۰ شکل
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سازی شبیه انتهای در آنها اختلاف و ها دم ریسک بزرگنمایی :۱۱ شکل

مختلف های روش در ای نمونه مسیرهای در سبد ارزش میانگین های سنجه مقایسه :۱۲ شکل

شرطی کارلو مونت روش و نماید می میل صفر به ۰ .۹۵ در% ها ریسک دم حد که (۱۰) شود می مشاهده تصویر در که همانطور شود. می
نماید. می برآورد ها دم ودر مسیر طول در را کمتری ریسک
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چکیده
دستاورد بهترین دنبال به و می پردازد رقابت ها کلی مشخصە های بررسی به که است ریاضی نظریە ای بازی ها، نظریه
سیاست، مدیریت، اقتصاد، مانند علوم از بسیاری در هم اکنون بازی ها نظریه است. کنندگان شرکت از کدام هر برای
دهنده تشکیل اصلی مفهوم های بررسی به مقاله این در دارد. فراوانی کاربردهای روان شناسی و جامعە شناسی مهندسی،

می پردازیم. بازی ها نظریه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
۱ بازی ها نظریه

۲ بازی انواع
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مقدمه .۱
داد بسط را اولیه مفاهیم استرن مورگن اسکار نام به اقتصاددانی ۱۹۴۴ سال در و شد پایە گذاری نیومن فُن جان توسط ۱۹۲۸ سال در بازی ها نظریه
هستند. تعامل در دائماً تصمیم گیرندگان جوامع همه در است. تصمیم گیری علم بازی نظریه کرد. تشریح اقتصاد علم در را نظریه این کاربرد و
و است دستاورد بهترین پی در رقیب هر می باشند. دو این از تلفیقی موارد اکثر در و هستند رقابتی گاهی و جویانه همکاری تعاملات گاهی
طور به بازیکن ها منافع صفر»، حاصل جمع با «بازی به موسوم بازی های در می کنند. انتخاب رقبا دیگر که راهبردهایی به است وابسته موقعیتش
آن ها در که بازی هایی است. دیگر فرد ضرر معادل همواره می کند کسب شخص یک که بهرە ای که طوری به هستند، تعارض در یکدیگر با کامل
دست ضرر به است ممکن بازیکنان همه آن ها در که بازی هایی و مثبت» حاصل جمع با «بازی یابند دست منفعت به است ممکن بازیکنان همه

مرسوم ترند. که می شوند گفته منفی» حاصل جمع با «بازی یابند
موجوداتی مورد در تصمیم بهترین اخذ برای استراتژیک موقعیتی بر حاکم رفتار تحلیل و تجزیه در ریاضی مدل های کارگیری به یعنی بازی نظریه
اوراق بورس̞ در سهام شاخص نوسانات مثال عنوان به اقتصادی رفتارهای از بزرگی مجموعه درک برای ابتدا در نظریه این می کنند. فکر منطقی که
مزایده، یک در پیروزی نظیر تجاری و اقتصادی گوناگون پدیدە های تحلیل شد. ایجاد کنندگان مصرف بازار در کالاها بهای خیز و اُفت و بهادار
دهنده تشکیل اساسی مفاهیم مقاله این در می کند. ایفا نقش آن در بازی نظریه که است مواردی دیگر از مناقصه، یک در شرکت ستد، و داد معامله،

می کنیم. مطالعه را اقتصاد علم در نظریه این کاربرد مثال، چند قالب در سپس و می کنیم بررسی را بازی ها نظریه

بازی ها انواع .۲
کرد: تقسیم زیر دستە های به می توان را بازی ها انواع

نامتقارن: و متقارن بازی های .۱
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می کند انتخاب را استراتژی این بازیکنی چه این که از و است وابسته استراتژی ها سایر به تنها استراتژی  هر که می شود گفته بازی به متقارن بازی
حرکت در همدیگر سوی به سرعت با راننده دو اگر مثال طور به می باشد. ۲ × ۲ متقارن ماتریس یک معمولا˟ بازی ها این جدول است. مستقل
الف) از: است عبارت آمده وجود به حالت های است. متقارن بازی یک ترسوها) (بازی شود منحرف مسیر از اول که است آن بازنده و باشند
دو هر و نمی شوند منحرف هیچ کدام پ) می بازند. و می شوند منحرف دو هر ب) می گردد. برنده دیگری و می شود منحرف و می ترسد نفر یک

جانی). و مالی خطر (با می شوند برنده
غیرصفر: و صفر مجموع با بازی های .۲

است. دیگری باخت معنای به یکی برد یعنی نمی کند، پیدا افزایش یا کاهش و می ماند ثابت بازی طول در بازی ارزش صفر، مجموع بازی های
در بیشتر دانشجوی جذب برای دانشگاه دو رقابت یا و بازار سهم سر بر شرکت دو رقابت بود. صفر مجموع بازی با معادل بازی نظریه ابتدا در
بسیاری است. مفید بازیکنان همه برای که دارد وجود راهبردی صفر، غیر بازی های در هستند. صفر مجموع بازی های از مثال هایی شهر یک
شکل به یا و روند بین از شوند، تولید می توانند خدمات و ارزشمند کالاهای که دلیل این به هستند، صفر غیر مجموع اقتصادی موقعیت های از
مجموع بازی از مبسوط تر مثالی بررسی برای می کند. وارد سرمایە گذار زیادی تعداد به ضرری یا سود موارد این تمام که یابند تخصیص نامناسبی
که گرفت نظر در صفر جمع با نفره دو بازی یک در کشاورز رقیب عنوان به می توان را اقلیمی شرایط یا طبیعت کنید: دقت مثال این به صفر،
شرایط تحت کشاورز مطلوبیت افزایش جهت مزرعه کشت برنامه انتخاب برای تصمیم گیری صورت این در دهد کاهش را مزرعه بازده می تواند
کشت برنامه در کشاورز که می شود فرض همچنین می شود. فرض طبیعت برای عالی و خوب بد، حالت سه منظور بدین است. حتمیت عدم
همچنین بود. خواهد ۱۰۰ عالی شرایط در و ۸۰ خوب شرایط در ،۴۰ بد شرایط در گندم می کند. انتخاب را قند چغندر یا و جو گندم، خود مزرعه
خواهد ۹۵ عالی شرایط در و ۷۰ خوب شرایط در ،۵۰ بد شرایط در قند چغندر و ۹۰ عالی شرایط در و ۸۵ خوب شرایط در ،۳۰ بد شرایط در جو
از یک هر حالت این در می کند. استفاده ⅿiniⅿax معیار از (طبیعت) دوم بازیکن و ⅿaxiⅿin معیار از کشاورز روش این اساس بر بود.
مقادیر بین از را نتایج بهترین که می کند انتخاب را استراتژی آن سپس می کند مشخص را استراتژی هر در شده تعیین بازده کمترین بازیکنها
در را بازدهی بیشترین که کند انتخاب را محصولی که است این کشاورز برای مناسب استراتژی روش این اساس بر می آورد. بدست بازده حداقل
همچنین کند. انتخاب را قند چغندر کشت یعنی سوم استراتژی کشاورز که می شود پیشنهاد بنابراین باشد. داشته کشاورز برای نتایج بدترین بین
(انتخاب باشد داشته طبیعت برای نتایج بدترین بین در را زیان کمترین که کند انتخاب را شرایطی که است این طبیعت برای مناسب استراتژی
می کند. انتخاب را اقلیمی بد شرایط یعنی خود اول استراتژی طبیعت بنابراین طبیعت). استراتژی هر در زیان حداکثر مقادیر بین در زیان کمترین

می شود. نامیده بازی ارزش که می باشد ۵۰ بازی برای شده تعیین بازده مقدار
غیرشانسی: و شانسی بازی های .۳

(غیرتصادفی) غیرشانسی بازی های دارند. وجود آن ها در سکه پرتاب مانند تصادفی عناصر که هستند بازی هایی (تصادفی) شانسی بازی های
است. دسته این از شطرنج بازی می باشند. منطقی صرفاً آن ها راهبردهای که هستند بازی هایی

کامل: آگاهی بدون و کامل آگاهی با بازی های .۳
بازی مانند باشند، مطلع بازی ترکیب تمامی از می توانند بازیکنان تمام لحظه هر در که می شود اطلاق بازی هایی به کامل گاهی آ با بازی های
انجام ورق با که بازی هایی مانند است، پوشیده بازیکنان برای بازی کل ترکیب و ظاهر کامل گاهی آ بدون بازی های در دیگر سوی از شطرنج.
آن ها راهبردهای که هستند بازی هایی (غیرتصادفی) غیرشانسی بازی های دارند. وجود آن ها در سکه پرتاب مانند تصادفی عناصر که می گیرد.

است. دسته این از شطرنج بازی می باشند. منطقی صرفاً
مشارکتی: غیر و مشارکتی بازی های .۳

ندارد. وجود غیرمشارکتی بازی های در فرض این ولی باشند داشته ارتباط هم با می توانند بازیکنان که است این بر فرض مشارکتی بازی های در

می شود. انجام غیرمشارکتی آن ها بازی ولی باشند داشته ارتباط موقت صورت به هم با می توانند بازیکنان آن در که دارند وجود نیز ترکیبی بازی های
ترتیبی: و همزمان بازی های .۳

تصمیم از باشد نکرده بازی بازیکن یک که زمانی تا نباشد نیز همزمان اگر حتی یا و می کنند بازی هم با بازیکن دو هر همزمان بازی های در
و ترتیب پیرو کنندگان شرکت حرکت پویا) (بازی ترتیبی حالت در می کند. تداعی را همزمان بازی همان که داشت نخواهد خبر دیگر بازیکن

می دهند. نمایش یافته) (توسعه درختی صورت به را ترتیبی بازی و ماتریسی صورت همزمان بازی بازنمایی شکل است. خاصی نظم

بازی ها نظریه دهنده تشکیل اصلی مفهوم های .۳
انتخاب نظریه پایه بر است نظر مد این جا در که عقلانیتی می کنند. رفتار عقلانی بازیکنان که است این بازی نظریه فرض اولین عقلانیت:
از را انتخابش بهترین بازیکن هر می گوید مختصر صورت به نظریه این است. ابزاری عقلانیت صورت به آن خاص شکل که است عقلانی
قرار استفاده مورد انتظاری مطلوبیت مدل بازی ها، نظریه در می دهد. انجام خود ترجیحات با مطابق و او برای ممکن و موجود انتخاب های میان
ترجیحات و بازیگر برای دسترس در و موجود گزینە های همه از مجموعە ای وجود است: جزء دو دارای که است حاکم فردگرایی نوعی می گیرد،
همه عقلانیت وجود به اذعان هستند. خود شخصی منافع ساختن حداکثر پیگیر مدل این اساس بر بازیگران گزینە هایش. با ارتباط در بازیگر
در که اطمینانی عدم به توجه با را خود رفتار بازیکنان مدلی چنین در دارد. قرار همه اختیار در عمومی گاهی آ یک صورت به بازی در بازیکنان

می کنند. انتخاب امگیز مخاطره ریسک های از پرهیز لزوم و دارد وجود نتایج بروز
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تعادل یک حداقل بازی ها تمامی در که می گوید فرضیه این می شود. داده نشان تعادل فنی اصطلاح و مفهوم با بازی نظریه در حل راه حل: راه
نش تعادل به پس آن از و یافت شهرت و توسعه نش جان وسیله به سپس و شد مطرح نیومن فون جان توسط ابتدا در فرضیه این دارد. وجود
اختیار در عمومی گاهی آ صورت به که عقلانیت بازی های در که این یعنی است، مرتبط عقلانیت فرضیه با کاملا́ نش تعادل مفهوم شد. معروف
خود گزینە های انتخاب از حاصل پیامدهای از گاهی آ حالت با بازیکنان تعادل، حالت در می شود. تعادل پیدایش باعث دارد قرار بازیگران همه
متضمن که دیگر حالت به آن از حرکت که می یابند دست حالتی به و داده انجام را انتخاب بهترین بازیکنان دیگر انتخاب به نسبت درست باور و

یابد. کاهش تعادل حالت به نسبت بازیکن هر پیامد که می شود موجب است بهینه سطح به نسبت پایین تر انتخاب های

نتیجە گیری .۴
شرایط در است. شده گوناگون موضوعی حوزە های در عملیاتی عرصه وارد و بوده زیادی پیشرفت های شاهد قرن یک طول در بازی ها نظریه
وجود مطلق گرایی برای جایی دیگر که گفت می توان جرأت به می گیرند، قرار شرایط این در اقتصادی کنش های و مسائل اکثر که منافع تعارض
درک نیازمند علوم، سایر مانند نیز اقتصاد علم لذا بود. خواهد رو پیش استراتژی بدترین اکثراً آرمانی شرایط آوردن دست به برای اصرار و ندارد
این در می تواند اقتصاددانان و ریاضی دانان همکاری این جانب، نظر به که می باشد، نش˼ تعادل نقطه و بازی ها نظریه از صحیح استفاده و عمیق

بیاورد. بار به اقتصادی و علمی شکوفایی های زمینه
شدە اند. آورده [۳–۱] مراجع ادامه در

مراجع
.۱۳۹۰ ،۲۴۲ –۲۱۹:۱ خارجی، سیاست فصل نامه بازی. نظریه بر درآمدی ستاره. طاهرخوانی، [۱]

.۱۳۹۷ ،۹۴ –۶۳:۳۱ صنعتی، مدیریت چشم انداز چندجانبه. انحصاری بازی های ساختار در رقابت تحلیل منظور به پویا بازی های مدل تئوری توسعه مرجان. رئوفینیا، [۲]
.۱۳۸۹ ،۱۴۱ –۱۳۴:۸ شهر، اقتصاد دانش نامه بازی ها. تئوری وحید. دست گردی، یگانگی [۳]
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آمار و ریاضی ملی همایش آمارسومین و ریاضی ملی همایش سومین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1400

۴۱۲–۴۰۵ صص. ،FM–297 آمار، و ریاضی ملی همایش سومین

هاوکس فرایندهای از استفاده با بیمه در دریافتی خسارت ادعاهای مدلسازی
مدرسی نویده ، زنگنە پور∗ نسترن

چکیده
خسارت ادعاهای که است فرایندهای تصادفی مدلسازی چگونگی درمورد بیمه ادبیات در اساسی سوالات از یکی
طول در خود سرمایە ی افزایش و ریسک کاهش درصدد بیمه شرکت های و می کنند توصیف را مطالبات) دریافتی(
اعداد قانون از استفاده با و پرداخته هاوکس خودبرانگیختە ی فرایندهای بر مبتنی مدلی به ما بنابراین می باشند. زمان
بررسی را بیمه شرکت ورشکستگی احتمال تابعی حدمرکزی قضیه از استفاده با و می پردازیم حق بیمە ها تعیین به بزرگ
شرکت دارایی های برای بهینه پرتفوی یک شرطی خطر معرض در ارزش میانگین مدل از استفاده با پایان در می کنیم.

می کنیم. استخراج بیمه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

هاوکس فرایند
ریسک مدل

ورشکستگی احتمال
انتشار تقریب

شرطی خطر معرض در ارزش
ناکامل بازار

2020 MSC:
60G55
91B05
91G70
97M30

مقدمه .۱
فرایند از مدل، این در که است قرارگرفته مطالعه مورد بیمه شرکت دریافتی خسارت۱ ادعاهای برای لوندبرگ کرامر ریسک مدل اخیر، درسال های
همگن پواسن فرایند یک از نمی توانند بیمه شرکت دریافتی خسارت ادعاهای است. شده استفاده خسارت ادعاهای مدلسازی برای همگن پواسن
بلایای پیشامد مثال، عنوان به نیستند. ثابت ادعاها) ورود نرخ شدت( نوعی دلیل به همیشه ادعاها زیرا کنند. پیروی بی حافظگی خاصیت با
گزارش بعدا و افتاده تعویق به ادعا چندین است ممکن اما باشد، بالا فاجعه وقوع از پس بلافاصله مطالبات ورود میزان که شود می باعث طبیعی

می یابد. کاهش خسارت ورود نرخ نتیجه در شوند،
خوشە بندی و ریسک انتقال نوع این می توانند که مدل هایی بنابراین، می دهند. قرار تاثیر تحت را بیمه شرکت طولانی مدت برای رخدادهایی چنین
کند، ایجاد را تاخیری ادعای چندین است ممکن واحد رخداد) حادثه( یک واقع در قرارگرفتە اند. توجه مورد بسیار کنند، ثبت را ها خسارت
این شود. بیمه) مختلف های رشته فوت( فرد، جراحت خودرو، به آسیب مانند متفاوتی ادعاهای به منجر است ممکن که رانندگی تصادف مانند

می شوند. مدلسازی هاوکس خودبرانگیخته۲ی اصطلاح به فرایندهای از استفاده با ویژگی
مورد می کنند، توصیف را بیمه شرکت دریافتی خسارت ادعاهای که عمومی مرکب هاوکس فرایندهای بر مبتنی جدیدی ریسک مدل بنابراین
مختلف شاخص های مدلسازی و بیمه شرکت بدهی های پرداخت برای نیاز مورد سرمایە ی محاسبە ی برای موردنظر مدل است. قرارگرفته بررسی

زنگنە پور ∗نسترن
(نویده n.modarresi@gmail.com & n.modarresi@atu.ac.ir زنگنە پور)، (نسترن zangene.nastaran75@gmail.com الکترونیک: پست

مدرسی)
1Claim arrivals
2Self-Exciting
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معرفی مدل به توجه با بیمه شرکت ورشکستگی احتمالات مجانبی رفتار بررسی به همچنین است. شده استفاده ورشکستگی ریسک مانند ریسک
کلاسیک مدل اخیر های سال در است. شده پرداخته باشد، می ریسک نظریه اصلی موضوعات از یکی که خسارت ادعاهای توزیع در شده
با نمی توانند بیمه دریافتی خسارت های کلی بطور داد نشان ۱۹۸۳ سال در سیل اما است گرفته قرار مطالعه مورد [۱۳] لوندبرگ کرامر ریسک
شده تجمیع  ادعاهای توزیع زمان، به وابسته نوع از شدتی از استفاده با آسموسن و آلبرچو شوند[۱۵]. مدلسازی بی حافظه همگن پواسن فرایند
مورد است، شده تشکیل مضاعف پواسن فرایند یک و همگن پواسن فرایند یک ترکیب از که ریسکی مدل برای را ورشکستگی احتمالات و
قیمت گذاری برای دریافتی خسارت ادعاهای مدلسازی برای مضاعف پواسن فرایند از ۲۰۰۳ سال در جانگ و داسیوس دادند[۲]. قرار بررسی

کردند[۷]. استفاده بلایا اتکایی بیمه
خودبرانگیختە ی فرایند بنابراین باشند، فرایند خود از ناشی است ممکن آنها خوشە بندی و رخدادها ورود های نرخ زمانی وابستگی مالی کاربردهای در
مبتنی ریسک مدل و مرکب هاوکس فرایند ۲۰۱۰ سال در که کسانی اولین شد[۱۱]. معرفی هاوکس توسط ۱۹۷۱ درسال بار اولین برای هاوکس
استفاده سبک دم خسارت ادعاهای فرض با نامتناهی و متناهی زمانی افق در ورشکستگی احتمال مسئلە ی مطالعە ی در آن از و کرده معرفی را برآن
پیشنهاد بیمە ها حق محاسبە ی برای آنها همچنین بودند توریسی و استابیل کردند، پواسن فرایند جایگزین را هاوکس سادە ی نقطە ای فرایند و کردند
یک از استفاده با را مشابهی ورشکستگی احتمالات ژائو و داسیوس و شود[۱۶] اعمال بیمه مختلف رشتە های در بالاتری بیمە ی حق که کردند

یافت[۱۹]. گسترش سنگین دم خسارت ادعاهای فرض با ژو توسط آنها کار و درنظرگرفتند[۸] خودبرانگیخته، فرایند
ارزش بعنوان که است کاهشی نمایی بطور ثابت نرخ شامل که قراردادند مطالعه مورد را خودبرانگیختە  فرایند یک بیمه برای داسیوس و جانگ
ادعاهای با ریسک مدل ورشکستگی احتمال برای را انتشار تقریب های ۲۰۱۸ سال در سئول و چنگ است[۷]. شده تعبیر آن از پول زمانی
فرایند یک انتشار حد که دریافتند آنها می دهند. ارائه گاما و نمایی توزیع با پرش هایی برای عددی مثال های و کردند مطالعه هاوکس خسارت
بار اولین برای ۲۰۱۷ سال در سوییشچک شود[۵]. تجزیه مستقل براونی حرکت یک و متمرکز گاوسی فرایند یک به می تواند که است گاوسی
اندازه و هاوکس فرایند از خسارت ادعاهای که است کرده استفاده بیمه در ریسک فرایند مدلسازی برای عمومی مرکب هاوکس فرایندهای از
دارایی پرتفوی مدل ۱۹۵۲ سال در مارکوویتز داد[۱۸] گسترش ۲۰۲۱ سال در را آن و می کردند[۱۷] تبعیت پیوسته زمان مارکوف زنجیر از ادعاها
داد[۱۴]. توسعه بهینه پرتفوی آوردن بدست برای را است دارایی سبد مدیریت مدرن نظریە ی عطف نقطه که را میانگین⁃واریانس بر مبتنی
کرده استفاده خطرشرطی معرض در ارزش از بیمه در امبرشت کرد[۳]. استفاده خطر معرض در ارزش مدل از پورتفوی، انتخاب برای الکساندر
همچنین و کارا پرتفوی ویژگیهای میانگین⁃واریانس، سرمایە گذار پرتفوی برانتخاب ریسک تاثیر بررسی با سال۲۰۲۰ در سوییشچک است[۹].

است[۱۸]. قرارداده مطالعه مورد ریسک حضور در را گر بیمه ریسک پوشش رفتار
ورشکستگی کاهش برای کرامر کلاسیک مدل بخشیدن بهبود تحقیق هدف و می باشد موردبحث مسئله مهمترین ورشکستگی ریسک، نظریە ی در
ادعاهای ورود نرخ کاهشی( نمایی طور به شرطی شدت تابع با را هاوکس فرایند ارائە شده، مدل در است. بهینە تری بیمە های حق تعیین و
برای آنچه پرداختە ایم. آن مدلسازی به دارند، آینده مطالبات ورود نرخ بر گذشته مطالبات که تاثیری میزان به توجه با و نظرگرفتیم در خسارت)

یابد. کاهش ورشکستگی احتمال که شوند تعیین گونە ای به بیمە ها حق که است این است، مهم بیمه شرکت
است. گرفته انجام زیادی مطالعات ورشکستگی، احتمال به توجه با بیمه حق اصول متفاوت انتخاب های و خسارت ادعاهای تعیین در رو این از
با و می کنیم تعیین بیمە نامه هر ریسک به توجه با بیمە گذار پرداختی بیمە های حق ریسک، مدل در بزرگ اعداد قانون کردن اعمال با درنهایت
ورشکستگی احتمالات برای بسته فرمول های به منجر که زده تقریب انتشار فرایند یک با را ریسک مدل تابعی، مرکزی حد قضیه از استفاده
یک در رانش با براونی حرکت یک از آن ریسکی دارایی های فرایند که می پردازیم بیمە گری برای بهینه پرتفوی مطالعە ی به همچنین می شود.
بالاتر ریسک به توجه با بیمە گر ریسک کاهش درصدد شرطی خطر معرض در میانگین⁃ارزش مدل از استفاده با و می کنند تبعیت ناکامل بازار

هستیم. پواسن به نسبت هاوکس فرایند
می خسارت ها پیش بینی برای خوشە ای تحلیل از استفاده خود، مدلسازی های در هاوکس فرایندهای از استفاده به بیمه شرکت علاقە مندی ازدلایل
می شود. استفاده ریسک تجمیع و تقسیم در مدل، بودن خوشە ای ویژگی از دهند. پوشش خود بیمه پرتفوی در را ریسک ناهمگونی که باشد
از بیمه قرارداد بر اضافه مبلغ دریافت به تمایلی بیمە گر اگر می شود، بیشتر آنها انتظار مورد میزان از بیمە گر پرداختی خسارت میزان وقتی درواقع
بالایی اهمیت از ریسک تجمیع و تقسیم طرفی از می باشد. خسارت ها جبران برای شرکت گردش در سرمایه بر آنها اتکای نباشد، خود بیمە گذار
برای بیمە گران کند. مقابله عمل در خسارت الگوی نوسانات با باید بیمه شرکت و است ثبات بی بیمە گران خسارت الگوی اما است برخوردار
مشترکی ریسک معرض در که بیمە  نامە هایی از زیادی تعداد تجمیع، کمک به خود بیمە نامە های ریسک انتقال یا تقبل از ناشی خسارات کاهش
در و می کند کمک خسارت ها پیش بینی در آنها بیشتر هرچه تعداد و خوشە بندی) (ویژگی می آورند در بیمە شوندگان گروه صورت به هستند،

می کند. پیدا کاهش ورشکستگی احتمال و تعیین بیمە گذاران برای بهینە تری بیمە های حق نتیجه
را خود موردنظر بازده دارد قصد بیمە گر یک است. شده زیادی توجه دارایی بهینه تخصیص مسئلە ی به بیمه و ریسک مدیریت زمینه در اخیرا
اطراف در نوسانات کردن مشخص بر تنها واریانس با ریسک اندازە گیری که آنجا از برساند. حداقل به را پرتفوی ریسک یا برساند حداکثر به
بیشتربودن به توجه با و یابد کاهش آن نگهداری از ناشی ریسک باید پرتفوی در موجود دارایی های افزایش با و می کند تمرکز انتظار مورد بازده
ارزش میانگین⁃ مدل در دیگر طرف از و هستیم ریسک بیشتر چه هر کاهش برای راە  حلی دنبال به ما پواسن، به نسبت هاوکس فرایند ریسک
سبب هدف تابع یک در تحدب عدم ویژگی که است نارسایی هایی دارای ریسک جمع پذیری عدم و تحدب عدم ویژگی دلیل به خطر معرض در
مشکل کارا منحنی رسم درنهایت و بهینه ماکزیمم یا مینیمم نقطه یک آوردن بدست بنابراین می شود متعددی حداکثرهای و حداقل نقاط ایجاد
بنابراین نمی شود ریسک کاهش سبب دارایی ها در تنوع سازی با که است این بیانگر مدل این در ریسک جمع پذیری ویژگی عدم طرفی از است.
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می کنیم[۱]. انتخاب خود پرتفوی برای می دهد پوشش را مدل هردو نارسایی های که شرطی خطر درمعرض میانگین⁃ارزش مدل
ورشکستگی احتمال بررسی به بخش۳ در می کنیم. برجسته را عمومی مرکب هاوکس فرایند بر مبتنی ریسک مدل و هاوکس فرایند بخش۲ در
مدل از استفاده با ناکامل بازار یک در بهینه پرتفوی یک بیمە گر برای ۴ بخش در و می پردازیم ونامتناهی متناهی زمانی افق  در بیمه شرکت

می پردازیم. مقاله نتایج به بخش۵ ودر می گیریم درنظر خطرشرطی معرض در میانگین⁃ارزش

مدل معرفی .۲
مدل برای بزرگ اعداد قانون کاربرد و عمومی مرکب هاوکس فرایند بر مبتنی ریسک مدل و شده معرفی هاوکس فرایند ابتدا در بخش این در

است. شده بررسی ریسک
هاوکس فرایند .۱ .۲

مدلسازی برای که است مدت بلند حافظه و خوشە ای اثر خودبرانگیختگی، ویژگی های دارای که است سادە ای نقطە ای فرایند هاوکس، فرایند
می گیرد. قرار استفاده مورد زمان طول در سیستم یک به ورودها از دنبالە ای

بطوریکه باشد داشته وجود {ℱ𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ ۰} پالایە ی با {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ ۰} شمارشی فرایند برای 𝜆∗(𝑡) نامنفی اندازە پذیر تابع اگر حال

𝜆∗(𝑡) = ⅼiⅿ
𝑛→+∞

𝔼[𝑁(𝑡 + ℎ) − 𝑁(𝑡)|ℱ𝑁(𝑡)]
ℎ (۱)

است. شرطی شدت تابع آنگاه
تک بعدی هاوکس فرایند .۱ .۲ تعریف

بگیرید. درنظر را می آید بدست زیر روابط طریق از که را {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ ۰} شمارشی فرایند

ℙ൫𝑁(𝑡 + ℎ) − 𝑁(𝑡) = 𝑚|ℱ𝑁(𝑡)൯ = ቐ
𝜆∗(𝑡)ℎ + 𝑜(ℎ) 𝑚 = ۱
𝑜(ℎ) 𝑚 > ۱
۱ − 𝜆∗(𝑡)ℎ + 𝑜(ℎ) 𝑚 = ۰

(۲)

می شود. مشخص زیر شرطی شدت تابع توسط که

𝜆∗(𝑡) = 𝜆 + න
𝑡

۰
𝜇(𝑡 − 𝑠)ⅾ𝑁(𝑠) (۳)

می باشد. هاوکس فرایند 𝑁(.) و 𝜇 ∶ [۰, +∞) → (۰, +∞) و 𝜆 > ۰ که
است. زیر بصورت 𝜇(.) تابع برای رایج انتخاب یک

𝜇(𝑡) = 𝛼𝑒−𝛽𝑡; 𝛼, 𝛽 ≥ ۰ (۴)
می باشد. زیر بصورت شدت تابع درنتیجه

𝜆∗(𝑡) = 𝜆 + න
𝑡

۰
𝛼𝑒−𝛽(𝑡−𝑠)ⅾ𝑁(𝑠) (۵)

خواهیم کوچک زمانی بازە های در نامتناهی پرش های تعداد از جلوگیری برای و می گویند کاهشی نمایی بطور شرطی شدت تابع تابع، این به
داشت.

�̂� = න
+∞

۰
𝛼𝑒−𝛽𝑠ⅾ𝑠 = 𝛼

𝛽 < ۱ ↔ 𝛼 < 𝛽 (۶)

می کند. تبعیت زیر تصادفی دیفرانسیل ازمعادلە ی شدت تابع و
ⅾ𝜆∗(𝑡) = 𝛽൫𝜆 − 𝜆∗(𝑡)൯ⅾ𝑡 + 𝛼ⅾ𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ ۰ (۷)
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می باشد[۱۲]. زیر جواب دارای که

𝜆∗(𝑡) = 𝑒−𝛽𝑡൫𝜆∗(۰) − 𝜆൯ + 𝜆 + න
𝑡

۰
𝛼𝑒−𝛽(𝑡−𝑠)ⅾ𝑁(𝑠) (۸)

ویژگی این و می دهد افزایش را فرایند شدت خسارت، ادعاهای تعداد افزایش که است این بیانگر هاوکس فرایند خودبرانگیختگی ویژگی واقع در
ثابت مقدار به بازگشت، به تمایل شدت نشود، دریافت خسارتی ادعای هیچ اگر دیگر عبارت به می شود. متوازن میانگین به بازگشت اثر یک با

دارد. را خود
ریسک مدل .۲ .۲

{𝑋𝑘}𝑘=۱,۲,… همچنین می کند محاسبه t زمان تا را مطالبات کل تعداد که باشد (۲) در شده معرفی بعدی تک هاوکس فرایند 𝑁(𝑡)یک کنید فرض
پیوسته و کراندار تابعی 𝑎(𝑥) و هستند خسارت ادعاهای اندازە ی بیانگر که می باشد ℕ حالت فضای با ارگودیک پیوسته زمان مارکوف زنجیر

است[۱۷]. زیر صورت به عمومی مرکب هاوکس فرایند بر مبتنی ریسک مدل آنگاه است

𝑅(𝑡) ∶= 𝑢 + 𝑐𝑡 −
𝑁(𝑡)


𝑘=۱

𝑎(𝑋𝑘) (۹)

می شوند. پرداخت بیمە ها حق آن با که نرخی c، 𝑅(۰) = 𝑢و بیمه شرکت اولیه سرمایه u آن در که
است مرتبط فرایند کل تصادفی مدل با که می کند توصیف زمان طول در را آن از بخشی یا بیمه شرکت موجود سرمایه شده، معرفی ریسک مدل
نقش شرکت سود تعیین در اهمیت حائز مقدار دو بیمه شرکت ریسک مدل های در دربرمی گیرد. را بیمه شرکت پورتفوی کل مدل، ریسک منبع و
بیمە های حق دیگری و می شوند محسوب بیمه شرکت بدهی عنوان به که مشخص زمانی دوره یک در وارده خسارت های آنها از یکی که دارند
به که هستند هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از ترکیبی دریافتی، خسارت های می شوند. محسوب بیمه شرکت درآمد عنوان به که دریافتی
از آنها اندازە ی و شمارشی فرایندهای از خسارت ها تعداد معمولا می شوند. مدلسازی مناسب احتمالاتی های توزیع با تصادفی متغیرهای صورت
مارکوف زنجیر از و خسارت ادعاهای تعداد برای هاوکس خودبرانگیختە ی فرایندهای از شده معرفی مدل در می کنند. تبعیت پیوسته توزیع های

است. شده استفاده خسارت ادعاهای اندازە ی برای متناهی حالت فضای با ارگودیک پیوستە ی زمان
ریسک مدل برای بزرگ اعداد قانون .۳ .۲

که می شود بررسی آنها برآوردی میانگین و واقعی خسارت های تفاوت سنجش برای بزرگ۳ اعداد  قانون کاربرد چگونگی پژوهش این در طرفی از
دریافتی خسارت ادعاهای برای قانون این می شود. بیمە گر بدهی های ارزیابی یا و متفاوت بیمە گذاران برای متفاوت بیمە های حق تبیین به منجر

می باشد. زیر صورت به هاوکس) (فرایند

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁(𝑡)
𝑡 = 𝜆

۱ − �̂� (۱۰)
که کنیم می فرض بگیرید. نظر در 𝜋∗𝑘 ایستای احتمالات با مارکوف زنجیر {𝑋𝑘}𝑘=۱,۲,… که (۹) در شده معرفی 𝑅(𝑡) ریسک مدل .۲ .۲ قضیه

آنگاه ، ۰ < �̂� = ∫+∞۰ 𝛼𝑒−𝛽𝑠ⅾ𝑠 < ۱

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑅(𝑡)
𝑡 = 𝑐 − 𝑎∗ 𝜆

۱ − �̂� (۱۱)
آن در که

𝑎∗ = ∑𝑘∈𝑋 𝑎(𝑘)𝜋∗𝑘
است[۱۷]. دریافتی خسارت های اندازە های مقدارمیانگین 𝑎∗ و

شده استفاده دریافتی بیمە های حق اصل و ۴ خالص سود شرط جمله از شده معرفی ریسک مدل اصلی ویژگی های بیان برای بزرگ اعداد قانون از
نظریە ی در شده شناخته مفهوم یک خالص سود شرط است. قرارگرفته توجه مورد بیمە ها حق تعیین برای موردانتظار ارزش اصل که که است
اگر دهد. پوشش را ورشکستگی خطر که کند قیمت گذاری گونە ای به را بیمە ها حق نرخ که است درصدد بیمه شرکت و می باشد ورشکستگی
که است شرطی همان این و می یابد کاهش شرکت ورشکستگی احتمال باشد، انتظار مورد پول خروجی از بیشتر بیمه حق در انتظار مورد درآمد

می شود. یاد آن از خالص سود شرط عنوان به
3Law of Large Number
4Net profit condition



۴۰۹ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ مدرسی ،نویده زنگنە پور نسترن

زیراست[۱۷]. بصورت 𝑅(𝑡) مدل برای خالص سود شرط .۳ .۲ نتیجه

𝑐 > 𝑎∗ 𝜆
۱ − �̂� (۱۲)

بیمە های حق باید بیشتر ریسکی عوامل با نامە هایی بیمه دارد، بیمە نامە ها ریسک سطح به بستگی آنها قیمت گذاری و بیمە ها حق تعیین چگونگی
تجمیعی هزینە های 𝑆(𝑡) کنیم فرض است. شده پرداخته انتظار، مورد ارزش براساس بیمه حق اصل به امر این برای کنند. پرداخت بالاتری

باشند. بیمه شرکت

𝑆(𝑡) =
𝑁(𝑡)


𝑘=۱

𝑎(𝑋𝑘)

اینصورت در
𝑐 = (۱ + 𝜃)𝐸൫𝑆(𝑡)൯𝑡

که
𝑐 = (۱ + 𝜃)𝑎∗ 𝜆

۱ − �̂� (۱۳)

است. مازاد بیمه حق متناظر پارامتر 𝜃 و

ورشکستگی احتمال .۳
تعیین در رو این از . یابد کاهش ورشکستگی۵ احتمال که شوند تعیین گونە ای به بیمە ها حق که است این است، مهم بیمه شرکت برای آنچه
قصد ریسک مدل است. گرفته انجام زیادی مطالعات ورشکستگی، احتمال به توجه با بیمه حق اصول متفاوت انتخاب های و خسارت ادعاهای
می رسد. صفر زیر به بار اولین برای سرمایه که رخدادی یعنی ورشکستگی احتمال و کند توصیف زمان طول در را بیمه شرکت موجود سرمایه دارد

می شود. تعریف زیر بصورت اولیە  ی سرمایه به توجه با ورشکستگی زمان بنابراین
𝜏(𝑢) = inf{𝑡 > ۰ ∶ 𝑅(𝑡) < ۰|𝑅(۰) = 𝑢} (۱۴)

زیراست[۱۸]. بصورت t متناهی زمانی افق در ورشکستگی احتمال .۱ .۳ نتیجه
𝜓(𝑢, 𝑡) = ℙ(𝜏(𝑢) ≤ 𝑡|𝑅(۰) = 𝑢)

= ℙ( inf۰<𝑠≤𝑡𝑅(𝑡)|𝑅(۰) = 𝑢) (۱۵)

است. زیر بصورت نامتناهی زمانی افق در ورشکستگی احتمال و
𝜓(𝑢) = ⅼiⅿ

𝑡→∞
𝜓(𝑢, 𝑡) = ℙ(inf

𝑡>۰𝑅(𝑡)|𝑅(۰) = 𝑢) (۱۶)

انتشار تقریب .۱ .۳
احتمال کاهش به بیمە گذارها تعداد افزایش واقع در است. بیمه مکانیسم برای خسارت ادعاهای تجمیع توضیح برای تابعی مرکزی حد قضیه
آن، دنبال به و است شده استفاده ریسک مدل انتشار فرایند با ریسک مدل تقریب برای تابعی مرکزی حد قضیه از می شود. منجر ورشکستگی
مرکزی هاوکس فرایند که می شود گرفته نتیجه تابعی مرکزی حد قضیه از استفاده با است. شده بررسی ریسک مدل برای ورشکستگی، احتمالات

می کند. میل نرمال توزیع یعنی استاندارد براونی حرکت به مجانبی طور به شده

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁(𝑡) − �̄�𝑡
√𝑡

= 𝜎𝑊(𝑡), �̄� = 𝜆
۱ − �̂� (۱۷)

می کنند. میل استاندارد براونی حرکت به بزرگ زمانی افق در خسارت ادعاهای تعداد توزیع دیگر عبارت به

5Ruin probability
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𝜋∗𝑘 ایستای احتمالات با مارکوف زنجیر {𝑋𝑘}𝑘 = ۱, ۲, … که (۹) در شده معرفی 𝑅(𝑡) ریسک مدل برای تابعی مرکزی حد قضیه .۲ .۳ قضیه
. است[۱۷]. زیر بصورت �̂� = ∫+∞۰ 𝛼𝑒−𝛽𝑠ⅾ𝑠 < ۱ که کنیم می فرض بگیرید. نظر در

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑅(𝑡) − ൫𝑐𝑡 − 𝑎∗𝑁(𝑡)൯
√𝑡

= 𝜎𝜙(۰, ۱) (۱۸)
یا

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑅(𝑛𝑡) − ൫𝑐𝑛𝑡 − 𝑎∗𝑁(𝑛𝑡)൯
√𝑛

= 𝜎𝑊(𝑡) (۱۹)

زد. تقریب زیر انتشار پرش فرایند با توان می را 𝑅(𝑡) بالا قضیه به توجه با .۳ .۳ نتیجه
𝑅(𝑡) = 𝑢 + 𝑐𝑡 − 𝑎∗𝑁(𝑡) + 𝜎𝑊(𝑡) ∶= 𝑢 + 𝐷(𝑡) (۲۰)

ورشکستگی احتمال آنگاه باشد ورشکستگی زمان یک 𝑇𝑢 اگر نتیجه در و است. 𝜎 انتشار جمله و 𝑐 −𝑎∗ 𝜆
۱−�̂� رانش جمله دارای 𝐷(𝑡) عبارت

است. زیر صورت به 𝜏 زمان در انتشار پرش فرایند به توجه با
𝜓(𝑢, 𝜏) = ℙ(𝑇𝑢 < 𝜏)

= ℙ(ⅿin𝑅(𝑡) < ۰)۰<𝑡<𝜏
= ℙ < (ⅿin𝐷(𝑡) < −𝑢)۰<𝑡<𝜏 (۲۱)

مدل دارایی های پورتفوی .۴
کردە ایم. بررسی ۸ شرطی خطر درمعرض ارزش میانگین⁃ بر مبتنی رویکرد با بهینە ای پرتفوی۷ بیمە گر دارایی های ناکامل۶برای بازار یک در
معرض در ارزش از کوچکتر بازدە های وقوع میانگین با است برابر بوده حساس بازدە ها توزیع شکل به نسبت شرطی خطر معرض در ارزش
آنها مقدار که آن شرط به بازدە هاست منحنی زیر سطح میانگین معادل شرطی خطر معرض در ارزش واقع در . ۱ − 𝛼 اطمینان سطح در خطر
بگیرید نظر در را تصادفی عامل m با و می شوند معامله مداوم بطور که دارایی 𝑛 + ۱ با مالی بازار یک باشد(۱). خطر معرض در ارزش از کمتر

کند. می تبعیت زیر دینامیک از ریسک بدون دارایی طرفی از است ناکامل مدل بازار پس 𝑛 ≤ 𝑚 آن در که
ⅾ𝑆۰(𝑡) = 𝑟(𝑡)𝑆۰(𝑡)ⅾ𝑡, 𝑆۰(۰) = ۱ (۲۲)

است. ریسک بدون بهره نرخ 𝑟(𝑡) آن در که
می باشند. هندسی براونی حرکت براساس ریسکی های دارایی دینامیک و

ⅾ𝑆𝑖(𝑡) = 𝑏𝑖(𝑡)𝑆𝑖(𝑡)ⅾ𝑡 + 𝜎𝑖(𝑡)𝑆𝑖(𝑡)ⅾ𝑊(𝑡), 𝑆𝑖(۰) = 𝑠𝑖 ∈ ℝ (۲۳)

است. زیر بصورت ریسکی دارایی های تلاطم برذار و 𝑊(𝑡) ∶= ൫𝑊۱(𝑡), … ,𝑊𝑚(𝑡)൯
′ و 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛 که

𝜎𝑖(𝑡) ∶= ൫𝜎𝑖۱(𝑡), … , 𝜎𝑖𝑚(𝑡)൯ (۲۴)

𝜎(𝑡) ∶= ൫𝜎′
۱(𝑡), … , 𝜎′

𝑛(𝑡)൯
′ (۲۵)

است. زیر بصورت ریسکی دارایی های بازده نرخ و

𝑏(𝑡) ∶= ൫𝑏۱(𝑡), … , 𝑏𝑛(𝑡)൯
′ (۲۶)

6Incomplete market
7Portfolio
8Condition value at risk



۴۱۱ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ مدرسی ،نویده زنگنە پور نسترن

با متناظر وزن های حاوی بردار 𝑥 ∈ ℝ𝑛 که باشد دارایی پورتفوی ۹ زیان تابع 𝑓(𝑥, 𝑅) کنیم فرض اگر بهینه پورتفوری مدلسازی برای حال
سطح در شرطی خطر معرض در ارزش باشد. پورتفوی تشکیل برای موردنظر دارایی n بازدە های حاوی ماتریس R و باشد دارایی ها از یک هر

می شود. تعریف زیر بصورت درصد 𝛼 اطمینان

𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) =
۱
𝛼 න

𝑓(𝑥,𝑅)≤𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑅)𝑃(𝑅)ⅾ𝑅 (۲۷)

معرض در ارزش مقدار که کنیم پیدا گونە ای به را خطر معرض در ارزش مقدار باید حال بازدە هاست. توزیع احتمال چگالی 𝑃(𝑅) تابع که ،
می کنیم. استفاده زیر هدف تابع از بنابراین گردد. حداقل شرطی خطر

𝐹𝛼(𝑥, 𝛾) = 𝛾 + ۱
𝛼 න

𝑓(𝑥,𝑅)>𝛾
[𝑓(𝑥, 𝑅) − 𝛾]𝑝(𝑅)ⅾ𝑅 (۲۸)

شرطی خطر معرض در ارزش آن ازای به که است متغیری که می کنیم استفاده 𝛾 کمکی متغیر از احتمال چگالی تابع تعیین بودن دشوار دلیل به
هدف تابع و گرفته نظر در تصادفی فرایند یک بصورت را بازدە ها توزیع حال می شود. تعیین بهینە سازی فرایند در آن مقدار و می گردد حداقل
بردار از تابعی که می باشد ام s دوره در P دارایی پرتفوی بازده 𝑅𝑝,𝑠 و بازدە ها برای ممکن حالت های تعداد s آن در که می دهیم تشکیل را زیر

بازدە هاست. و وزن ها

𝐹𝛼(𝑥, 𝛾) = 𝛾 + ۱
𝛼𝑆

𝑆


𝑠=۱

[𝑅𝑝,𝑠 − 𝛾]+ (۲۹)

می شوند. مدلسازی زیر بصورت دارایی ها پورتفوی نهایت، در

ⅿin 𝛾 + ۱
𝛼𝑆

𝑆


𝑠=۱

𝑅+𝑝,𝑠 (۳۰)

𝑠.𝑡.
𝑛


𝑖=۱

𝑥𝑖𝑅𝑖,𝑠 = 𝑅𝑝,𝑠

𝑅+𝑝,𝑠 ≥ 𝑅𝑝,𝑠 − 𝛾 ; 𝑠 = ۱, ۲, … , 𝑆
𝑅+𝑝,𝑠 ≥ ۰ ; 𝑠 = ۱, ۲, … , 𝑆
𝑛


𝑖=۱

𝑥𝑖�̄�𝑖 = 𝑅𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑

𝑛


𝑖=۱

𝑥𝑖 = ۱

بر نظر مورد نقاط تعداد به باید کارا مرز تعیین برای نتیجه در که می شود ایجاد کارا مرز برروی کارا نقطه یک تنها بالا بهینە سازی مدل حل با که
شود[۱]. حل مختلف انتظار مورد بازدە های مرز این روی

نتیجە گیری .۵
برای که دادیم نشان و کردیم معرفی عمومی مرکب هاوکس فرایندهای بر مبتنی خسارت ادعاهای دریافت با را ریسکی مدل مقاله، این در ما
اعداد قانون همچون نظری خواص بررسی به نمایی کاهشی بطور شدت با بعدی تک هاوکس فرایند فرض با است. مناسب بیمه در مدلسازی
محاسبه برای انتشار فرایند یک با ریسک مدل تقریب و بیمە ها حق تعیین برای قوانین این از پرداختیم. ریسک مدل برای مرکزی حد قضیه و بزرگ

درنظرگرفتیم. مدل ریسک کاهش هدف با بیمه شرکت دارایی های از بهینە ای پرتفوی درنهایت کردیم. استفاده ورشکستگی احتمال

9Loss function
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چکیده
ریاضی درک بررسی حاضر، مطالعۀ اصلی هدف است. گراف نظریۀ در مهم و اولیه مباحث از یکی درخت مبحث
دانشجوی ۱۸ منظور بدین است. گارسیا و پیاژه طرحواره پیشرفت نظریۀ از استفاده با درخت مفهوم از دانشجویان
درس گذراندن حال در دانشجویان این نمودند. شرکت ساختاریافته نیمه های مصاحبه در ریاضی رشتۀ کارشناسی
نه به دانشجویان کیفی، پژوهشی از استفاده با بودە اند. کشور شرق دانشگاە های از یکی در کاربردها و گراف نظریۀ
قرار ارزیابی مورد را دانشجویان درخت طرحوارۀ پیشرفت سؤالات این دادند. پاسخ درخت مفهوم مورد در سؤال
مرحلۀ تا را درخت طراحواره نفر سه تنها مصاحبه در کننده شرکت دانشجویان از داد نشان پژوهش این نتایج داد.
نبودند. برخوردار درخت مفهوم پیرامون منسجمی طرحوارۀ از دانشجویان از بالایی درصد و بودند داده توسعه Trans
علل از شماری بررسی و درخت با مرتبط مسائل حل در دانشجویان ضعف نقاط کردن مشخص با پژوهش این نتایج
پیشنهاداتی همچنین برمی دارد. گراف نظریه و ترکیبات دروس یادگیری و یاددهی بهبود جهت در گامی آن ها، ایجاد

می نماید. ارائه دانشجویان ذهن در منسجم طرحواره یک ایجاد جهت دروس این مدرسین به

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

طرحواره پیشرفت نظریه
درخت

گراف نظریه
ریاضی درک

2020 MSC:
97K30
97C30
97C70

مقدمه .۱
زبان ژنتیک، شیمی، معماری، برق، مهندسی کامپیوتر، علوم مانند مختلفی رشتە های در ریاضی مهم ابزار یک به گراف نظریۀ اخیر، سال های در
دانش .[۱۷،۹] می شود شناخته نیز ارزشمند ریاضی زمینه یک عنوان به حال، عین در و است شده تبدیل شناسی جامعه و جغرافیا شناسی،

.[۱۰] است شده شناخته کامپیوتر علوم و فیزیک شیمی، نظیر رشتە ها سایر درک برای قدرتمند ابزاری عنوان به گراف نظریۀ از دانشجویان
قدرت و نمایند درک را ریاضیات کاربردهای که دهد می را امکان این فراگیران به است؛ مزیت چندین دارای فراگیران به گراف نظریۀ تدریس
استفاده با می توان را آن ها مسائل و مفاهیم از بسیاری که هستند مزیت این دارای گراف ها همچنین .[۸] می کند تقویت را آن ها استنتاج و استدلال
قوانین از سری یک به اینکه جای به و [۷] باشد آن ها بین روابط و مفاهیم تصویری نمایش می تواند گراف دیگر، عبارت به کرد؛ بیان ترسیم از

.[۸،۱۵] کرد استفاده ریاضیات چشم انداز توسعۀ برای آن از توان می شود؛ محدود کارگیری به و حفظ برای
در تخصصی گروه یک اخیراً و داشتە اند اخیر دهە های در گسسته ریاضیات یادگیری و یاددهی به ویژە ای توجه ریاضیات، آموزش محققان جامعه
مجموعە های بر مبتنی ساختارهای مطالعۀ با گسسته ریاضیات .[۱۱] است شده ایجاد ریاضی آموزش بین المللی کنگره سیزدهمین در زمینه این
و هازان توسط که همانطور حال، این با .[۱۰،۳] است مرتبط کدها یا گراف ها صحیح، اعداد مانند شمارش) قابل یا متناهی (مجموعە های گسسته
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دانشجویان درک مورد در کمی مطالعات است، شده اشاره [۱۰] همکاران و گونزالس۳ و نائتیکا۲[۱۴] و ریبانسکوی پالنیکووا، مدووا، هادار۱[۱۲]،
است. شده انجام گراف نظریۀ مورد در

بسیاری که شد متوجه کیلی۵ نام به ریاضیدانی است؛ شده اخذ گرافیکی۴ نماد عبارت از خطوط، و نقاط از سیستم یک عنوان به گراف، اصطلاح
را خاصیت این با گراف هایی دارد؛ وجود خطوط از فرد به منحصر مسیر یک آن ها نقطۀ جفت هر بین که هستند ویژگی این دارای گراف ها از
ترکیبات از خاصی انواع شمارش برای درختان از ۱۸۵۷ سال در کیلی .[۹] هستند گراف ها انواع مهم ترین از درختان واقع، در می نامند؛ درخت
بسیاری از .[۵] می شود محسوب گراف انواع کاربردی ترین و مشهورترین از و است دور بدون و همبند گرافی درخت .[۵] کرد استفاده شیمیایی
به منحصر مسیر یک توسط رأس دو هر اینکه نظیر دارد؛ مزیت چندین ویژگی این است. بدیهی۶ غیر گراف نوع سادە ترین درخت، یک جهات
متعددی حدس های واقع، در است؛ آسان تر درختان برای آن اثبات گراف ها، برای کلی نتیجۀ یک اثبات در اوقات گاهی و می شوند متصل فرد
و سازماندهی برای ابزاری عنوان به همچنین درخت ها .[۱۷] شدە اند شناخته درست درخت ها برای نشدە اند؛ اثبات دلخواه گراف های برای که

.[۱۳،۵] می گیرند قرار استفاده مورد بسیار کامپیوتر علوم در دادە ها از استفاده
مرتبط قضایای اثبات یا مسائل حل در اما می کنند شروع خوبی به را گراف اولیه مباحث یادگیری دانشجویان گراف نظریۀ درس در محققین، نظر از
مفاهیم از استفاده با مختلف مسائل حل توانایی و است کاربردی دانش یک گراف نظریۀ که آنجا از می شوند. مشکلاتی دچار گراف نظریه با
درخت، مفهوم درس، این اساسی مفاهیم از یکی از فراگیران درک میزان بررسی به پژوهش این در است، برخوردار بالایی اهمیت از آن اولیۀ
مستقیم طور به گراف، نظریۀ کاربردهای از بسیاری که است واقعیت این دلیل به عمدتاً این هستند؛ گراف ها مهم ترین از درختان پرداختە ایم.
گراف نظریه از دانشجویان درک بررسی به که پژوهش هایی تعداد شد اشاره پیش تر که همانطور .[۹] می کند درگیر را درخت ها غیرمستقیم، یا
دانشجویان درک بررسی رو این از است؛ نپرداخته درخت مفهوم از دانشجویان درک بررسی به پژوهشی تاکنون و است محدود بسیار پرداختە اند
واقع مفید گراف نظریۀ یادگیری و یاددهی ارتقای برای روش هایی ارائۀ و فراگیران تفکر ضعف و قوت نقاط شناسایی در می تواند مفهوم این از
توجه با را دانشجویان ریاضی فهم نظریه این است. شده استفاده گارسیا و پیاژه طرحواره پیشرفت نظریه از پژوهش این در منظور بدین شود.
متعددی پژوهش های در دانشجویان ریاضی درک بررسی برای نظریه این از می دهد. قرار بررسی مورد آن ها ریاضی طرحواره پیشرفت میزان به

است. شده استفاده ریاضی مسائل حل توانایی و طرحواره پیشرفت میزان بین مستقیم ارتباط علت به [۱۶،۴]
گارسیا و پیاژه طرحواره پیشرفت نظریۀ .۱ .۱

این است؛ گرفته شکل آن ها متقابل روابط و طرحوارە ها سایر اشیاء، فرآیندها، اعمال، توسط که است پیچیده شناختی ساختار یک طرحواره
شود روبرو مسائل حل در مختلف موقعیت های با تا می دهند اجازه او به و هستند مرتبط فرد ذهن در گاهانه ناآ یا گاهانه آ طور به ساختارها،
ارتباطات این دارد. بستگی آن دهندۀ تشکیل ذهنی ساختارهای بین ارتباط ایجاد در او توانایی به مفهوم یک از فرد درک پیچیدگی و عمق .[۲]
بین روابط .[۲] است مهم بسیار مفهوم، به مربوط ریاضی موقعیت های درک منظور به فرد توانایی در آن انسجام که هستند طرحواره یک اساس
طرحوارە ها، تکامل توصیف برای باشد. متفاوت مختلف افراد در است ممکن پیشرفت این و می یابند تکامل پویا صورت به طرحواره یک اجزای
طرحواره پیشرفت مراحل با همراه مراحل این ادامه در .[۴] است شده پیشنهاد (۱۹۸۳) گارسیا و پیاژه توسط Trans و Inter ،Intra گانه۷ سه

می گردد. بیان درخت
ساختارهای با معنادار طور به ساختارها این و می گیرد نظر در جداگانه را طرحواره در موجود اشیاء و فرآیندها اعمال، فرد ،Intra مرحله در
به قادر اما هستند مرتبط هم با نوعی به طرحواره در ساختارها برخی می داند فرد دیگر عبارت به .[۴] ندارند ارتباط مشابه ماهیت با دیگر شناختی
قضایای و تعاریف،گزارە ها شامل مختلفی اشیاء و فرآیندها اعمال، درخت، طرحواره از Intra مرحلۀ در فرد .[۴] نیست رابطه توجیه یا توضیح
عنوان به می کند. کار ایزوله صورت به و هم از جدا آن ها با و نمی باشد شده ذکر موارد دادن ارتباط به قادر اما دارد، ذهن در درخت با مرتبط
درخت دیگر قضایای از اگرچه و می کند بررسی را بودن دور بدون و همبندی گراف، یک بودن درخت تشخیص برای مرحله این در فرد مثال،
به نیاز که ندارد را درخت پیرامون مسئلە ای حل توانایی فرد مرحله، این در نیست. درخت تشخیص فرآیند با آن ها پیوند به قادر اما است گاه آ

می شود. سردرگمی دچار بعضاً و است آن حل برای قضیه و گزاره تعدادی هماهنگی
منجر ساختار یک در تغییر چگونه که می دهد توسعه را خود دانش و می کند ریاضی ساختارهای بین هماهنگی ایجاد به شروع فرد Inter مرحله در
شروع فرد درخت، طرحواره از Inter مرحلۀ در .[۴] کند توجیه یا دهد توضیح را ریاضی روابط می تواند و می شود دیگر ساختارهای در تغییر به
محدودیت هایی با و نگرفتە است شکل کامل طور به هماهنگی این اما می کند؛ درخت با مرتبط قضایای و گزارە ها از تعدادی کردن هماهنگ به
از یال ها تعداد اگر و می کند بررسی را یال ها و رئوس تعداد بین رابطۀ گراف یک بودن درخت تشخیص برای فرد مثال، عنوان به است. روبرو

1Hazzan & Hadar
2Medová, Páleníková, Rybanský, and Naštická
3González
4Notation graphic
5Cayley

می نامند. بدیهی گراف را یال بدون و رأس یک با ۶گراف
7Triad
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او که ببرد کار به گونە ای به دیگری جای در را قضیه این است ممکن اما نیست. درخت گراف که می گیرد نتیجه نباشد، کمتر یکی رئوس تعداد
سازد. منحرف صحیح جواب از را

از گاهی آ طرحواره، ساختارهای متقابل ارتباط شامل مرحله این می کند؛ هماهنگ را Inter مرحله در شده ایجاد روابط فرد ،Trans مرحله در
بین ارتباط شناسایی ،Inter سطح در گفت، می توان کلی طور به .[۴] رود کار به طرحواره است ممکن که است مسئلە ای وضعیت و ویژگی ها
قبل مرحله در شده شناسایی ارتباط های که است زمانی ،Trans مرحله و است شدن شروع حال در آن ها بین انتقال و مختلف اشیاء و فرآیندها
پیوند و کردن هماهنگ به قادر فرد درخت، طرحواره از Trans مرحلۀ در .[۱] شوند ظاهر منسجم ساختارهای از ساختمان یک صورت به
می تواند ترتیب این به و می دهد شکل خود ذهن در را منسجمی طرحوارۀ فرد دیگر عبارت به است. درخت با مرتبط قضایای و گزارە ها کلیۀ
از دهد. پیوند یکدیگر با نیاز صورت در و نماید استفاده را قضایا و گزارە ها کدام باید درخت با مرتبط مسئله یک با مواجهه در دهد تشخیص
استفاده [۴] متغیره یک توابع و [۱] دوم و اول مشتق ، [۱۶] خطی جبر ،[۶] زنجیرە ای قاعدۀ نظیر مباحثی در تاکنون طرحواره پیشرفت نظریه

است. نرفته کار به درخت مبحث جمله از گراف نظریه مباحث مورد در نظریه این تاکنون اما است؛ شده
پژوهش انجام روش .۲ .۱

نظریۀ درس دانشگاه این در است. کشور شرق دانشگاە های از یکی ریاضی رشتۀ کارشناسی دانشجویان شامل حاضر پژوهش آماری جامعۀ
از بودند. درس این گذراندن حال در دانشجو ۴۵ ،۱۳۹۹ −۱۴۰۰ تحصیلی سال دوم نیمسال که در می شود ارائه ترم هر در آن کاربرد و گراف
دوم نیمۀ در دانشجو، هر برای قبلی وقت تعیین با محققین شدند؛ داوطلب نفر ۱۸ یافته ساختار نیمه مصاحبۀ انجام منظور به دانشجویان این
آنلاین ارتباط صورت به مصاحبه انجام کرونا بیماری همە گیری به توجه با کردند. مصاحبه جداگانه صورت به نفر هر با ،۱۴۰۰ ماه اردیبهشت
گردید انتخاب و طراحی سؤال نه درخت، مبحث از دانشجویان درک سطح بررسی منظور به پژوهش، این در گردید. ضبط مکالمات کلیۀ و انجام

است: شده معرفی ادامه در سؤال چهار که
کنید. توجیه را خود پاسخ است؟ درخت زیر گراف آیا (۱

چرا؟ دارد؟ وجود (۴،۳،۳،۳،۲،۲،۱،۱،۱،۱،۱) درجات دنباله با درختی آیا (۲
تعداد می باشند یک درجه از T درخت رئوس بقیه و ۲ درجه با رأس هشت و ۵ درجه با رأس شش و ۷ درجه با رأس پنج دارای T درخت (۳

کنید. مشخص را T درخت در یک درجه با رئوس
|E (G)| = |V (G)| − 𝑘 دهید: نشان باشد. مؤلفه k با جنگل یک Gکنید فرض (۴

اصلی نتایج .۲
چهار ،Intra سطح در دانشجو ۱۱ مصاحبه، در کننده شرکت دانشجوی ۱۸ از مصاحبه، سؤالات به دانشجویان پاسخ های بررسی با مجموع در
پیشرفت مراحل از یک هر در دانشجویان عملکرد از نمونە هایی ادامه در گرفتند. قرار Trans سطح در دانشجو سه و Inter سطح در دانشجو

می کنند. منعکس را درخت طرحواره اجزای بین روابط ساخت از شواهدی نمونە ها این می شود. بیان درخت طرحواره
نظیر ویژگی هایی و گراف یک بودن درخت تشخیص طرحوارۀ بین نتوانستند یک سؤال حل در گرفتند قرار Intra سطح در که دانشجویانی
این واقع در کنند؛ برقرار ارتباط است کمتر یکی رئوس تعداد از یال ها تعداد درخت در یا دارد وجود یک درجه رأس دو حداقل درخت در
با شد خواسته آن ها از اینکه از پس اما دادند؛ پاسخ یک سؤال به بودن دور بدون و همبندی بررسی یعنی درخت تعریف از استفاده با دانشجویان
نیمی از بیش طرحوارۀ که است امر این دهندۀ نشان عملکرد این نبودند. دیگری روش بیان و توجیه به قادر دهند، پاسخ سؤال این به دیگری روش
مختلف اجزای بین ارتباط درخت تشخیص طرحوارۀ در دیگر عبارت به دارد. قرار Intra مرحلۀ در درخت، تشخیص مورد در دانشجویان از
∑v∈V(G) ⅾeg (v) = ۲ หE(G)ห (۱) رابطه دو هماهنگی به نیاز مصاحبه سه و دو سؤال همچنین است. نگرفته شکل آن ها ذهن در طرحواره
در است شده استفاده آن حل در شده ذکر رابطه دو از که سه سوال به دانشجویان پاسخ از نمونە ای دارد؛ หE(T)ห = หV(T)ห − ۱ (۲) و
است. زمان بر بسیار شکل رسم با سه سؤال اما است، شدن حل قابل نیز شکل رسم با سؤالات این است ذکر به لازم می شود. مشاهده ۱ شکل
در که دادند پاسخ سؤالات این به شکل رسم با عدە ای و نبودند فوق روابط توجیه و هماهنگی به قادر داشتند قرار Intra سطح در که دانشجویانی
مصاحبه چهار سؤال به پاسخ در دانشجویان این همچنین، .(۲ (شکل رسید نتیجه به دانشجو یک فقط زیاد، زمان صرف از پس سه، سؤال مورد
این در موفقیت عدم لذا است. حل قابل (۲) رابطه از استفاده با و است درخت یک جنگل مؤلفه هر اینکه از استفاده با سؤال این بودند. ناموفق

باشد. دانشجویان درخت طرحوارۀ در جنگل و درخت مفهوم دو ویژگی های بین ارتباط برقراری در ناتوانی دهنده نشان می تواند سؤال
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(۲) و (۱) روابط کمک به سه سؤال به دانشجویان از یکی پاسخ :۱ شکل

گراف رسم با سه سؤال به دانشجویان از یکی پاسخ :۲ شکل

درخت طرحواره اجزای بین روابط بعضی ایجاد بر شواهدی دانشجویان این گرفتند. قرار Inter سطح در دانشجو چهار گردید اشاره همانطورکه
بودند. روبرو مشکلاتی با طرحواره اجزای بین ارتباط هنگام موارد بعضی در و دهند شکل منسجمی طرحواره بودند نتوانسته هنوز اما دادند، نشان
بیان و بود شده مطرح کلاسشان در که کیلی قضیۀ اثبات برای استفاده مورد روش از مصاحبه دو سؤال حل برای دانشجویان این مثال، عنوان به
کردند قضیه این انجام صرف را زیادی زمان چه اگر دانشجویان این کردند. استفاده 𝑛𝑛−۲ با است برابر رأسی n نشان دار۸ درختان تعداد می کند
گونۀ به ارتباط این ولی بودند کردە   ایجاد را طرحواره اجزای بین ارتباط دانشجویان این واقع در نرسیدند. قبولی قابل نتیجۀ به هیچکدام اما
(۱) رابطۀ می کرد گمان نکرده بود، استفاده سه سؤال حل در برده نام روابط از که دانشجویی دیگر، نمونە ای عنوان به نشده بود. ایجاد مناسبی

می سازد. آشکار را درخت طرحواره اجزای بین مناسب ارتباط عدم نیز موضوع این که نیست؛ درخت ها به مربوط
به را طرحواره مختلف اجزای بین ارتباط دانشجویان این گرفتند. قرار Trans مرحلۀ در دانشجو سه دانشجویان جواب های بررسی با انتها در
اشاره بودن درخت تشخیص برای موجود ویژگی های و روابط به یک سؤال در آن ها بودند. برخوردار منسجمی طرحواره از و کرده ایجاد خوبی
در و کردند؛ عمل موفق چهار سؤال در همچنین و دادند؛ پاسخ سؤالات این به شده ذکر روابط بین هماهنگی ایجاد با سه و دو سؤال در کردند؛

باشد. درخت طرحواره اجزای بین نامناسب ارتباط از ناشی که ندادند نشان رفتاری مصاحبه حین

است. شده نشان دار نظر مورد گراف گوییم آنگاه کنیم، برچسب گذاری ... ،۲ ،۱ اعداد با را گراف یک رأس های ۸اگر
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نتیجە گیری و بحث .۳
نهایت در و داد قرار بررسی مورد را مصاحبه سؤال نه به دانشجویان پاسخ های گارسیا، و پیاژه طرحواره پیشرفت نظریه از استفاده با پژوهش این
در طرحواره، یک اجزای بین مناسب ارتباط عدم دارند. قرار درخت طرحوارۀ از Trans سطح در دانشجویان درصد ۱۵ تقریباً شد مشخص
با f نمودار رسم در اساسی مشکلات دانشجویان که دریافتند پژوهشی در نیز [۱] علم الهدایی و برجی شد. مشاهده دانشجویان از نیمی از بیش
اطلاعاتی تابع، پیوستگی نظیر نمودار رسم برای که شروطی کردن هماهنگ به قادر دانشجویان اکثر دارند؛ مسئله در شده داده شرایط از استفاده
از Trans سطح در پژوهش این در حاضر دانشجوی ۱۴ از دانشجو یک فقط و نیستند می شود، داده آن ها به دوم و اول مشتق تابع، حد مورد در
برجی ضمنی مشتق گیری مفهوم پیرامون دیگر پژوهشی در داشت. قرار بود، شده گرفته نظر در منظور این به که فاصله و خصوصیت طرحوارۀ
در نفر چهار ،Inter مرحله در نفر ۱۸ طرحواره پژوهش، در نموده شرکت دانشجوی پنج و بیست از که نمودند گزارش [۴] مارتینز⁃پلانل۹ و
این در شده انجام پژوهش های راستای در حاضر پژوهش نتایج نمود بیان می توان لذا داشت. قرار trans مرحله در نفر سه تنها و ،Intra مرحله

است. نظری چارچوب
موضوع این می گیرند. نظر در جداگانه طور به را درخت طرحوارۀ در موجود شناختی ساختارهای دانشجویان اکثر داد نشان پژوهش این نتایج
شود. مشکل دانشجویان برای دارد، طرحواره اجزای بین مناسب ارتباط به نیاز که مصاحبه) چهار سؤال (مانند سؤالات بعضی حل بود شده سبب
مسائل حل برای مختصرتری و کوتاه روش های از که می دهد را امکان این فرد به درخت مفهوم پیرامون منسجم طرحوارۀ داشتن این بر علاوه
استفاده با یک، سؤال در بودند؛ کردە  ایجاد حدودی تا را طرحواره اجزای بین ارتباط که فراگیرانی مثال، عنوان به کند. استفاده زمینه این در ریاضی
استفاده سؤال این حل برای درخت، تعریف از استفاده تنها به نسبت آسان تری روش های از درخت، توانستند به مربوط ویژگی های و روابط از
یک ایجاد جهت در دانشجویان به کمک اهمیت بر مطالعه این بنابراین شد. مشاهده نیز مصاحبه سه و دو سؤالات به پاسخ در موضوع این کنند.
حل در طرحواره اجزای بین مناسب ارتباط ایجاد که همانطور است ذکر به لازم همچنین می کند. تأکید درخت مفهوم پیرامون منسجم طرحواره
در نامناسب ارتباطات این از نمونە ای شود. سؤالات حل حین در سردرگمی موجب می تواند نامناسب ارتباط ایجاد است؛ کمک کننده سؤالات
سعی بر علاوه مفهوم این یادگیری و یاددهی در بنابراین گردید. مشاهده مصاحبه سه سؤال حل در گرفتند قرار Inter سطح در که دانشجویانی
نامناسب ارتباطات ایجاد از پیشگیری جهت در اقداماتی باید منسجم، طرحوارۀ یک ایجاد و درخت طرحوارۀ مختلف اجزای بین ارتباط ایجاد در
به مربوط ویژگی های و روابط قضایا، جزئیات و کاربرد از دانشجویان کامل گاهی آ برای تلاش می تواند اقدامات این از یکی پذیرد. صورت

باشد. آن ها طوطی وار حفظ از جلوگیری و درخت
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چکیده
دانش آموزان تحصیلی خودتنظیمی برپیشرفت یادگیری راهبرد های آموزش اثربخشی بررسی پژوهش این ازانجام هدف
−۱۴۰۰ تحصیلی سال در شهرنکا ششم پایه دانش آموزان کلیه را پژوهش این آماری می باشد.جامعه شهرنکا ششم پایه
پسران) را درصد ۵۴̸۲۰ و دختران را درصد می باشد(۴۵̸۸۰ پسر) ۶۰۶ و ۵۱۲دختر نفر( ۱۱۱۸ تعدادشان که ۱۳۹۹ 
روش با که می باشد دختر) ۱۳۰ و پسر دانش آموز(۱۵۶ نفر ۲۸۶ تعداد پژوهش مورد نمونه حجم می دهند. تشکیل
و کنترل گروه دردو دانش آموزان این اند. شده انتخاب مورگان جدول براساس چندمرحلە ای تصادفی گیری نمونه
دانش ولی کردند خودتنظیمی دریافت راهبرد  های آموزش ۷جلسه آزمایش گروه آموزان قرارگرفتند.دانش آزمایش
است.جمع گرفته صورت آزمایشی نیمه روش به بررسی این نکردند. دریافت آموزشی نوع هیچ منترل گروه آموزان
تحصیلی پیشرفت و گروت دی و پینتریج (ⅯSⅬQ) یادگیری در انگیزشی راهبرد های پرسشنامه طریق از دادە ها آوری
برای و است شده انجام جاری، سال خرداد و بهمن در –توصیفی کیفی کارنامه در ریاضی وضعیت بررسی طریق از
آزمایش گروه بین که داد نشان P<۰۵ .۰ تعیین ضریب با نتایج شد. استفاده SPSSافزار نرم از دادە ها تحلیل و تجزیه
درس در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بر معناداری اثر خودتنظیمی  یادگیری راهبرد های آموزش کنترل، گروه و

دارد. ریاضی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

خودتنظیمی  یادگیری راهبرد های
خودتنظیمی  راهبرد های آموزش

تحصیلی پیشرفت
ریاضی درس

مقدمه .۱
تحصیلی عملکرد همواره گیرد. قرارمی توجه مورد آموزشی نظام ارزیابی برای مهم شاخص یک عنوان به دانش آموزان تحصیلی عملکرد امروزه
توانایی معرف تحصیلی معدل و نمرات نیز آموزان دانش برای و شود می محسوب معلمان عملکرد ارزیابی راههای ازمهمترین یکی دانش آموزان،
پژوهشگران و والدین آموزان، دانش معلمان، برای همواره تحصیلی عملکرد رو، ازاین باشد. بالاترمی تحصیلی مقاطع به ورود برای آنها علمی های
با مرتبط و موثر عوامل شناخت بر را خود پژوهشهای بسیاری تربیتی متخصصان و محققان علت، همین به و است بوده اهمیت حائز تربیتی حوزۀ
در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت به آموزشی نظامهای کارایی و موفقیت .(۲۰۱۵ باتلر، و رامبرگر (پالاردی، اند کرده متمرکز تحصیلی پیشرفت
اشتیاق یا میل تحصیلی، موفقیت یا تحصیلی منظورازپیشرفت ازابوطالبی،۱۳۹۹). نقل خوانساری،۲۰۲۰،به دارد)طالبی، بستگی تحصیلی های دوره
مهمویی است(مومنی وابسته شخص وتوانایی کوشش به درآنها موفقیت که است وتحصیلی آموزشی درفعالیتهای وشرکت موفقیت کسب برای
درموضوع خصوصی یا عمومی اکتسابی مهارت یا ازمعلومات است عبارت تحصیلی پیشرفت آبادی،جوادیان،۱۴۰۰). ازجنا نقل وبارزای،۱۳۹۵،به
از یکی ریاضی پیشرفت انگیزە ی یارمحمدیان،۱۳۹۵). ازسیادتیان، نقل فین،۲۰۱۲،به آموز.(سوت دانش یک تحصیلی جایگاه وتجلی درسی های
سطح چه هر می باشد. آینده در شغلی و تحصیلی موفقیت  های و پیشرفت کنندە ی پیش بینی و تربیتی روانشناسی حوزە ی در مهم بسیار متغیر های
رفتاری اختصاصی علت و انسان رفتار ساز فعال عامل انگیزه، که آنجا از می یابد. افزایش یادگیری به آن ها قه علا باشد، بیشتر دانش آموزان انگیزش
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آموزش بر آن تاثیر و می شود محسوب یادگیری برای مهم نیازی پیش پیشرفت، انگیزە ی می کند. ایفا مهمی را نقش یادگیری در می باشد، مشخص
و آموزش در مباحث اساسی ترین از یکی می تواند می گذارند تاثیر پیشرفت انگیزە ی بر که عواملی شناسایی رو این از است. روشن یادگیری و
است. مسئله وحل گيری تصميم استدلال، گری، انتخاب توانايي  های نيازمند زيستن خوب کنونی جامعه در .(۱۳۹۴ (عطایی، باشد. پرورش
دست به پژوهش مدد به که است ای یافته سازمان دانش گرو در جوامع توسعه دارد. توانايی هايی چنين ايجاد در بزرگ رسالتی پرورش، و آموزش
ملاک از یکی تواند می جوامع در ریاضی دانش کارگیری به سطح لذا باشد؛ می پژوهشی های یافته این از بسیاری اساس ریاضیات و است آمده
ریاضی مباحث گنجاندن با هستندکه تلاش در دنیا سراسر در آموزش های نظام امروزه اساس، براین باشد(احساندوست،۱۳۹۶). توسعه های
تحولات با همگامی برای را آنها و کنند کمک خود یادگیرندگان در منطقی استدلال قدرت و ذهنی های توانایی پرورش به خود درسی برنامه در
پیشرفت اهمیت به توجه با (۱۳۹۴ نیکبخت، و لواسانی غالمعلی جهرمی، قربان (رستگار، کنند یاری آینده زندگی و فناوری پیشرفتهای و علمی
نظایر و (۱۳۸۲ انگیزشی(کجباف، باور های (۱۳۸۶ (صمدی، تربیتی روش  های همانند تحصیلی پیشرفت در گذار تاثیر عوامل محققان، تحصیلی،
(مردعلی، تنظیمی است. خود عامل باشد، گذار تاثیر تحصیلی پیشرفت در است ممکن که مهم عوامل از یکی دادە اند. قرار دقت مورد را آن ها
یافتە  های و انگیزش مفهوم روشن تر درک به منجر تغییر این که است داده رخ انگیزش مطالعه در توجهی قابل تغییر گذشته سالیان طی در (۱۳۸۷
طرف از همواره یادگیری اساسی مولفە ی دو عنوان به عاطفه و شناخت .(۱۳۹۲ (جلالی، است. گردیده تربیت و تعلیم با مرتبط تکرار قابل
کردن، درک دانش، قبیل از ذهنی اعمال و توانایی ها از پار های برگیرندە ی در شناخت و است گرفته قرار تاکید مورد مربیان و روان شنآسان تربیتی
ارتباط در این ها نظایر و ارزش گذاری نگرش، هیجان، انگیزش، قبیل از مسائلی با بیشتر عاطفه می باشد. استدلال و قضاوت تفکر، دادن، تشخیص
درون از آنقدر انگیزش و یادگیری که معتقدند محققان برخی حقیقت در است، یادگیری و تدریس مهم جنبه انگیزش منبع). (همان می باشد.
و انگیزش بین قوی مثبت همبستگی رابطه این شاهد .(۲۰۱۰ ندارد(مورنو، وجود انگیزش درک بدون یادگیری درک امکان که وابستە اند هم به
یاد بیشتر دارند، یادگیری برای کمتری انگیزش که آنان با مقایسه در یادگیری برای بالاتر انگیزش دارای دانش آموزان است. تحصیلی پیشرفت
که نتایجی خاطر به انگیزش واقعی دنیای در .(۲۰۱۰ مورنو۲، از نقل به ،۲۰۰۱ استولتزفوس۱، موردل، درموت، (مک می کنند پیشرفت و می گیرند
قلمداد پیگیری به علاقمندی و درسی تکلیف انجام جهت در یادگیرنده به دهنده نیرو عامل تحصیلی انگیزش می باشد. ارزش با بسیار دارد بر در
در برخوردارند بالایی تحصیلی انگیزش از که فراگیرانی می دارد بیان (۱۹۹۰) گروت۴ دی و پینتریچ ۲۰۰۹)پژوهش استفانس۳، و (آرتینو می شود
نظریه مهمی دارد جای پرورشی روانشناسی در که انگیزش به مربوط نظریە  های از .یکی دارند برتری آموزشی موقعیت فراگیران سایر با مقایسه
تلقی شایسته و کفایت با انسانی تا می برد کار به خود فعالیت  های در فرد که دارد اشاره ش هایی تلا به نظریه این می باشد. پیشرفت”> ”<انگیزش
(۱۹۵۳)به دیگران و اتکینسون۶ کللند، مک سپس دانست. شخصیت رشد در عاملی را آن و کرد مطرح موری۵(۱۹۳۸) را اصطلاح این شود.
و می کوشند تحصیلی رشته یک در برتری به دستیابی برای که کسانی اند پیشرفت، انگیزه دارای افراد آنان، نظر از پرداختند. پدیده این مطالعه
که دادە اند نشان نیز پژوهش ها .(۱۳۹۴ (عطایی، دارند. پیشرفت به شدیدی نیاز افراد این دیگر، عبارت به پاداش تا است پیشرفت کسب هدفشان
درجهت را برنامە ریزی ها بهترین بالا پیشرفت انگیزش با افراد و دارد هوش با مقایسه در تری مطلوب اهمیت یادگیری در دانش آموزان انگیزش
انجام پژوهش  های که است این بر فرض است. ریاضیات یادگیری در مهم مقوله یک ۲۰۰۵)انگیزش (ایوانس۷، می دهند. انجام زمان از استفاده
(کلوسترمن، است. متفاوت کلی طور به انگیزش از طور همین و است زمینە ها سایر در انگیزش از متفاوت ریاضیات در انگیزش روی بر شده
درآموزش موفقیت عوامل ترین مهم از و گرفته قرار دانشمندان توجه مورد که است مفاهیمی مشهورترین از یکی انگیزه منبع). ۱۹۹۷)(همان
در وپایداری تحصیلی پیشرفت با وبسیار شود می گرفته درنظر یادگیری درفرایند توجه قابل ساختار یک عنوان به آید.انگیزه می حساب به عالی
می قرار فردی عوامل حوزه در که آموزان دانش تحصیلی موفقیت عوامل مهمترین از یکی اخیر، سالهای در دارد(کارابیک،۲۰۲۰). ارتباط مدارس
خودتنظیمی ساز های . (۲۰۱۹ (اتس، باشد می خودتنظیمی یادگیری است، بوده وتربیت تعلیم نظران صاحب و پژوهشگران توجه کانون و گیرد
درموقعیت  های وخالقانه مناسب واستفاده ریاضی مفاهیم بر تسلط که هستند بیانگرآن پژوهش ها شد. طرح بندورا سوی از سال۱۹۶۷ از که است
برعملکرد خودتنظیمی راهبردهای آموزش .(۱۳۸۵ همکاران، و (سیف خودتنظیمی است یادگیری موثرازراهبرد های بکارگیری مستلزم مختلف،
پیشرفت افزایش در تواند می (و ۲۰۱۸ ، ویویان و فالکنر گارسیا، ۲۰۱۸؛ ، وندیولد و دیواس کیر، و هیروگ، )دیاسمول، تأثیرمی گذارد دانش آموزان
دانش تحصیلی وعملکرد یادگیری مهم جنبه یک خودتنظیمی، باشد. مؤثر ( ۱۳۹۶ پورفاز، و مرزیه اردونی، ۱۳۹۷؛ زارعی، و زاده )جلیل تحصیلی
یادگیری به آموزان دانش چگونه و چرا بدانند که هستند سؤالات این دنبال به کلی طور به خودتنظیمی نظریە های است. کلاسی محیط در آموزان
چگونه دانش آموزان دیگر بیان به بدانند؟، خود تحصیلی کارهای و خود مورد در می باید را چیزی چه مستقل یادگیری برای و می آورند؟ روی
گردد؟(ریسانن، می آنها تلاش افزایش موجب رفتاری و فراشناختی شناختی، راهبردهای انتخاب چگونه و می کنند؟ هدایت را خود یادگیری
سازگاری و دارد یادگیری و آموزش فرآیند در ارزشمندی پیامدهای خودتنظیمی راهبردهای آموزش .(۲۰۱۶ ، لیندبلوم⁃یالنی و پوستاروف
در را خود رفتارهای یا و عواطف شناخت، مشابه فرآیندهای یا خودتنظیمی توسعه با آموزان دانش که است آن مستلزم درمدرسه موفقیت و
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دردانش یادگیرندگان که می شود باعث خودتنظیمی راهبردهای آموزش .(۲۰۱۳ ، (کازان کنند وتقویت دهند گسترش اهداف به دستیابی جهت
چگونه همچنین دهند. سوق فردی اهداف و پیشرفت جهت در را خود ذهنی فرآیندهای چگونه که بدانند و کرده مهارت کسب فراشناختی
راهبردها اين ويژگی شناختی،۲۰۱۷).از (برادبنت کنند خودسنجی و برنامە ریزی،خودنظارتی،خودکنترلی به اقدام ، یادگیری مختلف مراحل در
راهبرد های مدل دراين کرد. تنظيم رياضی مسئله حل عاطفی ــ شناختی )مدل ۱۹۹۶) مونتاگو۸ اساس براين هستند. آموزش قابل که است اين
ديگر روش هر يا عمليات سمبل ها، مسئله، نمودار شکل، رسم با مسئله ترجمان مسئله، مجدد بيان مسئله، خواندن از: عبارتند مسئله حل شناختی
یادگیری راهبردهای بین که داد نشان نتایج (۱۳۹۵) نژاد سبحانی و عابدی پژوهش در دهد. نشان فهم تر قابل و روشن تر شيوە های به را مسئله که
انگیزش نسبی سهم علاوه، به دارد. وجود معناداری رابطه آموزان دانش ریاضی تحصیلی عملکرد با تحصیلی پیشرفت انگیزش و خودتنظیم
در %است. ۱۸ %و ۲۰ ترتیب به ریاضی درس در آموزان دانش تحصیلی عملکرد تبیین در خودتنظیم یادگیری راهبردهای و تحصیلی پیشرفت
تا شد آن بر سعی پژوهش این در ریاضی، درس ویژه به و تحصیلی پیشرفت در انگیزشی باور های خودتنظیمی و نقش اهمیت به توجه با نتیجه

شود. بررسی درس این در تحصیلی پیشرفت با را انگیزشی) باور های (خودتنظیمی و عامل دو این رابطه

روش .۲
تحصیلی۱۴۰۰− سال در نکا شهر ششم پایه دانش آموزان بر تنظیمی  خود راهبرد  های آموزش بخشی اثر محقق قصد پژوهش اين در اینکه به توجه با
آموزش تحت گروه تغييرات مقايسه تنظیمی به خود راهبرد  های آموزش اجراي با محقق كه چرا مى  شود. استفاده آزمايشي شبه ازروش است، ۱۳۹۹ 
شدند. انتخاب نمونه عنوان به مورگان جدول از استفاده با نفر ۲۸۶ نکا، شهر ششم پایه آمـوزان دانـش از نفر ۱۱۱۸ بین از مي  پردازد. گواه گروه با
عنوان به نفر ۶۵ و دختران آزمايش گروه عنوان به ۶۵نفر تعداد ساده، تصادفی گیری نمونه روش به بودند. پسر ۱۵۶نفر و دختر نفر ۱۳۰ شامل که
آزمایش، گروه برای می گردند. انتخاب پسران کنترل گروه عنوان به نفر ۷۸ و پسران آزمايش گروه عنوان ۷۸نفربه تعداد و دختران کنترل گروه

نکرد. دریافت را آموزشی هیچ کنترل گروه شدو داده خودتنظیمی آموزش راهبرد های ای، دقیقه جلسه۴۵ طی۷

ابزار .۳
پرسشنامه از انگیزشی باور های متغیر به مربوط دادە ها جمع آوری برای پژوهش این در ⅯSⅬQ): ) یادگیری برای انگیزشی راهبرد های پرسشنامه
(۲۵ماده) انگیزشی باور های بخش دو شامل که است شده استفاده (۱۹۹۰) دی گروت و پینتریج (ⅯSⅬQ) یادگیری برای انگیزشی راهبرد های
خرده سه (۲۵ماده)، انگیزشی باور های مقیاس است ماده ۴۷ مقیاس این مادە  های مجموع و می باشد خودتنظیمی (۲۲ماده) یادگیری راهبرد های و
دو دارای نیز خودتنظیمی (۲۲ماده) یادگیری راهبرد های مقیاس و می شود شامل را امتحان اضطراب و درونی ارزش گذاری خودکارآمدی، آزمون،
انگیزش اندازە گیری برای (۱۹۹۰) دی گروت و پینتریج توسط پرسشنامه این خودتنظیمی می باشد. و شناختی راهبرد های از استفاده آزمون خرده
گزینە های پنج پاسخ”> ”<بسته آزمون نوع از پرسشنامه این مادە  های است. شده تهیه یادگیرندگان فراشناختی و شناختی راهبرد های از استفاده و
روش از انگیزشی، یادگیری راهبرد های پرسشنامه روایی پایانی بررسی برای دی گروت و پینتریج موافقم=۵) کاملا́ تا ،۱= مخالفم کاملا́ (از است
امتحان اضطراب ،(%۸۷) درونی ارزش گذاری ،(۰̸۸۳) خودکارآمدی مقیاس کردند. مشخص را عامل پنج و کردند استفاده عواملی تحلیل
روش از استفاده با را آزمون کل پایانی (۱۳۷۶) نژاد موسوی چنین هم ،(۰̸۷۴) نظم دهی خود و ،(۰̸۸۳) شناختی راهبرد های از استفاده ،(۰̸۷۵)
(۱۹۹۰) دی گروت و پینتریج تحقیق در استفاده مورد گویە  های ،(۱۳۷۷) رامشه حسینی تحقیق در است. کرده گزارش ۰̸۸۲ نباخ کرو آلفای
راهبرد های و انگیزشی باور های بخش دو در گویه ۴۷ با ⅯSⅬQ و است شده مطرح دیگری بیان به یابد تغیر آن ها روایی وضعیت اینکه بدون
با آن از بعد و واریماکس چرخشی روش به انگیزشی باور های به مربوط گویە  های ابتدا که ترتیب بدین گرفت. قرار عامل تحلیل مورد یادگیری
گویە  های شد. استخراج ارزش گذاری و خودکارآمدی امتحان، اضطراب عامل سه نامربوط، گویە  های حذف از پس شد. تحلیل ایلیمن چرخش
۷ معلم، پرسش هنگام یا و امتحان انجام هنگام در دانش آموز هیجانی و عاطفی حالات بیان گر گویه ۶ شامل (۰̸۷۷) امتحان اضطراب به مربوط
خودکارآمدی عامل دو این گویە ها، قرابت جهت به داشتە اند. عاملی بار مجزا عامل دو در که گویە ها .(۰̸۶۸) بودن خودکارآمدی به مربوط گویه
جذابیت و اهمیت که بود مربوط (۰̸۴۱) درونی ارزش گذاری به دیگر گویه ۴ و بگیرم) یاد می توانم را درسی مطالب که می دانم (مثلا́ گرفتە اند نام
یادگیری راهبرد های به مربوط گویە  های عوامل تحلیل در دارم). دوست ضعیفم، آن در که هم را درس هایی حتی من (مثلا́، می سنجد را دروس
راهبرد های و (۰̸۶۸) بالا سطح شناختی راهبرد های گردید. استخراج نظم دهی خود و پایین سطح بالا، سطح شناختی راهبرد های عامل سه نیز
قبلی دانش به اطلاعات آن کردن مرتبط و جدید اطلاعات سازمان دهی و طبقە بندی تونایی بیان گر که می شود شامل را سازمان دهی و دهی بسط
پینتریج تحقیق همانند می شود. شامل را برداری یادداشت و ذهنی مرور راهبرد مجزا عامل دو ،(۰̸۶۴) پایین بسط شناختی راهبرد های بود.
بنابراین نشدند. مجزا دیگر هم از تلاش بر نظارت راهبرد های و فراشناختی راهبرد های سازه دو (۱۳۷۶) موسوی نژاد و (۱۹۹۰) دی گروت و
رامشه حسینی خلاصه طور به گرفت. نام (۰̸۵۵) خودنظم دهی نیز رامشه حسینی پژوهش در قبلی محققان نام گذاری طبق سازه دو این ترکیب
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ارزش گذاری و خودکارآمدی امتحان، (اضطراب انگیزشی باور های بخش دو در شده داده نظم خود یادگیری راهبرد های خود، تحقیق در (۱۳۷۷)
پایایی گرفت. قرار بررسی مورد خودنظم دهی) پایین، سطح شناختی راهبرد های بالا، سطح شناختی (راهبرد های یادگیری راهبرد های و درونی)
از کدام هر برای و (۰̸۶۴) با برابر پرسشنامه کل پایایی گرفت. انجام کرونباخ آلفای ضریب محاسبه از استفاده با پژوهش این در پرسشنامه
نظم خود و (۰̸۸۱) شناختی راهبرد از استفاده ،(۰̸۸۴) امتحان اضطراب ،(۰̸۷۵) درونی گذاری ارزش ،(۰̸۷۵) انگیزشی باور های مقیاس  های

شد. محاسبه (۰̸۷۳) دهی

اجرا شيوه .۴
کلاس ها و مدارس تعداد با رابطه در اطلاعاتی و مراجعه نکا شهرستان پرورش و آموزش اداره به دادە ها، جمع آوری و پرسشنامه اجرای برای
کلاس هایی از تصادفی روش به دانش آموز تعدادی و نموده مراجعه آنجا به شده انتخاب مدارس به توجه با سپس شد. گرفته دانش آموزان و
و پژوهش مطلوب اجرای جهت مناسب جوی آوردن فراهم منظور به پرسش نامه اجرای برای و تعیین بودند شده انتخاب روش همین به که
جمع آوری و توزیع سهوی یا عمدی کاستی  های از جلوگیری و بالا دقت منظور به شد. بسته کار به تدابیری آن درونی اعتبار میزان بردن بالا
راجع کامل توضیحات پرسش نامه اجرای از قبل که پذیرفت انجام مدارس همکاران از گرفتن کمک با یا و پژوهشگر  خود توسط پرسش نامە ها
به پاسخ دهی نحوه و پژوهش هدف درباره کلی توضیحات پرسش نامه اجرای از قبل شد. داده همکاران به دانش آموزان پاسخگویی نحوه به
آزمایش، گروه برای شد. جمع آوری پرسش نامە ها شده تعیین زمان اتمام از پس و شد داده دانش آموزان به بودن محرمانه از اطمینان و سوالات
شرح به آموزشی جلسات شرح نکرد. دریافت را آموزشی هیچ کنترل گروه شدو داده خودتنظیمی آموزش راهبرد های ای، دقیقه جلسه۴۵ طی۷

است: زیر
آزمون پیش اخذ و طرح معرفی اول: جلسه

.( سازماندهی و زمان مدیریت هدف، تعیین موضوع سه با ) برنامە ریزی و هدف تعیین : دوم جلسە ی
مطالعه و یادگیری راهبردی بخش : سوم جلسە ی

با وبسط بهترین درسی مطلب یک نویسی مفهومی–خلاصه نقشە ی ) روش ها کاربست و سازماندهی : شناخت) دوم قسمت ) چهارم جلسه
آموزان) دانش توسط قبلی اندختە  های

شناختی راهبرد های آن ها از استفاده چگونگی و چرایی دهی نظم و ارزشیابی و نظارت برنامە ریزی، : فراشناخت) راهبرد های ) پنجم جلسە ی
هدایت و کنترل و شناختی راهبرد های بر نظارت برای هستند تدبیرهایی فراشناختی راهبرد های آن ها، با قیاس در هستند. یادگیری راە  های

آن ها.
ریاضی مسئله حل شناختی راهبرد های : ششم جلسه

جامع مدل یک و شد جمع بندی پژوهشگر و دانش آموزان خود همکاری با طرح هفتم) جلسه(جلسه این در مطالعاتی طرح بررسی : هفتم جلسه
تشکر و تقدیر طرح در کننده شرکت دانش آموزان از و شد ارائه موانع رفع جهت کارهایی راه و شد ارائه دانش آموزان همه استفاده برای

آمد. عمل به

یافتە ها .۵
استفاده روش دو از دادها تحلیل و تجزیه جهت شد. واقع تحلیل و تجزیه مورد spss آماری برنامه طریق از نیاز، مورد اطلاعات استخراج از بعد
−۲ است. آزمودنی ها نمرات میانگین و فراوانی توزیع جداول شامل که توصیفی صورت به پژوهش داد های از بخشی گردید:۱⁃آمارتوصیفی:
از مى گيرد قرار مقايسه مورد آن ها ميانگين كه متفاوت گروه ۲ از استفاده دليل به دادە ها تحلیل و تجزیه برای پژوهش اين در : آماراستنباطی

استفاده  مى  شود. ویتنی من آزمون

می دهند. تشکیل پسران را (۱۵۶نفر) %۵۴̸۵ و دختران را نفر) ۱۳۰) %۴۵̸۵ آماری، نمونه نفر ۲۸۶ بین از که؛ می دهد نشان ۱ جدول دادە  های
۲۷̸۳ و آزمایش گروه در درصد ۲۷̸۳ پسران، %۵۴̸۵ از همچنین گرفتند. قرار کنترل گروه در %۲۲̸۷ و آزمایش گروه در دختران %۲۲̸۷ که

یافتند. اختصاص کنترل گروه به درصد
تلاش، نیازمند دختران از % ۲̸۱ تحصیلی پیشرفت دختران، نفر) ۱۳۰) %۴۵̸۵ از آزمون پیش مرحله در که؛ می دهد نشان ۲ جدول دادە  های
تحصیلی پیشرفت پسران، از نفر) ۱۵۶) %۵۴̸۵ از همچنین و است بوده خوب خیلی سطح در %۱̸۷ و خوب % ۲۵̸۲ قبول، قابل %۱۶̸۴
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جنسیت و آزمودنی ها گروه حسب بر آموزان دانش وضعیت فراوانی توزیع :۱ جدول
جنسیت آزمایش کنترل کل

فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی درصد
دختر ۶۵ %۷ .۲۲ ۶۵ %۷ .۲۲ ۱۳۰ %۵ .۴۵
پسر ۷۸ %۳ .۲۷ ۷۸ %۳ .۲۷ ۱۵۶ %۵ .۵۴

کل جمع ۱۴۳ ۵۰ ۱۴۳ ۵۰ ۲۸۶ %۰ .۱۰۰

آزمون پیش درمرحله جنسیت حسب بر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت وضعیت فراوانی توزیع :۲ جدول
جنسیت تحصیلی پیشرفت

تلاش نیازمند قبول قابل خوب خوب خیلی کل
دختر فراوانی ۶ ۴۷ ۷۲ ۵ ۱۳۰

درصد %۱ .۲ %۴ .۱۶ %۲ .۲۵ %۷ .۱ %۵ .۴۵
پسر فراوانی ۱۰ ۵۷ ۸۳ ۶ ۱۵۶

درصد %۵ .۳ %۹ .۱۹ %۰ .۲۹ %۱ .۲ %۵ .۵۴
کل جمع فراوانی ۱۶ ۱۰۴ ۱۵۵ ۱۱ ۲۸۶

درصد %۶ .۵ %۴ .۳۶ %۲ .۵۴ %۸ .۳ %۰ .۱۰۰

آزمون پس درمرحله جنسیت حسب بر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت وضعیت فراوانی توزیع :۳ جدول
جنسیت تحصیلی پیشرفت

تلاش نیازمند قبول قابل خوب خوب خیلی کل
دختر فراوانی ۱ ۳۴ ۷۱ ۲۴ ۱۳۰

درصد %۳ . %۹ .۱۱ %۸ .۲۴ %۴ .۸ %۵ .۴۵
پسر فراوانی ۶ ۳۰ ۹۴ ۲۶ ۱۵۶

درصد %۱ .۲ %۵ .۱۰ %۹ .۳۲ %۱ .۹ %۵ .۵۴
کل جمع فراوانی ۷ ۶۴ ۱۶۵ ۵۰ ۲۸۶

درصد %۴ .۲ %۴ .۲۲ %۷ .۵۷ %۵ .۱۷ %۰ .۱۰۰

بیشترین آزمون، پیش مرحله در کلی، بطور و است بوده خوب خیلی سطح در %۲̸۱ و خوب % ۲۹̸۰۰ قبول، قابل %۱۹̸۹ تلاش، نیازمند %۳̸۵
می باشد. (%۳̸۸) خوب خیلی سطح در درصد کمترین و (%۵۴̸۲) خوب سطح در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت

تلاش، نیازمند دختران از % ۰̸۳ تحصیلی پیشرفت دختران، نفر) ۱۳۰) %۴۵̸۵ از آزمون پس مرحله در که؛ می دهد نشان ۳ جدول دادە  های
تحصیلی پیشرفت پسران، از نفر) ۱۵۶) %۵۴̸۵ از همچنین و است بوده خوب خیلی سطح در %۸̸۴ و خوب % ۲۴̸۸ قبول، قابل %۱۱̸۹
بیشترین آزمون، پس مرحله در کلی، بطور و است بوده خوب خیلی سطح در %۹̸۱ و خوب % ۳۲̸۹ قبول، قابل %۱۰̸۵ تلاش، نیازمند %۲̸۱

می باشد. (%۲̸۴) تلاش نیازمند سطح در درصد کمترین و (%۵۷̸۷) خوب سطح در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت

آزمون پیش درمرحله آزمودنی ها گروه برحسب آموزان دانش تحصیلی وضعیت پیشرفت فراوانی توزیع :۴ جدول
گروه تحصیلی پیشرفت

تلاش نیازمند قبول قابل خوب خوب خیلی کل
آزمایش فراوانی ۸ ۵۴ ۷۷ ۴ ۱۴۳

درصد %۸ .۲ %۹ .۱۸ %۹ .۲۶ %۴ .۱ %۰ .۵۰
کنترل فراوانی ۸ ۵۰ ۷۸ ۷ ۱۴۳

درصد %۸ .۲ %۵ .۱۷ %۳ .۲۷ %۴ .۲ %۰ .۵۰
کل جمع فراوانی ۱۶ ۱۰۴ ۱۵۵ ۱۱ ۲۸۶

درصد %۶ .۵ %۴ .۳۶ %۲ .۵۴ %۸ .۳ %۰ .۱۰۰
% ۱۸̸۹ تلاش، نیازمند %۲̸۸ تحصیلی پیشرفت نمونه، %۵۰ از آزمایش گروه در آزمون، پیش مرحله در که؛ می دهد نشان ۴ جدول دادە  های
تحصیلی پیشرفت نمونه، %۵۰ از کنترل گروه در همچنین و است بوده خوب خیلی سطح در %۱̸۴ و خوب سطح در %۲۶̸۹ و قبول، قابل
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بیشترین آزمون، پیش مرحله در کلی، بطور و است بوده خوب خیلی سطح در %۲̸۴ و خوب % ۲۷̸۳ قبول، قابل %۱۷̸۵ تلاش، نیازمند %۲̸۸
می باشد. (%۳̸۸) تلاش نیازمند سطح در درصد کمترین و (%۵۴̸۲) خوب سطح در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت

آزمون پس درمرحله آزمودنی ها گروه برحسب آموزان دانش تحصیلی پیشرفت وضعیت  فراوانی توزیع :۵ جدول
گروه تحصیلی پیشرفت

تلاش نیازمند قبول قابل خوب خوب خیلی کل
آزمایش فراوانی ۰ ۵ ۹۵ ۴۳ ۱۴۳

درصد %۰ . %۷ .۱ %۲ .۳۳ %۰ .۱۵ %۰ .۵۰
کنترل فراوانی ۷ ۵۹ ۷۰ ۷ ۱۴۳

درصد %۴ .۲ %۶ .۲۰ %۵ .۲۴ %۴ .۲ %۰ .۵۰
کل جمع فراوانی ۷ ۶۴ ۱۶۵ ۵۰ ۲۸۶

درصد %۴ .۲ %۴ .۲۲ %۷ .۵۷ %۵ .۱۷ %۰ .۱۰۰
خوب % ۳۳̸۲ قبول، قابل %۱̸۷ تحصیلی پیشرفت نمونه، %۵۰ از آزمایش گروه در آزمون، پس مرحله در که؛ می دهد نشان ۵ جدول دادە  های
قابل %۲۰̸۶ تلاش، نیازمند %۲̸۴ تحصیلی پیشرفت نمونه، %۵۰ از کنترل گروه در همچنین و است بوده خوب خیلی سطح در %۱۵̸۰۰ و
در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بیشترین آزمون، پس مرحله در کلی، بطور و است بوده خوب خیلی سطح در %۲̸۴ و خوب % ۲۴̸۵ قبول،

می باشد. (%۲̸۴) تلاش نیازمند سطح در درصد کمترین و (%۵۷̸۷) خوب سطح
دارد؟ تاثیر ششم پایه دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت خودتنظیمی بر یادگیری راهبرد های آموزش آیا تحقیق: اول سوال

ها آزمودنی گروه حسب بر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت مقایسه برای ویتنی من آزمون نتایج :۶ جدول
متغیرها مخدر مواد مصرف تعداد ها رتبه مینگین ها رتبه مجموع z sig

آزمون پیش
آزمایش ۱۴۳ ۸۲ .۱۴۰ ۰۰ .۲۰۱۳۷

۶۱۶ .− کنترل. ۵۳۸ ۱۴۳ ۱۸ .۱۴۶ ۰۰ .۲۰۹۰۴
کل ۲۸۶

آزمون پیش
آزمایش ۱۴۳ ۳۲ .۱۸۲ ۰۰ .۲۶۰۷۲
کنترل ۱۴۳ ۶۸ .۱۰۴ ۰۰ .۱۴۹۶۹ ۹۲۳ .۸ − ۰۰۰ .
کل ۲۸۶

استفاده ویتنی من آزمون از کنترل و آزمایش گروه حسب بر آزمون پس و آزمون پیش مرحله در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت مقایسه برای
درنتیجه (۰۵ .۰ < (sig است بزرگتر ۰̸۰۵ مقدار از آزمون پیش مرحله در معناداری سطح مقدار چون است داده نشان آزمون نتایج است. شده
معناداری آماری تفاوت آزمون، پیش مرحله در کنترل گروه و آزمایش گروه آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین می شود رد تحقیق فرضیه
می شود تایید تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ > (sig است کوچکتر ۰̸۰۵ مقدار از معناداری سطح مقدار آزمون، پس مرحله در اما ندارد. وجود
توجه بر که دارد وجود معناداری آماری تفاوت آزمون، پس مرحله در کنترل گروه و آزمایش گروه آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین
درنتیجه است بوده بیشتر (۱۰۴̸۶۸) کنترل گروه به نسبت آزمایش(۱۸۲̸۳۲) گروه ای رتبه میانگین می شود مشاهده گروه دو ای رتبه میانگین به
تحصیلی پیشرفت خودتنظیمی بر یادگیری راهبرد های آموزش گفت می توان بنابراین بودند. برخوردار بهتری تحصیلی پیشرفت از آزمایش گروه

دارد. تاثیر ششم پایه دانش آموزان ریاضی درس در
دارد؟ تاثیر ششم پایه دختر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی خودتنظیمی برپیشرفت یادگیری راهبرد های آموزش آیا تحقیق: دوم سوال

ویتنی من آزمون از کنترل و آزمایش گروه حسب بر آزمون پس و آزمون پیش مرحله در دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت مقایسه برای
(۰۵ .۰ < (sig است بزرگتر ۰̸۰۵ مقدار از آزمون پیش مرحله در معناداری سطح مقدار چون است داده نشان آزمون نتایج است. شده استفاده
تفاوت ، آزمون، پیش مرحله در کنترل گروه و آزمایش گروه دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین می شود رد تحقیق فرضیه درنتیجه
تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ > (sig است کوچکتر ۰̸۰۵ مقدار از معناداری سطح مقدار آزمون، پس مرحله در اما ندارد. وجود معناداری آماری
وجود معناداری آماری تفاوت آزمون،، پس مرحله در کنترل گروه و آزمایش گروه دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین می شود تایید
بیشتر (۴۵̸۵۴) کنترل گروه به نسبت آزمایش(۸۵̸۴۶) گروه ای رتبه میانگین می شود مشاهده گروه دو ای رتبه میانگین به توجه بر که دارد.
خودتنظیمی بر یادگیری راهبرد های آموزش گفت می توان بنابراین بودند. برخوردار بهتری تحصیلی پیشرفت از آزمایش گروه درنتیجه است بوده

دارد. تاثیر ششم پایه دختر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت
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ها آزمودنی گروه حسب بر دختر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت مقایسه برای ویتنی من آزمون نتایج :۷ جدول
متغیرها مخدر مواد مصرف تعداد ها رتبه مینگین ها رتبه مجموع z sig

آزمون پیش
آزمایش ۶۵ ۸۳ .۶۲ ۰۰ .۴۰۸۴

۹۱۳ .− کنترل. ۳۶۱ ۶۵ ۱۷ .۶۸ ۰۰ .۴۴۳۱
کل ۱۳۰

آزمون پیش
آزمایش ۶۵ ۴۶ .۸۵ ۰۰ .۵۵۵۵
کنترل ۶۵ ۵۴ .۴۵ ۰۰ .۲۹۶۰ ۷۰۱ .۶ − ۰۰۰ .
کل ۱۳۰

ها آزمودنی گروه حسب بر پسر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت مقایسه برای ویتنی من آزمون نتایج :۸ جدول
متغیرها مخدر مواد مصرف تعداد ها رتبه مینگین ها رتبه مجموع z sig

آزمون پیش
آزمایش ۷۸ ۴۸ .۷۸ ۵۰ .۶۱۲۱

۰۰۶ .− کنترل. ۹۹۵ ۷۸ ۵۲ .۷۸ ۵۰ .۶۱۲۴
کل ۱۵۶

آزمون پیش
آزمایش ۷۸ ۲۷ .۹۷ ۰۰ .۷۵۸۷
کنترل ۷۸ ۷۳ .۵۹ ۰۰ .۴۶۵۹ ۹۱۶ .۵ − ۰۰۰ .
کل ۱۵۶

دارد؟ تاثیر ششم پایه پسر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی خودتنظیمی برپیشرفت یادگیری راهبرد های آموزش آیا تحقیق: سوم سوال
استفاده ویتنی من آزمون از کنترل و آزمایش گروه حسب بر آزمون پس و آزمون پیش مرحله در پسر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت مقایسه برای
درنتیجه (۰۵ .۰ < (sig است بزرگتر ۰̸۰۵ مقدار از آزمون پیش مرحله در معناداری سطح مقدار چون است داده نشان آزمون نتایج است. شده
آماری تفاوت ، آزمون، پیش مرحله در کنترل گروه و آزمایش گروه پسر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین می شود رد تحقیق فرضیه
تایید تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ > (sig است کوچکتر ۰̸۰۵ مقدار از معناداری سطح مقدار آزمون، پس مرحله در اما ندارد. وجود معناداری
دارد. وجود معناداری آماری تفاوت آزمون،، پس مرحله در کنترل گروه و آزمایش گروه پسر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین می شود
است بوده بیشتر (۵۹̸۷۳) کنترل گروه به نسبت آزمایش(۹۷̸۲۷) گروه ای رتبه میانگین می شود مشاهده گروه دو ای رتبه میانگین به توجه بر که
پیشرفت خودتنظیمی بر یادگیری راهبرد های آموزش گفت می توان بنابراین بودند. برخوردار بهتری تحصیلی پیشرفت از آزمایش گروه درنتیجه

دارد. تاثیر ششم پایه پسر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی
دارد؟ وجود تفاوت آزمایش گروه در پسر و دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین آیا تحقیق: چهارم سوال

جنسیت حسب بر آزمایش گروه در پسر و دختر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت مقایسه برای ویتنی من آزمون نتایج :۹ جدول
متغیرها جنسیت تعداد ها رتبه مینگین ها رتبه مجموع z sig

آزمون پیش
دختر ۶۵ ۵۰ .۷۱ ۵۰ .۴۶۴۷

۱۴۸ .− پسر. ۸۸۲ ۷۸ ۴۲ .۷۲ ۵۰ .۵۶۴۸
کل ۱۴۳

آزمون پیش
دختر ۶۵ ۸۲ .۷۴ ۰۰ .۴۸۶۳
پسر ۷۸ ۶۵ .۶۹ ۰۰ .۵۴۳۳ ۹۰۰ .− ۳۶۸ .
کل ۱۴۳

است داده نشان آزمون نتایج است. شده استفاده ویتنی من آزمون از آزمایش گروه در پسر و دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت مقایسه برای
می شود رد تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ < (sig است بزرگتر ۰̸۰۵ مقدار از آزمون پس و آزمون پیش مرحله در معناداری سطح مقدار چون

ندارد. وجود معناداری آماری تفاوت ، آزمایش گروه در پسر و دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین
دارد؟ وجود تفاوت کنترل گروه در پسر و دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین آیا تحقیق: پنجم سوال

است داده نشان آزمون نتایج است. شده استفاده ویتنی من آزمون از کنترل گروه در پسر و دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت مقایسه برای
می شود رد تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ < (sig است بزرگتر ۰̸۰۵ مقدار از آزمون پس و آزمون پیش مرحله در معناداری سطح مقدار چون

ندارد. وجود معناداری آماری تفاوت کنترل، گروه در پسر و دختر آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین
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جنسیت حسب بر کنترل گروه در پسر و دختر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت مقایسه برای ویتنی من آزمون نتایج :۱۰ جدول
متغیرها جنسیت تعداد ها رتبه میانگین ها رتبه مجموع z sig

آزمون پیش
دختر ۶۵ ۷۴٫۶۱ ۴۸۴۹٫۵۰

−٫۷۷۱ پسر۰٫۴۴۱ ۷۸ ۶۹٫۸۳ ۵۴۴۶٫۵۰
کل ۱۴۳

آزمون پیش
دختر ۶۵ ۶۹٫۴۳ ۴۵۱۳٫۰۰
پسر ۷۸ ۷۴٫۱۴ ۵۷۸۳٫۰۰ −٫۷۵۱ ٫۴۵۳
کل ۱۴۳

دارد؟ وجود تفاوت خودتنظیمی  یادگیری راهبرد های آموزش از بعد و قبل آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین آیا تحقیق: ششم سوال

یادگیری راهبرد های آموزش از بعد و قبل دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت مقایسه برای ویلکاکسون آزمون نتایج :۱۱ جدول
خودتنظیمی

متغیرها تعداد ها رتبه مینگین ها رتبه مجموع z sig

آزمایش
مثبت رتبه ۰𝑎 ٫۰۰ ٫۰۰

−۸٫۵۲۵𝑎 منفی٫۰۰۰ رتبه ۸۵𝑏 ۴۳٫۰۰ ۳۶۵۵٫۰۰
کل ۱۴۳

کنترل
مثبت رتبه ۱۸𝑎 ۱۵٫۰۰ ۲۷۰٫۰۰
منفی رتبه ۱۱𝑏 ۰۰ .۱۵ ۰۰ .۱۶۵ −۱٫۳۰۰𝑎 ٫۱۹۴

کل ۱۴۳

است. شده استفاده ویلکاکسون آزمون خودتنظیمی از یادگیری راهبرد های آموزش از وبعد قبل آموزان دانش تحصیلی پیشرفت مقایسه برای
تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ > (sig است کوچکتر ۰̸۰۵ مقدار از آزمایش گروه در معناداری سطح مقدار چون است داده نشان آزمون نتایج
آماری تفاوت آزمایش، گروه خودتنظیمی در یادگیری راهبرد های آموزش از بعد و قبل آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین می شود تایید
می شود رد تحقیق فرضیه درنتیجه (۰۵ .۰ < (sig است بزرگتر ۰̸۰۵ مقدار از کنترل گروه در معناداری سطح مقدار چون اما دارد. وجود معناداری
معناداری آماری تفاوت آزمایش، گروه خودتنظیمی در یادگیری راهبرد های آموزش از بعد و قبل آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بین بنابراین

ندارد. وجود

ونتیجە گیری بحث .۶
داشته تأثیر درس در تحصیلی پیشرفت و یادگیری راهبرد های افزایش خودتنظیمی در آموزش که داد نشان دادە ها تحلیل و تجزیه از حاصل یافتە  های
راهبرد های از استفاده میزان بودند، نکرده دریافت آموزش که کنترل گروه با مقایسه در خودتنظیمی، آموزش کننده دریافت دانش آموزان و است
با یافته این داشتند. بالایی تحصیلی پیشرفت همچنین و بودند کرده گزارش بیشتر را منابع مدیریت راهبرد های و فراشناختی راهبرد شناختی،
مصطفایی ،(۱۳۸۹) زارع و علی بخشی ،(۲۰۰۵) شانک ،(۲۰۱۴) مالمبرگ ،۲۰۱۲ ایفنتالر˼، ۲۰۰۸؛ بمبنیوتی، ۲۰۱۰؛ دمیرل، و (توران یافتە  های
(۱۳۸۶) صمدی و (۱۳۹۰) همکاران و عسگری ،(۱۳۹۲) همکاران و یعقوبی ،(۱۳۸۰) شهرآرای و سلیمان نژاد ،(۱۳۸۷) محمدامینی ،(۱۳۸۷)
نظر از خودتنظیم دانش آموزان (۱۹۹۰) پونس مانینز⁃ و زیمرمن پژوهش نتیجه و (۱۹۹۰) دی گروت و پینتریچ نظریه به استناد با است. همسو
اهداف تنظیم خودتنظیمی و آموزش بر مبنی (۲۰۰۵) شانک تحقیقات به توجه با همچنین هستند. دانش آموزان سایر از برتر مراتب به تحصیلی
خودتنظیمی به به می توان و دارد را تحصیلی پیشرفت افزایش و ارتقاء خودتنظیمی قابلیت که کرد استدلال این گونه می توان دانش آموزان، برای
یک خودتنظیمی را (۲۰۰۴) پینتریچ یافت. دست تحصیلی پیشرفت افزایش به می توان آن آموزش با که نگریست تحصیلی مهارت یک عنوان
و انگیزش شناخت، بر می کنند تلاش و کرده تنظیم را خود یادگیری اهداف آن طریق از یادگیرندگان که می داند یافته سازمان و فعال فرایند
است خود تقویت و خودبازبینی ازخود، پرسیدن سؤال خودآموزی، مهارت  های خودتنظیمی شامل یادگیری راهبرد های کنند. نظارت خود رفتار
نتیجه این به خود تحقیق در (۲۰۱۴) مالمبرگ شود. تسهیل یادگیری شان شناختی، فرایند های از استفاده با تا می کند کمک یادگیرندگان به که
این با همسو است. شناختی تنظیم استراتژی و مطالعه تاکتیک از دانش آموزان استفاده چگونگی برای خودتنظیمی وسیل های آموزش که رسید
سهولت و دانش ذخیرە سازی و سازماندهی مانند مهارت هایی یافتند. مؤثر یادگیری در خودتنظیمی را آموزش (۱۳۸۹) زارع و علی بخشی تحقیق
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رمزگردانی مفهومی و نقشه مانند حافظه در اطلاعات ذخیرە سازی و مرور برای استراتژی ها از استفاده و یادداشت برداری آن ها، از بهرە برداری
خودگردان دانش آموزان یابند. تسلط خود مطالعه و یادگیری فرایند بر تا می سازد قادر را دانش آموزان ذهن، به دادن نظم راهبرد های آموزش و
محیط ایجاد و فرایند این کنترل با قبلی، اطلاعات با ارتباط ایجاد و اطلاعات کردن معنادار با زمان همان می کنند سعی معلم تدریس درهنگام
آموزش تأثیر بررسی هدف با (۱۳۸۸) همکاران و اشعری پژوهش ببرند. بالا را خود تحصیلی عملکرد و بگیرند یاد را مطالب مناسب، یادگیری
۱۰ طی آزمایشی گروه برای که بود پایین عملکرد با دختر دانش آموزان بین در خودتنظیم یادگیری تحصیلی عمکرد خودتنظیمی بر راهبرد های
مطالب تطبیق و مطالب مرور محیط، ساخت دهی اطلاعات، سازماندهی گذاری، هدف خودارزیابی، شامل خودتنظیم یادگیری تکنیک  های جلسه
نظر از کنترل و آزمایشی گروه بین که داد نشان نتایج پیگیری ماه یک گذشت بعد و شد داده آموزش حافظه در شده ذخیره اطلاعات با جدید
آزمایشی گروه و است پژوهش ها این با همسو حاضر پژوهش نتایج و دارد وجود معنی دار خودتنظیمی تفاوت یادگیری و تحصیلی عمکرد سطح
نتیجه این دهند. نشان خود از کنترل گروه به نسبت بهتری تحصیلی عمکرد خودتنظیمی توانستند آموزش کننده دریافت ششم پایه دانش آموزان
مدیریت راهبرد های همچنین و فراشناختی و شناختی راهبرد های کارگیری به خودتنظیمی با یادگیری آموزش که نمود تبیین گونه این می توان را
دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت بهبود موجب رو این از دارد؛ دانش آموزان تمرکز و درک و یادگیری درافزایش سعی منابع، مناسب
و داده ارتقا تکالیف در را دانش آموزان خودتنظیمی مهارت  های و شناختی راهبرد های کاربرد خودتنظیمی با یادگیری آموزش نتیجه، در می گردد.
فعال کنندگان مشارکت خودتنظیم، یادگیرندە ی که گفت می توان همچنین کنند. پی گیری بیشتر را درسی تکالیف آموزان، دانش می شود موجب
مداوم طور به و گوناگون یادگیری راهبرد های از استفاده با آموزان دانش این خود، یادگیری اهداف گیری پی برای هستند. یادگیری فرایند در
آموزش می توان حاضر پژوهش نتیجه و فوق مطالب به توجه با می دهند. تغییر را  خود روش  لزوم صورت در و می کنند نظارت را خود پیشرفت

داد. پیشنهاد تربیت و تعلیم امر مجریان برای تحصیلی درپیشرفت مؤثر عاملی و یادگیری امر در کننده تسهیل عنوان به خودتنظیمی را
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چکیده
پایه ریاضی، درس در آموزان دانش اجتماعی روابط بهبود در مشارکتی یادگیری تاثیر بررسی حاضر، پژوهش هدف
با و آزمایشی نیمه پژوهشی طرح می باشد. بنیادی نوع از حاضر پژوهش است. مجازی فضای در تجربی یازدهم
۱۵ تصادفی گیری نمونه روش از استفاده با می گیرد. صورت پرسشنامه تهیه و آزمون پس آزمون، پیش از استفاده
دانش تحصیلی. پیشرفت آزمون و پرسشنامه از: عبارتند استفاده مورد های ابزار شدند. انتخاب آموزان دانش از نفر
سوالات حل به هم مشارکت و همکاری با تا شد داده سوال ۳ گروه هر به شدند، تقسیم نفره ۴ و ۳ های گروه به آموزان
کلاسی گروه در را خود گروه سوالات پاسخ تا شد درخواست انتخابی صورت به گروه چند از نهایت در و بپردازند.
در فعالیت این اجرای به نسبت آموزان دانش مثبت بازخورد به توجه با دهند. توضیح نیز دیگر آموزان دانش برای
می باشد. ما پژوهش موقیت دهنده نشان آموزان، دانش اکثر رضایت اعلام و آموزان دانش نظرسنجی نتایج و کلاس

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

یادگیری
مشارکتی یادگیری

آمدی خودکار

مقدمه .۱
درس کلاس هم مجازی شرایط به باتوجه و می شود انجام سخنرانی شیوه به بیشتر معلم تدریس ، درس کلاس از گرفته صورت مشاهدات طبق
بیاید پایین کلاسی های فعالیت در دانش آموزان مشارکت میزان و داده ازدست را خود جذابیت کلاس می شود موجب و می کند تر کننده خسته را
چالش های سوال ایجاد مثل ترفندهایی از نه و می گیرد پیش را مشارکتی تدریس شیوه نه دانش آموزان پویایی و جذب برای هم معلم البته و
دانش آموزان پویایی و انگیزه برانگیختن جهت دیگر خلاقانه های کار انواع و دانش آموزان فعالیت جهت مثبت نمرات گرفتن نظر در برانگیز،
عدم است: مطرح درس کلاس در زیر موارد کل در آید. می پایین نیز دانش آموزان یادگیری میزان شیوە ای چنین وجود با تبع به که می گیرد بهره

کلاس دانش آموزان بین گروهی کار انجام روحیه تقویت
تدریس در معلم بودن وحده ⁃متکلم

کلا در گاها و معلم به ارائه جهت دانش آموزان برای گروهی تکلیف تعیین ⁃عدم
دانش آموزان و معلم بین بحث و گروهی های فعالیت ⁃کاهش

درسی مباحث ارائه در دانش آموزان و معلم بین مشارکت ⁃کاهش
صورت به را دانش آموزان تا ببرند كار به را روش هايي تدريس، براي مدارس در آنها است لازم و دارند سزايي به نقش تدريس فرايند در معلمين
بدست یکدیگر با تعامل برای هایی فرصت وقتی اجتماعی، و تحصیلی لحاظ به دانش آموزان كنند. دخالت فراينديادگيري در متفكرانه و فعال
می گیرند یاد دانش آموزان تعامل، طریق از ؛ می کنند کسب بیشتری های موفقیت می کنند، کار اهداف روی مشترک صورت به که زمانی و می آورند

∗سخنران

حسيني) (آرزو a.hosseini@cfu.ac.ir الکترونیک: پست
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فهم و بشناسند بهتر را خود های تفاوت شوند، سهیم یکدیگر های اندیشه و ها ایده در دهند، قرار بررسی مورد را موضوعات یکدیگر با که
روش های با تا می کند کمک آنها به که جدیدی های واقعیت و تجربیات دادن توضیح برای زبان از تا می گیرند یاد آنها علاوه به نهند. بنا را جدیدی
از را بیشتری فعالیت می کنند، کار یکدیگر با مشارکتی صورت به دانش آموزان وقتی ،همچنین کنند استفاده شوند، آشنا احساس و تفکر جدید
خوبی به می کنند صحبت دیگران وقتی و می پردازند بحث به یکدیگر با مباحثه بالای سطوح در و می دهند نشان گروهی های بحث در خود
افزایش گروه اهداف از را خود نظر اتفاق دانش آموزان مشارکتی کار می آورند بوجود را ارزشمندتری مشارکت عقلانی طور به و می دهند گوش
برای را مطلوب اطلاعات و بازخوردها تا می انگیزد بر را آنها موضوع این و می کنند درک را یکدیگر یادگیری از حمایت و کمک به نیاز و می دهند
تحقیق از حاصل نتایج از اطمینان منظور به برسانند. حداکثر به را دیگران و خود یادگیری آن طریق از تا می نمایند تلاش و آورند فراهم یکدیگر
شد یافته دست نتیجه این به تحقیق پیشینه درباره تحقیق طی است. شده داده قرار ذیل در که گردید اجرا و تهیه ای نامه پرسش گرفته صورت

پرسشنامه :۱ شکل
بوده همديگردرتعامل با رو اين از گيرند، مي عهده بر را خود هاي تيمي هم وساير خـود يادگيري مسئوليت آموزان دانش مشاركتي رويکرد در که
وتوانـايي عميـق يـادگيري ولزوم رياضي درس ماهيت ديگـر سـوي واز گيرند مي فرا بهتر مسئله وحل يادگيري هـاي موقعيت در گرفتن قرار وبا
گروه، ضعيف آموزان دانش به وكمک يکـديگر بـه تدريس در را وآنها نموده تسهيل را آمـوزان دانش مشاركتي كار نيز درس اين وتحليل تجزيه
انديشيدن، فرصت يادگيري شيوه اين بخشند. مي بهبود را خـود يادگيري گروه، وضعيف متوسط اعضاي يادگيري بـه بخشـيدن بهبود ضمن
رياضـي مانند دروسي در آنها تحصيلي برموفقيت مثبتي تاثير و آورده فراهم را همديگر بـا آمـوزان دانـش متعامل وتجربه منطقي تفكر خلاقیت،
از ای مجموعه مشارکتی یادگیری (۱۳۹۴، ادیب و باشـند.(صفرعلی مـي آن فاقـد يـادگيري معمول و سنتي هاي روش كـه چيـزي گـذارد، مـي
یادگیری تا می کند کمک آنها به می کند، آماده مختلف های توانایی با کوچک های گروه در کار برای را دانش آموزان که است آموزشی روش های
اینکه برای هرحال به دهند. افزایش را دیگران و خود یادگیری طریق این از و ببرند پی يکديگر با كاركردن اهميت به نمایند تسهیل را یکدیگر
مشارکت گروه، اعضای از یک هر انفرادی یادگیری برای و ، است ضروری مشارکت نحوة مناسب طراحی شود، واقع مؤثر مشارکتی یادگیری
دستاوردهای است ممکن موفق گروهی کار باشد، انفرادی عملکرد از بیش باید گروه .عملکرد است حیاتی گروه دانش آموزان از یک هر فعال
دهد. افزایش ،را گاهی آ و توجه ، موضوعات بسط دانش کسب می تواند مشارکتی یادگیری دهد. فزایش جمعی خودکارآمدی طریق از را یادگیری
مختلف قومی و نژادی زمینه و ها زبان مختلف، استعدادهای و ها توانایی با دانش آموزان میان در یادگیری و متقابل احترام مشارکتی، یادگیری
قبیل از رفتاری دادهای برون مشارکتی یادگیری . است مؤثر دانش آموزان دستاوردهای افزایش در مشارکتی یادگیری .همچنین می کند تشویق را
یک مشارکت نیز، عاطفی حوزة در می دهد. افزایش را تقلب حذف و تیمی کار های مهارت و سازی تیم دیگران با ارتباط و مشارکت پرورش
دارد. پی در نیز را تر پایین امتحان اضطراب و است همبسته دانش آموزان رضایت بالای سطوح با ،و می کند ایجاد را خوشایند یادگیری محیط
، ميدهد.(کرامتی نفس به اعتماد فرد به و داده کاهش را قابليت عدم احساس اجرا حين در و بخشيده بهبود را افراد اجتماعي پذيرش همچنین
قرار مواخذه مورد ندانستن خاطر به کسی و است مهم تر آن نتیجه از یادگیری فرایند مشارکتی یادگیری محیط در (۱۳۹۱، هدایتی و عنایتی حیدری،
می شود داده فرصت آموزان دانش به مشارکتی های گروه در پردازند نمی هم با رقابت به و نمی شوند مقایسه یکدیگر با آموزان دانش نمیگیرد.
را ریاضی یادگیری توانایی های به اعتماد وسیله، این به و بگیرند یاد را ریاضی پیچیده مفاهیم گروه اعضای از خواستن کمک و پرسیدن سوال با
داشته ترس و نگرانی عدم امنیت، آرامش، احساس تواند می آموز دانش که است آموزشی فضای چنین در یابد. می کاهش را اضطراب و افزایش



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ معاون فاطمه و نواز روح مائده ، حسينی آرزو ۴۳۰

(۱۳۹۰ ، همکاران و باشد.(لواسانی
محتواي يادگيري در تا دهند، مي سازمان كوچك هاي گروه در را آموزان دانش معلمان، آن در که کند می اشاره آموزشی روش به مشاركتي يادگيري
هدف به تا كنند مي كار هم با گروه اعضاي آن در که است آن روش این مهم ویژگی رسانند. ياري امر اين در را يکديگر و كنند كار هم با تحصيلي

(سيف،۱۳۷۵) ميبرند سود آن از گروه اعضای فرد فرد هم و گروه كل هم كه برسند مشتركي
از تا گیرند می یاد آنها علاوه به نهند. بنا را جدیدی فهم و بشناسند بهتر را خود های تفاوت میگیرند یاد آموزان دانش مشارکتی یادگیری در
استفاده شوند، آشنا احساس و تفکر جدید های روش با تا کند می کمک آنها به که جدیدی های واقعیت و تجربیات دادن توضیح برای زبان
دهند می نشان گروهی های بحث در خود از را بیشتری فعالیت کنند، می کار یکدیگر با مشارکتی صورت به آموزان دانش وقتی همچنین کنند،
مشارکت عقلانی طور به دهند، می گوش خوبی به کنند می صحبت دیگران وقتی و پردازند می بحث به یکدیگر با مباحثه بالایی سطوح در و

احمدی،۱۳۹۷) و خلیلی ). آورند می بوجود را ارزشمندتری
و کنند می درک را یکدیگر یادگیری از حمایت و کمک به نیاز و دهند می افزایش گروه اهداف از را خود نظر اتفاق آموزان دانش مشارکتی کار
خود یادگیری آن طریق از تا نمایند می تلاش و آورند فراهم یکدیگر برای را مطلوب اطلاعات و ها بازخورد تا انگیزد برمی را آنها موضوع این
کوچک های گروه در کار برای را آموزان دانش که است آموزشی های روش از ای مجموعه مشارکتی یادگیری برسانند. حداکثر به را دیگران و
این از و ببرند پی يکديگر با كاركردن اهميت به نمایند، تسهیل را یکدیگر یادگیری تا کند می کمک آنها به کند، می آماده مختلف های توانایی با

کریمی،میرشاه،شرفی،۱۳۹۴) ) دهند. افزایش را دیگران و خود یادگیری طریق
و آورند می بدست یکدیگر با تعامل برای هایی فرصت وقتی اجتماعی، و تحصیلی لحاظ به آموزان دانش که اند داده نشان تحقیقات از بسیاری
با که گیرند می یاد آموزان دانش تعامل، طریق از کنند؛ می کسب بیشتری های موفقیت کنند، می کار اهداف روی مشترک صورت به که زمانی
واقع مؤثر مشارکتی یادگیری اینکه برای هرحال به شوند، سهیم یکدیگر های اندیشه و ها ایده در دهند، قرار بررسی مورد را موضوعات یکدیگر
گروه آموزان دانش از یک هر فعال مشارکت گروه، اعضای از یک هر انفرادی یادگیری برای است. ضروری مشارکت نحوة مناسب طراحی شود،

است.(خندقی،۱۳۸۹) حیاتی

تحقیق مسئله تعریف .۱ .۱
دانش یادگیری بهبود منظور به تهران) شهر ۱۹ منطقه در (واقع تجربی، یازدهم پایه دختر آموزان دانش کلاسی گروه در مشارکتی یادگیری اجرای

ریاضی. درس در بهتر و تر عمیق درک آوردن دست به و آموزان
ها فرضیه .۲ .۱

داشت؟ خواهد ریاضی درس در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت بر تاثیری چه مشارکتی یادگیری ۱
پردازند می ریاضی مبحث درک و یادگیری به دوستانش و ها همکلاسی همراه به خودشان آموزان دانش چون آموزشی، روش این *در

آورند. خواهند دست به سنتی آموزشی های روش به نسبت بهتری و تر عمیق درک لذا
داشت؟ خواهد آموزان دانش اجتماعی روابط بهبود در تاثیری چه مشارکتی یادگیری ۲

خواهد آنان اجتماعی روابط در خوبی تاثیر آید می بنظر لذا پردازند می یکدیگر با نظر تبادل و بحث به آموزان دانش روش این در *چون
گذاشت.

داشت؟ خواهد ریاضی درس در آموزان دانش اضطراب کاهش بر تاثیری چه مشارکتی یادگیری ۳
اضطراب و استرس بنابراین میابند دست مباحث از بهتری و تر عمیق فهم به یکدیگر کمک با آموزان دانش یادگیری فرآیند این در *چون

..(۱۴۰۰ نكويي، داشت(رضايي خواهند هم کمتری

تحقيق روش .۲
سنجش ابزار و گیری نمونه روش نمونه، آماری، جامعه

می صورت پرسشنامه تهیه و آزمون پس آزمون، پیش از استفاده با و آزمایشی نیمه پژوهشی طرح باشد. می بنیادی نوع از حاضر پژوهش هدف
آوری گرد شیوه شد. خواهند انتخاب تهران استان یازدهم، پایه دختر آموزان دانش از نفر ۱۵ تصادفی گیری نمونه روش از ستفاده ا با گیرد.
به شده آوری جمع های داده تحصیلی، پیشرفت آزمون و پرسشنامه از: عبارتند استفاده مورد ابزارهای است. مشاهده پژوهش این در مطالب
تحصیلی پیشرفت و پردازند می مشارکتی یادگیری شیوه به حد مبحث از بخشی یادگیری به روز یک در آزمایشی گروه بود. خواهند كمی صورت
بعد و قبل آنها نمرات میانگین مقایسه و آموزان دانش آزمون پس نمرات افزایش شد. خواهند ارزیابی شیوه، این به یادگیری از پس و پیش ها آن

است. برنامه این موفقیت دهنده نشان مشارکتی یادگیری اجرای از آموزان دانش ضایت ر و مشارکتی یادگیری اجرای از
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نتايج .۳
شد  ، می حساب مباحث تثبیت نوعی به و بود پوستگی و حد فصل ادامه از معلم شده تدریس تازه مبحث از شده نظرگرفته در مشارکتی فعالیت
که گرفتند نظر در ترم میان نمره از بخشی را، فعالیت این معلم ها، آن به کمکی و آموزان دانش توسط فعالیت این گرفتن جدی برای طرفی از

بود. مثبتی و خوب نمره کسب و یادگیری در آموزان دانش برای خوبی خیلی فرصت بنظر
های گروه به را آموزان دانش گرفتیم تصمیم پس کردند. موافقت و داشتند خوبی استقبال مشارکتی، فعالیت انجام در آموزان دانش دلیل همین به
بود، گروهی سوالات که آنجا از گرفتیم، نظر در تشریحی سوال دوتا گروه هر با متناسب و کنیم تقسیم خودشان خواست در بر بنا نفره دو یا سه

شد. گرفته نظر در متفاوت دیگری با گروه هر ،سوالات احتمالی تقلب کاهش برای و کتاب از بالاتر سوالات سطح کمی
که میخواهیم انتخابی صورت به ها گروه چند ،از سر آخر که کردیم اعلام ، باشند داشته همکاری دیگر یک با همگی آموزان دانش اینکه برای
هم و کنند بیان خوبی به بتوانند تا کنند درک خوبی به را سوالات خودشان هم تا دهند توضیح دوستانشان برای گروه در را شان سوالات جواب
جای به که داشت تازگی و بود جالب برایشان و شد واقع آموزان دانش رضایت مورد کار این که بشوند آشنا سوالات انواع با آموزان دانش دیگر

دهد. توضیح را مطالب دوستشان معلم،
صحیح جواب به رسیدن در یکدیگر با خوبی به گروه اعضای تمام که شدیم متوجه برخوردها و ها جواب به توجه با ما که چیزی کل در و

شد. برطرف حدودی تا ایراداتشان فعالیت این انجام با داشتند، اشکال که آموزانی دانش و داشتند همکاری

آموزان دانش آزمون پس و آزمون پیش نمرات :۲ شکل
شود. می شامل را زیادی دلایل که است مشخص مشارکتی فعالیت از بعد آموزان دانش پیشرفت دونمودار، مقایسه و آزمون پس به باتوجه

سوالی اگر و دهند می توضیح را سوالات یکدیگر برای و کنند حل را سوالات که کنند می سعی یکدیگر کمک با آموزان دانش وقتی اینکه اول
در بماند، جواب بی سوالشان و بپرسند سوال معلم از بکشند خجالت انفرادی حل صورت در ممکنه که حالی در میپرسند هم از باشند داشته

کند. کمک آموز دانش تحصیلی پیشرفت بهبود به میتواند مشارکتی یادگیری نتیجه
ياد انفرادي طـور بـه كـه كـساني بـه نـسبت ميپردازند يادگيري به مشاركتي يادگيري هاي گروه در كه آموزاني دانش داد نشان نيز آنويوبازي مطالعه
پيرامـون وگو گفت و بحث براي شاگردان تحريك در مشاركتي يادگيري واقع در . دارنـد بيشتري مسئوليت احساس و تحصيلي پيشرفت گيرند مي
یکدیگر با و کنند تلاش مشترکی، هدف برای شوند می موظف گروه در که زمانی آموزان دانش همچنین و ميکند ايفا را مهمي نقش رياضـي مـسائل
آنان نفس عزت موجب امر همین و رود می بالا نیز آنان اجتماعی رواط و اجتماعی روحیه واقع در باشند، داشته واحد هدف برای درست تعامل
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آزمون پس و آزمون پیش مقایسه نمودار :۳ شکل

نظرسنجی :۴ شکل

نظرسنجی :۵ شکل
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در کوشند، می سوالات حل و یکدیگر مشکلات کردن برطرف برای گروه در و دارند تعامل دیگر یک با آموزان دانش که همین و گردد می نیز
.(۱۴۰۰ نكويي، شود(رضايي می نیز امتحان اضطراب کاهش موجب امر همین و بود خواهد موثر آنان پیشرفت و یادگیری

شـوند، مند علاقه رياضي درس به بگيرند، ياد راحتي به را رياضي پيچيده مفاهيم آمـوزان دانـش کـه شـود مـي موجب مشاركتي يادگيري رويکرد
مهارت گرفتن فـرا بـا باشـند، داشـته رياضي درس كلاس در بيشتري همکاري حس و كمتر اضطراب كنند، تجربه عملا́ را كـردن سـؤال درسـت
احساس بگيرند، بهره واقعي زندگي در خود هاي آموخته از . كننـد رشـد خـود ظرفيـت تناسـب بـه بگيرنـد، يـاد چگونـه كه بگيرند ياد علمي هاي
گنجهاي باب شدن گشوده هاي زمينه سازنده وگوي گفت و بحث و چهره به چهره ارتباط و تعامل طريـق از و ، باشـند داشـته بيـشتري كفـايي خود

(۱۳۸۵ کرامتی، ) گردد. فراهم خلاقيت پنهـان
کردن پیدا برای همگی بود، برانگیز چالش و بالاتر کتاب سطح از کمی سوالات هرچند داشتیم، آموزان دانش با که تعاملی طبق آن، بر علاوه
شان راهنمایی شدیم می رو به رو اشکالاتشان با که هم جایی آن و کردند می کمک دیگر یک به موارد فهم در و کردند می تلاش درست جواب
اشکالات که بودند خوشحال خیلی و کردند می تشکر ما از برسند درست جواب به تا ایم گذاشته وقت گروهشان برای اینکه از و کردیم می
از غیر کسی داشت تازگی بزایشان که کردند اظهار و کردند استقبال خیلی دوستانشان ارائه از آموزان دانش چنین، هم . است شده برطرف شان
شود. اجرا کلاسشان در گاهی که بودند راضی روش این از و یادگرفتند جدیدی چیزهای و دهد توضیح را سوالات خوبی به بتواند ، شان معلم
رضایت فعالیت این اجرای از آموزان، دانش کردند، ارسال شخصی وی پی در که مثبتی نظرات و شد گرفته کلاس آخر که هم نظرسنجی طبق

.(۱۳۹۸ دامغانيان، ۱۳۸۵و کرامتی، داشتند(
سطوح در و دهند می نشان گروهی های بحث در خود از را بیشتری فعالیت کنند، می کار یکدیگر با مشارکتی صورت به آموزان دانش وقتی
را ارزشمندتری مشارکت عقلانی طور به و دهند می گوش خوبی به میکنند صحبت دیگران وقتی و میپردازند بحث به یکدیگر با مباحثه بالایی
را یکدیگر یادگیری از حمایت و کمک به نیاز و دهند می افزایش گروه اهداف از را خود نظر اتفاق آموزان دانش مشارکتی کار آورند می بوجود
بین که داد نشان پژوهش نتایج آورند. فراهم یکدیگر برای را مطلوب اطلاعات و بازخوردها تا انگیزد برمی را آنها موضوع این و کنند می درک
بودند کرده دریافت آموزش متداول روش به که آموزانی دانش به نسبت بودند دیده آموزش مشارکتی روش به که دانشآموزانی امتحان اضطراب
مشارکتی یادگیری روش به که گروهی برای امتحان اضطراب شده تعدیل میانگین که طوری به داشت. وجود معناداری تفاوت ۰̸۰۵ سطح در
است معنی بدان نتیجه این آمد. دست به ۵۲̸۹۶ برابر بودند دیده آموزش متداول روش به که گروهی برای و ۴۱̸۴۲ برابر بودند دیده آموزش
کردند دریافت آموزش متداول روش به که آموزانی دانش به نسبت بودند کرده دریافت آموزش مشارکتی یادگیری روش به که آموزانی دانش که
در تحصیل که است داده )نشان ۱۹۹۹ وتریسی، مویر ۱۹۸۲؛ (هنشاو، پژوهشهای راستا این در بودند. برخوردار کمتری امتحان اضطراب از
۲۰۱۰ اوکوی، و اولودیپ ۲۰۰۷؛ دین، و گوک ۱۹۹۸؛ (ویلسون، پژوهشهای همچنین شود. می امتحان اضطراب کاهش باعث مشارکتی گروههای
تأیید مورد را آنها تحقیقات نتایج پژوهش این نتایج که میشود دانشآموزان بین در اضطراب کاهش باعث مشارکتی یادگیری که است داده نشان (

،عنایتی،۱۳۹۱) حیدری کرامتی، دهد.( می قرار
یادگیری آموزش در ریاضی مساله حل گروهی کار بودن مؤثر بر مبنی آموزان دانش باور گرفتن نظر در و پژوهش از حاصل نتایج به توجه با
گریبان اکنون هم که ریاضی یادگیری و آموزش مشکالت از بسیاری رفع جهت در نوین، های دیدگاه از استفاده و آنان ریاضی یادگیری و ریاضی
شواهد رسد. می نظر به صرفه به مقرون و مفید راهکاری ریاضی مسائل حل در کوچک گروهی کار است، ریاضی یادگیری و ریاضی تدریس گیر
بر نگارندگان باشد. می درسی کتب مؤلفان و مدرسان مسئولین، سوی از کار راه این به توجهی بی و توجهی کم بیانگر سنجی نظر این از ناشی
روش اجرای همچنین و ها پروژه اجرای در گروهی کارهای گنجاندن و درسی کتب نگارش بر ها نگرش تصحیح صورت در که اعتقادند این
با انفرادی، بصورت آموزان دانش با مدرس سوی از مسایل تمام حل جای به توان می درس، کلاس کوچک های گروه در ریاضی مساله حل
آموزش در مدرس، نظارت با و فراگیران توسط باشد، می درس مبحث به مربوط اصلی مطالب تمام ی پوشاننده که مساله سه یا دو گروهی حل
مسائل تمام تشریح و توضیح حل، جهت زیادی زمان که است واقعیت این ی دهنده نشان تجربه برد. بیشتری بهره ریاضی یادگیری و یادگیری
با فراگیران، توسط ها آن گروهی حل و مدرس سوی از مساله چند درست ارزیابی با که صورتی در باشد می نیاز مورد مساله حل نکات و درس
تکرار کاهش با دوره طول در که یافت دست بیشتری اهداف به بیشتر کمی با زمان همان در یا و نمود کوتاهتر را زمان توان می مدرس نظارت
و مسایل شدن حل سریعتر و بهتر سوی به حرکت برای همچنین شد. خواهد جویی صرفه زمان کل در روش این از آموزش قابل مسایل برخی

( ۱۳۸۸ شاهورانی، و زاده حسین (بیک، باشد. می مفید بسیار ریاضی گروهی مساله حل راهکار ریاضی مطالب سریعتر و بهتر درک
دیده آموزش دانشجویان از بهتر چشمگیری نحو به بودند دیده آموزش مشارکتی صورت به مجازی فضای در که دانشجویانی تحصیلی پیشرفت
که است آن از حاکی الکترونیکی آموزش تدریس روش با سخنرانی تدریس روش مقایسه درباره تحقیقات نتایج همچنین بود. سنتی روش به
یافتند دست نتیجه این به خود پژوهش در است. بوده گواه گروه عملکرد از بهتر و متوسط، ِ ازحد ِ بیش الکترونیکی دیدۀ آموزش گروه عملکرد
روش همچنین . دارد وجود معناداری همبستگی الکترونیکی آموزش ازطریق مشارکتی تدریس روش و دانش آموزان تحصیلی پیشرفت بین که

وموسوی،۱۳۹۵) چشمگیراست.(اسماعیلی توسعة خلاقیت، پرورش روش های از یکی عنوان به نیز، مشارکتی یادگیری
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شناختی دوبعدی طبقە بندی مبنای بر ابتدایی پنجم پایه ریاضی کتاب محتوای تحلیل
کراتول و اندرسون

رضائیج امین رضائیب، امیر ،آ، رضائی∗ احمد
جنوبی خراسان فرهنگیان دانشگاه ابتدایی آموزش رشته آدانشجوی

بیرجند دانشگاه آمار تخصصی بدکترای
زنجان پزشکی علوم دانشگاه کاردرمانی گروه هیئت علمی جعضو

چکیده
شناختی دوبعدی طبقە بندی از استفاده با ابتدایی پنجم پایه ریاضی کتاب محتوای تحلیل حاضر، پژوهش انجام از هدف
است. کاربردی نوع از هدف، به توجه با و تحلیلی ـ توصیفی روش، منظر از پژوهش این می باشد. کراتول اندرسون⁃
بخش های از هریک برای پرسش ۵۵ نیز آماری نمونه و ابتدایی پنجم پایه فارسی کتاب پژوهش این آماری جامعه
که می دهد نشان پژوهش نتایج می باشد. شدە اند، انتخاب تصادفی بە صورت که کلاس ها در کار و تمرین ها فعالیت ها،
بیشتری تأکید بستن کار به سطح بر ویژه بە طور و شناختی فرآیند پایین سطوح بر کتاب سؤال های طراحی در مؤلفان
را توجه کمترین و بیشترین ترتیب به فراشناختی و مفهومی دانش به نیز، دانش بعد در آنان این، بر علاوه داشتە اند.
مورد بیشتری میزان به فعالیت ها به نسبت کلاس ها در کار و تمرین ها سؤالات طراحی در آفریدن سطح داشتە اند.

است. بوده درسی کتاب پدیدآورندگان تأکید

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

محتوا تحلیل
ریاضی کتاب
ابتدایی پنجم

کراتول و اندرسون
2020 MSC:

97U20
97C30

مقدمه .۱
پیوسته آن درسی کتب خصوص به دوره این درسی برنامە های بنابراین است، متوسطه تحصیلات برای پایه و راهنما پیشتاز، عنوان به ابتدایی دوره
گرفت. خواهد صورت معنا دار و عمیق او یادگیری گردد، سهیم یادگیری تجارب در دانش آموز اگر لذا گیرد. قرار تجدیدنظر و ارزشیابی مورد باید
چگونه یادگیری برای آزمایشگاهی عنوان به که گردد طراحی آموزشی تا گردد مشخص فعال روش با محتوا ارائه شیوه چگونگی است لازم پس

.[۲] باشد آموختن
عنوان با است لازم که است درسی کتاب های عناصر از یکی نیز محتوا و می باشند مهم عناصر از درسی کتاب های پرورش، و آموزش سیستم در
ቁمیر نمی باشد امکان پذیر خوب محتوای بدون اهداف تحقق که است جهت آن از درسی کتاب محتوای اهمیت باشد. همسو و متناسب کتاب
دارا با و است برخوردار ویژە ای اهمیت از درسی کتاب آموزشی، − درسی رسانە های بین در دیگر، عبارت به .ቀ [۲] از نقل به ۱۳۸۶؛ لوحی،

.[۱۰] می سازد آسان را آموزش اهداف به دستیابی تصویری، و نوشتاری پیام های بودن
اگرچه دارد. بحث جای آن محتوای بودن کاربردی و ماندگاری اما کند منتقل دانش آموزان به را دانش می تواند شکلی هر به ریاضی کتاب آموزش
به و است پیچیده بسیار هستند، موفق مسائل حل در که افرادی پرورش اما است، شده گنجانده کشورها از بسیاری درسی برنامه در ریاضی

دارد. نیاز زیادی مهارت های

∗سخنران

aminrezaeiot@zums.ac.ir رضائی)، (امیر amir.rezaei.st@gmail.com رضائی)، (احمد ahmadrezaei4444@gmail.com الکترونیک: پست
رضائی) (امین
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یادگیری و تدریس در اساسی و محوری نقش که می کنند یاد ریاضی آموزش در تأثیرگذار عصبی رشتە های از یکی عنوان به درسی کتاب های از
که است تحقیقاتی می کند، تأکید ریاضی درسی کتاب های مطالعە ی ضرورت بر فوردنتال که دلایلی از یکی دیگر سوی از دارد. درس کلاس در

.[۳] هستند مؤثر دانش آموزان ریاضی عملکرد در ریاضی، درسی کتاب های رویکرد می دهد نشان
حدس ازجمله تفکر فرآیند پرورش راستای در اهداف این که می شود مشخص تحصیلی مختلف مقاطع در ریاضی آموزش اهداف به نگاهی با
تحصیلی مختلف سطوح در ریاضی درس در دانش آموزان عملکرد اما است. . . . و شهودی تفکر پرورش آفرینی، مسئله مسئله، حل برآورد زدن،

.[۸] بپوشاند عمل جامه خود اهداف به باید که چنان آن است نتوانسته ریاضی آموزش که است این از حاکی
است یادآوری و دانش کسب آموزشی، هدف های عمومی ترین شاید و معمولی ترین اغلب ما، مدارس آموزشی فعالیت های فرآیند در متأسفانه،
صورت است، سپرده خویش حافظه به یادگیرنده که حقایقی بازگفتن بە وسیله نیز تحصیلی موفقیت های اندازە گیری های غالباً اساس، همین بر و
”توانستن” ، ”دانستن” بین که آنجایی از اما است، شده فراهم محفوظات بردن به کار برای هم موفقیت هایی الزاماً موقعیتی، چنین در البته می گیرد.
از مربیان و معلمان اگر باشد. آموزشی سالم روند یک بازگوکننده نمی تواند محفوظات بر تأکید دارد، وجود چشمگیری فاصله دادن” ”انجام و
نیز فراگیر به ضمن، در و دید خواهند تدارك آن مختلف سطوح با متناسب را آموزش باشند، گاه آ شناختی حیطه در هدف ها مختلف سطوح

.[۶] دهد پرورش خود در را شناختی مهارت های تمام که داد خواهند فرصت
به شناختی آموزش های از حاصل نتایج می  شود. مربوط آن ها درباره معرفت و شناخت کسب و مطالب یادگیری به کلی طور به شناختی حیطه
سلسله می گردد. منتهی ارزشیابی و ترکیب تحلیل، و تجزیه آموختە ها، کاربرد توانایی فهمیدن، یادآوری، بازشناسی، قبیل از ذهنی مهارت های
متغیر مطالب، از عمیق بسیار درك تا سطحی یادگیری از آن دامنه و می کند پیروی مشکل به آسان روند از شناختی حیطه آموختنی های مراتب
سطوح) یا (سطح طبقات یا طبقه شناختی مهارت های کسب مستلزم بالاتر طبقه هر و شده تنظیم سطح یا طبقه شش از شناختی حیطه است.

.[۵] کرد عرضه جهانیان به را بلوم شناختی حیطه طبقە بندی سطح، شش این معرفی با ۱۹۵۶ سال در بلوم بنجامین است. پایین تر
نظر تجدید بلوم طبقە بندی به معروف شناختی حوزه طبقە بندی در (۲۰۰۱) کراتول و اندرسون ، جمله از آموزشی صاحب نظران از نفر چند
شناختی، حوزه شده نظر تجدید طبقە بندی در آوردند. پدید ” سنجش و آموزش یادگیری، برای طبقە بندی یک ” نام با تازە ای طبقە بندی و کرده
است. فراشناختی دانش و روندی دانش مفهومی، دانش واقعی، دانش شامل دانش بعد دارد. وجود شناختی فرآیند بعد یک و دانش بعد یک
به طبقە بندی این بعد دو هر طبقە بندی های است. ترکیب و ارزشیابی کردن، تحلیل بستن، کار به فهمیدن، دانش، برگیرنده در شناختی فرایند بعد

.[۶] شدە اند تنظیم پیچیده به ساده از و انتزاعی به عینی از یعنی مراتبی، سلسله صورت
از نمود. معرفی و شناسایی درسی کتاب های محتوای در را ضعف ها و برد پی درسی کتاب یک ویژگی های به می توان محتوا تحلیل طریق از
همه و می کند پیدا اختصاص درسی کتاب به کلاس وقت اغلب است، متمرکز نوع از ایران پرورش و آموزش نظام که این به توجه با دیگر، سوی
ضرورت محتوا تحلیل درسی، کتاب جایگاه و اهمیت لحاظ به ما کشور در پس می شود؛ سنجیده درسی کتاب اساس بر دانش آموزان آموختە های

.[۷] می کند پیدا بیشتری
ابتدایی پنجم پایه ریاضی کتاب ” کلاس در کار و تمرین فعالیت، بخش های” پرسش های که می باشد سؤال این به پاسخگویی درصدد پژوهش این

دارند؟ قرار کراتول و اندرسون شناختی طبقە بندی سطوح و ابعاد از کدام یک در

پژوهش پیشینه .۲
حیطه طبقە بندی مبنای بر کانگورو ریاضیات آزمون های محتوای تحلیل ” عنوان تحت پژوهشی در ،(۱۳۹۵) همکاران و نظیف زاده عیسی
شده توجه اندرسون طبقە بندی سطوح تمام به مربوطه، آزمون های در که دریافتند پژوهش یافتە های تحلیل و تجزیه از پس ” اندرسون شناختی

است.
تمامی محتوا، تحلیل روش از استفاده با ” کراتول − اندرسون روش به ۳ هندسه کتاب محتوای تحلیل ” عنوان با پژوهشی در ،(۱۳۹۸) پیما دریا
سؤالات درصد ۱۷̸۱۷ که داد نشان بررسی نتایج داد. قرار بررسی مورد را درس هر پایانی تمرینات و کلاس ها در کار مثال ها، به مربوط سؤالات
۳۷̸۹۳ و کلاس در کار به مربوط سؤالات درصد ۱۵ بستن)، کار به و فهمیدن آوردن، یاد (به بلوم آموزشی طبقە بندی پایین سطوح در مثال ها
شناختی بالای طبقه درصد به آن ها بودن نزدیک و آمده دست به درصدهای به توجه با گرفتە اند. قرار طبقه این در تمرین ها سؤالات درصد
فرایند درباره تفکر و تحلیل به را آموزان دانش و بوده محور فعالیت ۳ هندسه جدیدالتألیف کتاب که می دهد نشان آفریدن) و ارزشیابی (تحلیل،

می کند. ترغیب مسئله حل
سطح که می دهد نشان ” اندراسون⁃کراتول روش به ابتدایی ششم ریاضی محتوای تحلیل ” عنوان با (۱۳۹۹) میت میر و یعقوبی پژوهش یافتە های
است. درصد ۶ حدود نیز شناختی فرا قسمت درصد، ۵̸۳۵ آن مفهومی قسمت که دانشی بعد نظر از درصد، ۴۰ حد در فقط آموزشی اهداف بالای
که داد نشان ” گیلفورد شاخص منظر از دبستان پنجم ریاضی کتاب محتوای تحلیل ” عنوان به (۱۳۹۹) همکاران و شیری شیروانی پژوهش نتایج
تفکر های سطح به و توجه بیشترین همگرا تفکر و شناختی حافظه سطوح به گیلفورد خلاقیت شاخص های منظر از ابتدایی پنجم ریاضی کتاب
نیز ارزشیاب تفکر و واگرا تفکر به تمرین و کاردرکلاس فعالیت، بخش  های در این، بر علاوه است. داشته کمتری توجه ارزشیاب تفکر و واگرا

دارد. توجه شناختی حافظه سطح به تنها کتاب این اشکال و است شده توجه کمتری میزان به
محتوای که می دهد نشان ” کراتول اندرسون⁃ روش به (۱) آمار و ریاضی کتاب محتوای تحلیل ” عنوان تحت (۱۴۰۰) مالمیر پژوهش نتایج
و آفریدن مقولە های به توجه کمترین و می باشد بستن کار به و آوردن یاد به سطح های به توجه میزان بیشترین شناختی فعالیت منظر از کتاب
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کتاب محتوای در است. شده توجه کم بسیار واقعی امور دانش به و است روندی دانش به توجه میزان بیشترین دانش بعد در است. شده ارزشیابی
اصلاحاتی و بازنگری مورد این در بایستی که شدە اند پراکنده نامتوازن، صورت به شناختی بالای سطوح با سؤالاتی آمار(۱) و ریاضی درسی

پذیرد. صورت

پژوهش روش .۳
کار و تمرین فعالیت، بخش های سؤالات تمامی آماری جامعه می باشد. کاربردی هدف نظر از و محتوا تحلیل و توصیفی نوع از حاضر پژوهش
انتخاب تصادفی صورت به که می باشد بیان شده بخش های از یک هر از پرسش ۵۵ نیز آماری نمونه و ابتدایی پنجم پایه ریاضی کتاب کلاس در
اندرسون دوبعدی طبقە بندی هدف ۲۴ اساس بر کتاب این کلاس های در کار و تمرین ها فعالیت ها، بخش های پرسش ۱۶۵ تمامی است. گردیده

شد. تحلیل و تجزیه توصیفی آمار بە وسیله پژوهش دادە های گردید. بررسی کراتول –
می باشد: صورت به کراتول و اندرسون دانشی و شناختی بعد دو طبقە بندی

کراتول و اندرسون دانشی و شناختی فرایند دوبعدی طبقە بندی :۱ جدول
شناختی فرآیند بعد دانش آفریدنبعد کردن ارزشیابی کردن تحلیل بستن کار به فهمیدن آوردن یاد به

تولید بررسی انتخاب دادن پاسخ کردن خلاصه کردن فهرست واقعی امور
گردآوری تعیین دادن تمایز کردن فراهم دستە بندی تشخیص مفهومی
طراحی کردن قضاوت کردن کامل انجام تصریح آوردن یاد به روندی

کردن خلق کردن منعکس بازسازی استفاده پیش بینی تمیز فراشناختی

پژوهش یافتە های .۴
می گیرد. قرار بررسی مورد تفکیک به کلاس ها در کار و تمرین ها فعالیت ها، بخش های از هریک پژوهش، سؤال به توجه با بخش این در

فعالیت ها:

فعالیت ها در کراتول و اندرسون دوبعدی طبقە بندی به مربوط مقولە های فراوانی :۲ جدول
شناختی فرآیند بعد دانش درصدبعد مجموع آفریدن کردن ارزشیابی کردن تحلیل بستن کار به فهمیدن آوردن یاد به

٪۰۹̸۴۹ ۲۷ ۰ ۰ ۳ ۸ ۶ ۱۰ واقعی امور
٪۶۴̸۴۳ ۲۴ ۱ ۱ ۱۱ ۶ ۱ ۴ مفهومی
٪۴۶̸۵ ۳ ۰ ۰ ۰ ۳ ۰ ۰ روندی
٪۸۱̸۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ فراشناختی
٪۱۰۰ ۵۵ ۱ ۱ ۱۴ ۱۷ ۷ ۱۵ مجموع

٪۱۰۰ ٪۸۱̸۱ ٪۸۱̸۱ ٪۴۷̸۲۵ ٪۹̸۳۰ ٪۷۳̸۱۲ ٪۲۸̸۲۷ درصد
،۲ جدول به توجه با می باشد. مسئله یک قالب در درس هر جدید مباحث آموزش و ارائه هدف با ابتدایی پنجم پایه ریاضی کتاب فعالیت های
پایین سطوح به مربوط مورد ۳۹ و آفریدن) کردن، ارزیابی کردن، (تحلیل شناختی بالایی سطوح به مربوط پرسش ۱۶ شناختی فرایند بعد نظر از
دانش به توجه کمترین و ٪۰۹̸۴۹ با واقعی امور دانش بر تأکید بیشترین دانش، بعد در می باشد. بستن) کار به فهمیدن، آوردن، یاد (به شناختی
با آفریدن و کردن ارزشیابی سطوح و بیشترین ٪۹̸۳۰ با بستن کار به سطح شناختی، فرایند بعد در این بر علاوه است. ٪۸۱̸۱ با فراشناختی

دارند. را فراوانی کمترین ٪۸۱̸۱
تمرین ها:

در گوناگون سؤالات خلال در آن مرور و تکرار طریق از شده داده آموزش موضوعات یادگیری تعمیق و تقویت برای درسی کتاب از بخش این
شناختی پایین سطوح به مربوط مورد ۴۳ تمرین ها، بخش در شده بررسی پرسش ۵۵ از است. شده طراحی کلاس، از خارج دیگری زمان و فضا
کمترین و بیشترین ،٪۰ و ٪۷۲̸۵۲ با ترتیب به فراشناختی دانش و مفهومی دانش است ذکر به لازم دارند. تأکید شناختی بالا سطوح بر مورد ۱۲ و

می باشد. فراوانی ٪۶۰ با بستن کار به سطح بر تأکید بیشترین شناختی، فرایند بعد در و دارند دانش بعد در را فراوانی
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تمرین ها در کراتول و اندرسون دوبعدی طبقە بندی به مربوط مقولە های فراوانی :۳ جدول
شناختی فرآیند بعد دانش درصدبعد مجموع آفریدن کردن ارزشیابی کردن تحلیل بستن کار به فهمیدن آوردن یاد به

٪۲۰ ۱۱ ۰ ۰ ۰ ۲ ۳ ۶ واقعی امور
٪۷۲̸۵۲ ۲۹ ۵ ۲ ۳ ۱۸ ۰ ۱ مفهومی
٪۲۸̸۲۷ ۱۵ ۱ ۱ ۰ ۱۳ ۰ ۰ روندی

٪۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ فراشناختی
٪۱۰۰ ۵۵ ۶ ۳ ۳ ۳۳ ۳ ۷ مجموع

٪۱۰۰ ٪۹̸۱۰ ٪۴۶̸۵ ٪۴۶̸۵ ٪۶۰ ٪۴۵̸۵ ٪۷۳̸۱۲ درصد

کلاس ها: در کار

کلاس ها در کار در کراتول و اندرسون دوبعدی طبقە بندی به مربوط مقولە های فراوانی :۴ جدول
شناختی فرآیند بعد دانش درصدبعد مجموع آفریدن کردن ارزشیابی کردن تحلیل بستن کار به فهمیدن آوردن یاد به

٪۳۷̸۳۶ ۲۰ ۱ ۱ ۳ ۱۰ ۱ ۴ واقعی امور
٪۶۴̸۲۳ ۱۳ ۲ ۲ ۴ ۲ ۱ ۲ مفهومی
٪۱۸̸۳۸ ۲۱ ۲ ۰ ۱ ۱۴ ۱ ۳ روندی
٪۸۱̸۱ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ فراشناختی
٪۱۰۰ ۵۵ ۵ ۳ ۸ ۲۶ ۳ ۱۰ مجموع

٪۱۰۰ ٪۰۹̸۹ ٪۴۵̸۵ ٪۵۴̸۱۴ ٪۲۸̸۴۷ ٪۴۵̸۵ ٪۱۹̸۱۸ درصد
آوردن، یاد (به شناختی پایین سطوح به مربوط پرسش (٪۹۲̸۷۰) ۳۹ کلاس، در کار بخش در شده بررسی پرسش ۵۵ از ،۴ جدول به توجه با
نیز دانش بعد در می باشد. آفریدن) و کردن ارزشیابی کردن، (تحلیل شناختی بالا سطوح مختص مورد (٪۰۸̸۲۹) ۱۶ و بستن) کار به و فهمیدن

می باشد. فراشناختی سطح به مربوط ٪۱۸̸۱ با توجه کمترین و روندی دانش به توجه بیشترین ٪۱۸̸۳۸ با
۲۷ و شناختی پایین سطوح به درصد ۷۳ حدود شناختی فرایند بعد در شده، بررسی سؤال ۱۶۵ مجموع از دریافت می توان ۱ نمودار به توجه با

می باشد. شناختی بالای سطوح به مربوط نیز درصد

شناختی فرایند بعد فراوانی توزیع نمودار :۱ نمودار
دانش است، گرفته قرار بررسی مورد کلاس ها در کار و تمرین ها فعالیت ها، بخش های در که پرسشی ۱۶۵ مجموع از که می دهد نشان ۲ نمودار

دادە اند. اختصاص خود به را مقدار کمترین و بیشترین ترتیب به ،(٪۲۱̸۱) مورد ۲ با فراشناختی دانش و پرسش(٪۴۰) ۶۶ با مفهومی
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دانش بعد فراوانی توزیع نمودار :۲ نمودار

نتیجە گیری .۵
عدم از حکایت این که داشتە اند بیشتری تأکید شناختی فرآیند پایین سطوح بر کتاب سؤال های طراحی در پدیدآورندگان داد، نشان تحقیق نتایج
تأکید نیز شناختی فرآیند بعد در بستن کار به سطح در آن ها این، بر علاوه دارد. فراگیران در مسئله حل مهارت پرورش و خلاقیت مقوله به توجه

می باشند. تمرین و تکرار هدف با صرفاً سؤالاتِ طرح طریق از یادگیری تثبیت دنبال به مؤلفان که است آن بیانگر این و نمودە اند بیشتری
فراگیر دانش و گاهی آ ) فراشناخت سطح به را توجه میزان کمترین ابتدایی، پنجم پایه ریاضی کتاب پدیدآوران که است آن مبین تحقیق نتایج
تحول و رشد با که نظری جهت گیری های از صرف نظر پژوهشگران عموم نظر با یافته این که داشتە اند دانش بعد در ( خود شناخت دربارە ی
این روی کردن عمل با همراه و می گردند مطلع تر بە طورکلی شناخت به نسبت و می شوند گاە تر آ خود اندیشیدن چگونگی از آموزان، دانش یافتن

ندارد. همخوانی آموخت، خواهند بهتر گاهی آ
بخش سؤالات قالب در مؤلفان که است آن گویای این است. شده بیشتری توجه سطوح سایر به نسبت مفهومی دانش سطح به تمرین ها بخش در

می باشند. کتاب و معلم توسط ارائە شده دانش از حاصل فهم میزان ارزشیابی درصدد تمرین ها
که آنجا از داشتە اند. بیشتر توجه آفریدن سطح به کلاس ها در کار و تمرین ها سؤالات طراحی در درسی کتاب مؤلفان که داد نشان پژوهش نتایج
طبیعی می آورد، فراهم را سایرین نظر از استفاده امکان نیز کلاس ها در کار و می شوند تعیین منزل در تکلیف عنوان به تمرین ها اوقات اغلب در

باشد. بیشتر کاردرکلاس ها و تمرین ها بخش های در سطح این تأکید میزان که است
کمتری میزان به ابتدایی پنجم پایه ریاضی درسی کتاب آنکه بر مبنی (۱۳۹۹) همکاران و شیری شیروانی پژوهش یافتە های با حاضر پژوهش نتایج
پیش از و مشخص پاسخ کتاب، پرسش های اینکه نیز و آورد فراهم را آموزان دانش خلاقیت رشد و بروز جهت مناسب شرایط است توانسته

دارد. همخوانی دارند؛ شده تعیین

پیشنهادات .۶
زمینە های به توجه ضرورت مختلف، مسائل با ابتدایی مقطع آموزان دانش شدن مواجه در مسئله حل مهارت و خلاقیت اساسی نقش به توجه با
به توجه با ” تمرین ” بخش در پدیدآورندگان که می گردد پیشنهاد لذا شود. می احساس پیش از بیش درسی، کتاب های در آن ها تقویت و رشد

برآیند. آموزان دانش برای برانگیز چالش سوالاتی ارائه صدد در و پرهیز کلیشە ای سوالاتی طرح از آن، ماهیت
مولفان گردد می پیشنهاد است؛ شده تاکید بیشتر شناختی فرایند بعد در بستن کار به سطح به ابتدایی پنجم پایه ریاضی کتاب تدوین در که آنجا از
نمایند. دوچندان توجه کتاب مختلف بخش های طراحی فرآیند در (. . . و کردن تحلیلی فهمیدن، آوردن، یاد به ) شناختی فرآیند دیگر سطوح به

سپاس گزاری
تدوین و تنظیم تدارک، مراحل تمام در که رضائی غلامرضا آقای جناب ارجمند استاد شائبه بی و دریغ بی همکاری های و زحمات از وسیله بدین
آموزش پیشرفت و تعالی راه در را ایشان افزون روز توفیق و نموده سپاسگزاری صمیمانه فرمودند، ارشاد و راهنمایی را نویسندگان مقاله، این

خواستاریم. متعال خداوند درگاه از عزیزمان، کشور عالی
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در آن ها رفع برای روش هایی و منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های شناسایی
۱۴۰۰ −۱۴۰۱ تحصیلی سال در اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه

رضاقلیب شریفه ،آ، هاشم آبادی∗ زهیری عفت
کرمان نور پیام دانشگاه ارشد کارشناسی دانشجوی آ

کرمان نور پیام دانشگاه علمی هئیت عضو ب

چکیده
هشتم پایه در آن ها رفع برای روش هایی و منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های شناسایی حاضر، تحقیق از هدف
نظر از و کاربردی هدف، نظر از حاضر تحقیق بود. ۱۴۰۰ −۱۴۰۱ تحصیلی سال در اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس
شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه دانش آموزان کلیه شامل تحقیق، آماری جامعه است. زمینە یابی نوع از توصیفی اجرا،
هشتم پایه دانش آموزان انتخاب دلیل به بودند. تحصیل به مشغول ۱۴۰۰ −۱۴۰۱ تحصیلی سال در که می باشد اصفهان
خوشە ای روش گروە ها، این در دانش آموزان جمعیˁت بودن متفاوت علت به همچنین و اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس
قرار استفاده مورد ساده تصادفی نمونە گیری و نسبی طبقە ای تصادفی نمونە گیری روش خوشە ها در و چندمرحلە ای
بررسی مورد پرسشنامه ۴۴۳ تعداد، این از گردید؛ توزیع دانش آموزان از نفر ۴۵۸ بین پرسشنامە ها نتیجه در گرفت؛
شده وارد اطلاعات بودن ناقص دلیل به پرسشنامە ها بقیه و داد تشکیل را دانش آموزان نمونه حجم که گرفت قرار
برای گردید. طراحی محقق ساخته پرسشنامە ای تحقیق، این در همچنین نشد. واقع بررسی مورد دانش آموزان، توسط
دادە ها درصد بیان و دایرە ای نمودار فراوانی، توزیع جدول از توصیفی آمار بخش در تحقیق این دادە های تجزیە وتحلیل
مقایسه برای 𝑋۲ آزمون از و جنسیˁت اساس بر نمرات میانگین مقایسه برای مستقل t آزمون از استنباطی بخش در و
(T−TEST)، نمونە ای تک تی⁃ میانگین آزمون از تحقیق اصلی آزمون برای همچنین فراوانی، درصد و فراوانی
نهایت در گردید. استفاده عوامل این اولویت بندی برای فریدمن آزمون و بدفهمی ها رفع عوامل تأثیر بررسی برای
در و ندارند مدرسە ای ریاضیات در منفی اعداد از مناسبی فهم و درک دانش آموزان، اغلب که داد نشان تحقیق نتایج

هستند. مواجه مشکل با منفی اعداد شامل ریاضی مسائل حل در خود دانستە های پیادە سازی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

بدفهمی
مسأله حل

استدلال
منفی اعداد مفهوم درک

مقدمه .۱
وسیع کاربردهای دارای که می آید شمار به مختلف حوزە های در زندگی مشکلاتِ حل̞ جهت در و روزانه زندگی از بخشی آن کاربرد و ریاضیات
قدرت کنند، استدلال منطقی بتوانند مسائل با برخورد در که شد خواهد افرادی تربیت موجب ریاضیات، است. انسانی متفاوت فعالیˁت های در
و خطا دچار مسیر این در است ممکن اما ۱۳۹۳)؛ (غلام آزاد، بسازند جامع تئوری های پیرامونی، پدیدە های دربارة و باشند داشته انتزاع و تجزیه
رˀخ دروس سایر از عمیق تر و بیش تر مراتب به ریاضیات در خطاها این گاهی اما است طبیعی امری یادگیری ضمن خطا بروز چند هر شوند، اشتباه
مفهومی تسلسل مسائل، بودن کاربردی عین در مفاهیم بودن (مجرد ماهیˁتی لحاظ به ریاضی مفاهیم شدن فهمیده بد قابلیˁت در آن علت و می دهد
که می شود مستدلی بعضاً و نظام مند اشتباهات باعث بدفهمی اصطلاح به یا فهمیدن بد می باشد. ... و آموزشی روش با مطالب) داشتن پیش نیاز و

∗سخنران
رضاقلی) شریفه ) rezagholi@pnu.ac.ir ،( هاشم آبادی زهیری (عفت efatzahirihashem@gmail.com الکترونیک: پست
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.(۱۳۹۵ همکاران، و (زهرە وند است متفاوت متخصصان درک با و می باشد یادگیری ضمن دانش آموزان نادرست ذهنی تفسیرهای از ناشی عمدتاً
شکل روابط است ممکن دیگر، عبارت به می شود. ناشی چیزی غلط درک از که است اشتباه دید یا تصور فکر، ،(۲۰۰۷) آلن۱ نظر از بدفهمی
یک دربارۀ ذهنی نادرست تصورات و برداشت ها همچنین باشد. نداشته علمی صحت و باشد نامناسب کاملا́ مفهوم یک دربارۀ فرد ذهن در گرفته
وجود به است، کرده کسب مختلف زمان های در و متفاوت موقعیˁت های در گرفتن قرار با فرد که تجربیاتی طریق از است ممکن ریاضی مفهوم
ریاضی مفاهیم یادگیری و آموزش باید پس می شوند؛ گذاشته کنار سرعت به نه و می آیند وجود به آنی نه رو، این از باشد؛ گرفته شکل و آمده
زیرا دهند؛ شکل آن در رفته کار به مفاهیم معنای تشریح با همزمان را خود مفهومی۲ تصورات کند کمک دانش آموزان به که باشد گونە ای به
اندیشة و ذهن در یکپارچه و م ِˁنسجˀم شکل به که زمانی بە  ویژه کرد، تبدیل صحیح تصور یک به می توان دشواری به را ناصحیح مفهومی تصورات
ساختارهای کلی توصیف برای ،(۱۹۸۱) وینر۳ و تال را مفهومی تصور اصطلاح .(۱۳۹۵ همکاران، و (ریحانی باشد شده ایجاد دانش آموزان
طریق از سال ها طول در است ممکن که وابستە اند فرآیندهای و خواص و ذهنی تصاویر شامل و کردند معرفی دارند، ارتباط مفهوم با که شناختی
متفاوت کاملا́ مفهومی تصور با که دارد قرار مفهوم۴ تعریف مقابل در اصطلاح این .(۱۳۹۳ (محتشم، باشند تغییر قابل و شده ساخته تجربه انواع
نظریة یک اساس بر و رسمی می تواند تعریف این می کند. مشخص را مفهوم آن که است کلمات از شکلی صورت به مفهومی تعریف است.
مفهوم” ”تصور اما باشد. شده ابداع مفهوم آن از ذهنی توصیف برای شخص خود سوی از و بوده شخصی حتی یا باشد آن بر منطبق و ریاضی
مفهومی تصور و مفهومی تعریف میان که می شوند ایجاد زمانی بدفهمی ها بنابراین گیرد؛ بر در نیز را دیگرى جنبە های است ممکن حال هر به
.(۱۳۹۶ بروجردیان، و (بخشعلی زاده باشد نداشته وجود سازگاری دیگر، طرف از فرد ذهنی توصیفات و شخصی تصورات و طرف یک از صحیح
مطرح ریاضیات در بار اولین برای وقتی و بوده برخوردار ویژە ای جایگاه از ریاضی آموزش فرآیند در که است مفاهیمی جمله از منفی۵، عدد لذا
یک وقتی واقع در می ماند. باقی دشوار مفهوم یک تجربه و تمرین سال ها از بعد حتی بزرگسالان برای اغلب و بوده دشوار مفهوم یک می شود،
دامنة گسترش که می کند بیان ،(۲۰۱۱) کیلهامن۶ است. نیاز مورد منفی اعداد عملیات از استفاده مواقع از بسیاری در می شود، مطرح ریاضی مسألة
اعداد معرفی با یابند. دست آن به باید مدرسە ای ریاضیات در دانش آموزان که است ضروری مؤلفة یک صحیح اعداد به طبیعی اعداد از عددی
با که بگیرند یاد اعداد این با کار برای را جدید قواعد دسته یک دارند انتظار که می شوند آشنا اعداد از جدید مجموعة یک با دانش آموزان منفی،
دانش آموزان چون که می کنند استدلال ،(۲۰۰۳) همکاران۷ و کاسکارت همچنین است. تضاد در گرفتە اند یاد قبلا́ که اعدادی با عملیات قوانین
(ریحانی کنند شروع عجله بدون و معنی دار شیوە ای به را منفی اعداد کشف باید کرد، خواهند کار جبر در منفی اعداد با مدرسه بعدی سال های در
با روزمره زندگی کمˁی مقادیر دادن اتصال برای تلاشی دانش آموزان، به منفی اعداد آموزش که می کند بیان ،(۱۹۹۳) بال۸ .(۱۳۹۵ همکاران، و
تا پنجم پایە های در آن ها روی عملیات و منفی اعداد رسمی آموزش ریاضیات، درسی برنامە های در متعارف طور به است. رسمی ریاضیات
فاقد که دارد صفر از کمتر مقادیر پذیرش به نیاز منفی اعداد از روان استفاده که معتقدند ،(۲۰۱۲) همکاران۹ و جولیک می شود. شروع هشتم
کتاب” دو ”منفی نمی توانیم ما فیزیکی لحاظ از کنیم، صحبت کتاب” ”دو داشتن از می توانیم ما که حالی در هستند. مثبت مقادیر ملموس معنی
بودند قادر بچە ها این که شد متوجه چهارم تا دوم پایە های دانش آموزان مطالعة طریق از ،(۲۰۰۳) همکاران۱۰ و شلیمن همچنین باشیم. داشته
دانش آموزان با مصاحبه طریق از نیز ،(۲۰۱۴) بوفردینگ۱۱ شدند. کشیده چالش به اعداد این روی عملیات برای اما بپذیرند، را منفی عدد ایدة
شده ایجاد درک با را اعداد این ظاهراً زیرا کنند، درک را منفی اعداد مفهوم می کنند تلاش دانش آموزان از بسیاری که رسید نتیجه این به چهارم پایة
همکاران۱۲ و بیری است. بوده دشوار ابتدا در نیز ریاضیدانان برای حتی گذشته در منفی اعداد درک البته می بینند. تناقض در نامنفی شان اعداد از
اعداد معنای و وجود در اغلب ریاضیدانان اوایل البته کردە اند؛ ثبت سوم قرن از قبل را منفی اعداد با مشکلات ”ریاضیدانان که: معتقدند ،(۲۰۰۴)
آموزشگران چطور پس می دانستند، دشوار را منفی اعداد مفهوم درک آن ها اگر بنابراین .(۱۳۹۶ بروجردیان، و (بخشعلی زاده داشتند” شک منفی
قوانین یکسری از بیش تر میزانی به را منفی اعداد مفهوم باشند داشته انتظار آموزش ندیده کودکان و بزرگسالان دانش آموزان، از می توانند امروزی
تأیید را مطلق منفی عدد یک مردم که کرد بیان هفتم، قرن ریاضیدان بهاسکارا۱۴ همچنین .(۲۰۰۶ همکاران۱۳، و (کاراهر بگیرند؟ یاد شده حفظ
(بیشاپ می کردند بازنمایی را چیز هیچ از کمتر چیزی آن ها چون کرد، رد کاذب عنوان به را منفی جواب های دکارت۱۵ ،۱۷ قرن اواخر نمی کنند.
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مفهوم یک دانش آموزان اغلب برای می شود، استفاده کمتر روزمره زندگی در منفی عدد مفهوم که این دلیل به نیز امروزه .(۲۰۱۱ همکاران۱۶، و
منفی عدد مفهوم بودن انتزاعی اغلب می یابند، دشوار را منفی عدد مفهوم چرا که می شود پرسیده دانش آموزان از وقتی می شود. تلقی دشوار
انجام و منفی اعداد درک که باورند این بر ،(۲۰۱۰) پلیتیدیس۱۷ و لیمونیدیس می کنند. ذکر دلیل عنوان به را واقعی جهان با آن ارتباط عدم و
و است معرفت شناختی۱۸ مشکلات این منشأ معتقدند آن ها می یابند. دشوار را آن دانش آموزان اغلب که است موضوعی اعداد این روی عملیات
اشیائی اعداد، است معتقد ،(۲۰۱۱) کیلهامن همچنین است. محدود کنند، بازنمایی را منفی اعداد با عملیات می توانند که طبیعی پدیدە های تعداد
ظاهر مدرسه ریاضیات در منفی اعداد وقتی است، معتقد وی همچنین می کنیم. درک استعارە ها۱۹ طریق از را آن ها مفهوم ما که هستند انتزاعی
این بودن انتزاعی دلیل به را منفی اعداد دانش آموزان که است باور این بر وی همچنین می شوند. متناقض طبیعی اعداد خواص از برخی می شوند،
کشور در ریاضی، آموزش در منفی اعداد زیاد اهمیˁت علی رغم .(۱۳۹۵ همکاران، و (ریحانی می یابند دشوار واقعی، جهان با ارتباط عدم و اعداد
زمینه این در بیش تر پژوهش های به نیازمند لذا است؛ نشده توجه کافی اندازه به اعداد این از دانش آموزان درکِ میزان و منفی اعداد مقولة به ما
پیامدهای به بتوان تا گیرد قرار معلمان عنایت مورد بیش تر باید مهم مسأله این ریاضی، یادگیری در بدفهمی منفی اثرات دلیل به که چرا است؛
پداگوژیکی دانش̞ اساسی عناصر از دانش آموزان بدفهمی های و شده درک مفاهیم از گاهی آ زیرا یافت؛ دست پایه درس این آموزش در مفیدی
بروز از جلوگیری برای می توانند معلمان لذا می دهد؛ یاری آن اجرای و آموزشی طراحی فرآیند در را معلم گاهی، آ این واقع در محتواست.
مفید بدفهمی ها رفع و جلوگیری جهت در می تواند پژوهش  این نتایج همچنین نمایند. ایجاد خود در را لازم آمادگی آن ها، اصلاح یا بدفهمی ها
ریاضی درس در منفی عدد مفاهیم یادگیری بدفهمی های رفع در شده ارائه راهکارهای گردآوری و پژوهش  این واکاوی و تحلیل اما شود واقع
تأثیری به توجه با که چرا می رسد؛ نظر به ضروری و مهم امری نومعلمان، استفاده جهت خصوص به مˀدو̺ن و مختصر مجموعه یک صورت به
خصوص به ریاضی معلمان که است لازم دارند، دانش آموزان ریاضی پیشرفت و یادگیری بهبود در ریاضی بدفهمی های پیشگیری و اصلاح که
برخی موضوعی تحلیل با حاضر، پژوهش در لذا نمایند؛ تجربه و مطالعه نیز را آن ها رفع راهکارهای بدفهمی ها، این با آشنایی بر علاوه نومعلمان
اصلاح و پیشگیری جهت راهکارهایی بیان به منفی، اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های بە ویژه ریاضی بدفهمی های با مرتبط پژوهش های و منابع
با معلمان وقتی که چرا نماید؛ توجە ای شایان کمک دانش آموزان ریاضی یادگیری بهبود جهت در می تواند راهکارها این پرداخت؛ خواهیم آن ها
شکلی به مفاهیم ساختن برای را دانش آموزان مناسب، آموزشی ارائة با باشند، آشنا آن پیچیدگی های و بدفهمی ها رفع جهت راهکارهایی و ایدە ها
منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های بە ویژه ریاضی بدفهمی های شکل گیری احتمال تا می شود موجب امر این که می کشند؛ چالش به صحیح
مفاهیم یادگیری بدفهمی های اصلاح و پیشگیری جهت راهکارهایی بیان به دارد سعی پژوهش این در محقق لذا یابد؛ کاهش دانش آموزان در
منظور به حاضر پژوهش لذا بردارد. دانش آموزان تحصیلی پیشرفت و رشد راه در کوچک چند هر گامی بتواند تا بپردازد منفی اعداد حوزه در
تحصیلی سال در اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه در منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های که: است اساسی سؤال این به پاسخگویی

دارد؟ وجود آن ها رفع برای روش هایی چه و چیست؟ ۱۴۰۰ −۱۴۰۱

نظری مبانی .۲
منفی اعداد .۱ .۲

عنوان به را منفی اعداد مفهوم ریاضیدانان ریاضیات، تاریخ طول در است. بی ارزش آن تاریخی تکامل سیر بررسی بدون منفی اعداد مطالعه
ملموس اشیاء که مثبت اعداد برخلاف می دهند. ادامه درگیری این به نیز امروزی دانش آموزان کردە اند. درک چالش برانگیز و بحث مورد موضوعی
اما می کردند، استفاده معادلات حل در منفی اعداد از ریاضیدانان اوایل، می کنند. بازنمایی را غیرملموس اشیاء منفی اعداد می کنند، بازنمایی را
از بسیاری هم هنوز البته باشند؛ داشته وجود نمی توانند پس شوند، بازنمایی فیزیکی اشیاء با نمی توانند منفی اعداد که این دلیل به بودند معتقد
می گیرند یاد مفهوم درک بدون عملیات انجام برای قوانین از مجموعە ای حفظ با اولیه ریاضیدانان مانند را منفی اعداد با محاسبات دانش آموزان،
این با محاسبه و منفی اعداد فهم در تحصیلی مختلف دورە های در دانش آموزان از بسیاری که می دهند نشان تحقیقات .(۲۰۰۴ همکاران، و (بیری
بالاتر دورە های تمام در و آغاز راهنمایی دوره در منفی اعداد مفهوم مدرسە ای ریاضیات در می دانیم که همانگونه می شوند. مواجه مشکل با اعداد
یادگیری و آموزش روش و دارند ویژە ای جایگاه ریاضی محاسبات در اعداد این همچنین می شود، محسوب ریاضی نشدنی جدا جزء همواره
و تدریس نحوه در لذا می کند؛ ایفاء مهمی نقش دانش آموزان، ذهن در مفهوم این شکل گیری در مدرسە ای ریاضیات در اعداد از مجموعه این
بدفهمی های و اشتباهات برای را راه مفهوم، این غلط یا ناقص فهم که چرا داد، خرج به را حساسیˁت و دقت نهایت که است لازم آن آموزش
معلمان آموزش روش بهبود در می تواند آن ها شکل گیری چگونگی و ریاضیات در مفاهیم تاریخچه به توجه کرد. خواهد هموار دیگر مباحث
از نباید معلمان و دارند خود واقعی زندگی در منفی اعداد با مواجهه برای کمی فرصت های دانش آموزان که است ذکر به لازم باشد. تأثیرگذار
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آموزش راهنمای زمینه این در می تواند منفی اعداد تاریخچه از گاهی آ واقع در نمایند. غفلت مدارس در منفی اعداد از افراد شهودی درک رشد
و می کند یاد ریاضی مختلف مباحث آموزش عرصه در ریاضیات تاریخ بالقوه نیروی از ۱۹۹۴ سال در لرمن۲۰ .(۲۰۰۹ (کیلهامن، باشد معلمان
او است. نداشته توفیقی دانش آموزان گاهی آ و بصیرت ایجاد در ... و حدها بی نهایت ها، منفی، اعداد آموزش در ما معمول شیوه است معتقد
شده درک ۱۹ قرن اوایل و ۱۸ قرن انگلیسی ریاضیدانان از بسیاری از بهتر میلاد، از قبل سال ۱۵۰۰ بابلیان توسط منفی اعداد که است معتقد حتی
که هنگامی است، معتقد وی می کند. توصیف واقعی درک بدون قوانین از گاهی آ عنوان به را رسمی دانش هجنی۲۱ .(۱۳۸۸ (علم الهدایی، است
مورد در مفیدی ایدە های ریاضیات تاریخ تجزیە وتحلیل با و کنیم جستجو را ریاضیات تاریخ می توانیم کنیم، حذف را رسمی قواعد می خواهیم
ریاضیات، یادگیری و آموزش در تاریخ بکارگیری مزیت یک است معتقد آرکاوی بریم. کار به خود تدریس در و نماییم دریافت تفکر پیدایش

می باشد: زیر موارد از استفاده در آن نقش
به که شهودی، استدلال −۵ مفاهیم، و فرضیات در تجدیدنظر −۴ موضوع، یک مورد در دیدگاه تغییر −۳ جایگزین، مفاهیم −۲ اشتباهات، −۱

.(۲۰۱۱ (مولیتوریسوا۲۲، بگیرد قرار استفاده مورد مفیدی صورت به ریاضیات آموزش در است ممکن و می شود ظاهر تاریخی صورت
اولیه آموزش های برای است ممکن اما می باشد منفی اعداد آموزش برای متداول ابزار یک اعداد محور چه اگر است معتقد ،(۲۰۰۸) هیفر۲۳
دما مقیاس یا ساختمان یک طبقات مانند ملموس موقعیˁت های طریق از می تواند فقط منفی اعداد نباشد. مناسب منفی اعداد به مربوط عملیات
ریاضیدان کاردانو ۱۸۰۳ اواخر .(۲۰۱۱ (کیلهامن، می کند بحث اعداد محور از استفاده علیه بر ریاضیات تاریخ مورد در هیفر واقع در شود. درک
کم صفر از مؤثر مقدار یک تا است لازم منفی، مقدار یک آوردن بە دست ”برای بود: شده نگران منفی اعداد واقعیˁت مورد در فرانسوی معروف
اعداد که هفدهم قرن ریاضیدانان برخی کنیم.” تصور را منفی مقدار یک چگونه بنابراین غیرممکن؛ عملیات برداریم: چیز هیچ از چیزی کنیم،
آن ها نباشید، نگران منفی اعداد دوم ریشه مورد در خصوص به و منفی اعداد معنای مورد در که کردە اند بیان دادە اند، قرار استفاده مورد را منفی
شامل بود ممکن محاسبه یک میانی گام های چه اگر کنند. حل را مکعبی معادلات مانند مشکل بسیار معادلات از برخی می توانند که شدند متوجه
آن از .(۲۰۰۷ (آلن، می خواستند آن ها که بود چیزی همان واقع در که می آمد بە دست مثبت یا حقیقی عدد یک اغلب جواب باشد، منفی اعداد
داد، تشخیص را جهت و منفی اعداد بین ارتباط که کسی اولین دریافتند. را منفی اعداد برای استفاده انواع دانشمندان و ریاضیدانان بعد به زمان
معرفی اعداد دستگاه هندسی بازنمایی یک عنوان به را اعداد محور ایدة که بود کسی اولین وی واقع در بود. هفدهم قرن ریاضیدان والیس۲۴
می کنیم. استفاده دیگری عدد هر مانند دقیقاً منفی اعداد از ما امروزه هستند. بی نهایت از بزرگتر منفی اعداد که می کرد فکر او وجود، این با کرد.
را −۱ جذر شدە اند. گرفته قطعی پیشرفت برای پیش سال هزاران از ساده ریاضی اصول چگونه که می دهد نشان اعداد این پیچیده تاریخچه
نیست امکان پذیر آن بدون مهندسی و علوم در محاسبات از بسیاری اما می رسد، نظر به بی معنی تنهایی به آن (−) منفی̞ علامت بگیرید، نظر در

.(۲۰۱۵ (بلیمی،
منفی اعداد مفهوم درک و دانش آموزان .۲ .۲

طی ،(۱۹۸۹) همکاران۲۵ و پلد می باشد. منفی اعداد مفهوم یادگیری در مرحله مهم ترین دانش آموزان، ذهن در منفی اعداد جهت و اندازه تفسیر
دو اغلب ”۵ −۷” تفریق برای آن ها بودند. منفی اعداد مفهوم درک فاقد آن ها بیش تر که شدند متوجه پنجم و سوم پایه دانش آموزان با مصاحبه
صفر برابر آن حاصل می کردند بیان یا می گرفتند نظر در ”۷ − ۵” مانند را آن و کردند می معکوس را تفریق یا می بردند؛ کار به متفاوت استراتژی
در ”۵ + ۸” صورت به را آن و می گرفتند نادیده را منفی علامت سادگی به آن ها می شد، پرسیده ”−۵ + ۸” مانند عبارتی وقتی همچنین است.
که گرفتند نتیجه محققان نمی کردند، دریافت ششم پایه از قبل منفی اعداد مورد در رسمی آموزش هیچ دانش آموزان آنجائیکه از می گرفتند. نظر
وجود که وقتی بود. مثبت اعداد برای مدل هایشان روی مدرسه آموزش از قبل منفی اعداد شامل که می سازند را ذهنی ای مدل های دانش آموزان،
به را منفی اعداد وجود دانش آموزان که آن از پس بنابراین می آید؛ بە وجود اعداد این خواص مورد در بسیاری سؤالات شد، پذیرفته منفی اعداد
استیسی این، بر علاوه .(۲۰۰۸ (ویلوکس۲۶، می گردند اعداد این ویژگی های و خواص بە دنبال پذیرفتند، مثبت اعداد از متمایز اعدادی صورت
آن ها که بود این رایج غلط˼ برداشت های از یکی دادند. انجام اعشار و کسر از دانش آموزان درک روی زیادی کارهای ،(۲۰۰۱) همکاران۲۷ و
از %۱ حدود اعشاری مقایسه آزمون یک در می شود. تصور صفر از کمتر صورت به و می شود همراه منفی اعداد با گاهی اعشار که شدند متوجه
از کمتر ۰̸۲۲ و ۰̸۶ مانند اعشارهایی که می کردند فکر %۷ حدود و می کردند مشخص منفی اعداد با کامل طور به را اعشاری اعداد دانش آموزان،
این برای دانش آموزان گذاشتن آزاد با آزمایشی تدریس یک در موضوع یک عنوان به را منفی اعداد ،(۱۹۹۳) بال .(۲۰۰۸ (شتین گلد، هستند صفر
تجربە هایی دانش آموزان که واقعیˁت این علی رغم که می کند اشاره او می کند. معرفی کنند، کشف خودشان را متفاوت بازنمایی های و مدل ها که
نمی توانید شما که می کنند ادعا هم هنوز آن ها بازی ها)؛ در منفی امتیاز ثبت و بودن بدهکار زیرصفر، حرارت درجه (مانند داشتند منفی اعداد با
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جهت و اندازه خاصیˁت دارای عدد نوع دو هر شد، اضافه مثبت طبیعی اعداد به منفی اعداد وقتی است. عدد کمترین صفر و بردارید صفر از تا ۹
این درک با ”همزمان می نویسد: بال کرد. پیدا اختلاف منفی اعداد برای اما بود، سازگار و منطبق (بزرگی) اندازه خاصیˁت مثبت اعداد برای شدند.
به صفر منفی، و مثبت اعداد وجود با است. منفی اعداد درک قلب در است، −۱ از کوچکتر دیگر معنای در و −۱ از بزرگتر مفهوم یک در −۵ که

.(۲۰۰۱ همکاران، و (استیسی می شود” ظاهر جهت و اندازه بدون خاص عدد یک عنوان
منفی علامت متفاوت معانی .۳ .۲

سوی از و می شود استفاده تفریق عمل برای که است دوتایی عملگر یک عنوان به یکسو از یعنی دارد متفاوت کاربرد دو منفی علامت امروزه
یک از چینی ها تفکر است. نشده تأیید همیشه متفاوت معنی دو این است؛ جمعی وارون یا منفی عدد یک نمایش برای واحد عملگر یک دیگر،
متفاوت، معنی دو این بین بنابراین ۲۰۰۴)؛ همکاران، و (بیری می شود انجام هنوز دیگر عدد یک از شدن کم برای عدد یک عنوان به منفی عدد
حذف را تا ۲ کدام هر از است؛ شده داده قرار سیاه میله ۴ و قرمز میله ۲ صورت به شمارش تختە های در ۴ از ۲ کردن کم نمی گذارند. فرق
دومین و دوتایی عملگر یک منفی علامت اولین چه اگر می شود، داده نمایش ۲ −۴= −۲ صورت به امروزه می دهد. را قرمز میله ۲ نتیجه می کنیم،
عادت ریاضیدانان که است معتقد او است. شده بیان وایت هد۲۸ توسط متفاوت معنای دو بین روشن تمایز یک است. واحد عملگر یک علامت
مناسب متفاوت چند هر پیوسته معانی در یکسان نماد از استفاده عمل در اما کنند؛ هستند،گیج مفاهیم معانی ردیابی درگیر که را کسانی دارند
شتین گلد، و (گلدین باشد یکسان همیشه آن از استفاده برای رسمی قوانین باشد، متنوع آن معانی چند هر که است این لازم شرط یک است.

.(۲۰۰۱
روش ها برخی در کردە اند. مطالعه را می شوند ایجاد منفی علامت از دانش آموزان مفهومی درک فقدان با که رویە ای خطاهای محققان از بسیاری
وجود آموزشی استراتژی های و تجربی تحقیق های می شود. استفاده تفریق عمل و منفی عدد نمایش برای یکسان علامت از که است مایە تأسف
علامت جای به عدد بالای (^) کوچک خم یک از ،(۱۹۹۳) بال مثال برای می شود. استفاده متفاوت هدف دو برای متفاوت علامت دو که دارد
یک نیز شییو۳۰ و می کرد، استفاده −۴ یا +۸ مانند منفی یا مثبت علامت یک از کوشمن۲۹ همچنین می کرد. استفاده منفی عدد نمایش برای منفی
در نمونه برای می نویسد؛ پرانتز در را منفی اعداد سوئدی، ریاضی درسی کتاب های انجمن یک همچنین می گذاشت. اعداد بالای در افقی خط
۸ پایه برای معمولا˟ که سوئدی درسی کتاب یک در است. شده مشخص پرانتز با یکی فقط اما هستند منفی اعداد همه −۴ ⁃(⁃۳) =۱ تساوی

می شوند: مشخص زیر صورت به منفی اعداد می شود، استفاده
هستند. صفر از بزرگتر که هستند اعدادی مثبت اعداد −

هستند. صفر از کوچکتر که هستند اعدادی منفی اعداد −
می شوند. نوشته آن مقابل در منفی علامت یک با منفی اعداد −

تفریق .۴ منهای تفریق نه است ۴ منفی عدد آن که می دهد نشان (−۴) مثال عنوان به می شوند؛ داده قرار منفی عدد یک اطراف در پرانتزها اغلب
آزاد یکسان علامت از استفاده کند، درک کامل طور به را آن دانش آموز که وقتی و می دهد را منفی عدد یک کردن جمع نتیجه همان مثبت عدد یک
از: عبارتند ابعاد این کرد؛ ابداع منفی علامت متعدد ابعاد دادن نشان برای را بودن” منفی ”حالت اصطلاح ولاسیس .(۲۰۰۴ (ولاسیس۳۱، است

نتیجه یک یا (راە حل) جواب یک عنوان به منفی عدد یک دادن نشان برای که می شود مربوط عدد به (متعلق) متصل علامت به واحد۳۲ عملگر −
می دهد. نشان را منفی عدد یک رسمی مفهوم عملگر این می شود؛ استفاده

و تفاوت کردن پیدا کردن، کامل برداشتن، فعالیˁت های این می شود. مربوط عملیاتی علامت یک عنوان به منفی علامت به دوتایی۳۳ عملگر −
می دهد. نشان را اعداد محور روی حرکت

.(۲۰۱۱ همکاران، و (بیشاپ است جمعی وارون برداشتن فعالیˁت به مربوط اما است عملیاتی نیز تقارنی۳۴ عملگر −
ندارد بستگی متغیر ظاهر یا معادله ساختار به داشتند، معادله کردن حل هنگام به دانش آموزان که مشکلاتی از بسیاری کرد اشاره ،(۲۰۰۲) ولاسیس
دانش آموزان مطالعه این در بود. آن از قبل علامت از عدد تفکیک شده، یافت اشتباهات از عمده نوع یک می دهد. رˀخ منفی اعداد حضور با بلکه
تحقیق سؤالات گرفتند. قرار مصاحبه مورد بود، شده داده آزمون یک در قبلا́ که چندجملە ای ها تکالیف به مربوط راە حل های مورد در هشتم پایه
،(۲۰۰۴) ولاسیس همچنین .(۲۰۱۲ همکاران، و (جولیک بود می دادند، منفی علامت به آن ها که معانی همچنین و مسأله حل روش به مربوط
داده قرار همانند عبارت دو بین وقتی کلی، طور به و است معنادار رویه با رابطه در فقط منفی علامت دانش آموزان از بسیاری برای که دریافت
عبارت مثال برای بود. جداکننده علامت یک عنوان به همچنین تعدادی برای اما می شود گرفته نظر در دوتایی) (عملگر تفریق عنوان به می شود
است. قسمت دو تنها ۴ −۶n −۴n گفت: دانش آموزان از یکی می شد. تقسیم ۲۰+ ۸ و ۷−n۵n قسمت دو به محاسبه برای ۲۰+ ۸ −۷−n۵n
−۴”n عبارت از سپس می دارم، نگه را − علامت و می نویسم را −۴ من ندارد، وجود حرف بدون دیگری عدد هیچ می کنم انتخاب را ۴ ابتدا من
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یک عنوان به همیشه چندجملە ای یک آغاز در منفی علامت یک می رسم. ۴ −۲n عبارت به نهایت در و می آورم بە دست را ۲n حاصل ”۶n
وضعیˁت یک می تواند منفی علامت که نگرفت نظر در دانش آموزی هیچ که می کند اشاره مخصوصاً ولاسیس می شود. گرفته نظر در واحد علامت
بسته معانی که ببینیم سپس و دهیم تشخیص را متفاوت معانی باید ابتدا است؛ دو مرحلە ای فرآیند یک علامت ها یادگیری البته باشد. داشته دوگانه
در مشخص جبری گفتمان یک در هشتم پایه دانش آموزان که داد نشان ،(۲۰۰۹) ولاسیس .(۲۰۱۱ (مولیتوریسوا، هستند تغییر قابل زمینه به
مثبت” علامت ”مفهوم ناپیدا ویژگی های از دیگر یکی نکردند. درک را منفی علامت دوتایی و واحد معنای و نبودند توانا منفی علامت از استفاده
می شوند؛ نمادگذاری مثبت علامت یک با ندرت به صحیح اعداد اما صفر)، جزء (به هستند علامت دار اعداد همه صحیح اعداد دامنه در است.
حالت در ”انعطاف پذیری شامل باید همچنین منفی” حالت در ”انعطاف پذیری باید شاید است. +۶ −+۴ معنای به ۶ −۴ صحیح اعداد دامنه در

.(۲۰۱۱ (منچستر، باشد مثبت”
رياضیات در بدفهمی .۴ .۲

است. بوده ریاضی کتاب های مؤلفان و درسی برنامە ریزان معلمان، از بسیاری جدی نگرانی همواره آن معنادار یادگیری و ریاضیات فهمیدن
آشنا آنان بدفهمی های از ناشی مشکلات و فراگیران توسط ریاضی مفاهیم یادگیری چگونگی با تا کوشیدە اند همواره عرصه این صاحب نظران
و آموزش جا هر که است این توجه قابل نکته است. درک قابل منظر همین از نیز ریاضیات یادگیری و فهم برای مختلف مدل های پیشنهاد شوند.
و بدفهمی ها بنابراین است؛ امکان پذیر بسیار آموزش مورد مفاهیم و مطالب از برخی نارسای و ناقص فراگیری امکان باشد، میان در یادگیری ای
و می نماید بروز شاگردان و معلمان توسط متفاوت شیوە های با و مختلف دلایل به بنا ریاضیات در بدفهمی ها می اُفتد. اتفاق آن از ناشی ناتوانی ها
چگونگی واقع در بدفهمی ها .(۲۰۱۲ همکاران، و (جولیک می کند تغییر مهم و گسترده ناتوانی های تا جزئی ابهام های و اشکالات از آن ها عرصه
در گردد. ریشە یابی و شناسایی باید که می دهد نشان یادگیری یاددهی⁃ موقعیˁت یک در را شاگرد یک ریاضی تجربه و دانش ناقص شکل گیری
نیستند؛ مطرح اتفاقی اشتباه یا غلط یک عنوان به صرفاً آن ها که نمود توجه مهم این به باید ریاضی غلط پنداشت های پیدایش چگونگی تبیین
غلط پنداشت های وجود که است این توجه قابل نکته می باشند. توجیه قابل ناقص ایدە های از شکل یافته خوب ذهنی ساختار یک قالب در بلکه
و تناقض ها دچار خود علمی و پژوهشی تلاش های طول در نیز مشهور ریاضیدانان بلکه شاگردان تنها نه و است تاریخی ریشە ای ریاضی داری
بود این امتناع برای آنان دلایل از یکی می ورزیدند. خودداری آن پذیرش از ریاضیدانان از برخی منفی، اعداد معرفی با شدە اند. بدفهمی هایی
۱ (یعنی کوچک مقدار یک و بزرگ مقدار یک میان نسبت می تواند چگونه که حالی در باشد؛ . ۱

−۱ =
−۱
۱ باید منفی اعداد قواعد به توجه با که

باور این بود، شده پنداشتی چنین موجب آنچه واقع در ۱)؟! و −۱ (یعنی بزرگ مقدار یک و کوچک مقدار مقدار یک نسبت با باشد برابر (۱ و
می شوند مشکلات قبیل این دچار شاگردان از بسیاری منفی اعداد آموزش شروع با اتفاقاً می دهند؛ نشان را کمیˁت و مقدار تنهایی به اعداد که بود

.(۱۳۸۸ (علم الهدایی،
است: کرده دستە بندی زیر صورت به دارند وجود کلی حالت در که را ریاضیات بدفهمی های ،(۲۰۰۷) دونالد۳۵

همدیگر به ربطی می رسد نظر به که می شود دیده مبهم روش های و انعطاف ناپذیر و سخت و سفت مجموعە ای یک عنوان به اشتباه به ریاضیات −
ندارند.

قابل قبول اجتماعی لحاظ به نیز آن در ضعف که باشد موضوعی می رسد نظر به و می شود تصور دشوار و سخت ریاضی افراد از بسیاری برای −
باشد.

می شود. گرفته نظر در بی اهمیˁت نمی برند، کار به شغل شان در را ریاضیات که افرادی برای اساساً ریاضی تفکر −
.(۲۰۱۳ همکاران۳۶، و (کانگلوسی است شده گرفته نادیده روزمره زندگی در ریاضیات فراگیر نقش −

از: عبارتند هستند درگیر آن ها با دانش آموزان که عمدە ای خطاهای از نوع دو اساس این بر
معمولا˟ اشتباهات واقع در می دهیم؛ اختصاص آن ها به را «اشتباه» عنوان ما و نیستند پیش بینی) (قابل نظام مند که بی دقتی و محاسباتی خطاهای −
نگاه را محاسباتش مجدداً یا بیازماید را پاسخ هایش می خواهد دانش آموز از معلم که هنگامی می دهند. رˀخ بی دقتی اثر در که هستند خطاهایی

.(۱۳۹۱ (پورعظیما، می شود اشتباه آن متوجه کند، درک خوبی به را شده تدریس مفهوم دانش آموز چنانچه واقع در کند؛
است اشتباه نظر یا ایده یک معنای به بدفهمی انکارتا، برخط لغت فرهنگ در می شوند. شناخته «بدفهمی» عنوان تحت که نظام مند خطاهای −
ایجاد دانش آموز ذهن در ایدە هایی خاص، حالت در که می دهند رˀخ زمانی بدفهمی ها معمولا˟ باشد. شده نتیجە گیری نادرست درک یک از که

می دهد. تعمیم نادرست طور به را ایدە ها این کلی حالت در دانش آموز سپس و می شود
از دانش آموز گاهی آ برای مناسب تکالیف از و کند مطرح را دقیقی پرسش های معلم که است این مستلزم بدفهمی ها با مقابله که، این مهم نکته

.(۲۰۱۰ (بوفردینگ، نماید استفاده شده، ایجاد بدفهمی

35. Donald
36. Cangelosi et al.
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منفی عدد مفهوم درک در دانش آموزان بدفهمی .۵ .۲
بە وجود اولیه یادگیری استانداردهای در جبری مفاهیم که حالی در وجود این با است؛ جبر از ضروری بخش یک صحیح اعداد عملیات درک
پایه در صحیح اعداد برای رسمی استانداردهای ارائه ،(۲۰۰۰) ریاضی معلمان ملّی شورای گفته طبق بر نیست. طور این منفی اعداد می آیند،
بدفهمی های در ریشه جبر در شده ظاهر بدفهمی های از بسیاری می اُفتد. اتفاق ۸ تا ۶ پایه در آن ها روی عملیات و می دهد رˀخ پنجم تا سوم
نادرست درک با بدفهمی این واقع در شوند؛ نگران و آشفته ابتدا در دانش آموزان از بسیاری می شود باعث ۱۰−=؟+۴− معادله شبه دارد. حساب
استفاده است، منفی مقدار اگر قرض، و است مثبت مقدار که وقتی دارایی، مانند: اصطلاحاتی از معلمان از برخی می شود. ایجاد منفی اعداد از
میان در .(۲۰۰۷ (دونالد، است مشکلات این منبع بدفهمی درک̸ عدم این که دارد وجود معادله حل در متعددی مشکلات جبر در می کنند.
صحیح اعداد مفهوم درک که آنجا از است. −۶ از بزرگتر −۴ که نمی کنند درک ابتدا دانش آموزان که شدند متوجه ،(۱۹۸۹) همکاران و پلد محققان
آن چطور که این و دانش آموزان صحیح عدد مفهوم درک کامل بررسی می کند، کمک صحیح اعداد عملیات از درک شان به دانش آموزان توسط
اما دارند منفی اعداد از پایە ای درک یک آموزش ندیده بزرگسالان و کودکان که داد نشان ،(۱۹۹۹) نونز۳۷ همچنین است. مهم می دهند، توسعه را
طور به کودکان و بزرگسالان روش، این در است؛ کرده بررسی منفی اعداد درک در را بازنمایی ها نقش وی دارند. مشکلاتی بازنمایی شان برای
حل شفاهی صورت به را مسائل که گروهی دهند. پاسخ کتبی یا شفاهی حالت یک در را مسائل که شدند داده اختصاص گروه یک به تصادفی
معانی منفی علامت شد مشخص که سرانجام می کردند. استفاده نوشتاری بازنمایی های از که بودند کسانی از بهتر توجهی قابل طور به می کردند
این به نونز، نهایت در نبودند؛ متفاوت توجهی قابل طور به شفاهی و کتبی حالت در عملکرد دارد، را کردن معکوس و تفریق عملیات متفاوت
پیچیده منفی اعداد درک که است معتقد همکاران و بیشاپ .(۲۰۱۱ (بسویک۳۸، بود بدفهمی ها از بسیاری علت کتبی بازنمایی های که رسید نتیجه
مقایسە ها بزرگی، مقادیر، مانند: اعداد از تفاسیری میان در تا می سازد قادر را آن ها که دارند دست در استعاره چندین کارشناسان چه اگر است؛
برخورد منفی اعداد مورد در استدلال هنگام مختلفی مشکلات با بزرگسالان از بسیاری و دانش آموزان بیش تر اما کنند؛ حرکت مکان تغییر و
مصاحبه آن ها با که دانش آموزانی از بسیاری دارند. را شغل یا سیب −۲ کردن تصور مشکل کودکان و بزرگسالان از بسیاری واقع در می کنند.
اعداد که داد توضیح دوم پایه دانش آموزان از یکی دادند؛ انعکاس را مشکلات این بسازند، را منفی اعداد مفهوم تا می کردند تلاش که وقتی شد
اعداد چه اگر دارد. وجود آن ها مقابل در منفی علامت یک که این جزء به می کنند عمل دیگر اعداد مانند درست آن ها نیستند، عدد واقعاً منفی
می کنند تلاش معنی داری طور به آن ها تفسیر برای اولیه ریاضیدانان از بسیاری مانند ها آن اما دارند، وجود دانش آموزان از بسیاری برای منفی
گزارش شان تمرکز کردند، دنبال را دوم تا اول پایه از پرسش بر مبتنی درس کلاس یک ،(۲۰۰۶) موس۳۹ و بهرند .(۲۰۱۲ همکاران، و (جولیک
استفاده عددی عبارت های در را منفی اعداد خودبە خود دانش آموزان اول، درجه در بعدها بود. منفی اعداد پیرامون دانش آموزان تعاملات روی
در بعدها .−۲+۱۲=۱۰ می داد پاسخ دانش آموز کند، تولید را ۱۰ شامل عددی عبارت تا می خواستند دانش آموز از وقتی مثال برای می کردند.
−۱=۱۱۹ مثال (برای می کرد استفاده تفریق الگوریتم یک در را منفی اعداد منظم طور به دانش آموزان از یکی سوم پایه کلاس یک در دوم، درجه
به که چیزی دادند، تشخیص را ۵ − (−۳) و ۵ −۳ بین تفاوت دانش آموزان از یکی جزء به همه دوم، پایه پایان در .(۲۴۵ −۱۲۶ =۱۰۰ + ۲۰ +
به مفهوم ساختن اصولا˟ موس و بهرند که توجه قابل رویدادهای این می شد. ثابت مدرسه همان در پنجم پایه دانش آموزان اکثریت برای سختی
اعداد معرفی برای لازم عینی تجارب دانش آموزان که می دهد نشان بود، شده تشویق خاص کلاس آن در اُفتادن اتفاق برای که می آورند حساب
به مسیر یک امتداد در حرکت استعاره روی بر ساختن با درسی برنامە های از بسیاری توسط که دارند ششم و پنجم پایه از زودتر بسیار را منفی
حساب از انتقال فرآیند در که داد نشان ،(۲۰۰۲) گالاردو۴۱ همچنین .(۲۰۱۰ اوزدون۴۰، و (آلتیپارمک می شود گرفته نظر در اعداد محور عنوان
مسائلی و معادلات با دانش آموزان مرحله، این طول در می شود. معنادار منفی اعداد از دانش آموز یک ساخت وساز تجزیە وتحلیل که است جبر به
ساله، ۱۳ −۱۲ دانش آموز ۳۵ با تجربی مطالعه یک از او داشتند. (راە حل ها) پاسخ ها یا ثابت ها ضرایب، عنوان به را منفی اعداد که می شوند روبرو

هستند: زیر شرح به سطوح این گرفت؛ نتیجه را منفی اعداد پذیرش سطح پنج
هستند. طبیعی اعداد b و a آن در که است بزرگتر b از همیشه a ،a-b در است وابسته بزرگی به عدد مفهوم که مفروق۴۲: −

نیست. لازم اصطلاح از اضافی معنای هیچ و می شود همراه کمیˁت با منفی علامت یک یا مثبت علامت یک که علامت دار۴۳: عدد −
می شود. مطرح پیوسته حوزه در تقارن ایده و می شود مطرح گسسته حوزه در خصوصیˁت یک با رابطه در قرینه کمیˁت های ایده که نسبی۴۴: عدد −

است. معادله یک یا مسأله یک برای پاسخ یک عنوان به یا است عملیات یک نتیجه که تنها۴۵: عدد −

37. Nunes
38. Beswick
39. Behrend & Mohs
40. Altiparmak & Ozdoan
41. Gallardo
42. subtrahend
43. signed number
44. relative number
45. isolated number
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منفی اعداد هم و مثبت اعداد هم که عدد از شده داده بسط مفهوم یک درون را منفی عدد از ریاضی مفهوم یک که واقع در رسمی۴۶: منفی عدد −
بزرگتر عدد یک تفریق عدم بازدارنده مانع و نمی رسند سطح این به ساله ۱۳ −۱۲ دانش آموزان معمولا˟ می شود. شامل را امروزی) صحیح (اعداد

.(۲۰۰۵ هرناندز۴۷، و (گالاردو می آید بە وجود کوچکتر عدد یک از
می کنند فکر معلمان اغلب همچنین می گیرند. یاد را منفی اعداد تفریق و جمع سختی به دانش آموزان که باورند این بر محققان و معلمان از بسیاری
پژوهشگران و معلمان شد، انجام سوئد در که مطالعه یک در است. دشوار فوت و فن ها و بی معنی قوانین از استفاده بدون منفی اعداد تدریس که
مورد که گروهی برای باید بحرانی ویژگی های این است. مهم ۸ و ۷ پایه در دانش آموزان درک برای که کردند کشف را بحرانی ویژگی چهار
ویژگی های این باشند؛ بحرانی نیز یکسان تجربه و سن با یادگیرندگان برای که است منطقی چه اگر شود؛ دیده بحران عنوان به گرفت قرار بررسی

از: عبارتند بحرانی
می تواند راحتی به و می شود ظاهر یکسان طور به علامت این سوئد در منفی: عدد یک برای علامت و تفریق برای عملیاتی علامت بین تفاوت −

است. اهمیˁت دارای علامت ها بین تفاوت تشخیص بنابراین شود؛ تفسیر اشتباه
یا ”تفاوت” عنوان به را تفریق تا است (مقدم) مرجح منفی اعداد با شمارش هنگام که است این از حاکی ویژگی این تفریق: دیدن روش −

ببینیم. ”کاستن” استعاره) (شایع ترین جای به اعداد بین ”مقایسه”
واقع در می کنیم؛ صحبت آن مورد در به ندرت ما که دارد وجود شده ساخته جنبه یک تفریق در چون است، تفریق به مربوط نیز سوم جنبه −
است بزرگتر عدد −۲ چون می شود دیده −۲ منظر از −۳ و −۲ بین تفاوت ،(−۲)⁃(⁃۳) مثال: برای کردن محاسبه هنگام که است این منظور

می شود. ۱ برابر ،(−۲)⁃(⁃۳)
از دانش آموزان از برخی ۳−؟ یا −۲ است، بزرگتر عدد کدام بدانیم است لازم قبلی مثال در شود. انجام عدد دستگاه درک با باید چهارم جنبه −
یک −۲ اما است، بیش تر بدهی یک یا است، بزرگتر منفی عدد یک −۳ البته است؛ بزرگتر عدد −۳ می کنند فکر چون نمی کنند، استفاده دیدگاه این

.(۲۰۰۷ (کولبرگ۴۸، است عدد دستگاه در بزرگتر عدد
تمرین سال ها از بعد حتی بزرگسالان برای اغلب و است دشوار مفهوم یک می شود، مطرح ریاضیات در بار اولین برای که وقتی منفی عدد بنابراین
مثبت مقادیر ملموس معنی فاقد که دارد صفر از کمتر مقادیر پذیرش به نیاز منفی اعداد از روان استفاده می ماند. باقی دشوار مفهوم یک تجربه و
و (جولیک باشیم داشته کتاب” دو ”منفی نمی توانیم ما فیزیکی لحاظ از کنیم، صحبت کتاب” ”دو داشتن از توانیم می ما که حالی در هستند.
مفهوم خصوص در دانش آموزان بدفهمی های و «مشکلات عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۹) همکاران و یافتیان اساس این بر .(۲۰۱۲ همکاران،
و شناخت می شوند. آشنا آن با هفتم و ششم پایە های در کشورمان دانش آموزان که است ریاضی اساسی مفاهیم از یکی منفی اعداد منفی» اعداد
آشنایی بودە اند. مواجه مختلف بدفهمی های با دانش آموزان و است بوده همراه دشواری و سختی با همواره دانش آموزان برای مفهوم این درک
و ریحانی توسط که ای مطالعه در باشد. مؤثر مفهوم این از دانش آموزان عمیق تر درک در می تواند آن ها آموزش شیوه تغییر و بدفهمی ها با دبیران
زمينە يابي نوع از توصيفي تحقيق روش از آن در که آنان» بدفهمی های و منفی اعداد از دانش آموزان فهم و درک « بررسی عنوان با ،(۱۳۹۵) همکاران
در شهرستان هفتم پايه دانش آموزان کليه و ۱۳۹۱ −۹۲ تحصيلي سال در تهران شهر راهنمايي دوم پايه دانش آموزان کليه شامل آماري جامعه و
روش به که هفتم پايه دانش آموزان از نفر ۵۵ و راهنمايي دوم پايه دانش آموزان از نفر ۴۴۳ نمونه حجم و بود ۱۳۹۲ −۹۳ تحصيلي سال در ميان
نتايج بود. «کيلهامن» و «بوفردينگ» پرسشنامه بر مبتني محقق ساخته پرسشنامە  اندازە گيري ابزار شدند. انتخاب چندمرحلە اي خوشە اي تصادفي
حل در خود دانستە هاي پيادە سازي در و ندارند مدرسە اي رياضيات در منفي اعداد از مناسبي فهم و درک دانش آموزان، اغلب که داد نشان تحقيق
يک عنوان به را «+» علامت نيز برخي و کاهشي عملگر يک عنوان به را «−» علامت دانش آموزان از برخي مي شوند. مواجه مشکل با رياضي مسائل
می اندیشند؟» چگونه منفی اعداد مورد در «دانش آموزان عنوان با تحقیقی ،(۱۳۹۲) همکاران و راشدی همچنین مي گيرند. نظر در افزايشي عملگر
بود ورامین قرچک شهرستان راهنمایی دوم دختر دانش آموزان کلیه شامل آن آماري جامعه و شده انجام پیمایشی کیفی روش به که دادند انجام
بود پرسشنامە اي پژوهش، آن در اندازە گیري ابزار شدند. انتخاب دسترس در نمونە گیري روش به و اولیه نمونه عنوان به نفر ۳۴ تعداد این از و
اما دارند گاهی آ علامت ها بر حاکم قوانین از اینکه با دانش آموزان که داد نشان تحقیق نتایج گردید. طراحی ”بوفردینگ” پرسشنامه اساس بر که
می شود، تدریس دانش آموزان به صحیح اعداد تقسیم و ضرب اینکه از بعد همچنین نیستند. خود دانستە هاي پیادە سازي به قادر مسائل حل در
صحیح عدد دو اندازة و بزرگی بین تفاوت دانش آموزان، اکثریت می کنند. استفاده تفریق و جمع در علامت ها براي ضرب عملگر از دانش آموزان
اول، دستة می کنند؛ تقسیم دسته دو به را اعداد اغلب دانش آموزان می کنند. حل درستی به را صحیح عدد دو مقایسة مسائل و می کنند درك را
در صفر از بزرگتر و مثبت ها از کوچکتر را منفی اعداد دوم دستة و می گیرند نظر در عدد کوچکترین را صفر و کرده فرض مثبت را اعداد همة
تشخیص خوب نسبتاً را صفر به نزدیکتر و ۱۰ به نزدیکتر عدد دانش آموزان همچنین نیستند. منفی اعداد کردن مرتب به قادر ولی می گیرند، نظر
«بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۱) نظری داشتند. بهتري عملکرد شده، مطرح مبدأ به نسبت که صفر به نزدیکتر عدد تشخیص در ولی می دهند
در متوسطه اول سال دانش آموزان اکثر که داد نشان نتایج منفی» اعداد با رابطه در قم شهر متوسطه اول سال دانش آموزان بدفهمی هاي ریشە هاي
آن ها ذهن در دیگر ناقص طرحوارە هاي شکل گیري سبب بدفهمی ها این که طوري به دارند بدفهمی آن با مرتبط مباحث و منفی اعداد مبحث
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مسائل حل در دانش آموزان مشکلات از یکی که داد نشان وي همچنین، است. شده مسأله حل در دانش آموزان شکست موجب نتیجه در و شده
است. علامت ها بر حاکم قوانین بکارگیري در توانایی عدم منفی، اعداد با مرتبط

گرفت، صورت منفی» اعداد درک در نوظهور الگوی به دانش آموزان «تشویق عنوان با ،(۲۰۲۱) همکاران۴۹ و پراتیوی توسط که مطالعە ای در
،(۲۰۱۹) آی۵۰ شود. منفی اعداد بهتر درک در دانش آموزان تشویق سبب توانسته بازی همچون نوظهور الگوهای از استفاده که داد نشان نتایج
داد انجام تاریخ» اساس بر مدل سازی فعالیˁت های اساس بر ریاضیات در منفی صحیح اعداد از هفتم پایه دانش آموزان «بررسی عنوان با تحقیقی
دادە اند توضیح اینگونه را منفی اعداد دیگر، عبارت به کردە اند. تعریف علامت بە وسیله را منفی اعداد دانش آموزان، بیش تر که داد نشان نتایج که
به را منفی اعداد می کردند سعی دانش آموزان اغلب که است آن بیانگر مطلب این واقع، در هستند. «−» علامت با اعدادی اعداد، از دسته این که
بدفهمی بر آن  تأثیر و درس کلاس در یادگیری و آموزشی «فعالیˁت های عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۹) سوریادی۵۱ و فوادیه بفهمند. نمادین صورت
سؤال پاسخ گاهی که قوانینی و جملات این بردن کار به که یافتند دست نتیجه این به منفی» صحیح اعداد مورد در موردی مطالعه دانش آموزان:
یک از معلم مکرر استفاده همچنین، شوند. مشکل دچار نظر مورد مفهوم درک در دانش آموزان شده باعث داده، بە دست تأمل بدون و سریع را
از پس تنها و نشوند نظر مورد مفهوم متوجه و نمایند تکرار طوطی وار را راە حل تجزیە وتحلیل، بدون دانش آموزان، که است شده باعث سؤال نوع
عنوان با تحقیقی ،(۲۰۱۷) سوریادی و فوادیه همچنین دریافتند. را مفهوم آن دشواری های شدند، روبرو مبحث آن گوناگون سؤالات با که مدتی
نشان نتایج که داد انجام اندونزی» متوسطه مدارس در تحصیل کیفیˁت هستند: روبرو آن با دانش آموزان که منفی اعداد درک در مشکلات «بیان
در معلمان از برخی همچنین است. بوده تأثیرگذار بسیار منفی اعداد درک بر اعداد، زمینه در ابتدایی دوره در دانش آموزان تجربه و مهارت که داد
شاید گفته این می دانند، تفریق برای خوبی توضیح را قانون این که شود آورده ابتدا بزرگ تر، عدد همواره تفریق در که داشتند اعتقاد ابتدایی دوره
باعث است ممکن برود، بالاتر پایە های به که هنگامی ولی نکند ایجاد مشکلی ندارند، آشنایی منفی اعداد با که ابتدایی مقطع دانش آموزان برای
آنان بدفهمی های کاهش در پیشین، پایە های در دانش آموزان قبلی دانش با معلم آشنایی البته شود؛ زمینه این در بدفهمی و سؤال نادرست حل
ریاضی مفاهیم آموزش در داد نشان نتایج منفی» اعداد یادگیری و آموزش انتقادی «تجزیە وتحلیل عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۵) بلیمی است. مؤثر
نقش مفاهیم آن آموزش روش های بهبود در توانسته آن ها توسعه و شکل گیری نحوة و مفاهیم این تاریخچه به توجه منفی، اعداد مفهوم جمله از
که مطالعە ای در می شود. محسوب مفهوم این آموزش برای مناسب شیوە های از یکی اعداد محور از استفاده امروزه واقع در باشد. داشته مهمی
نشان نتایج گرفت، صورت منفی» اعداد با جمع مشکلات حل برای دبستانی پیش معلمان «راهبردهای عنوان با ،(۲۰۱۴) برونو۵۲ و المهدیا توسط
مˀهرە هایی منفی و مثبت اعداد برای مثال، عنوان به است؛ منفی اعداد تدریس برای مفید شیوە های جمله از مختلف الگوهای بردن کار به که داد
را عدد هر بود. منفی واحد یک نماینده مشکی، مˀهره هر و مثبت واحد یک دهنده نشان سفید، مˀهره هر شد. انتخاب مشکی و سفید رنگ های با
دانش آموزان به مفهوم این است، مشکی مˀهره یک اثر خنثی کننده سفید مˀهره هر چون آورد، بە دست مشکی و سفید مˀهرە های مجموع از می توان
نظر در صفر را صفر از یکسان فاصله با منفی و مثبت عدد دو هر مجموع ترتیب بدین است. صفر برابر مشکی و سفید هر مجموع که شده منتقل
که رسید نتیجه این به اول» کلاس دانش آموزان ذهنی مدل های توصیف منفی: صحیح «درک عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۴) بوفردینگ گرفتە اند.
تناقض در نامنفی شان اعداد از شده ایجاد درک با را اعداد این ظاهراً زیرا کنند، درک را منفی اعداد مفهوم می کنند تلاش دانش آموزان از بسیاری
روان استفاده که معتقدند منفی» اعداد برای فاصله عصبی تأثیر هیچ: از کمتر «درک عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۲) همکاران و جولیک می بینند.
کتاب” ”دو داشتن از می توانیم ما که حالی در هستند؛ مثبت مقادیر ملموس معنی فاقد که دارد صفر از کمتر مقادیر پذیرش به نیاز منفی اعداد از
بیان منفی» اعداد کردن «درک عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۱) کیلهامن باشیم. داشته کتاب” دو ”منفی نمی توانیم ما فیزیکی لحاظ از کنیم، صحبت
یابد. دست آن به باید مدرسە ای ریاضیات در دانش آموز که است ضروری مؤلفة یک صحیح اعداد به طبیعی اعداد از عددی دامنة گسترش که کرد
اعداد این با کار برای را جدید قواعد دسته یک دارند انتظار که است شده آشنا اعداد از جدید مجموعة یک با دانش آموز منفی، اعداد معرفی با
«یادگیری عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۰۳) همکاران و کاسکارت است. تضاد در گرفتە اند یاد قبلا́ که اعدادی با عملیات قوانین با که بگیرند یاد
کار جبر در منفی اعداد با مدرسه بعدی سال های در دانش آموزان چون داد نشان نتایج که دادند انجام راهنمایی» و ابتدایی مدارس در ریاضیات
در «جبر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۰۳) همکاران و شلیمن کنند. شروع عجله بدون و معنی دار شیوە ای به را منفی اعداد کشف باید کرد، خواهند
روی عملیات برای اما بپذیرند را منفی عدد ایدة قادرند بچە ها این که شدند متوجه چهارم تا دوم پایە های دانش آموزان مطالعة طریق از دبستان»
کتاب هاي در که مطالبی دانش آموزان، ریاضی آموزش نوع جمله: از متعددي عوامل می رسد نظر به بنابراین شدند؛ کشیده چالش به اعداد این
علت می توانند دیگري عوامل و درسی برنامة آموزشی، محیط و شرایط ریاضی، معلمان دیدگاه است، شده بیان صحیح اعداد با مرتبط درسی شان
قوة پرورش و پديدە ها تبيين عالم، نظام صورت بندي در رياضي نقش به نسبت امروز، دنياي در واقع در باشند. دانش آموزان عملکرد تفاوت این
است شده بيان امريکا در رياضي معلمان ملّي شوراي درسي برنامة معيارهاي و اصول در كه همانطور دارد. وجود اجماع آدمي تفكر و استدلال
اين در را رياضي بي بديل نقش همه و همه صنعتي، و علمي جامعة براي رياضي كار، براي مسأله حل و رياضي انسان، در تفكر توانايي «ارتقاي که:
بسته را درها اين آن ها، فقدان كه مي كند باز پرˀبار آيندە اي براي را درهايي رياضي وار، توانايي هاي داشتن شرايطي، چنين در مي كنند؛ روشن تر عصر
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و است برخوردار والايي جايگاه از مدرسە اي، درسي برنامة در رياضي نيز ايران آموزشي نظام در نقشي، چنين دليل به .(۲۰۱۹ (آی، مي دارد» نگه
بدفهمی های جمله از موانعي مدرسە اي رياضي يادگيري و تدريس در حال، اين با است. شده داده اختصاص آن به توجهي شايان نيروي و هزينه
زیر سؤالات لذا هست؛ و بوده رياضي آموزشگران اصلي دغدغە هاي از آن ، كردن مرتفع و شناختن كه دارد وجود منفی اعداد مفاهیم یادگیری

می گردد: مطرح
است؟ یکسان منفی اعداد درک در اول متوسطه دوره پسر و دختر دانش آموزان توانایی آیا −۱

است؟ چگونه آنان اشتباهات و منفی اعداد مفهوم از اول متوسطه دوره دانش آموزان فهم و درک −۲
دارند؟ را منفی اعداد با مرتبط مسأله حل توانایی دانش آموزان آیا −۳

دارند؟ را منفی اعداد با مرتبط مسائل حل در پاسخ شان مورد در استدلال توانایی دانش آموزان آیا −۴
روش هایی چه و چیست؟ ۱۴۰۰ −۱۴۰۱ تحصیلی سال در اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه در منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های −۵

دارد؟ وجود آن ها رفع برای

تحقیق روش .۳
هشتم پایه دانش آموزان کلیه شامل تحقیق، آماری جامعه است. زمینە یابی نوع از توصیفی اجرا، نظر از و کاربردی هدف، نظر از حاضر تحقیق
دانش آموزان انتخاب دلیل به حاضر، تحقیق در بودند. تحصیل به مشغول ۱۴۰۰ −۱۴۰۱ تحصیلی سال در که می باشد اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس
و مرحلە ای چند خوشە ای روش گروە ها، این در دانش آموزان جمعیˁت بودن متفاوت علت به همچنین و اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه
پرسشنامە ها حاضر، تحقیق در است. گرفته قرار استفاده مورد ساده تصادفی نمونە گیری و نسبی طبقە ای تصادفی نمونە گیری روش خوشە ها در
می دهد. تشکیل را دانش آموزان نمونه حجم که گرفت قرار بررسی مورد پرسشنامه ۴۴۳ تعداد، این از گردید. توزیع دانش آموزان از نفر ۴۵۸ بین
محقق ساخته پرسشنامە ای تحقیق، این در نشد. واقع بررسی مورد دانش آموزان، توسط شده وارد اطلاعات بودن ناقص دلیل به پرسشنامە ها بقیه
از توصیفی آمار بخش در گردید. استفاده استنباطی آمار و توصیفی آمار از تحقیق این دادە های تجزیە وتحلیل برای همچنین گردید. طراحی
جنسیˁت اساس بر نمرات میانگین مقایسه برای مستقل t آزمون از استنباطی بخش در و دادە ها درصد بیان و دایرە ای نمودار فراوانی، توزیع جدول
(T−TEST)، نمونە ای تک تی⁃ میانگین آزمون از تحقیق اصلی آزمون برای همچنین فراوانی، درصد و فراوانی مقایسه برای 𝑋۲ آزمون از و

است. شده استفاده عوامل این اولویت بندی برای فریدمن آزمون و بدفهمی ها رفع عوامل تأثیر بررسی برای

تحقیق های یافته .۴
توصیفی یافتە های .۱ .۴

دهید. قرار مناسب عدد خالی جای هر در پرسشنامه: ۱ سؤال
(−۱۰) + = −۳۰ الف)

۶ + (−۱) = ب)
جمع عوامل از یکی ”الف” مورد در شدە اند. مطرح متفاوتی صورت به ”ب” و ”الف” موارد از یک هر می دهد، نشان سؤال صورت که همانطور
قسمت های از کدام هر به ادامه در می سنجد. را دانش آموزان محاسبات توانایی سؤال این است. شده خواسته نهایی جواب ”ب” مورد در و
داده نمایش (۱) جدول در پرسشنامه ۱ سؤال ”الف” قسمت به پاسخگویی درصد و نحوه می شود. پرداخته جداگانه صورت به ”ب” و ”الف”

است. شده

پرسشنامه الف −۱ سؤال به مربوط یافتە های :۱ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۷۵̸۸ ۳۳۶ −۲۰ درست پاسخ
۱۱̸۹۶ ۵۳ +۲۰

۲۲̸۳ ۵̸۶۴ ۲۵ +۴۰ نادرست پاسح های
۱̸۱۳ ۵ −۴۰
۳̸۵۷ ۱۶ غیره
۱̸۸ ۸ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع
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از نفر)، ۸) درصد ۱̸۸ دادە اند. درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر) ۳۳۶) درصد ۷۵̸۸ که می گردد مشاهده ۱ −۴ جدول به توجه با
اشاره آن ها که غلطی پاسخ های عمده که دادە اند نادرست پاسخ نفر) ۹۹) درصد ۲۲̸۳ است. پایینی نسبتاً درصد که ندادە اند پاسخی هیچ ها آن

باشد. بدفهمی نوع یک از ناشی می تواند کدام هر که است −۴۰ و +۴۰ ،+۲۰ اعداد بودند، کرده
است. شده داده نمایش (۲) جدول در پرسشنامه ۱ سؤال ”ب” قسمت به پاسخگویی درصد و نحوه

پرسشنامه ب −۱ سؤال به مربوط یافتە های :۲ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۸۳̸۵۲ ۳۷۰ +۵ درست پاسخ
۴̸۷۴ ۲۱ −۷

۱۵̸۵۸ ۸̸۳۵ ۳۷ −۵ نادرست پاسح های
۱̸۳۵ ۶ +۷
۱̸۳۱ ۵ غیره
۰̸۹ ۴ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

”الف” قسمت به نسبت که دادە اند درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر) ۳۷۰) درصد ۸۳̸۵۲ که می گردد مشاهده (۲) جدول به توجه با
غلطی پاسخ های عمده که دادە اند نادرست پاسخ نفر) ۶۹) درصد ۱۵̸۵۸ ندادە اند. پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر) ۴) درصد ۰̸۹ است. بیش تر

باشد. بدفهمی نوع یک از ناشی می تواند کدام هر که است +۷ و −۵ ،−۷ اعداد بودند، کرده اشاره آن ها به که
را آن مقدار سپس شود. ممکن مقدار بیش ترین حاصل، جواب تا دهید قرار طوری را – و + علامت های خالی جای هر در پرسشنامه: ۲ سؤال

کنید. حساب
(−۵) (−۶) (+۳) (−۹) =

دانش آموزان، آیا که شود مشخص دیگر عبارت به شود. مشخص () علامت کاربرد به نسبت دانش آموزان تصور که است این ۲ سؤال طرح از هدف
مشخص نیز را محاسبات در دانش آموزان توانایی این بر علاوه همچنین خیر؟ یا می گیرند نظر در کاهشی عملگر یک عنوان به صرفاً را منفی علامت

است. شده داده نمایش (۳) جدول در پرسشنامه ۲ سؤال به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه می کند.

پرسشنامه ۲ سؤال به مربوط افتە های :۳ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۳۷ ۱۶۴ +۱۳ درست پاسخ

۲۶̸۶۴ ۱۱۸ −۲۳
۵۱̸۷ ۳̸۶۱ ۱۶ −۱۷ نادرست پاسح های

۲۱̸۴۵ ۹۵ غیره
۳̸۶ ۱۶ +۱۲ محاسباتی اشتباه
۷̸۷ ۳۴ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

و علامت هیچ یعنی ندادە اند؛ پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر) ۳۴) درصد ۷̸۷ است: آمده بە دست زیر نتایج (۳) جدول به توجه با
سه در که معنی این به دهند؛ درست پاسخ سؤال این به شدند موفق دانش آموزان از نفر، (۱۶۴) درصد ۳۷ ندادە اند. قرار خالی جای در عددی
که است این بیانگر موضوع این آوردە اند. بە دست درست نیز را نهایی جواب و دادە اند قرار درست علامت های علامت ها، به مربوط خالی جای
پاسخ رود. کار به محاسبات در افزایشی عملگر یک عنوان به می تواند گاهی ”−” علامت که هستند گاه آ موضوع این به نسبت دانش آموزان این
خوبی محاسباتی توانایی از دانش آموزان این البته کردە اند؛ درک را (مقدار) ارزش و اندازه بین تفاوت که، است این بیانگر دانش آموزان درست
آوردە اند. بە  دست درست نیز را نهایی حاصل خالی، جای در علامت ها درست انتخاب و سؤال هدف درک ضمن چون بودە اند، برخوردار هم
علامت ها، به مربوط خالی جای در که معنا این به شدە اند؛ محاسباتی اشتباه دچار سؤال این به پاسخ در دانش آموزان از نفر)، ۱۶) درصد ۳̸۶
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منفی علامت مفهوم افراد این که می دهد نشان موضوع این شدە اند. اشتباه دچار آخر جواب محاسبه در اما دادە اند، قرار را درست علامت های
۲۲۹) درصد ۵۱̸۷ آوردە اند. بە دست اشتباه را نهایی جواب نبودە اند، برخوردار خوبی محاسباتی توانایی از چون ولی کردە اند درک خوبی به را
پاسخ یعنی دادە اند، غلط کاملا́ پاسخ آن ها نفر)، ۹۵) درصد ۲۱̸۴۵ تقریباً تعداد این از که دادە اند نادرست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)،

است. نیامده بە دست خاصی قانون و قاعده اساس بر و است نامربوط آن ها
بنویسید) را خود (راە حل می شود؟ ۱۲ برابر −۶ بر عددی چه تقسیم حاصل پرسشنامه: ۳ سؤال

و بنویسند ریاضی عبارت یک صورت به را آن و دهند تشیخیص را تقسیم و ضرب بین ارتباط دانش آموزان که است این ۳ سؤال طرح از هدف
است. شده داده نمایش (۴) جدول در دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه آورند. بە دست را سؤال جواب سپس

پرسشنامه ۳ سؤال به مربوط افتە های :۴ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۵۹̸۱ ۲۶۲ درست پاسخ
۲۶̸۹ ۱۱۹ نادرست پاسخ
۲̸۷ ۱۲ محاسباتی اشتباه
۱۱̸۳ ۵۰ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

از نفر)، ۱۲) درصد ۲̸۷ دادە اند. درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۲۶۲) درصد ۵۹̸۱ که می شود مشاهده (۴) جدول به توجه با
دانش آموزان این آوردە اند؛ بە دست اشتباه را نهایی جواب و شدە اند محاسباتی اشتباه دچار ولی بنویسند درستی به را تقسیم توانستە اند دانش آموزان
این برای پاسخی هیچ دانش آموزن از نفر)، ۵۰) درصد ۱۱̸۳ کردە اند. عمل ضعیف محاسبات انجام در ولی برخوردارند، بالایی درک قدرت از
کنند. حل را مسأله نتوانستە اند علت همین به و نکردە اند درک خوبی به را سؤال صورت دانش آموزان این که می رسد نظر به نکردە اند. ارائه سؤال

است. مشترک آن ها بین در اشتباهات از برخی تقریباً که دادە اند، اشتباه پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۱۹) درصد ۲۶̸۹
کنید. کامل را زیر الگوی آخر، مرحله در مناسب عدد دادن قرار با پرسشنامه: ۴ سؤال

۳ + ۲ = ۵
۳ + ۱ = ۴
۳ + ۰ = ۳

۳ + (.....) = ۲
پاسخگویی درصد و نحوه یابند. دست منفی اعداد از درستی درک به الگویابی روش از استفاده با دانش آموزان تا است این سؤال این طرح از هدف

است. شده داده نمایش (۵) جدول در پرسشنامه ۴ سؤال به دانش آموزان

پرسشنامه ۴ سؤال به مربوط یافتە های :۵ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۸۳̸۱ ۳۶۸ −۱ درست پاسخ
۲̸۰۴ ۹ ۰

۱۰̸۴ ۲̸۲۶ ۱۰ −۵ نادرست پاسح های
۶̸۱ ۲۷ غیره
۶̸۵ ۲۹ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

از بعد پژوهشگر که بررسی با نکردە اند. ارائه پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر)، ۲۹) درصد ۶̸۵ می شود، مشاهده (۵) جدول در که همانطور
از قبل چند هر نکردە اند، درک درستی به را سؤال صورت آن ها از برخی که شد مشخص آورد عمل به دانش آموزان از برخی از آزمون برگزاری
در چند هر دادە اند؛ درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۳۶۸) درصد ۸۳̸۱ شد. داده توضیح سؤال منظور و هدف آزمون اجرای
دانش آموزان برای را امکان این الگویابی روش از استفاده که است این بیانگر موضوع این است. نشده مطرح این مانند نمونە هایی درسی کتاب
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این از دادە اند. نادرست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۴۶) درصد ۱۰̸۴ برسند. منفی اعداد عمیق تر درک به خود که می آورد فراهم
ندارد. وجود آن برای تحلیل ارائه امکان که کردە اند ارائه پاسخی آن ها از نفر) ۲۷) درصد ۶̸۱ تعداد

کنید. مشخص را عدد کوچکترین و بزرگترین سپس و کنید مرتب بزرگ به کوچک از را زیر صحیح اعداد پرسشنامه: ۵ سؤال
−۵ ،۹ ،۳ ،−۲ ،۴ ،۰ ،۸ ،−۴

پاسخگویی درصد و نحوه شود. مشخص منفی اعداد و صفر عدد به نسبت دانش آموزان تصور و درک تا که است این ۵ سؤال طرح از هدف
است. شده داده نمایش (۵) جدول در پرسشنامه ۵ سؤال به دانش آموزان

پرسشنامه ۵ سؤال به مربوط یافتە های :۶ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۷۶̸۵ ۳۳۹ درست پاسخ
۲۰̸۸ ۹۲ نادرست پاسخ
۲̸۷ ۱۲ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

دانش آموزان این واقع در دادە اند. درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۳۳۹) درصد ۷۶̸۵ می شود، مشاهده (۶) جدول از که همانطور
۲۰̸۸ ندادە اند. پاسخ سؤال این به آن ها از نفر)، ۱۲) درصد ۲̸۷ حدود اند. کرده درک خوبی به را منفی اعداد مفهوم هم و صفر عدد مفهوم هم

بودە اند. مشترکی بدفهمی های دچار که دادە اند نادرست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۹۲) درصد
راە حل) (با است؟ بزرگتر (−۷) قرینه از زیر اعداد از یک کدام پرسشنامه: ۶ سؤال

+۹ د) +۵ ج) −۵ ب) −۹ الف)
اعداد با آن مقایسه طریق از سپس و شود مشخص منفی عدد یک قرینه مفهوم از دانش آموزان تصور و درک ابتدا تا است این ۶ سؤال طرح از هدف
پرسشنامه ۶ سؤال به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه گردد. بررسی علامت دار اعداد به نسبت آن ها تصور و درک گزینە ها در شده داده

است. شده داده نمایش (۷) جدول در

پرسشنامه ۶ سؤال به مربوط یافتە های :۷ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۸۶ ۳۸۱ درست پاسخ
۱۲ ۵۳ نادرست پاسخ
۲ ۹ پاسخگویی عدم

۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

دانش آموزان از نفر)، ۳۸۱) درصد ۸۶ ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۹) درصد ۲ می گردد، مشاهده (۷) جدول از که همانطور
این به نفر)، ۵۳) درصد ۱۲ کردە اند. درک خوبی به را منفی عدد مفهوم دانش آموزان این است؛ بالایی نسبتاً درصد که کردە اند ارائه درست پاسخ

گرفتە اند. نظر در مثبت اعداد از بزرگتر را منفی اعداد یعنی شدە اند بدفهمی دچار دانش آموزان این دادە اند؛ نادرست پاسخ سؤال
بنویسید. را خود دلیل و بکشید خط آن دور است؟ نزدیکتر ۱۰ به عدد کدام گزینه هر در پرسشنامه: ۷ سؤال

۶ و ۲ الف)
۳ و −۴ ب)
۶ و −۹ ج)

دانش آموز و هستند مثبت عدد دو هر ”الف” مورد در کنند. پیدا را ۱۰ به نزدیکتر عدد هرمورد در تا است شده خواسته آموزان دانش  از ۷ سؤال در
از یک هر ادامه در است. منفی دیگری و مثبت اعداد از یکی ”ج” و ”ب” مورد در کند. انتخاب است، نزدیکتر ۱۰ به که را آن ها از یکی باید

می کنیم. بررسی جداگانه را ”ج” و ”ب” ”الف”، موارد
است. شده داده نمایش (۸) جدول در ۷ سؤال ”الف” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه الف)

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۳۰۱) درصد ۶۷̸۹ که می شود مشاهده (۸) جدول به توجه با
چون نکردە اند؛ ارائه سؤال این برای پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر) ۱۲۷) درصد ۲۸̸۷ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای را درستی دلیل دادە اند،



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ رضاقلی ش. هاشم آبادی، زهیری عفت ع. ۴۵۴

پرسشنامه الف −۷ سؤال به مربوط یافتە های :۸ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۷̸۹ ۳۰۱ ۶ درست پاسخ
۳̸۴ ۱۵ ۲ نادرست پاسخ
۲۸̸۷ ۱۲۷ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

این منظور آزمون اجرای طول در و اجرا از قبل چند هر گرفتە اند، نظر در ای گزینە  چند سؤال یک صورت به را سؤال دانش آموزان از برخی
کردە اند. انتخاب را ۲ عدد یعنی دادە اند، نادرست پاسخ دانش آموزان از نفر) ۱۵) درصد ۳̸۴ شد. داده توضیح مراتب به سؤال

است. شده داده نمایش (۹) جدول در ۷ سؤال ”ب” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه ب)

پرسشنامه ب −۷ سؤال به مربوط یافتە های :۹ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۳̸۷ ۲۸۲ ۲ درست پاسخ
۴̸۵ ۲۰ −۴ نادرست پاسخ
۳۱̸۸ ۱۴۱ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

دادە اند، درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۸۳) درصد ۶۳̸۷ که می شود مشاهده (۹) جدول به توجه با
که دانش آموزانی از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۴۱) درصد ۳۱̸۸ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل
پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۲۰) درصد ۴̸۵ گرفتە اند. نظر در گزینە ای چند سؤال یک صورت به را آن ندادە اند، پاسیخ سؤال این به

شدە اند. اشتباه این دچار می کنند، تصور ۲ از بزرگتر را −۴ و می گیرند نظر در مثبت را اعداد همه که دانش آموزانی دادە اند. نادرست
است. شده داده نمایش (۱۰) جدول در ۷ سؤال ”ج” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه ج)

پرسشنامه ج −۷ سؤال به مربوط یافتە های :۱۰ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۳̸۴ ۲۸۱ ۶ درست پاسخ
۵̸۹ ۲۶ −۹ نادرست پاسخ
۳۰̸۷ ۱۳۶ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۸۱) درصد ۶۳̸۴ که می شود مشاهده (۱۰) جدول به توجه با
۲۶) درصد ۵̸۹ ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۳۶) درصد ۳۰̸۷ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
می کنند، تصور ۶ از بزرگتر را −۹ و می گیرند نظر در مثبت را اعداد همه که دانش آموزانی دادە اند. نادرست پاسخ این به دانش آموزان از نفر)،

شدە اند. اشتباه این دچار
زیر سوم طبقه به هفتم طبقه از آسانسور زمین، سطح بالای طبقه ۱۵ و زمین زیرسطح طبقه ۵ دارد. طبقه ۲۰ ساختمان یک پرسشنامه: ۸ سؤال

بنویسید. را خود راە حل می کند؟ حرکت طبقه چند آسانسور می  آید. زمین
پاسخگویی درصد و نحوه کنند. حل ریاضی روابط با است واقعی دنیای به مربوط که را مسأله یک دانش آموزان تا است این ۸ سؤال طرح از هدف

است. شده داده نشان (۱۱) جدول در ۸ سؤال به دانش آموزان
حل برای مختلف روش ها از که دادە اند، درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۲۲۰) درصد ۴۹̸۷ می دهد نشان (۱۱) جدول که همانطور
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پرسشنامه ۸ سؤال به مربوط یافتە های :۱۱ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۴۹̸۷ ۲۲۰ درست پاسخ
۳۵̸۹ ۱۵۹ نادرست پاسخ
۱۴̸۴ ۶۴ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

دانش آموزان از نفر)، ۱۵۹) درصد ۳۵̸۹ نکردە اند. ارائه سؤال این برای پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر)، ۶۴) درصد ۱۴̸۴ کردە اند. استفاده آن
است. اشتباه دادە اند، ارائه که پاسخی ولی کردە اند، مسأله حل به اقدام نیز

بنویسید) را خود (راە حل است؟ کدام بردار انتهای است. آن ابتدای قرینه برابر دو بردار طول و −۴ بردار یک ابتدای پرسشنامه: ۹ سؤال
−۱۲ ب) +۴ ج) −۴ ب) −۸ الف)

برابر دو کلامی صورت به بردار عدد کنند. پیدا را بردار انتهای تا است شده خواسته دانش آموزان از و شده داده بردار عدد و ابتدا سؤال این در
این آورند. بە دست را بردار عدد آن، کردن برابر دو با سپس کنند، پیدا را ابتدا قرینه نخست بایسیتی دانش آموزان است. شده داده آن ابتدای قرینه
جدول در ۹ سؤال به دانش آموزان پاسیخگویی درصد و نحوه می شود. حل بردار با متناظر جمع نوشتن یا و بردار رسم یعنی روش دو با مسأله

است. شده داده نمایش (۱۲)

پرسشنامه ۹ سؤال به مربوط یافتە های :۱۲ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۶̸۶ ۲۹۵ درست پاسخ
۳۰̸۷ ۱۳۶ نادرست پاسخ
۲̸۷ ۱۲ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

دانش آموزان این از برخی دادە اند. درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۲۹۵) درصد ۶۶̸۶ که می شود مشاهده (۱۲) جدول به توجه با
از بیش تر کردە اند استفاده بردار رسم از که افرادی تعداد البته کردە اند؛ استفاده جواب آوردن بە دست برای جمع نوشتن از برخی و بردار رسم از
این از برخی نکردە اند. ارائه سؤال این برای پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر)، ۱۲) درصد ۲̸۷ کردە اند. استفاده جمع نوشتن از که است کسانی
تمام دانش آموزان این از برخی دادە اند. نادرست پاسیخ دانش آموزان از نفر)، ۱۳۶) درصد ۳۰̸۷ نکردە اند. درک را سؤال صورت دانش آموزان

آوردە اند. بە دست −۱۲ عدد را بردار انتهای نگرفتە اند، نظیر در را قرینه چون ولی دادە اند، انجام درست را مراحل
بنویسید. را خود دلیل و بکشید خط آن دور است؟ بزرگتر عدد کدام گزینه هر در پرسشنامه: ۱۰ سؤال

۱ و −۹ ب) ۰ و −۵ الف)
−۱ و −۹ د) −۴ و ۴ ج)

منفی عددی دیگری و صفر اعداد از یکی ”الف” مورد در کنند. پیدا را بزرگتر عدد هرمورد در تا است شده خواسته دانش آموزان از ۱۰ سؤال در
مورد در است. منفی دیگری و مثبت اعداد از یکی ”ج” و ”ب” مورد در کند. انتخاب است، بزرگتر که را آن ها از یکی باید دانش آموز و است

می کنیم. بررسی جداگانه را ”د” و ”ج” ”ب”، ”الف”، موارد از یک هر ادامه در هستند. منفی عدد دو هر ”د”
است. شده داده نمایش (۱۳) جدول در ۱۰ سؤال ”الف” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه الف)

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۹۱) درصد ۶۵̸۷ که می شود مشاهده (۱۳) جدول به توجه با
این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۳) درصد ۲۷̸۸ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
دانش آموزان از نفر)، ۲۹) درصد ۶̸۵ دهند. پاسخ آن به نتوانستە اند دلیل همین به نکردە اند، درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان
کوچکترین صفر دانش آموزان این نظر از واقع در گرفتە اند، نظر در صفر از بزرگتر را منفی اعداد دانش آموزان این دادە اند؛ نادرست پاسخ این به

است. عدد
است. شده داده نمایش (۱۴) جدول در ۱۰ سؤال ”ب” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه ب)

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۹۶) درصد ۶۶̸۸ که می شود مشاهده (۱۴) جدول به توجه با
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پرسشنامه الف −۱۰ سؤال به مربوط یافتە های :۱۳ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۵̸۷ ۲۹۱ ۰ درست پاسخ
۶̸۵ ۲۹ −۵ نادرست پاسخ
۲۷̸۸ ۱۲۳ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

پرسشنامه ب −۱۰ سؤال به مربوط یافتە های :۱۴ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۶̸۸ ۲۹۶ ۱ درست پاسخ
۵̸۲ ۲۳ −۹ نادرست پاسخ
۲۸ ۱۲۴ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۴) درصد ۲۸ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
دانش آموزان از نفر)، ۲۳) درصد ۵̸۲ دهند. پاسخ آن به نتوانستە اند دلیل همین به نکردە اند، درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان

کردە اند. تصور از بزرگتر را −۹ دلیل همین به و گرفتە اند نظر در مثبت را اعداد همه افراد این واقع در دادە اند؛ نادرست پاسخ این به
است. شده داده نمایش (۱۵) جدول در ۱۰ سؤال ”ج” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه ج)

پرسشنامه ج −۱۰ سؤال به مربوط یافتە های :۱۵ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۷̸۷ ۳۰۰ ۴ درست پاسخ
۵̸۴ ۲۴ −۴ نادرست پاسخ
۲۶̸۹ ۱۱۹ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۳۰۰) درصد ۶۷̸۷ که می شود مشاهده (۱۵) جدول به توجه با
این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۱۹) درصد ۲۶̸۹ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
دانش آموزان از نفر)، ۲۴) درصد ۵̸۴ دهند. پاسخ آن به نتوانستە اند دلیل همین به نکردە اند، درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان
بودن مساوی و نکردە اند انتخیاب را −۴ و ۴ اعداد از کدام هیچ دانش آموزان از برخی که است این توجه جالب نکته دادە اند؛ نادرست پاسخ این به

کردە اند. ذکر دلیل عنوان به را عدد دو
است. شده داده نمایش (۱۶) جدول در ۱۰ سؤال ”د” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه د)

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۹۰) درصد ۶۵̸۵ که می شود مشاهده (۱۶) جدول به توجه با
این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۷) درصد ۲۸̸۷ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
دانش آموزان از نفر)، ۲۶) درصد ۵̸۹ دهند. پاسخ آن به نتوانستە اند دلیل همین به نکردە اند، درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان

دادە اند. نادرست پاسخ
است. زیرصفر درجه ۸ اردبیل هوای دمای و صفر بالای درجه ۳۵ بوشهر هوای دمای و زیرصفر درجه ۶ سراب هوای دمای پرسشنامه: ۱۱ سؤال

بنویسید( را خود (راە حل است؟ درجه چند شهر ۳ این هوای دمای میانگین
را اعداد این میانگین سپس و کنند تبدیل علامت دار اعداد به را زیرصفر و صفر بالای دماهای دانش آموزان که است این ۱۱ سؤال طرح از هدف

است. شده داده نمایش (۱۷) جدول در ۱۱ سؤال به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه آورند. بە دست
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پرسشنامه د −۱۰ سؤال به مربوط یافتە های :۱۶ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۵̸۵ ۲۹۰ −۱ درست پاسخ
۵̸۹ ۲۶ −۹ نادرست پاسخ
۲۸̸۷ ۱۲۷ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

پرسشنامه ۱۱ سؤال به مربوط افتە های :۱۷ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۸̸۶ ۳۰۴ درست پاسخ
۱۶ ۷۱ نادرست پاسخ
۷ ۳۱ محاسباتی اشتباه

۸̸۴ ۳۷ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

صورت به را دماها هم یعنی دادە اند، درست پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۳۰۴) درصد ۶۸̸۶ می دهد نشان (۱۷) جدول که همانطور
محاسباتی اشتباه دچار دانش آموزان از نفر)، ۳۱) درصد ۷ دادە اند. انجام درستی به را محاسبات هم و کردە اند تبدیل علامت دار اعداد به درست
نبودە اند، برخوردار خوبی محاسباتی توانایی از چون ولی کردە اند، تبدیل علامت دار اعداد به درستی به را دماها دانش آموزان، این واقع در شدە اند.
از نفر)، ۷۱) درصد ۱۶ نکردە اند. ارائه سؤال این برای پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر)، ۳۷) ۸̸۴ آوردە اند. بە دست اشتباه را نهایی جواب
را دماها همه و کنند تبدیل علامت دار اعداد به را دماها نتوانستە اند دانش آموزان این واقع در دادە اند؛ نادرست پاسخ سؤال این به دانش آموزان

گرفتە اند. نظر در مثبت
بنویسید. را خود دلیل و بکشید خط آن دور است؟ نزدیکتر صفر به عدد کدام گزینه هر در پرسشنامه: ۱۲ سؤال

۲ و −۴ ج) ۵ و ۳ الف)
−۶ و −۲ د) −۹ و ۶ ج)

و است مثبت عدد دو هر ”الف” مورد در کنند. پیدا را صفر به نزدیکتر عدد مورد هر در تا است شده خواسته دانش آموزان از ۱۲ سؤال در
مورد در است. منفی دیگری و مثبت اعداد از یکی ”ج” و ”ب” مورد در کند. انتخاب است، نزدیکتر صفر به که را آن ها از یکی باید دانش آموز

می کنیم. بررسی جداگانه را ”د” و ”ج” ”ب”، ”الف”، موارد از یک هر ادامه در هستند. منفی عدد دو هر ”د”
است. شده داده نمایش (۱۸) جدول در ۱۲ سؤال ”الف” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه الف)

پرسشنامه الف −۱۲ سؤال به مربوط یافتە های :۱۸ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۹̸۳ ۳۰۷ ۳ درست پاسخ
۱̸۶ ۷ ۵ نادرست پاسخ
۲۹̸۱ ۱۲۹ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۳۰۷) درصد ۶۹̸۳ که می شود مشاهده (۱۸) جدول به توجه با
این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۹) درصد ۲۹̸۱ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
دانش آموزان از نفر)، ۷) درصد ۱̸۶ دهند. پاسخ آن به نتوانستە اند دلیل همین به نکردە اند، درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان

دادە اند. نادرست پاسخ
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است. شده داده نمایش (۱۹) جدول در ۱۲ سؤال ”ب” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه ب)

پرسشنامه ب −۱۲ سؤال به مربوط یافتە های :۱۹ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۵̸۲ ۲۸۹ ۲ درست پاسخ

۷ ۳۱ −۴ نادرست پاسخ
۲۷̸۸ ۱۲۳ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۸۹) درصد ۶۵̸۲ که می شود مشاهده (۱۹) جدول به توجه با
این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۳) درصد ۲۷̸۸ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،
۳۱) درصد ۷ کردە اند. نگاه سؤال به گزینە ای چهار سؤال یک صورت به که چرا نکردە اند، درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان

دادە اند. نادرست پاسخ دانش آموزان از نفر)،
است. شده داده نمایش (۲۰) جدول در ۱۲ سؤال ”ج” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه ج)

پرسشنامه ج −۱۲ سؤال به مربوط یافتە های :۲۰ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۴̸۳ ۲۸۵ ۶ درست پاسخ
۶̸۵ ۲۹ −۹ نادرست پاسخ
۲۹̸۱ ۱۲۹ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۸۵) درصد ۶۴̸۳ که می شود مشاهده (۲۰) جدول به توجه با
این از برخی ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۹) درصد ۲۹̸۱ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،

دادە اند. نادرست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۹) درصد ۶̸۵ نکردە اند. درک درستی به را سؤال هدف و منظور دانش آموزان
است. شده داده نمایش (۲۱) جدول در ۱۲ سؤال ”د” قسمت به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه د)

پرسشنامه د −۱۲ سؤال به مربوط یافتە های :۲۱ جدول

فراوانی درصد فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۶۸̸۶ ۳۰۴ −۲ درست پاسخ
۳̸۸ ۱۷ −۶ نادرست پاسخ
۲۷̸۵ ۱۲۲ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

درست پاسخ که دانش آموزان اکثر دادە اند. درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۳۰۴) درصد ۶۸̸۸ که می شود مشاهده (۲۱) جدول به توجه با
۱۷) درصد ۳̸۸ ندادە اند. پاسخ سؤال این به دانش آموزان از نفر)، ۱۲۲) درصد ۲۷̸۵ کردە اند. ذکر خود انتخاب برای نیز درستی دلیل دادە اند،

دادە اند. نادرست پاسخ دانش آموزان از نفر)،
با: است برابر ⁃]⁃(⁃۵)[ عدد قرینه پرسشنامه: ۱۳ سؤال



۴۵۹ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ رضاقلی ش. هاشم آبادی، زهیری عفت ع.

قانون از استفاده در آن ها توانایی همچنین شود. سنجیده آن ها دقت و قرینه مفهوم از دانش آموزان درک میزان تا است این ۱۳ سؤال طرح از هدف
و است علامت ها ضرب قانون از استفاده سؤال این حل برای روش یک است، حل قابل  روش دو با سؤال این چون شود؛ بررسی نیز ضرب
نمایش (۲۲) جدول در سؤال این به دانش آموزان پاسخگویی درصد و نحوه است. عدد یک کردن قرینه به مربوط قواعد از استفاده دوم روش

است. شده داده

پرسشنامه ۱۳ سؤال به مربوط یافتە های :۲۲ جدول

فراوانی درصد فراوانی فراوانی شده ارائه پاسخ های نوع
۴۳̸۱ ۱۹۱ +۵ درست پاسخ

۵۰̸۵۶ ۲۲۴ −۵
۵۵̸۵ ۳̸۳۹ ۱۵ نادرست پاسخ

۱̸۵۸ ۷
۱̸۴ ۶ پاسخگویی عدم
۱۰۰ ۴۴۳ کل جمع

کردە اند. انتخاب جواب عنوان به را +۵ یعنی درست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۱۹۱) درصد ۴۳̸۱ که می شود مشاهده (۲۲) جدول به توجه با
تعداد این از دادە اند. نادرست پاسخ دانش آموزان از نفر)، ۲۴۶) درصد ۵۵̸۵ نکردە اند. ارائه پاسخی هیچ دانش آموزان از نفر)، ۶) درصد ۱̸۴
با را سؤال صورت چون ولی کردە اند انتخاب درست را اە حل ر دانش آموزان این کردە اند. انتخاب پاسخ عنوان به را −۵ آن ها از درصد ۵۰̸۵۶
صورت نکردن درک علت به دانش آموزان این از برخی نادرست پاسخ نگرفتە اند. نظر در را سؤال صورت در قرینه واژه نکردە اند، درک دقت
درصد ۳̸۳۹ کردە اند. ذکر پاسخ شان برای برای درستی دلایل کردە اند، انتخاب را −۵ گزینه که دانش آموزانی از بسیاری چون است؛ بوده سؤال
درصد ۱̸۵۸ گرفتە اند. اشتباه معکوس با را قرینه مفهوم دانش آموزان این کردە اند. انتخاب جواب عنوان به را − ۱

۵ عدد دانش آموزان از نفر)، ۱۵)
درست را علامت ها ضرب قانون ولی گرفتە اند اشتباه معکوس با را قرینه مفهوم که کردە اند، انتخاب جواب عنوان به را ۱

۵ دانش آموزان از نفر)، ۷)
بردە اند. کار به

استنباطی یافتە های .۲ .۴
است؟ یکسان منفی اعداد درک در اول متوسطه دوره پسر و دختر دانش آموزان توانایی آیا اول) سؤال

جنسیˁت تفکیک براساس محاسبه و منفی عدد مفهوم درک به مربوط سؤالات به دانش آموزان پاسخ میانگین :۲۳ جدول

معیار انحراف میانگین تعداد جنسیˁت
۱̸۵۲ ۵̸۰۶ ۲۱۰ دختر
۱̸۵۵ ۵̸۷۴ ۲۳۳ پسر

اساس بر است. دختران از بالاتر پسران میانگین و دارد وجود تفاوت منفی عدد مفهوم درک در پسران و دختران بین (۲۳) جدول به توجه با
است. معنی دار پسران و دختران بین تفاوت این که می شود مشاهده نیز (۲۴) جدول

محاسبه و منفی عدد مفهوم درک به مربوط سؤالات به پسر و دختر دانش آموزان پاسخ مقایسه برای مستقل 𝑡 آزمون نتایج :۲۴ جدول

Sig T Ⅾf
۰̸۰۰۰ <۰̸۰۵ −۴̸۶۷ ۴۴۱
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جنسیˁت تفکیک براساس استدلال به مربوط سؤالات به دانش آموزان پاسخ میانگین :۲۵ جدول

معیار انحراف میانگین تعداد جنسیˁت
۵̸۲۰ ۱۳̸۶۲ ۲۱۰ دختر
۴̸۵۴ ۱۳̸۵۹ ۲۳۳ پسر

استدلال به مربوط سؤالات به پسر و دختر دانش آموزان پاسخ مقایسه برای مستقل 𝑡 آزمون نتایج :۲۶ جدول

Sig T Ⅾf
۰̸۹۵>۰̸۰۵ ۰̸۰۶۷ ۴۴۱

جنسیˁت تفکیک اساس بر مسأله حل به مربوط سؤالات به دانش آموزان پاسخ میانگین :۲۷ جدول

معیار انحراف میانگین تعداد جنسیˁت
۱̸۵۴ ۳̸۴۵ ۲۱۰ دختر
۱̸۳۲ ۳̸۴۸ ۲۳۳ پسر

این ۲۶ −۴ جدول طبق ولی است؛ بالاتر دختران میانگین و دارد وجود تفاوت پسران و دختران بین که می گردد مشاهده (۲۵) جدول به توجه با
نیست. معنی دار تفاوت

بالاتر پسران میانگین و دارد وجود تفاوت صحیح اعداد با مرتبط مسائل حل در پسران و دختران بین که می شود مشاهده (۲۷) جدول به توجه با
نیست. معنی دار تفاوت این (۲۸) جدول اساس بر اما است؛ دختران از

مسأله حل به مربوط سؤالات به پسر و دختر دانش آموزان پاسخ مقایسه برای مستقل 𝑡 آزمون نتایج :۲۸ جدول

Sig T Ⅾf
۰̸۸۴>۰̸۰۵ −۰̸۲۰۸ ۴۴۱

است؟ چگونه آنان اشتباهات و منفی اعداد مفهوم از اول متوسطه دوره دانش آموزان فهم و درک دوم) سؤال
𝑋۲ آزمون اساس بر ۱۳ و ۲ سؤالات به پاسخگویی باشد. تحقیق سؤال این پاسخگوی می تواند ۱۳ و ۶ ،۵ ،۴ ،۲ ،۱ سؤالات به دانش آموزان پاسخ
معناداری طور به ۱۳ و ۲ سؤال دو این به نادرست پاسخ های که است این دهنده نشان است، ۰̸۰۵ از کمتر که آن معناداری سطح و آمده بە  دست
که آن معناداری سطح و است آمده بە دست 𝑋۲ آزمون اساس بر ۶ و ۵ ،۴ ،۱ سؤالات به پاسخگویی اما می باشد؛ درست پاسخ های از بیش تر
نادرست پاسخ های از بیش تر معناداری طور به ۶ و ۵ ،۴ ،۱ سؤال چهار این به درست پاسخ های که است آن دهنده نشان می باشد، ۰̸۰۵ از کمتر

می باشد.
از درست پاسخ های درصد معناداری طور به می باشد، ۰̸۰۵ از کمتر که معناداری سطح و 𝑋۲ آزمون به توجه با که می دهد نشان .(۲۹) جدول

است. بیش تر پاسخ ها بقیه
دارند؟ را منفی اعداد با مرتبط مسأله حل توانایی دانش آموزان آیا سوم) سؤال

آزمون اساس بر ۱۱ و ۹ ،۸ ،۳ سؤالات به پاسخگویی باشد. تحقیق سؤال این پاسخگوی می تواند ۱۱ و ۹ ،۸ ،۳ سؤالات به دانش آموزان پاسخ
۱۱ و ۹ ،۸ ،۳ سؤالات این به درست پاسخ های که است آن دهنده نشان می باشد، ۰̸۰۵ از کمتر که آن معناداری سطح و است آمده بە دست 𝑋۲

می باشد. نادرست پاسخ های از بیش تر معناداری طور به
از درست پاسخ های درصد معناداری طور به می باشد، ۰̸۰۵ از کمتر که معناداری سطح و 𝑋۲ آزمون به توجه با که می دهد نشان .(۳۰) جدول

است. بیش تر پاسخ ها بقیه
دارند؟ را منفی اعداد با مرتبط مسائل حل در پاسخ شان مورد در استدلال توانایی دانش آموزان آیا چهارم) سؤال
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پاسخ ها تفاوت معنی داری بررسی برای 𝑋۲ نتایج :۲۹ جدول

معناداری سطح 𝑋۲ درصد فراوانی پاسخ
۰̸۰۰۰ ۳۷۶۷̸۰ ۶۹̸۳۰ ۲۱۴۹ درست

۲۶̸۸۹ ۸۳۴ نادرست
۰̸۵۳ ۱۶ محاسباتی اشتباه
۳̸۲۸ ۱۰۲ پاسخگویی عدم

۱۰۰̸۰۰ ۳۱۰۱ مجموع

پاسخ ها تفاوت معنی داری بررسی برای 𝑋۲ نتایج :۳۰ جدول

معناداری سطح 𝑋۲ درصد فراوانی پاسخ
۰̸۰۰۰ ۱۴۶۰̸۹۷ ۶۱ ۱۰۸۱ درست

۲۷̸۳۷ ۴۸۵ نادرست
۲̸۴۳ ۴۳ محاسباتی اشتباه
۹̸۲ ۱۶۳ پاسخگویی عدم

۱۰۰̸۰۰ ۱۷۷۲ مجموع

𝑋۲ آزمون اساس بر ۱۲ و ۱۰ ،۷ سؤالات به پاسخگویی باشد. تحقیق سؤال این پاسخگوی می تواند ۱۲ و ۱۰ ،۷ سؤالات به دانش آموزان پاسخ
طور به ۱۲ و ۱۰ ،۷ سؤال سه این به درست پاسخ های که است آن دهنده نشان می باشد، ۰̸۰۵ از کمتر که آن معناداری سطح و است آمده بە دست

می باشد. نادرست پاسخ های از بیش تر معناداری

پاسخ ها تفاوت معنی داری بررسی برای 𝑋۲ نتایج :۳۱ جدول

معناداری سطح 𝑋۲ درصد فراوانی پاسخ
۰̸۰۰۰ ۲۷۷۸̸۱۹ ۶۶̸۲۰ ۳۲۲۶ درست

۵̸۰۷ ۲۴۷ نادرست
۰ ۰ محاسباتی اشتباه

۲۸̸۷۳ ۱۴۰۰ پاسخگویی عدم
۱۰۰̸۰۰ ۴۸۷۳ مجموع

از درست پاسخ های درصد معناداری طور به می باشد، ۰̸۰۵ از کمتر که معناداری سطح و 𝑋۲ آزمون به توجه با که می دهد نشان (۳۱) جدول
است. بیش تر پاسخ ها بقیه

و چیست؟ ۱۴۰۰ −۱۴۰۱ تحصیلی سال در اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه در منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های اصلی) سؤال
دارد؟ وجود آن ها رفع برای روش هایی چه

که است ۰̸۰۵ از کمتر عوامل تمامی برای آزمون این معناداری سطح ،۰̸۰۵ از کمتر خطای سطح در که می کنیم مشاهده (۳۲) جدول به توجه با
مؤثر منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های رفع بر بالا عوامل نتیجه در است؛ متغیرها تمامی به مربوط دادە  های بودن معنی دار از نشان خود این

می باشند.
بودن مراتبی سلسله ماهیˁت به توجه −۱ ترتیب: به تأثیر و مطلوبیˁت لحاظ از که می کنیم مشاهده (۳۳) جدول کمک با و فریدمن آزمون به توجه با
شناختی، رشد فردی، تفاوت های به توجه −۴ دانش آموزان، پیشین دانش و تجربه به توجه −۳ ریاضی، بودن مجرد به توجه −۲ ریاضی، مطالب
تا اول رتبە های در اولیاء آموزش −۷ ریاضی، کتاب محتوای اصلاح −۶ معلم، تجربه و شناخت گاهی، آ سطح ارتقاء −۵ یادگیری، سبک و هوش

گرفتە اند. قرار هفتم
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منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های رفع عوامل شناسایی نمونە ای تک تی آزمون :۳۲ جدول

نمونە ای تک تی آزمون
۳ مبنا= ارزش

درصد ۹۵ اطمینان سطح میانگین اختلاف معناداری سطح آزادی درجه t
بالا حد پایین حد
۰̸۲۰۴۶ ۰̸۰۲۱۱ ۰̸۱۱۲۸۶ ۰̸۰۱۶ ۴۴۲ ۲̸۴۴۱ ریاضی مطالب بودن مراتبی سلسله ماهیˁت به توجه
۰̸۲۷۹۲ ۰̸۰۱۵۸ ۰̸۱۴۷۵۰ ۰̸۰۲۹ ۴۴۲ ۲̸۲۲۲ ریاضی بودن مجرد به توجه
۰̸۲۹۰۸ ۰̸۰۱۴۲ ۰̸۱۵۲۵۰ ۰̸۰۳۱ ۴۴۲ ۲̸۱۸۸ دانش آموزان پیشین دانش و تجربه به توجه
۰̸۲۵۹۴ ۰̸۰۱۰۶ ۰̸۱۳۵۰۰ ۰̸۰۳۴ ۴۴۲ ۲̸۱۵۳ یادگیری سبک و هوش شناختی، رشد فردی، تفاوت های به توجه

−۰̸۰۴۲۹ −۰̸۳۲۲۱ −۰̸۱۸۲۵۰ ۰̸۰۱۱ ۴۴۲ −۲̸۵۹۵ معلم تجربه و شناخت آگاهی، سطح ارتقاء
−۰̸۰۳۰۸ −۰̸۳۱۴۲ −۰̸۱۷۲۵۰ ۰̸۰۱۸ ۴۴۲ −۲̸۴۱۶ اولیاء آموزش
۰̸۲۸۳۶ ۰̸۰۲۶۴ ۰̸۱۵۵۰۰ ۰̸۰۱۹ ۴۴۲ ۲̸۳۹۱ ریاضی کتاب محتوای اصلاح

منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های رفع عوامل شناسایی فریدمن زمون :۳۳ جدول

رتبە ها
رتبه میانگین عوامل ردیف

۵۹̸۵ ریاضی مطالب بودن مراتبی سلسله ماهیˁت به توجه ۱
۵۸̸۵ ریاضی بودن مجرد به توجه ۲
۵۱̸۵ دانش آموزان پیشین دانش و تجربه به توجه ۳
۵۰̸۵ یادگیری سبک و هوش شناختی، رشد فردی، تفاوت های به توجه ۴
۴۱̸۴ معلم تجربه و شناخت آگاهی، سطح ارتقاء ۵
۳۹̸۴ ریاضی کتاب محتوای اصلاح ۶
۳۵̸۴ اولیاء آموزش ۷

گیری نتیجه و بحث .۵
می شد. تلقی استدلالی” ”قدرت تربیتِ برای درس والاترین عنوان به ریاضیات قرن ها است، ریاضیات مدرسە ای، آموزش در مهم موضوعات از
فکر انسان، به ”ریاضیات که: است بوده این هست؟ مدرسه در ریاضیات همه این چرا که پرسش این به پاسخ متعارف ترین حال، و گذشته در
با است. برخوردار بالایی جایگاه از مدرسە ای درسی برنامه در ریاضی نیز ایران آموزشی نظام در نقشی چنین دلیل به می آموزد.” را بهتر کردن
است. بوده آموزشگران اصلی دغدغە های از آن ها کردن مرتفع و شناختن که دارد وجود موانعی مدرسە ای ریاضی یادگیری و تدریس در حال این
عملکرد رشد برای تعیین کننده عاملی دارند ریاضی مسأله حل و یادگیری در که بدفهمی هایی و اشتباهات از دانش آموزان درست گاهی آ واقع در
خود به را درس کلاس از زیادی وقت ریاضی، دروس در دانش آموزان بدفهمی های و اشتباهات معمولا˟ می شود. محسوب ریاضی پیشرفت و
دانش آموزی وقتی داشت. خواهد پی در آموزشی فراوان منابع آن ها، تصحیح و تشریح برای مناسب راە حل های یافتن طبعاً که می دهد اختصاص
آن ها تصحیح و رفع مقام در معلمش راهنمایی های با خود و است کجا در او غلط راە حل و بدفهمی ریشە های و دلایل که دریابد درستی به
خواهد او کمک به ریاضی مسائل حل و یادگیری دیگر موقعیˁت های در که است کرده کسب ریاضی یادگیری در را مهمی تجربه شک بدون برآید،
ساختن درگیر و مناسب شیوە های اتخاذ با تا قادرند معلمان اغلب شد. خواهد منجر او ریاضی بصیرت و تفکر رشد به واقع در امر این و آمد
اتخاذ اعتمادبە نفس با را لازم تصمیم جواب هایشان نادرستی یا درستی بررسی ضمن خود تا سازند توانا را آنان درسی فعالیˁت های در دانش آموزان
گاه که چند هر می باشد، فرد در ابتکار و خلاقیˁت ایجاد و ریاضی مستقل تفکر به رسیدن برای گام نخستین خود نوبه به توانایی این تقویت کنند.
روش هایی و منفی اعداد مفاهیم یادگیری بدفهمی های شناسایی به که سطح این با تحقیقی امروز به تا نیست. سادە ای کار معلمان برای آن تحقق
همین بر است. پیشگام و نوآور جهت این از تحقیق این و نشده منتشر باشد، پرداخته اصفهان شهر ۶ ناحیه مدارس هشتم پایه در آن ها رفع برای
و راشدی ،(۱۳۹۵) همکاران و ریحانی ،(۱۳۹۹) همکاران و یافتیان تحقیقات، نتایج با کلی طور به تحقیق این در آمده بە دست نتایج اساس
بلیمی ،(۲۰۱۷) سوریادی و فوادیه ،(۲۰۱۹) سوریادی و فوادیه ،(۲۰۱۹) آی ،(۲۰۲۱) همکاران و پرایتوی ،(۱۳۹۱) نظری ،(۱۳۹۲) همکاران
شلیمن و ،(۲۰۰۳) همکاران و کاسکارت ،(۲۰۱۱) کیلهامن ،(۲۰۱۲) همکاران و جولیک ،(۲۰۱۴) بوفردینگ ،(۲۰۱۴) برونو و المهدیا ،(۲۰۱۵)

دارد. همخوانی ،(۲۰۰۳) همکاران و
از: عبارتند که می گردند مطرح ریاضی درس در بدفهمی ها کاهش جهت در پیشنهاداتی اساس این بر
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ک͒تب بررسی کارگاە های مانند: بدفهمی های، خصوص در ریاضی معلمان برای مختلف دورە های و کارگاە ها برگزاری با که می گردد پیشنهاد −
لازم زمینه بدفهمی ها، اصلاح جهت مناسب دست سازە های و آموزشی مواد تولید نیز و بدفهمی ها رفع بر تأکید با کتاب مؤلفان حضور با ریاضی
حوزە های در آن ها رفع یا و بروز از جلوگیری برای مناسب راهکارهای و بدفهمی ها بروز ریشە های بررسی جهت در پژوهش هایی انجام برای را

گردد. فراهم آن ها نمودن اجرایی و ریاضی مختلف موضوعی
کتا ب های جمله از دیگر عوامل نقش دانش آموزان، در بدفهمی ها کردن برطرف برای راهکار ارائة نتیجه در و ریشە یابی منظور به می گردد پیشنهاد −

گیرد. قرار بررسی مورد اجتماعی اقتصادی⁃ عوامل مدرسه، معلم، درسی،
برای بیشتری زمان می شود، داده بسط هفتم پایه در آشنایی این و می شوند آشنا منفی اعداد با ششم پایه در دانش آموزان ما کشور در که آنجا از −
عددی، الگوهای بکارگیری جمله از آن، مختلف شیوە های یادگیری و تدریس برای بیش تر زمان صرف واقع، در است. لازم آن یادگیری و آموزش
مفهوم این آموزش برای بتواند مبحث این در علامت ها قوانین بردن کار به شاید می کند. کمک دانش آموزان عمیق تر درک به ... و اعداد محور
اشتباه دچار و کنند استفاده قوانین این از مسائل حل در بتوانند تا برسند آن ها از کاملی و درست درک به دانش آموزان می باید ابتدا اما باشد، مفید

نشوند.
این در است بهتر است. مؤثر آنان احتمالی بدفهمی های شناسایی و دانش آموزان فهم و درک میزان سنجش برای متفاوت ارزیابی شیوە های −
از دانش آموزان کاربردی استفاده شوند. روبرو نیز واقعی دنیای مسائل با که باشد گونە ای به می شود داده دانش آموزان به که مسائلی ارزیابی ها
از معلمان تا دهند توضیح را پاسخ هایشان و راە حل ها شود خواسته ایشان از است بهتر و داشت خواهد همراه به را عمیق تری درک مبحث این

شوند. مطلع استدلال هایشان
مفهوم درک در تحصیلی مختلف سطوح در دانش آموزان اکثر که شده باعث تدریس در الگوریتم ها و رویە ها آموزش بر تأکید می رسد نظر به −
باید کشور ریاضی برنامە ریزان و آموزش وپرورش لذا نباشند؛ مسائل حل در خود دانستە های پیادە سازی به قادر و شوند بدفهمی دچار منفی عدد
مطالب فهم انگیزه، ایجاد تدریس، برای مناسب شرایط تا کنند عمل گونە ای بە  آموزشی برنامە های و درسی ک͒تب محتوای برنامە ریزی و تنظیم در

شود. ایجاد واقعی دنیای و ریاضی مفاهیم بین ارتباط ایجاد و
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بازی دو معرفی با ریاضی شیرین آموزش
نژادب نصراله حسین تواناییآ، ندا

ریاضی آموزش ارشد آکارشناس
بهبهان شهرستان پرورش و آموزش ریاضی، بدبیر

چکیده
اهمیت به توجه با باشد. می نوین روش های از بهرە گیری و موضوع آن ارائە ی شیوە ی در تغییر رشد، هر لازمە ی گاهی
وجود دانش آموزان و دبیران برای آن تدریس زمینە ی در که چالش هایی و مدرسە ای درسی برنامە ی در ریاضی آموزش
می گردد، یادگیری یاددهی⁃ فرآیند کیفیت بهبود موجب که را ریاضی آموزش در جدید رویکردهای از استفاده دارد،
دلپذیر بسیار شیوە ای می تواند ریاضی تدریس کنار در آموزشی های بازی از استفاده می سازد. آشکار پیش از بیش
اهمیت و نقش ابتدا مقاله این در ساخت. خواهد ماندگار و بخشیده عمق را آن یادگیری که باشد دانش آموزان برای
که جو”> ”<نقطه و <” ”<جایگاه۶۵ های نام با بازی نمونه دو سپس می شود، بیان ریاضی بازی های طریق از یادگیری

می گردند. معرفی است، شده اجرا درس کلاس در و طراحی نگارندگان توسط

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

ریاضی بازی
آموزشی بازی

ریاضی یادگیری

مقدمه .۱
همواره مبتکر و خلاق دبیران سازند. درک قابل و جذاب دانش آموزان برای را ریاضی چگونه که، است این ریاضی دبیران چالش های از یکی
جدیدی روش های از یکی نمایند. سنتی روش های جایگزین و کنند ابداع را جدیدی های روش خود، تدریس تجارب بر تکیه با می کنند تلاش
به بازی ها است. بازی راه از آموزش داد، شرکت یادگیری یاددهی⁃ فرایند در را آنها و کرد جلب را دانش آموزان توجه می توان آن طریق از که
به می تواند بازی طریق از آموزش همچنین می شوند. دانش آموزان در انگیزه افزایش و یادگیری ارتقاء موجب تدریس، روش های از یکی عنوان
و می یابند دست جدیدی ذهنی مفاهیم به آموزشی بازی های حین در دانش آموزان نماید. کمک آن سازی کیفی و ریاضی مهارت های پیشرفت
در اوقات گاهی دهند، آموزش مدرسه در می خواهند که را مهارت هایی و دانش بتوانند باید دبیران پس می آورند. دست به ارزندە ای تجارب
به توجه با .(۲۰۰۷ اسوان، و نمایند(لودویگ استفاده ریاضی یاددهی و آموزش برای بازی ها قدرت از صورت این به و کرده تهیه سرگرمی قالب
اهمیت حائز بسیار دانش، انتقال جهت جذاب شیوە های اجرای و تدریس روش های تغییر ریاضی، درس به نسبت دانش آموزان شدن انگیزه کم

شود. میسر بازی از ریاضی مطالب مسیر عبور با می تواند مهم این که می باشد

آموزشی بازی های .۲
و شود(مارلو می تلاش خاص هدفی به رسیدن برای قواعدی و قانون رعایت با که است داوطلبانه و خودخواسته قاعدە مند، فعالیتی بازی،

.(۱۴۰۰ همکاران، و یافتیان از نقل به ۲۰۱۶؛ همکاران،
گذشتە ی فعالیت و بوده کننده ترغیب و برانگیز چالش سریع، ی دهنده بازخورد قانونمند، باشند.آنها می اساسی ویژگی پنج دارای ها بازی

.(۲۰۱۴ می دهند(مایر، نشان را اهداف در پیشرفت ارزیابی منظور به بازیکنان،

نژاد) نصراله (حسین hosein.alhaf@gmail.com توانایی)، (ندا neda.tavanaie@gmail.com الکترونیک: پست
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می باشند(رویل، ریاضی مفاهیم بهتر یادگیری برای معمولا و شدە اند طراحی خاص، درسی برنامه هدف با که هستند بازی هایی آموزشی، بازی های
مهارت های پرورش امکان و می آورد فراهم را دانش آموزان دیگر با تعامل و یادگیری فعالیت در مشارکت فرصت آموزشی بازی های .(۲۰۰۸
به آموزشی، بازی های می آموزند. را انتزاعی نمادهای از بهرە گیری لزوم دانش آموزان، همچنین می آورد. وجود به را تصمیم گیری و انتقادی تفکر
و علاقه تقویت انگیزش، استمرار بر است، آموزان) بازیکنان(دانش بین تفکرات و ایدە ها تبادل و متقابل واکنش و کنش دربرگیرندە ی اینکه علت
یادگیرى براى بیشترى تمایل ببرند، لذت ریاضى درس از دانش آموزان اگر .(۲۰۱۰ باربلت، و می گذارد(کندی تاثیر یادگیری و آموزش جذابیت
رسیدن برای کردن بازی ایده از که است استراتژی یک بازی راه از آموزش حقیقت در .(۱۳۹۵ شادکام، و می دهند(رزمى نشان خود از ریاضى

می شود. گرفته کار به خاص نگرش های یا ها مهارت دانش، کسب از اعم آموزشی خاص اهداف به
همکاران، و رود(آن می کار به یادگیری و آموزش برای ابزاری عنوان به بازی، آن در که است نوینی رویکردهای از یکی بازی طریق از آموزش

همکاران۱۴۰۰). و یافتیان ۲۰۱۶؛
از: عبارتند روش این بردن بکار مزایای

می شود. دانش آموزان منطق و استدلال قدرت تقویت باعث بازی ●
می گیرد. صورت همزمان طور به سنجش و آموزش بازی، در ●

است. بی کلام آموزش روش یک بازی، ●
است. ریاضی سیار آزمایشگاه یک بازی، وسایل ●

می سازد. فراهم دانش آموزان همە ی برای را فعال مشارکت فرصت ●
می شود. او دقت افزایش و ریاضی مفاهیم بهتر درک موجب که می آورد دست به را تجاربی دانش آموز بازی حین در ●

می گذارد. جا به دانش آموزان انگیزە ی و مسئله حل مهارت یادگیری، روند بر را بسزایی تاثیر بازی ●
می گردد. دانش آموزان خلاقیت رشد موجب بازی، در مناسب حرکت انتخاب برای کردن فکر ●

شود. کامپیوتری بازی های جایگزین می تواند و می کند پر والا هدفی با را فراغت اوقات ●
زبردست هنرمندانی ریاضی های بازی دیدگاه، این با دهد. انتقال را مفاهیم ترین عمیق ساده، زبان با بتواند که است آن معلم یک هنر ●

.(۱۳۹۴ هستند(میرزاوزیری،
و زمینه پیش بازی، ثیر تا ترین مهم اند. دریافته را آنها تجربه به نگارندگان که گذاشته جای بر دانش آموزان بر فراوانی تاثیر ریاضی بازی های
نشاط و آسودگی و لذت هیجان، و شور کنندە ی تداعی ”<بازی”> کلمە ی می آورد. وجود به آموزان دانش ذهن در ابتدا همان که است دیدگاهی
باشد دانش آموزان ذهن در مطالب ماندگاری و تثبیت ریاضی آموزش از هدف اگر دارد. همراه به مثبتی تاثیرات که بوده دانش آموزان در شادی و
دانش آموز وقتی هستند؟ چه عطف نقاط این اما می نمایند. کمک امر این به عطف نقاط هست، نیز ریاضی معلمان همە ی مشترک هدف قطعا که
تاثیر تحت که ناراحتی ها و خوشحالی این و باخت ها و برد این گردد. می او ناراحتی یا خوشحالی باعث شود، می بازنده یا برنده بازی طول در
تاثیرات دیگر از می گردد. دانش آموز ذهن در بازی، نظر مورد مطالب تثبیت و ماندگاری سبب که هستند عطفی نقاط است، آمده بە وجود بازی
تجربە ی افزایش باعث آمده وجود به تعاملی فضای این می شود. ایجاد دانش آموزان بین بازی، از بعد ها مدت تا که است گفتگویی و بحث بازی،

می شود. آنها یادگیری افزایش آن تبع به و دانش آموزان
متوسطه دانش آموزان استفادە ی جهت آموزشی بازی دو و می شود پرداخته آموزش فرآیند در آن تاثیر و بازی نقش و اهمیت به نوشتار این در
جبری جمع و صحیح اعداد شناخت به که <” ”<جایگاه۶۵ نام با اول بازی می گردد. معرفی است، شده طراحی مقاله، نگارندگان طرف از که اول

است. شده طراحی نقاط مختصات یادگیری جهت در که می باشد، جو”> ”<نقطه نام با دوم بازی و دارد اختصاص آنها

پژوهش پیشینه .۳
کنترل و واقعیت ها درک به بازی قالب در آنها است. کودک شناختی رشد عامل اصلی ترین بازی، ویگوتسکی و پیاژه نظریە های اساس بر
را بالاتری سطح مهارت های و می یابند دست جدیدی ذهنی مفاهیم به آموزشی بازی های ویژه به بازی هنگام و می پردازند شخصی مهارت های
و بوده برخوردار کمتری تاثیر از زبانى، تدریس روش هاى است معتقد پیاژه .(۱۳۹۶ لو، بهاء از نقل به عسگری،۱۳۸۵، و می کنند(انگجی کسب
به نیاز دیگر، مفاهیم از بیش ریاضى، مفاهیم که دارد باور او کنند. کار ملموس اشیاء با خود، ذهنی اعمال هماهنگی برای دارند نیاز دانش آموزان
رفتارگرایان .(۱۳۹۶ لو، بهاء از نقل به ،۱۳۷۷ شوند(مبینى، نائل ریاضى مفاهیم دقیقتر درك به دانش آموزان وسیله بدین تا دارند تجربه و آزمایش
مربیان از بسیاری .(۱۱۱۱ همکاران، و عبدالهی از نقل به هیوز نمود( استفاده یادگیری برای تجربە ای عنوان به می توان بازی از که عقیدە اند این بر
و پیاژه دکرونی، فروبل، سوری، مونته کردند. اشاره پرورش و آموزش عوامل ترین مطلوب از یکی عنوان به بازی نقش به پرورش و آموزش
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ترین عمده عنوان به را آن از بهرە گیری و می کردند استفاده آموزشی بازی های از کودکان به مفاهیم آموزش برای که هستند کسانی جمله از گانیه
است باور این بر هالموس نام به ریاضی دانی .(۱۳۸۸ دادە اند(اخوست، قرار تاکید مورد مختلف موضوعات یادگیری برای کودک آموزش وسیله

.(۱۳۹۴ میرزاوزیری، است( آن دادن انجام ریاضی، یادگیری برای کار بهترین که
بپردازند. ریاضی مفاهیم ساخت به خود آموزان دانش که است آن ریاضی آموزش روش بهترین که کردە اند تاکید ریاضی معلمان ملی شورای

اين هستند. کننده كمك آموزان دانش برای رياضي جديد مهارتهاي و مفاهيم يادگيري براي آموزشي بازهاي كه دريافتند اسنادير(۱۹۹۴) و پولوس
بازيهاي از استفاده كه دريافتند تجربه به آنها شود. لحاظ كمکي فعاليت عنوان به رياضي درس آموزش برنامه در ها بازي كه كردند توصيه محققان

شود. مي منجر تر طولاني يادآوري و بهتر درك به رياضي، درس در آموزشي
برای قوی پایە ای و می بخشد بهبود ها مهارت تمرین جهت را دانش آموزان انگیزشی راهبردهای بازی، که دارند اعتقاد یاکوم(۱۹۹۶) و بلوم

می سازد. بنا آنها یادگیری
روش های از مؤثرتر دانش آموزان رياضي عملکرد و نگرش بهبود در بازي، شيوە ي به آموزش كه داد نشان (۲۰۰۷) باربارا و فنگفنگ پژوهش

است. سنتي آموزش
مشکلات همچنین و شده دانش آموزان یادگیری در پیشرفت باعث بازی، بر مبتنی ریاضی آموزش روش دریافتند همکاران(۲۰۰۹) و کوپودی

دهد. می کاهش را آنها ریاضی یادگیری
يادگيرى، فرايند در جذابيت و انگيزه ايجاد با رياضيات، آموزش در بازى بر مبتنى تدريس روش كارگيرى به كه می دهد نشان ها پژوهش نتايج
جا به دانش آموزان رياضى عملکرد بر مثبتى تأثير ریاضی تدریس نوع این می آورد. وجود به را شادی محيط و شده اضطراب کاهش سبب

دباغ،۱۳۸۹). می شود(زاده دانش آموزان رياضى چالش هاى و مشکلات كاهش سبب و می گذارد
بهینە ی عملکرد و انگیزه افزایش یادگیری، ارتقاء باعث که است بازی از استفاده ریاضی، آموزشی شیوە های جذاب ترین و بهترین از یکی

.(۱۳۹۶ همکاران، و می سازد(عبداللهی پایدار زمان طول در را خود تاثیر که می شود دانش آموزان
معلم تدریس شیوە ی در نوآوری و اصلاحات پرورش، و آموزش اخیر دهە ی چند پژوهشگران و اندرکاران دست نگرانی های اساسی ترین از یکی
آموزش پیشرفت و انگیزه بر سنتی، روش های و بازی شیوە ی به آموزش روش دو تاثیر میزان همکاران(۱۴۰۰) و موسوی پژوهش در است. بوده

می باشد. بازی روش به تدریس موفق و مثبت تاثیر بیانگر آن نتایج که گرفت قرار مقایسه و بررسی مورد دانش آموزان، ریاضی
میرزاوزیری مجید دکتر نمودە اند. کسب ارزندە ای دستاوردهای ریاضی آموزشی بازی های زمینە ی در که می پردازیم افرادی معرفی به ادامه در
برای را ریاضی مفاهیم تا دارند سعی ایشان می باشند. ریاضی شهر بنیانگذار همچنین و مشهد فردوسی دانشگاه تمام استاد و علمی هیئت عضو
یک که مکان این نهادند. بنیان را ریاضی شهر ۱۳۷۷ سال در وی نمایند. بیان ساده حال عین در و مفهومی صورت به دانشجویان و نوجوانان
مولف وزیری میرزا دکتر بیاموزد. نوجوانان به تازه و شیوا زبانی با را ریاضی مفاهیم تا است تلاش در بوده، نوجوانان ویژە ی ریاضی پایگاه
کتاب های و ”<سیصدویازده”> ریاضی”>، شهر به ”<سفر مهر”>، بی نهایت تا ذره ”<با بازی”>، و معما طریق از ریاضی ”<یادگیری کتاب های
داستان بار هر شود خوانده سو هر از ”<مثلث”> کتاب مثال طور به بردە اند. بهره جذابی و بی نظیر نگارش شیوە ی از کدام هر که می باشند دیگری
دانش آموزی اجتماعی⁃ شبکه یک ”<پرگاس”> می باشند؛ ”<پرگاس”> آموزشی سامانه علمی مشاور نیز میرزاوزیری دکتر می کند. بیان را تازە ای

می گردد. ارائه ریاضی آموزش جدید محتواهای آن در که شده بنا مشهد فردوسی دانشگاه اساتید همکاری با که است
آموزشی کمک وسایل مخترع وی برد. نام مريوان شهرستان مدارس رياضي دبير مرادي ابراهيم از توان می عرصه این توانمند فعالان دیگر از
تلاش سالها نتیجه ریاضی، آموزشی کمک سازە های ساخت است. رسانده ثبت به را مختلف مجموعە ی ۳۱ از بیش که هستند ریاضی درس
به است گردیده کشور و کردستان استان سطح در ریاضی، آموزش حوزە ی پیشروندە ی رونق باعث خلاق، دبیر این تولیدات باشد. می ایشان
آن تر راحت یادگیری و ریاضی درس کردن جذاب مرادی ابراهیم هدف شدە اند. او آموزشی سازە های به مجهز مریوان مدارس تمام که طوری

می باشد. دانش آموزان برای
کتاب جلد ۱۵ تالیف کانگرو، مسابقه سوالات طراحی بر علاوه پژوهنده، و پرداز ایده برتر، معلم ریاضی، آموزش ارشد کارشناس زاده نصراله نگار
و خلاقیت مدرس عنوان وبه بوده ریاضی دست ورزی های مبدع همچنین وی دارد. خود کارنامە ی در را ریاضی”> ورزی های ”<دست جمله از

می شوند. شناخته بازی

بازی ها معرفی .۴
دیگر بازی چندین و بازی ها این همچنین است. شده اجرا درس کلاس در و طراحی نگارندگان توسط جو”> ”<نقطه و <” ”<جایگاه۶۵ بازی دو
بسیار استقبال با که شد، ارائه بهبهان شهرستان مدارس از یکی در نهم، و هشتم هفتم، پایە ی دانش آموزان برای ۱۴۰۰ پاییز ریاضی جشنوارە ی در
ریاضی یادگیری بهبود باعث بازی ها این که کردند اعلام و داشتند کافی رضایت بازی ها این انجام از دانش آموزان گردید. روبرو دانش آموزان زیاد
بازی های از بیشتری انواع بیان می شوند. معرفی بازی دو این ادامه در است. شده مختصات و صحیح اعداد جبری جمع موضوعات در آنها

گردید. خواهد ارائه آموزشی بازی های از دیگری نمونە های آینده، در باشد. می خارج مقاله این حوصلە ی از شده طراحی
۶۵ جایگاه بازی
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قرینه اعداد با و بیاموزند تر سریع و بهتر را صحیح اعداد جبری جمع دانش آموزان می شود باعث که است مهیج و آموزنده بازی یک ۶۵ جایگاه
می گردد. حافظه قدرت تقویت باعث بازی این شوند. آشنا جمع عمل خنثی عضو عنوان به صفر عدد و

بازی وسایل ●
رنگ. چهار در مهره چهار گوی، دو حاوی اعداد جعبە ی بازی، صفحە ی

اجرا نحوە ی ●
خانه در را خود رنگی مهرە ی و گرفته قرار شکل مستطیل صفحە ی ضلع یک در بازیکن هر می شود. انجام بازیکن چهار تا دو با ۶۵ جایگاه بازی
آن روی بر ها گوی که اعدادی جبری جمع سپس داده، تکان را گوی دو حاوی اعداد جعبە ی ابتدا خود، نوبت در بازیکن هر می گذارد. شروع
طلایی جام خانە ی در زودتر که است کسی بازی برنده می کند. حرکت عقب یا جلو به آن حاصل به توجه با و نموده محاسبه را است گرفته قرار

دهد. حرکت را خود مهرە ی نیست نیازی شود، منفی عددی جبری، جمع و باشد گرفته قرار شروع خانه در بازیکنی اگر بگیرد. قرار
نقطە جو بازی

و مثبت اعداد عرض ها، و طول ها محور مختصات، چهارگانە ی نواحی با دانش آموزان که است آموزنده و هیجان انگیز بازی یک نقطە جو بازی
می گردد. آنها عمل سرعت و دقت افزایش موجب و شده آشنا آنها قرینە ی و نقاط مختصات محور، روی منفی

بازی وسایل ●
نقاط. مختصات کارت ۲۲۱ قرمز، مهرە ی ۳۰ آبی، مهرە ی ۳۰ مختصات، صفحە ی

اجرا نحوە ی ●
می شود. داده قرار میز روی نیز کارت عدد ۳۰ و می دارند بر رنگ یک مهرە ی ۳۰ بازیکنان از یک هر می شود. انجام بازیکن دو با نقطە جو بازی
روی بر را خود مهرە ی و بخواند را مختصات عدد بردارد، کارت یک باید آنها از یک هر می کنند. رقابت به شروع همزمان طور به بازیکن دو
که بازیکن هر باشد. نمانده باقی میز روی کارتی هیچ دیگر که می رسد اتمام به زمانی بازی دهد. قرار مناسب جای در و مختصات صفحە ی

بود. خواهد بازی برنده کند، پیدا را بیشتری نقاط بتواند



۴۶۹ آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ توانایی ندا

بندی جمع .۵
توان سنتی و مرسوم های شیوه دیگر گرفتە است. قرار توجه مورد پیش از بیش که است نیازی تدریس، فعال و نوین روشهای از استفاده
و کننده سرگرم تدریس شیوە های از یکی آموزش حین در بازی راهکار از استفاده ندارند. حیطه این در را دانش آموزان آموزشی نیازهای رفع
خود ریاضی مهارت های و مفاهیم دانش آموزان آن رهگذر از تا نماید خلاقیت از سرشار را یادگیری و آموزش محیط می تواند که است بانشاطی
و پویایی از و نموده ایستا را آموزش که است آن مسائل مکرر حل و روابط حفظ صرفا سنتی روش های با ریاضی آموزش دهند. توسعه را
آموزان دانش طرف از روابط کشف بر نوین روش های اما می شود. سپرده فراموشی دست به نیز مدتی از پس سرانجام و می سازد تهی خلاقیت
در که است شیوە ای بازی، با ریاضی آموزش می گرداند. مسئله طرح و روابط فهم به قادر را دانش آموزان که دارد تاکید آنان خلاقیت گسترش و
بازی های می آورند. بە دست را بیشتری مهارت های و می کنند کسب را تجاربی آن ضمن که می آموزند علاقه با را درسی مطالب دانش آموزان آن
آنان بیشتر تمرکز و گیری تصمیم قدرت به منجر که می کند ایفا دانش آموزان یادگیری تسریع و تعمیق تثبیت، در کنندە ای تعیین نقش ریاضی
آموزش شیوە های بهبود و پیشرفت جهت در بلندی گام آموزشی، بازی های از استفاده و فعال تدریس به سنتی تدریس از تغییر پس می گردد.

شد. خواهد آن پویایی و ریاضی
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چکیده
ایجاد ریاضی یادگیری در مشکلاتی تواند می آموزان دانش فهمی کج آن، گستردگی و ریاضیات ساختار به توجه با
ارائه سبب بدین سازد. می فراهم یادگیری بهبود برای را ای زمینه آن، ایجاد های ریشه و ها فهمی کج شناخت کند.

رود. می بشمار ضروری و مهم امری ها، فهمی کج این کردن برطرف جهت مناسب، راهکارهای
مفهومی اشتباهات ها، فهمی کج وقوع علل یابی ریشه و بررسی با ارتباط در پژوهشی های یافته از بخشی مقاله، این در
به اطلاعات است. شده بیان آن، رفع های روش و رایج های فهمی کج از هایی مثال و ریاضی درس در آموزان دانش
اصلی هدف است. شده تهیه ابتدایی ششم و پنجم چهارم، های پایه معلمان از تعدادی با مصاحبه پی در آمده دست
جهت هایی راهکار ارائه و ریاضی محتوایی حوزه در آموزان دانش رایج های فهمی کج بررسی پژوهش، این انجام از

باشد. می پژوهشگران و معلمان برای چالش این رفع

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
ریاضی فهمی کج

معلمان
آموزان دانش

ابتدایی دوم دوره

مقدمه .۱
جایگاه از مدرسه، درسی برنامه در ریاضی است. ضروری امری مسئله، حل و تفکر توانایی ارتقای جهت ریاضی درک و فهم برای تلاش امروزه
و تدریس در باشد. می ها آن اولیای و آموزان دانش معلمان، برای دروس ترین حساس از یکی ریاضی درس حال این با است. برخوردار والایی
دانش ریاضی های فهمی کج موانع، این از یکی هست. و بوده ریاضی معلمان اصلی ی دغدغه ها آن رفع که دارد وجود موانعی ریاضی یادگیری

است. آموزان
بلکه ندارند وجود مستقل طور به ها فهمی کج شوند. می ریاضیات یادگیری در جدی مشکلات بروز به منجر که هستند عواملی از ها فهمی کج
های ریشه و ها بدفهمی شناخت شوند. ناپدید یا کنند تغییر چارچوب تغییرات با توانند می و کنند می بروز خاص مفهومی چارچوب یک در
ساختار از بخشی ها فهمی کج زیرا گردد. یادگیری ارتقای موجب تواند می تحصیلی، مختلف سطوح در و مفهومی های حوزه در ها آن ایجاد

است. تعامل در جدید مفهوم با که دهند می تشکیل را آموز دانش ذهن مفهومی
برقراری توانایی آموزان دانش اغلب متاسفانه باشد. موجود دانش شبکه با راستا هم که شود، می یکپارچه و درک خوبی به زمانی جدید دانش
درست دانشموجود یا ناقصاست، دانشموجود یا که دهد می روی زمانی اتفاق این ندارد. را خود دانشموجود شبکه و دانشجدید بی ارتباط
و ساخته را اطلاعات از خود های تفسیر آموز، دانش وضعیت، دو این در شود. راستا هم دانشجدید با که است نیافته توسعه گونه آن ولی است
منجر سیستماتیک خطاهای به معیوب، و ناقص های پیوند و ها تفسیر این کند. می برقرار را خود های پیوند پیشین، اطلاعات با آن، راستای در

.(۲۰۱۱ جپمن، و (مسترز شوند می یاد فهمی کج عنوان با ها آن از که شوند، می

مزیدی)، (محسن mazidimohsen62@gmail.com موحدی)، (هانیه h.moovahedi@yahoo.com الکترونیک: پست
ابراهیمی) (عاطفه Atefeh.ebrahimi62@yahoo.com
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مقاله تهیه روش .۲
بهره منظور به ابتدایی دوم دوره آموزان دانش های فهمی کج شناسایی و کشف آن هدف و است گرفته صورت توصیفی روش به پژوهش این
های پایه معلمان تجربیات از استفاده و مرتبط مقالات و کتب تحلیل و تجزیه از حاضر مقاله باشد. می فراگیران بهتر آموزش جهت معلمان وری

است. شده تهیه گرگان شهرستان ششم و پنجم چهارم،

فهمی کج مفهوم .۳
در آنچه است ممکن دیگر عبارت به شود. می ناشی چیزی نادرست درک از که است اشتباه دید یا تصور فکر، (۲۰۰۷) آلن نظر از فهمی کج
ذهنی تصورات و ها برداشت این باشد. نداشته علمی صحت و نباشد مناسب ریاضی مفهوم یک از ناشی تصورات گرفته، شکل آموز دانش ذهن
جهت بدین باشد. کرده کسب متفاوت های موقعیت در گرفتن قرار با فرد که باشد تجربیاتی طریق از است ممکن ریاضی مفهوم یک درباره
دانش به که باشد ای گونه به مفاهیم یادگیری و آموزش باید پس گذاشت. کنار توان نمی بسادگی آموز دانش ذهن از را نادرست تصورات این
را ناصحیح مفهومی تصورات زیرا دهد. شکل آن در رفته کار به مفاهیم معنای تشریح با همزمان را خود مفهومی تصورات که کند، کمک آموزان
شده ایجاد آموزان دانش اندیشه و ذهن در یکپارچه و منسجم شکل به که زمانی ویژه به کرد، تبدیل صحیح تصور یک به توان می دشواری به

.(۱۹۹۱ (ویلیمامز، باشد
و اسمیت هستند. مند نظام مفهومی خطاهای بروز علت که داند می فرد شناختی ساختار در اصولی و ها باور را فهمی کج ،(۱۹۹۲) اولیویر
کج توانند می که اند رسیده نتیجه این به ریاضی، های فهمی کج مورد در گرفته انجام تحقیقات از خود بندی جمع در نیز، (۱۹۹۳) همکاران

ببرند. کار به شود، می اشتباهات از مندی نظام الگوی تولید به منجر که آموزان دانش های برداشت از گونه آن دادن نشان برای را فهمی
اعتقادات شده، پنداشته پیش از تصورات عنوان به ها فهمی کج ندارد. علمی مبنای که است علمی ظاهر به هایی باور داشتن معنای به فهمی کج
می نظر به درست ظاهر به علمی ظر از و دارد اعتقاد آن به فرد که هستند مفهومی تفاهم سوء گاهی و اساس بی و ساده های نظریه علمی، غیر

.(۱۳۹۵ جتا، و (رایان ندارند گاهی آ آن از که دارند خود با زیادی های فهمی کج هم مردم اکثر رسند.
تقابل در علم آن کارشناسان های ایده با سازد، می ذهن در مفهوم یک از آموز دانش که ای ایده آن، در که رود می کار به موقعیتی برای فهمی کج
گردد. می مند نظام مفهومی خطاهای بروز موجب زیرا است. متفاوت افتد، می اتفاق سهوی خطای یک آن در که جایی با موقعیت این باشد.

.(۱۳۸۶ حسام، (عبدالʓه افتد می اتفاق نیز مشابه های موقعیت در که اشتباهاتی یعنی

ریاضی در رایج های فهمی کج بندی دسته .۴
دهد: می قرار طبقه پنج در را ها خطا (۱۹۷۹) رادتز

بروز به منجر مساله، حل اولیه مراحل در است ممکن ریاضی زبان ای پایه های ساختار نادرست درک زبانی، مشکلات با مرتبط های خطا .۱
شود. خطا

ریاضی. دانش دیداری های بازنمایی و نمادین های پردازش با مرتبط مشکلات .۲
نیاز. پیش دانش یا ها مهارت نداشتن .۳

نادرست. ارتباط برقراری .۴
نامرتبط. های راهبرد یا قوانین کارگیری به .۵

دهند: می قرار گروه چهار در را ها فهمی کج ،(۱۹۹۱) جانسون و گرابر همچنین
دهد. می تعمیم دیگر وضعیتی به است، درست وضعیت یک در که را ای رویه یا مفهوم آموز دانش تعمیمی: بیش .۱

دهد. می نسبت آن به نیست، رویه یا مفهوم یک ویژگی که را محدودیتی آموز دانش تخصیصی: بیش .۲
کند. می اشتباه یکدیگر به ها نمودار یا جداول ها، نماد واژگان، ی ترجمه در آموز دانش نادرست: ترجمه .۳

گردد. می بر رویه یا مفهوم درک عدم به آموز، دانش فهمی کج ی ریشه محدود: سازی مفهوم .۴

فهمی کج ایجاد عوامل .۵
کرد: اشاره زیر موارد به توان می شود، می آموزان دانش در فهمی کج باعث که عواملی جمله از

تدریس دولتی، غیر و دولتی مدارس در معلمان از بسیاری باشد. می ای رویه تدریس یا معلم ناکافی دانش عمدتا آن دلیل که نامناسب؛ دهی یاد
باشد. می ای رابطه فهم به توجه بدون و ابزاری فهم به تکیه با شان

امر این و اند نگذرانده را معلم تربیت های دوره ولی اند، کرده اخذ را ریاضی بالای مدارک معلمین، از بسیاری مطالب؛ انتقال در معلم توانی کم
نگیرد. صورت درستی به مطلب انتقال که شود می موجب

شود. می آموزان دانش برای گانگی دو ایجاد باعث قدیمی های روش از والدین استفاده والدین؛ دخالت
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فرهنگی، سطح ذهنی، توان در موجود تمایز به توجه با کشور سراسر در پایه یک آموزان دانش برای آموزشی نسخه یک از استفاده آموزشی؛ منابع
را مطالب خود، کلاس فضای با متناسب معلمان، است بهتر سبب، بدین دهند. می تغییر را کار بازده دیگر، عوامل بسیاری و مدارس امکانات

دهند. ارائه شده خواسته فصل سر طبق
انگیزه نداشتن تمرکز، نداشتن گذشته، مطالب ناکامل و نادرست یادگیری مفاهیم، انتزاعی درک عدم مطالب، نابجای تعمیم آموزان؛ دانش ضعف

مطالب. یادگیری برای

کتاب مباحث از هایی مثال .۶
سی عدد مثال، برای است. صفر هایشان رقم از بعضی که است هایی عدد خواندن و نوشتن در آموزان دانش مشکلات از یکی نویسی: عدد

آید. می وجود به ارقام مکانی ارزش نادرست درک از مشکل این و ۳۰۰۲۰ جای به ۳۰۰۰۰۲۰ نویسد، می را بیست و هزار
عقربه ساعت از است بهتر مشکل، این رفع برای شوند. می مشکل دچار زمان مسائل درک برای آموزان دانش اغلب مرکب: اعداد تفریق و جمع

کند. تجسم خود برای را مسئله شرایط بتواند، آموز دانش تا شود، استفاده واقعی های مثال از همچنین و ای
به را رابطه آن الگو، دیگر جملات به توجه بدون و کنند می کشف ای رابطه الگو، یک متوالی ی جمله دو بین آموزان دانش عمدتا ها: الگو
تمام برای باید شده، کشف ی رابطه که نمایند تاکید تدریس حین معلمان شود می توصیه فهمی، کج این رفع جهت دهند. می نسبت الگو کل

نمایند. طراحی الگویی که بخواهند آموزان دانش خود از همچنین، و باشد برقرار الگو جملات
همچنین باشد. می دبیرستان در گویا اعداد معرفی برای ای زمینه پیش و عدد مفهوم از آموزان دانش درک ارتقاء کسر، آموزش از هدف کسر:
مقایسه در رایج فهمی کج یک شود. می توصیه تدریس، حین کسر، های ساختار زیر به توجه بنابراین کند. می کمک نیز احتمال مفهوم درک به
اعداد ی طرحواره داشتن دلیل به آموزان، دانش از برخی باشد. می همزمان طور به کسر مخرج و صورت به آموزان دانش توجه عدم ها، کسر

باشد! می بزرگتر ۲ از نیز ۱۰ و بزرگتر ۱ از ۳ چون داد، می بزرگتر ۱۲ از را
۳
۱۰ کسر خود، ذهن در طبیعی

آتی پیشنهادات و نتیجە گیری .۷
گردد. یادگیری ارتقای موجب تواند می تحصیلی، مختلف سطوح در و مفهومی های حوزه در ها آن ایجاد های ریشه و ها فهمی کج شناخت
که است موضوعی ریاضی، درس در آموزان دانش فهمی کج کند. می تبدیل آور نو و خلاق هایی انسان به را آموزان دانش مطالب، بهتر درک
کج که آنجایی از نماید. تدریس را ریاضی مباحث بیشتر، حساسیت و دقت با معلمان است ضروری لذا شود. می مشاهده مدارس در عموما
دلایل و شناسایی ها فهمی کج بایست می باشند، اصلاح قابل تمرین و تکرار با که نیستند سهوی اشتباهات ریاضی، در آموزان دانش های فهمی
کج با مناسب رویارویی برای تدریس، نوین های روش از استفاده و پژوهشی های یافته به استناد با بتوان تا مشخصشود، نیز ها آن گیری شکل
راهکار بررسی و فهمی کج ایجاد عوامل کلیه بررسی با است امید برداشت. ها آن اصلاح و رفع جهت در موثر گامی آموزان، دانش های فهمی

شود. کمک آموزان دانش فهمی کج مشکلات رفع به مقاله، این در شده ارائه های
باشند: داشته توجه تدریس امر در زیر موارد به معلمان شود، می پیشنهاد خاتمه در

درس. کلاس با متناسب آموزش، روش در تغییر −
کلاس. گروهی های فعالیت در تغییر −

آموزشی. جدید های تکنولوژی از استفاده −
درس. موضوع با مرتبط روزمره، زندگی در کاربردی هایی مثال ارائه با آموزان دانش برای انگیزه ایجاد −

آن. وقوع محض به آموز، دانش فهمی کج با مقابله −
ها. آن رفع های راهکار و شده شناخته های فهمی کج ی مطالعه −
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ریاضی یادگیری و آموزش بر مؤثر های مؤلفه تاثیر بررسی
،آ افضلی∗ سادات فاطمه

فرهنگیان دانشگاه ابتدایی آموزش کارشناسی آدانشجوی

چکیده
موضوع به توجه با است. ریاضی آموزش و یادگیری بر تاثیرگذار عوامل برخی مورد در بحث حاضر پژوهش از هدف
مؤثرِ عوامل از هرکدام حیطه در پژوهشگران دیگر تحقیقات از شد سعی و شد استفاده کیفی تحقیق روش از پژوهش
ریاضی درس این که به توجه با باشد. تعمیم قابل و کامل جامع، بە دست آمده نتایج تا شود وسیع استفاده بحث مورد
بررسی به پژوهش این در است، متوسطه دوره در چه و ابتدایی دوره در چه دروس بنیادی ترین و مهم ترین از یکی
پرداخته ریاضی آموزش و یادگیری بر کمک خواهی راهبرد و مسئله حل مهارت تفکر، خلاقیت، هوش، و ذهن تأثیر
تفکر و خلاقیت می دارد بیان که است پژوهشگران دیگر بررسی های با همسو تحقیق این از بە دست آمده نتایج می شود.
عدم با یا داد توسعه و بهبود را پتانسیل این قدردانی، با می توان که هستند بشری ذهن پویای ویژگی های از ریاضی
دانش آموزان در کمک خواهی راهبرد ایجاد و مساله حل مهارت پرورش با همچنین شد. آن سرکوبی باعث آن به توجه
سبب تحقیق این در ارائە شده روش های و راهکارها بە کارگیری شود. می تسهیل آنان برای ریاضی یادگیری فرآیند

شد. خواهد ریاضی درس آموزش و یادگیری امر تسهیل و درسی برنامه اهداف تحقق

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
ریاضی آموزش
ریاضی یادگیری

ریاضی

مقدمه
در را آن سپس و شناخت را هایش توانایی و متعلم باید ابتدا است. خاصی ضوابط و شرایط مستلزم ریاضی آموزش جمله از آموزشی نوع هر
مگر یابد نمی تحقق ها این همه و گیرد صورت آشناست، صحیح آموزش با که معلمی توسط باید هدایت این البته کرد، هدایت درست مسیر
های شاخه از یکی ریاضیات .(۱۳۹۵ همکاران، و (میرصالح باشد داشته وجود است ریاضی اینجا در که یادگیری موضوع از درستی تعریف آنکه
آن روی بر تحصیلی مختلف مقاطع در که است جهت بدین و بوده موثر زندگی اداره و شغل در موفقیت جهت افراد توانایی در که است علم
وضعیت در که است نظمی درک و توصیف آن موضوع و است نظم پیرامون بحث ریاضیات، ماهیت .(۲۰۰۶ کوکاک، و گلو (بالو شود می تمرکز
توان می بنابراین کنیم. توصیف را نظم این تا سازند می قادر را ما که هستند مفاهیمی علم، این اصولی ابزارهای است. نهفته پیچیده ظاهرا های
از یکی .(۱۹۹۹ همکاران، و (دیهانی است علوم همه در نیاز مورد های نسبت و اشیاء اشکال، اعداد، بررسی و مسئله حل علم ریاضیات؛ گفت
آشکار زمانی موضوع این است. ریاضیات حوزه در کافی آموزش بر آموزشی کادر توجه عدم دارد، وجود دبستان دوران در که بزرگی مشکلات
دوره دارند. را ریاضی ساده مسئله یک درک مشکل هنوز یابند، می راه تحصیلی بالاتر سطوح به وقتی آموزان دانش از بسیاری تعداد که شود می
نقل (به شود یادگیری و درک در ضعف به منجر تواند می آن، در آموزشی مسائل به کافی توجه عدم صورت در که است حساسی دوره ابتدایی

.(۱۳۹۵ همکاران، و میرصالح از
مجزا صورت به ریاضی یادگیری و آموزش در خواهی کمک و مساله حل مهارت تفکر، خلاقیت، هوش، و ذهن مؤلفه پنج تاثیر مقاله این ادامه در

گیرد. می قرار بررسی مورد
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اصلی نتایج
هوش و ذهن .۱

احساس و ملال تکرار این زاییده و گردد می حاصل تکرار و شود می تمرین الگو این شود، می الگو به منجر که گیرد می جای محفوظات ذهن در
خوشایند احساس و ارضا ابداع، زاییده و شود می منجر ابداع به کشف شود. می کشف به منجر که دارد نقش تجربه هوش، در اما است ناخوشایند
در فعال یادگیری های شیوه تمامی پس سازد. می تفکر ابداع و انجامد می ابداع به هوش اما سازد، می فکر تکرار و رسد می تکرار به ذهن است.
لازمه نتیجه ذهن مسیر علوم بیشتر در و است ذهن طریق از ما های آموزش از بسیاری که صورتی در پیمایند. می را هوش مسیر ریاضی آموزش

.(۱۳۸۶ دیبگی، زاده (قاسم کنند می تصور دشوار علمی را ریاضی مردم لذا رسد نمی نتیجه به مسیر این در ریاضیات اما دهد، می متعلم به را
به آن اصلی دلیل اما اند. دانسته موفق ریاضی یادگیری در پسران از کمتر را دختران حتی و شده انجام ریاضیات و عاطفه درباره هایی پژوهش
آنان فراوان کوشش و دارند بالایی اجتماعی هوش ریاضیدانان اکثر است. یادگیری به مربوط که شناختی هوش نه گردد می باز عاطفی هوش
سرشاری معنوی هوش شود می باعث تفکر و کنند می درک خوبی به را انتزاعی مفاهیم و فلسفه آنان است. آنان بالای نفس به اعتماد از حاکی
بنابراین است. آنان بالای شناختی هوش و خطا از دور به و دقیق یادگیری و خلاق هوش از حاکی مسائل حل در آنان ابتکار و ابداع باشند. داشته
و تحصیلی افت یادگیری، عدم نظیر مشکلاتی درمان از بهتر پیشگیری این برداشت، گام شناختی هوش فقط نه هوش، انواع ارتقا جهت در باید
به منجر که شود می ایجاد مساله حل و بررسی تحقيق، در مستقیم شدن گیر در و خطا آزمون، تجربیات، طریق از فعال یادگیری است. آن نظایر
سایر با ریاضی (ارتباط بیرونی ارتباطات با را هم) با ریاضی مفاهیم (ارتباط ریاضی درونی ارتباطات باید معلم شد، خواهد دانش کشف و تولید

(همان). سازد آشکار متعلم برای را استدلال و تفکر های شیوه یادگیری اهمیت و داده پیوند آن ریاضیات) کاربردهای و علوم

خلاقیت .۲
که کنند می تأكید تعاریف از بعضی ندارد. وجود ریاضی خلاقیت برای قراردادی و خاص تعریف یک که شود می معلوم ادبیات، بر مروری با
نظریه یک ساختار سازماندهی در تغییر یا و نشده شناخته رابطه یک کشف یا مفید مفهوم یک خلق شامل تواند می ریاضیات در خلاقانه عمل یک

باشد. ریاضی
ریاضی خلاقیت های محرکه نیرو جمله از دادن تعمیم توانایی و بصیرت شهود، درک، همکارانش و خواه نجفی توسط شده انجام پژوهش طبق
است خطا وجود همین زیرا گیرد؛ قرار تقدیر مورد باید که باشد می ریاضی خلاقانه های فعالیت های ویژگی از یکی خطاپذیری همچنین هستند؛

شود. اساسی های پیشروی باعث تواند می که
آید. می حساب به روانشناسی در پیچیده موضوعات از یکی و (تال،۱۹۹۱) است افراد ذهن در تحقیق نافذ های ایده ساخت با مرتبط خلاقیت،
که سؤالاتی بین ریاضیدانان آن در که است فرایندی ریاضیات، در خلاقیت که معتقدند فرانسوی، معروف ریاضیدانان از تن دو آدمار، و پوانکاره
تحلیل توانایی را ریاضی خلاقیت کوک لی کنند. می گزینش و انتخاب ندارد بر در ای نتیجه که سؤالاتی و شود می سودمند و مفید نتایج به منجر
اروینک میداند. ریاضیات در ناآشنا وضعیت های به آوردن روی برای مناسب روش یک انتخاب و مختلف های شیوه به شده داده مسئله یک
(مرحله خلاقانه فعالیت و اول) (مرحله الگوریتمی فعالیت صفر)، تکنیکی(مرحله مقدماتی مرحله سه شامل را ریاضی خلاقیت رشد مراحل

.(۱۳۹۰ همکاران، و خواه نجفی از نقل (به گیرد می نظر در دوم)
راه گشودن یا و دهد می توسعه را دانش پیکره معناداری طور به که اصیل کاری تولید توانایی را ریاضی خلاقیت توان می ای حرفه سطح در
می تعریف فرایندی عنوان به ریاضی خلاقیت ای مدرسه سطح در و کرد تعریف ریاضیدانان دیگر برای جدید سؤالات شدن مطرح برای هایی
به که شود می جدیدی سؤالات گیری شکل باعث که این یا و گردد می خردمندانه و معمول غیر بدیع، های جواب یا جواب به منجر که شود

.(۱۳۹۰ همکاران، و خواه نجفی از نقل به همکاران،۲۰۰۶، و (لیلجدال میدهد را متفاوتی دید زاویه از بررسی امکان قدیمی مسئله یک
بهبود را آن آموزان دانش خلاقانه پتانسیل از قدردانی با توان می که است بشری ذهن از پویا ویژگی یک ریاضی خلاقیت که کند می بیان لیکین
رشد قابل نتیجه در و است مختلفی سطوح دارای خلاقیت شناسی، روان نظر از شد. آن سرکوبی باعث توجه عدم با عکس، بر یا و داد توسعه و
مفاهیم به اگر باشد. می شده تعریف مفاهیم بین روابط همچنین و مفاهیم تعریف از متشکل چارچوبی ریاضی، نظریه یک شامل رشد این است.
خلاقیت ، اروینگ نظر از دهند. می ارتباط هم به را ها گره که باشند هایی فلش توانند می روابط شود، نگاه شبکه یک از هایی گره عنوان به
ساختارهایی چنین توسعه جهت تواند می همچنین و چارچوبی چنین از هایی بخش ساخت برای بصیرت به یابی دست از است عبارت ریاضی

کند. عمل نیز
خطاهای با همراه بنابراین است بشری فعالیت یک ریاضی خلاقیت است. آن بودن خطاپذیر ریاضی، خلاقانه های فعالیت های ویژگی از یکی
است ریاضی خلاقانه های فعالیت در خطا وجود امکان همین اما باشد؛ خطا با همراه تواند می ریاضی خلاقانه های فعالیت اگرچه است. انسانی

.(۱۳۹۰ همکاران، و خواه (نجفی آیند وجود به بشری موفق آوردهای دست و اساسی های پیشروی میشود باعث که
دهد می رخ زمانی آموزش در بصیرت و درک شود. داده پرورش دانشجویان و آموزان دانش بین در ای گسترده طور به تواند می ریاضی خلاقیت
کرده پیدا هماهنگی او ذهن شناختی ساختار با و شده مشخص یادگیرنده برای ریاضی مختلف های حوزه و مفاهیم بین ارتباطات و اتصالات که
کند فراهم چنان را شرایط که باشد ای گونه به آموزش است لازم پس باشد. گرفته جا فرد شناختی ساخت شبکه در مفاهیم دیگر، عبارت به باشد؛
ای مدرسه ریاضیات استانداردهای و اصول از یکی که ریاضی اتصالات و ارتباطات استاندارد بگیرد. شکل معنادار درک یعنی درک، گونه این تا
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آموزان دانش که این جای به کند می تأکید است، برخوردار ای ویژه اهمیت از ریاضی برون و درون اتصالات و ارتباطات اینکه بیان ضمن است،
خوبی به آموزان دانش که گردد فراهم فرصتی شود سعی ببینند، هم از جدا های مهارت و ها ایده موضوعات، از ای مجموعه مانند را ریاضیات
ریاضی مختلف موضوعات میان اتصال گردد. آنان تر عمیق درک موجب تا شوند گاه آ ریاضی های ایده و مفاهیم میان اتصالات و ارتباطات از
و شده درک معناداری طور به ریاضی مفاهیم که میشود سبب امر این و ببینند منجسم کل یک مانند را ریاضیات تا کند می کمک آموزان دانش به

(همان). باشند ریاضی مختلف های شاخه بین یا و ریاضی موضوعات و مفاهیم بین توانند می اتصالات و ارتباطات این شود. بصیرت باعث
خود بخشیدن اعتبار برای شهود چه اگر است معتقد تال دیوید میشود. محسوب ریاضی خلاقانه های فعالیت از شکلی ریاضی در دادن تعمیم
گامی شهود حقیقت در گیرند. می شکل ریاضی های ایده دو، این بین تعامل از بلکه نیست دقت مقابل نقطه ولی دارد؛ منطق و دقت به نیاز
از یکی را منطق او ریاضیات، در منطقی ساختارهای وجود دلیل به خصوص، این در است. رسمی و صوری ریاضیات به رسیدن جهت در مؤثر
پیشین تجارب کمک به شخص آن در که است بافتی نیازمند بلکه دهد، رخ تواند نمی خلأ در ریاضی خلاقیت داند. می شهود پرورش ابزارهای

.(۱۳۹۰ همکاران، و خواه (نجفی شود می جدید جهت یک سمت به مهمی های گام برداشتن آماده خود

تفکر .۳
آموزشی تحقیقات و آموزشی طراحی کلاسی، آموزش حوزه سه در ریاضی عملکرد در ضعف دلایل به دهی پاسخ برای زیادی های پژوهش
دانش ریاضی توان بر معلمان کلاسی آموزش حوزه در است. مشترک ریاضی یادگیری و آموزش بهبود در حوزه سه این هدف اند. گرفته انجام
تحقیقات حوزه در بالأخره و کنند می کار آن کردن غنی و آموزشی مواد روی بر آموزشی طراحی حوزه در دارند. تاکید آن افزایش و آموزان
شود می مشخص ها پژوهش این اساس بر .(۲۰۰۵ ، (مگیدسون شوند می قائل ویژه اهمیت ریاضی یادگیری بیشتر فهم و درک برای آموزشی
ریاضی یادگیری انگیزش ریاضی، قبلی عملکرد ریاضی، خودپنداره ،(۲۰۰۷ همکاران، و (نوولو نگرانی و اضطراب جمله از مختلفی عوامل که
سبک مطالعه، های شیوه تدریس، روش یادگیری، راهبردهای گذاری، هدف خودگردانی، ریاضیات، خودکارآمدی ،(۱۳۸۵ اصغر، پور و (کیامنش
کارگیری به را ریاضی تفکر است. تأثیرگذار آموزان دانش ریاضی عملکرد بر (۱۳۸۹ همکاران، و (کدیور کلاس محیط از ادراک و شناختی های
کرده تعریف ریاضیات در غیره و خلاقیت مسئله، حل بندی، دسته ریاضی، ارتباط برقراری سازی، نماد انتزاع، دادن، تعمیم مانند تفکر فرآیندهای
خود، با فرد کردن درگیر باعث آن راهبردهای و فرآیندها از استفاده با ریاضی تفکر .(۱۳۸۱ گویا، و قزلچه حیدری ترجمه ،۱۹۸۹ )اسکمپ، اند
به را دهنده یاد و گذارد می تأثیر معلمان تدریس های شیوه بر همچنین ریاضی تفکر .(۲۰۰۰ (دوبینسکی، شود می آموزشی موضوع و محیط
فرانک .(۲۰۰۳ همکاران، و (پپ” کند می تشویق مربوطه موضوعات پیرامون کاوش و تفکر به را فراگیران و دهد می سوق اکتشافی دیدگاه سمت
موضوعات کشف زمینه و باشد می تر بادوام یادگیری دیگر های شیوه برخلاف شود می حاصل طریق این از که یادگیری معتقدند همکارامش و

.(۱۳۹۵ همکاران، و میرصالح از نقل (به کند می پدیدار آموز دانش ذهن در را جدید
پس اگر تفکر است. پس” ”اگر تفکر آنها از یکی شود، می استفاده خصوص به تفکر نوع چند از ریاضی تفکر در معتقدند همکارانش و میرصالح
مهمی بسیار مهارت سازی فرضیه ریاضی، تفکر در دارند. ارتباط شرطی صورت به باهم گزاره دوم و اول قسمت آن در که است تفکر نوعی
دیگر از زند، می سازی فرضیه به دست است کرده کسب قبلا که هایی داده و اطلاعات به توجه با آموز دانش یعنی دارد، تجربی مبنای که است
بین از تا کند می کمک آموز دانش به که است رفتاری و شناختی فرایندی مسئله حل است، مسئله حل مهارت ریاضی، تفکر دهند تشکیل اجزای
حیطه در تفکر از دیگری نوع خلاق تفکر .(۱۹۹۲ (شونفلد”، بندد کار به و انتخاب را مؤثر بالقوه های پاسخ مسئله، حل به مختلف های پاسخ
گیرد می کار به مختلف مسائل با برخورد در را نوین های راه و نوآورانه نگاهی جدید، های دیدگاه بدیع، نظرات فرد آن در که است ریاضی تفکر
است منطقی های استدلال و ارقام اعداد، از بجا استفاده توانایی انتزاعی تفکر است. ریاضی تفکر از دیگری بخش انتزاع .(۲۰۰۶ میکر، و (سیک
به انتقادی تفکر .(۲۰۱۰ همکاران، و مستره (مک است انتزاعی امور دیگر و ها چارچوب و قوانین توابع، قضایا، ها، گزاره شناسایی نیازمند که
مسائل تمامی به و کند می ترسیم را چارچوبی یک فرد آن در که است ویژگی شود، می مطرح ریاضی تفکر در که تفکر انواع از دیگر یکی عنوان
نگاهی رویدادها، درباره انتقادی تفکر در شود. می پذیرفته منطقی احتمالات تمامی آن در و دارد تحلیلی جنبه چارچوب این کند، می نگاه آن از

.(۲۰۰۸ (سزر، نیست زودهنگام قضاوت معنی به هرگز این ولی است مطرح تردیدآمیز
تفکر در که زدن تخمین و حدس مهارت آید. می آنها از یک هر مربوط توضیحات ادامه در که شود می نیز مهارت چندین شامل ریاضی تفکر
مهارت از نیز شمارش .(۱۹۸۴ (هال، است گیری اندازه رسمی ابزارهای از استفاده بدون مقادیر بینی پیش در توانایی نوعی شود، می دیده ریاضی
چند دادن، ادامه چشمی، (لمسی، مختلف طرق به را شمارش های شیوه باید آموزان دانش مهارت، این در است. ریاضی آموزش در اصلی های
این در است. ریاضی تفکر اجزای از دیگر یکی سؤال طرح مهارت .(۲۰۱۴ همکاران، و (مانفرا بگیرند یاد معکوس) و جلو به رو تا، چند تا
در بتواند متفاوتی های پاسخ که شود مطرح سؤالاتی است بهتر نماید. طرح را مسائل با مرتبط مختلف سؤالات بتواند باید آموز دانش مهارت
مهارت بندی دسته بگوید. را چیز دو بین تفاوت بتواند باید آموز دانش کردن، مقایسه یعنی دیگر مهارت در .(۱۹۹۲ (شونفلد، دهد. جای خود
ملاک یک به توجه با را غیره و اشیاء عوامل، رویدادها، گیرد می یاد آموز دانش بندی دسته در نمایند. کسب آموزان دانش باید که است دیگری

.(۱۳۹۵ همکاران، و میرصالح از نقل کند(به بندی دسته مشخص
(ایتوهينو”، شود می ریاضی تفکر دارای افراد توسط ریاضی ارتباطات و مفاهیم ایجاد باعث و است ارتباط در ریاضی تفکر با ریاضی یادگیری
در و شده ریاضی یادگیری ای پایه مفاهيم تقویت باعث ریاضی تفکر آموزش احتمالا که داد نشان همکارانش و میرصالح پژوهش نتایج .(۱۹۹۵

است. داشته پی در را آموزان دانش ریاضی نمرات افزایش نتیجه
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مساله حل مهارت .۴
دهد قرار خود آموزشی های برنامه لوحه سر را مسأله» حل توانایی «رشد باید ریاضیات خلاقیت، و تفکر قدرت پرورش مهم امر تحقق برای
راهبردهای از استفاده خصوص در و کند فکر آن به باید آموز دانش مسأله، یک حل برای .(۱۹۹۷ کورنولدی؟، و لوكانگلی ۲۰۰۰؛ وایتلند، و (لوری
در را مسأله حل های فعالیت و شده ریاضیات به مثبت نگرش باعث اهدافشان، به رسیدن در آموزان دانش موفقیت کند. گیری تصمیم مناسب
هایی حل راه باید فرد آن در که است موقعیتی مسأله، شود؟ می گفته چیزی چه به دقیقا مسأله .(۲۰۰۹ یوسف، و (زکریا داد خواهد پرورش آنان
موقعیت یک موقعیتی، که این تعیین برای را شرط سه (۱۹۹۶) روندنیک و کرولیک نیستند. معلوم لحظه آن در که کند پیدا مسأله حل برای را

اند: کرده ارائه نه، یا شود می محسوب مسأله
باشد. مسأله حل راه یک عنوان به آشکار هدف یک به دستیابی به قادر باید فرد که است این اول شرط

باشد. داشته وجود هدف به رسیدن برای مانعی که، این دوم
بگردد. هایی حل راه دنبال به هدف به رسیدن برای موانع برداشتن جهت تا کند مجبور را فرد اول شرط دو که، این سوم

است. ذهنی امر یک ماهیتاً مسأله (۲۰۰۶) دولاه نظر مطابق
آنان ناتوانی ریاضی، مسائل در راهنمائی دوره آموزان دانش مشکلات ترین مهم که دریافت (۲۰۰۹ يوسف، و زکریا از نقل به (۲۰۰۳؛ محمود
می آنان از سوال که چه آن فهم و درک در که اند کرده تصدیق آموزان دانش درصد ۹۸ تقریبا که کند می بیان او باشد. می مسأله فهم و درک در

کنند. نمی توجهی چندان است نیاز مورد سوال به دادن پاسخ برای که راهبردهایی به آموزان دانش دارند. مشکل خواهد،
تعلیم متخصصان توجه مورد همواره اخیر های سال در که است موضوعاتی جمله از ریاضی مسأله حل ویژه به مسأله حل در آموزان دانش ضعف
از ریاضی آموزش سطوح همه در یادگیرندگان ضعف که کنند می بیان ( ۱۹۹۸) گودمنه و مناچری است. داشته قرار ریاضی آموزش و تربیت و

دارد. ارتباط مسأله حل در آنها ضعف با دانشگاه تا ابتدایی

کمکخواهی .۵
را محتوا فهم او نمود. تقسیم خودتنظیمی و مسأله حل راهبردهای محتوا، درک جزء سه به را آن مسأله، حل از الگویی ارائه با (۱۹۹۹) اونیل
همکارانش و هاشمی است. کرده تعریف موضوعی حیطه محتوای دانش به مربوط اصول و مفاهیم حقایق، درک برای فرد توانایی صورت به
کمک شوند. می تقسیم موضوع، از مستقل مسأله حل راهبردهای و ها قياس جمله از موضوع خاص راهبردهای به مسأله حل راهبردهای معتقدند

کرد. محسوب موضوع از مستقل مسأله حل راهبرد عنوان به توان می را خواهی
را خود تحصیلی و یادگیری مشکلات و مسائل توانند می آن از استفاده با آموزان دانش که است یادگیری راهبردهای از یکی خواهی کمک
و ها مهارت بر تسلط برای توانند می راهبرد این از آنها برآیند. آنها رفع جهت در دیگران از گرفتن کمک و پرسش طریق از و داده تشخیص
ها، همکلاسی و والدین معلمان، از کردن سوال قبیل از رفتارهایی شامل تحصیلی خواهی کمک واقع در کنند. استفاده بهتر یادگیری به رسیدن
عنوان به خواهی کمک نوع این است. درسی های کمک سایر و مسأله های حل راه و ها سرنخ گرفتن مسأله، درباره بیشتر توضیح تقاضای
بلکه یابد، می کاهش آموزان دانش تحصیلی مشکلات تنها نه گرفتن، کمک طریق از کند. می عمل تحصیلی شکست از جلوگیری جهت راهبردی
و کند(هاشمی می عمل تبحری یادگیری و مسأله حل از روشی عنوان به دیگر های موقعیت در که کنند می کسب را هایی مهارت و گاهی آ آنان

.(۱۳۹۰ همکاران،
خواهی کمک رفتار عمده مراحل بیانگر واقع در که کردند طراحی (۱۹۷۸) ويگوتسکی نظريه پایه بر را زیر چارچوب همکاران(۲۰۰۶) و الوون

است:
کمک به نیاز از گاهی آ ●

خواهی کمک به تصمیم ●
بالقوه کننده کمک تشخیص ●

کمک فراخوانی برای راهبردها از استفاده ●
خواهی کمک رویدادهای ارزیابی ●

باشد. داشته آموزان دانش مسأله حل به کمک در اساسی نقش تواند می تنظیمی خود راهبردهای ترین مهم از یکی عنوان به خواهی کمک راهبرد
بهبود و کنترل آنان به راهبردهایی چنین آموزش با را آموزان دانش ریاضی مسأله حل عملکرد توان می راهبردها این بودن آموزش قابل به توجه با
جمله از درسی های موقعیت تمامی در سودمندی نتایج تواند می خواهی کمک راهبرد به یادگیری فرایند در یادگیرندگان نمودن مجهز بخشید.

.(۱۳۹۰ همکاران، و (هاشمی باشد داشته آنان برای ریاضی مسائل حل

گیری نتیجه
مختلف مقاطع در است، مؤثر زندگی اداره و شغل در موفقیت جهت افراد توانایی در که است علم شاخە های از یکی ریاضیات این که به توجه با
را نظم این تا می سازد قادر را انسان که هستند مفاهیمی آن ابزار و نظم پیرامون بحث ریاضیات ماهیت بە طورکلی می شود. تاکید آن بر تحصیلی

کند. توصیف
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موفق ترند ریاضیات یادگیری در دختران با مقایسه در پسران می دارد بیان که است ریاضیات یادگیری بر تأثیرگذار مؤلفە های از یکی هوش و ذهن
بودن دارا بە علت که ریاضی یادگیری و آموزش برای است ای نیرومحرکه نیز خلاقیت شناختی. هوش نه آن هاست عاطفی هوش آن اصلی دلیل و
دیگر از می گیرد. قرار تقدیر مورد بودن پرورش و رشد قابل و بودن پویا دادن، تعمیم توانایی بودن، انعطاف پذیر بودن، خطاپذیر چون ویژگی هایی
و می گذارد تأثیر معلمان تدریس شیوە های بر عامل این است معتقد پپ اساس برهمین است. ریاضی تفکر ریاضی آموزش بر تاثیرگذار عوامل
حل مهارت پرورش می کند. تشویق مربوطه موضوعات پیرامون کاوش و تفکر به را فراگیران و می دهد سوق اکتشافی دیدگاه سمت به را یاددهنده
یادگیرندگان ضعف که دهند می نشان حوزه این در انجام شده پژوهش های چراکه گیرد قرار مربیان توجه مورد باید که است اموری دیگر از مسئله
بررسی مورد پژوهش این در که راهبردی آخرین دارد ارتباط مسئله حل در آن ها ضعف با دانشگاه تا ابتدایی از ریاضی آموزش سطوح همه در
آنان یادگیری تسهیل باعث بجویند بهره راهبرد این از صحیح بە طور و گاهی آ با یادگیرندگان اگر شد بیان که بود کمک خواهی راهبرد گرفت قرار

می شود.
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ریاضی آموزش در خلاقیت
فرد خسروانی لیلا

ریاضی آموزش کارشناس

چکیده
می خوانده پرورشی هدف که است آموز دانش فکری و ذهنی های توانایی پرورش ریاضی آموزش اهداف از یکی
منظور بنابراین بیندیشد خود نفس به اتکا با بتواند که است آموزی دانش تربیت ریاضی، آموزش وظیفه مهمترین شود.
های آفرینش ایجاد و علمی تفکر پرورش استدلال، و فهم درک، قدرت ی توسعه از عبارتست ریاضی آموزش اصلی

متعلم. در فکری
اظهار کردن، مشورت عادت او به و داد خواهد افزایش یادگیری برای را فرد انگیزه خویش فعال آموزش با ریاضیات
خواهد را گروهی کارهای انجام کلی طور به و دیگران نظر به گذاشتن احترام نظر، تبادل و بحث جمع، در عقیده
اندیشه شنیدن برای گوشی و اندیشه برای زبانی اندیشیدن، فرصت فرد به که است کلاسی ریاضی کلاس آموخت.
پدیده که شود گرفته نظر در بافتی و زمینه عنوان به تواند می ریاضی آموزش ریزی برنامه و نظام واقع، در میدهد.
ریاضی بهینه آموزش در آن نقش و خلاقیت مساله به بایستی بنابراین پیوندد. می وقوع به آن در ریاضی خلاقیت
تا مقاله این در آموزشی، مختلف های جنبه در آن نقش و خلاقیت موضوع اهمیت جهت به حال شود. پرداخته بیشتر
به آنها از شود، می آغاز تامل و تفکر از انسانی، معرفت هرگونه که چرا پرداخت. خواهیم مهم مقوله این به حدودی

شود. می ختم خلاقیت و ها اندیشه به سرانجام و رسد می ها مفهوم

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های
ریاضی آموزش

خلاقیت
آموز دانش

مقدمه .۱
تعداد جهان در که کردند می عنوان چنین و است ذاتی و ارثی فرایندی خلاقیت که کردند می تصور طویل های مدت تا پردازان نظریه و محققین
پیش از شده ساخته و ذاتی خلاقیت که اند عقیده این بر امروزه که حالی در دارند وجود استعداد با افراد یا و دانشمند خلاق، هنرمند معدودی
نوعی را گانیه۱آن که است شناختی روان مهم ابعاد از یکی خلاقیت شود. داده پرورش تواند می و است تغییر قابل و زاینده روندی بلکه نیست،
می تعریف نهایی نتیجه حسب بر را خلاقیت نیز محققان از برخی است. کرده تعریف واگرا تفکر براساس را ۲آن گیلفورد و میداند مسئله حل

.[۵۲] است معمول غیر و نوین تولیدات به رسیدن برای مشترک شناختی فرایندهای از استفاده شامل خلاقیت مثال برای کنند.
خلاقیت کلی طور به .[۲] میداند کند، حل بدیع و مفید ای گونه به را ها مسئله که تفکری فرایند نوع هر را خلاقیت فرایند فوکس۳ هربرت
نو، تفکری ی برگیرنده در که است فرایندی خلاقیت .[۱] نوین مفهومی یا فکر یک ایجاد برای ذهنی های توانایی کارگیری به از است عبارت
برای تلاش نظیر مختلفی ابعاد دارای خلاقیت یانگ۴ نظر به .[۵] است روانشناسانه انطباقی ارزش دارای و سودمند ناگهانی، رویدادی مبتکرانه،
مرزهای از فرار و مشکل دیدن پاداش، بر تمرکز جای به هدف بر تمرکز مثبت، پذیری،خودپنداری مسئولیت پیچیدگی، و ابهام تحمل موانع، بر غلبه
زیاد، های انگیزه فراوان، کنجکاوی از و بوده کامروا و رسمی غیر متعارف، غیر شخصیتی دارای بالا باخلاقیت افراد است. کردن فکر متعارف

1Ganiye
2Gilford
3Herbert fux
4Yang
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با توان می و است آموزش قابل و اکتسابی مهارت یک خلاقیت .[۳] برخوردارند بالا پذیری ریسک به میل و زیاد بنفس اعتماد وسیع، دانش
.[۶] پرداخت افراد در خلاقیت پرورش به لازم امکانات و تجهیزات شرایط، ایجاد

از این بنابر است. برخوردار خاصی اهمیت از آن تبین و بررسی رو این از کند. می ایفا علم توسعه و رشد در حیاتی نقشی نوآوری، و خلاقیت
بتوانند بینی، پیش قابل غیر شرایط در علمی، های حوزه توسعه بر علاوه تا باشد، خلاق های انسان پرورش باید آموزشی نظام هر اهداف جمله

باشند. داشته را ای شایسته و درست تصمیمات و ها انتخاب
اندیشیدن، درست روش زندگی در زیرا است، برخوردار خاصی اهمیت از ریاضی درس دارد، وجود تحصیلی های دوره در که دروسی بین در
آنجا از کند. می امکانپذیر آموزان دانش برای را بالاتر مقاطع در تحصیل ادامه و پژوهش رویه روزمره، مسائل حل توانایی عملی، و فکری نظم
حوزه این آموزشی های فعالیت ریزی برنامه و طراحی در باید خلاقیت دارد، قرار عقلانی های حوزه راس در که است ای حوزه ریاضی که
ریاضی خلاقیت یافت، توان می مختلفی تعاریف ادبیات، بر مروری با چیست، ریاضی خلاقیت که این به جواب در .[۹۲] شود گرفته نظر در
میگردد، ریاضی های نظریه خلق و پیشبرد توسعه، جهت در سازی حدسیه باعث و دارد پیشرفته ریاضی تفکر از کاملی چرخه در حیاتی نقش
آشنا نا های وضعیت به آوردن روی برای مناسب روش یک انتخاب و مختلف های شیوه به شده داده مسئله یک تحلیل توانایی توان می همچنین
مثالی قبلی، شده تعریف مفاهیم از استفاده با ریاضی در ارزشمند و جدید تعریف یک بندی صورت برای توانایی گرفت. نظر در ریاضیات، در

است. ریاضی خلاقیت از
جدید های نظریه و کرده عمل ریاضیات در موجود های دانسته بر تواند می که داند می بشری های فعالیت از یکی را ریاضی خلاقیت اروینک۵،
مند علاقه دانشمندان بیشتر میرسد نظر به شود. می محسوب ناشناخته پدیده یک اغلب ریاضی خلاقیت که است معتقد و کند تولید را ریاضی
از ریاضیدانان از کمی تعداد تنها اروینک ی گفته به نمایند. تحلیل و توصیف شود می ابداع و خلق موجب که را خود تفکر های فرایند نیستند
در شده شناخته منبع بهترین شاید و کنند توصیف را ریاضی خلاقیت با مرتبط های ایده که کردند تلاش آشکار طور به آدامار و پوانکاره جمله

باشد. آدمار ریاضیات
خردمندانه و معمول غیر جدید، های جواب یا جواب به منجر که نماید می بیان فرایندی عنوان به را ریاضی خلاقیت آموزشی، سطح در سریرامان۶
بسیاری دهد. می را متفاوتی دید زواید از بررسی امکان قدیمی مسئله یک به که شود می جدیدی سوالات گیری شکل باعث اینکه یا و گردد می
طرح مسائل، ی خلاقانه حل خلاقانه، مسائل حل مانند اعمالی با مرتبط معمولا ریاضی خلاقیت آموزشی، سطوح در که باورند این بر محققان از

.[۱۲] باشند می نامرتبط ظاهر به های ایده بین ارتباط یا و پاسخ باز مسائل حل چندگانه، های حل راه با مسائل حل دادن، تعمیم مسئله،
می دانان ریاضی خاص حوزه را آن و دهند می نسبت ریاضی در العاده خارق توانایی یا نبوغ مفهوم به را ریاضی خلاقیت افراد از برخی اگرچه
بلکه نیست، دانان ریاضی بکر و اصیل کار با مرتبط تنها ریاضی در خلاقیت که میگردد معلوم خصوص این در پژوهشی ادبیات مرور با دانند،
پرداختن لزوم بر گواهی نگاه شود.این می نیز است جدید او برای کشف این که شخصی توسط شده شناخته قبل از موارد بعضی بازتولید شامل
از یکی باید ریاضی در خلاقیت پرورش که کنند می بیان نیز اریکان۹ و وسل۸ همکاران۷، و سریرامان است. تربیت و تعلیم نظام در امر این به
اتکا با باید تربیت و تعلیم امور متخصصان و آموزشی های نظام این، بر بنا .[۳۱ ،۳۲ شود[۳۰، گرفته نظر در ریاضی آموزش اصلی های مولفه
مسائل و ها وضعیت با را یادگیرندگان پویا، محیطی ایجاد با و یابند دست ریاضی خلاقانه های فعالیت از تری دقیق تبیین به علمی های یافته بر

نماید. مهیا آنها در خلاقیت پرورش برای را زمینه مسائل، این حل و کردن نرم پنجه و دست حین در و کرده مواجه ریاضی در برانگیز چالش

آموزشی های محیط در ریاضی خلاقیت .۲
آموزشی سطوح در ویژه به آن بروز های زمینه بر همچنین و ریاضی خلاقیت پرورش بر متعددی عوامل که دهند می نشان پژوهشی های یافته
تاکید ریاضی در خلاقانه های حل راه ارائه و ریاضی خلاقیت خصوص در فرد تمایلات و باورها اهمیت بر محققان از بسیاری است. گذار تاثیر
و تجسم درس، کلاس در ریاضی های گفتمان آن، به نسبت بصیرت و درک و موضوعی دانش چون مواردی به توان می موارد دیگر از دارند.
و دانش که رسیدند نتیجه این به خود تحقیق در نیز سریرامان۱۰ و یان کرد. اشاره او تمایلات و فرد باورهای سیستم فراشناختی، دانش شهود،
وجود دو این بین تعادلی باید ریاضی، در شدن خلاق برای و داشت ریاضی خلاقیت با زیادی ارتباط تواند می ریاضی در اساسی های مهارت
یان دارد. وجود معناداری رابطه دو این بین و است مسئله طرح جهت افراد توانایی در مهمی عامل ریاضی دانش معتقدند ها آن باشد. داشته
به را آموزان دانش ریاضی، مباحث ترکیب ضمن و کردند ترکیب را ریاضی و خلاقیت ریاضی، در خلاقیت عنوان با ای مطالعه در برازیو۱۱ و
در کردند، می دریافت اشان ریاضی معلم از را ریاضی مبحث آموزان دانش ابتدا که کردند عمل شکل این به آنها کردند. می تشویق خلاقیت
کنند. ذکر واقعی دنیای در را شده تدریس بحث استفاده مورد که شد می خواسته آنها از آموزان، دانش ریاضی خلاقیت پرورش برای بعد مرحله
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برای را خویش استدلال شد می خواسته آموزان دانش از و شدند می انتخاب برنده عنوان به کردند می ارائه را تحلیل بیشترین که آموزانی دانش
انگیزش و آموزند می بهتر و تر سریع را مفاهیم آموزان دانش محیطی، چنین در که رسید نتیجه این به پژوهشگر نهایت در کنند. بیان انتخاب
زمان مدت شد، می تدریس آنها به ریاضی مباحث روش، این با که آموزانی دانش همچنین شود. می ایجاد آنها در ریاضی به نسبت بیشتری

.[۳۳] مانند می ریاضی کلاس در بیشتری
راهنمایی، مدارس آموزان دانش در ریاضی خلاقیت نشانگرهای گرفت، صورت ریاضیات و ریاضی خلاقیت عنوان با مان۱۲ توسط که پژوهشی در
را آموزان دانش ریاضی، خلاقیت پرورش و ریاضی خلاقیت نشانگرهای که آمد دست به نتیجه این داد، انجام هفتم پایه آموز دانش ۸۹ روی بر
ریاضی پیشرفت ریاضی، خلاقیت بین مثبتی رابطه پژوهشگر همچنین میگردد. بیشتر آنها مشغولیت مدت و کند می علاقمند ریاضی مباحث به

.[۲۲] آورد دست به ریاضی به نگرش و
خودپنداشت ریاضیات درباره خلاقند ریاضی نظر از که آموزانی دانش دریافت کودکان در ریاضی خلاقیت به راجع خود پژوهش در هایلاک۱۳
آموزش های روش اصلاح که رسید نتیجه این به خود های پژوهش در نیوفیلد۱۴ راستا، همین در برند. می رنج پایینی اضطراب از و دارند بالایی
و کودک به آزادی دادن و باز آموزشی های روش از استفاده ببرد. بین از را درس این انگیزشی و تحصیلی مشکلات اکثر تواند می ریاضیات
یادگیری فرایند در را خود ترتیب بدین بپردازد. مسائل کشف و جستجو به میدهد فرصت آموز دانش به ها برنامه و کارها بر دائمی نظارت عدم
در انگیزش خویش خلاقیت حداکثر بستن کار به با که شاگردی واقع در گردد. می وی در درونی انگیزش افزایش باعث این و بیند می دخیل
و کوشد می عمیق نیازی ارضای برای بلکه کند نمی کار امتحان در شدن پذیرفته برای دیگر او ندارد. تنبیه و پاداش به نیازی کند، می پیدا کار
دارند ریاضی به نسبت مثبتی انگیزش که کسانی فیلپو) نیکولادو از نقل (به شریبر نظر طبق بر .[۱۰] آموزد می آموختن نفس برای حقیقت در
می که فنونی همچنین و خلاقیت خاموشی از جلوگیری برای لازم شرایط که است آن تر سودمند بنابراین دارند. درس این در بهتری عملکرد
خلاقیت پرورش در آنها نقش و آموزش مختلف عناصر درباره پژوهش و توجه واقع در گیرد. می قرار بررسی مورد دهد، پرورش را آن تواند

است. برخوردار خاصی اهمیت از آموزان دانش

شخصیتی های ویژگی و ریاضی دانش و ها مهارت .۳
مسائل حل برای تنهایی به دانش داشتن اما شود. می مسئله حل عملکرد بهبود سبب بسیاری میزان به موضوعی دانش که معتقدند نظران صاحب
که افرادی کند می بیان جاناسن۱۵ است. ضروری بسیار نیز دانش این بین روابط چرایی و چگونگی از گاهی آ بلکه نیست، کافی انگیز بر چالش
بتواند باید شخص مسئله حل برای واقع، در هستند. خاص حوزه آن در هم به مرتبط موضوعی دانش دارای معمولا ترند، موفق مسائل حل در
او ذهن در خوبی به که باشد موضوعی دانش دارای شخص اگر دیگر عبارت به کند. ترکیب هم با جدید ای شیوه به را خود قبلی های دانسته
موضوعی دانش مسئله حل در شخص اگر یابد. می افزایش راهبردها موقع به کارگیری به و دانش این از استفاده در او توانایی است، یافته سازمان
این و گیرد بکار خوبی به را آن تواند نمی نیاز مورد های موقعیت در باشد نکرده منسجم و سازماندهی ذهنش در را آن خوبی به و باشد داشته

داند. می ریاضی در خلاقیت محرکه نیروهای از را بصیرت و درک نیز اروینک۱۶ دارد. دلالت بصیرت و درک اهمیت بر امر
که شود می سبب امر این و ببینند منسجم کل یک مانند را ریاضیات تا کند می کمک آموزان دانش به ریاضی مختلف موضوعات میان اتصال
بین یا و ریاضی موضوعات و مفاهیم بین توانند می اتصالات و ارتباطات این شود. بصیرت باعث و شده درک داری معنا طور به ریاضی مفاهیم
توان می تعمیم طریق از شود. می محسوب ریاضی خلاقانه های فعالیت از ای نمونه ریاضی در دادن تعمیم باشند. ریاضی مختلف های شاخه
ذوزنقه مساحت از القاعده مربع ناقص هرم یک حجم آوردن دست به جهت توان می مثال برای کرد. برقرار ارتباط ها رویه و ها ایده مفاهیم، بین
به آن از استفاده با القاعده مربع ناقص هرم یک حجم و شده داده تعمیم ذوزنقه مساحت آوردن دست به روش ترتیب این به کرد[۲۳]. استفاده

شود. می برقرار اتصال و ارتباط ناقص هرم یک حجم و ذوزنقه یک مساحت آوردن بدست های روش بین بنابراین آید؛ می دست
داشته ریاضی خلاقیت با زیادی ارتباط تواند می اساسی های مهارت و پایه دانش که رسیدند نتیجه این به خود تحقیق در نیز سریرامان۱۷ و یان
ارائه برای تلاش خود مطالعه در همکاران۱۸ و کاتو .[۲۸ و باشد[۴۳ داشته وجود دو این بین تعادلی ریاضی، در شدن خلاق برای باید قطعا و
از ریاضی در افراد خلاقیت پتانسیل بینی پیش برای توان می که دریافتند آنها کند. می بینی پیش را ریاضی در خلاق توانایی که داشتند فاکتورهایی
همانند آنها کرد[۱۷]. استفاده استنتاجی استدلال و استقرایی استدلال فضائی، های توانایی از اعم ریاضی های توانایی همچنین و موضوعی دانش
که آنجایی از است. نامرتبط ظاهر به های ایده بین دادن ارتباط و جدید روابط دیدن توانایی ریاضی در خلاقیت که معتقدند محققین از بسیاری
عامل جمله از ریاضی های توانایی و دانش بنابراین، دارد ریاضی های ایده کردن ترکیب دوباره به نیاز شخص ، خلاقانه های فعالیت انجام در
مفاهیم بین ارتباطات و اتصالات که دهد می رخ زمانی آموزش در بصیرت و درک .[۱۴ و هستند[۱۳ ریاضی خلاقیت در گذار تاثیر و مهم های
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در مفاهیم دیگر، عبارت به باشد، کرده پیدا هماهنگی او ذهن شناختی ساختار با و شده مشخص یادگیرنده برای ریاضی مختلف های حوزه و
است لازم پس شود. می استفاده مفاهیم ساخت و توسعه رشد، برای داربست یک همانند شبکه این از باشد. گرفته جا فرد شناختی ساخت شبکه

بگیرد. شکل دار معنا درک یعنی درک، اینگونه تا کند فراهم چنان را شرایط که باشد ای گونه به آموزش
از مختلفی های مولفه به توجه نیازمند زمینه این در تحقیق که است آن از حاکی ریاضی در خلاقانه مسائل حل حیطه در پژوهش و نظری پیشینه
مسئله طرح و مسئله حل و [۲۷ [۹و است مسئله طرح و مسئله حل در اساسی عامل فراشناخت که آنجا از است. فراشناختی های جنبه جمله
های فعالیت در فراوانی سهم باید آن در دخیل های مولفه و فراشناخت به توجه شوند، می محسوب ریاضی در خلاقانه های فعالیت جمله از
ریاضی های سوال خود از آموزان دانش وقتی یادگیری فرایند خلال در که رسید نتیجه این به تحقیقی طی ونگ۱۹ باشند. داشته ریاضی خلاقانه
که چرا کنند، فکر دان ریاضی یک مانند چگونه که بگیرند یاد آنان شود می باعث عمل این یابد. می ارتقا آنها فراشناخت و یادگیری پرسند، می
های توانایی نقش نورمن۲۰ و بیکر کنند. می خلق آن حل برای تلاش و جدید های سوال پرسیدن با با را خود جدید های ایده نیز دانان ریاضی
توسعه و بهبود که معتقدند مسئله حل فرایند در شده درگیر های توانایی انواع معرفی با آنان دانند، می حیاتی ریاضی مسائل حل در را فراشناختی

باشند[۹]. داشته خلاقی های ذهن که ریاضی در کند می کمک افراد به فراشناختی های توانایی

ریاضی خلاقیت توسعه .۴
بهبود را آن آموزان دانش خلاقانه پتانسیل از قدردانی با توان می که است بشری ذهن از پویا ویژگی یک ریاضی خلاقیت که کند می بیان لیکین۲۱
قابل نتیجه در و است مختلفی سطوح دارای خلاقیت روانشناسی، نظر از شد[۲۱]. آن سرکوبی باعث توجه عدم با عکس، بر یا و داد توسعه و
که است بافتی نیازمند بلکه دهد، رخ خلا در تواند نمی ریاضی خلاقیت اروینک۲۲، گفته به است. مختلفی مراحل شامل رشد این است. رشد
طریق از آمادگی چنین شود. می جدید جهت یک سمت به مهمی های گام یا گام برداشتن آماده خود قبلی تجارب از استفاده با شخص آن در
فعالیت صفر)، (مرحله تکنیکی مقدماتی مرحله سه شامل را ریاضی خلاقیت رشد مراحل او شود. می ایجاد خلاقیت رشد برای مناسبی محیط
ریاضی فعالیت یک انجام از قبل شود[۱۳]. می پرداخته آن به زیر در که گیرد می نظر در دوم) (مرحله خلاقانه فعالیت و اول) (مرحله الگوریتمی
این بدون است، ریاضی های رویه و قواعد از تکنیکی یا عملی کاربرد نوعی شامل که ای مرحله است، مقدماتی⁃تکنیکی ای مرحله به نیاز بکر،
شاقول از عمود سطح ساختن برای که ایم دیده را قدیمی معمارهای ما از بسیاری مثال برای باشد. داشته گاهی آ آن نظری های بنیان از کاربر که
و اند شده بررسی تجربی طور به آنها که است این ها رویه این از استفاده توجیه دانند. نمی را آن به مربوط ریاضی قواعد ولی کنند، می استفاده

بود. خواهند قبول مورد نتایج شوند، برده کار به درستی به قواعد این اگر که اند رسیده نتیجه این به تجربی طور به کاربران این
تکنیک اجرای به اساسا ریاضی الگوریتمی های فعالیت شوند. می برده کار به ریاضی عملیات اجرای جهت ها رویه الگوریتمی، فعالیت مرحله در
مشتق حد، محاسبه تجزیه، روش از استفاده با معادله یک کردن حل از: عبارتند هایی تکنیک چنین از هایی مثال دارند[۱۳]. توجه ریاضی های
ممکن ها الگوریتم این بکارگیری چه اگر نیازند. مورد ریاضیات خلق فرایند در که هستند الگوریتمی های فعالیت ها، تکنیک این انتگرال. و
فعالیت دیگر عبارت به گیرند. می قرار استفاده مورد پیشرفته، ریاضیات تولید حین در اما باشند، نداشته خاصی خلاقیت خود خودی به است
شود، نگاه آنان به بالا مرتبه نظریه یک در ذهنی اشیاء عنوان به آنکه از قبل فرایندهایی چنین زیرا هستند، اساسی ریاضی یادگیری در الگوریتمی
باشد داشته نیاز اش خلاقانه فعالیت در ریاضیدان اگر مثال برای شوند. استفاده آنها از تامل، و تعمق به نیاز بدون و شده درونی مرحله این در باید
بعلاوه دومی در ضرب اولی مشتق با است برابر ضرب حاصل ”<مشتق گوید نمی خود به دیگر کند استفاده ضرب حاصل مشتق قاعده از که
کند، استفاده تامل بدون آن از و شده درونی او برای ضرب حاصل مشتق قاعده که دارد نیاز خلاقانه فعالیت یعنی بعدی، مرحله در بلکه .<”...
آید. کار به نیاز هنگام در و شده کپسوله ذهنی، شی یک عنوان به مجزا، شکل به آن مراحل و اجزا گرفتن نظر در بدون گیری مشتق قاعده یعنی
توان نمی آن به الگوریتم با که تصمیمی یعنی شود، می گرفته الگوریتمی غیر تصمیم و دهد می رخ ریاضی خلاقیت خلاقانه، فعالیت مرحله در
بخشد. می معنی داشته، وجود قبل از که ریاضی، اساسی مفهوم یک ساختار از ای جوانه یا انشعاب به که است ای شیوه به تصمیم این رسید.
یک که رسد می نظر به آن[۱۳]. تعمیم یا اثبات یک یا قضیه یک بیان برای تصمیم یا و شود تعریف جدید مفهوم یک اینکه برای تصمیم مثلا
خلاقیت معینی اعمال انجام با توان می که بداند شخص آن، طریق از تا ندارد وجود ریاضی خلاقیت فرایند بروز برای رسمی یا صوری نظریه
برای دیگر، طرف از است. اساسی امری ذهنی، فعالیت برای آمادگی جهت شخص ذهنی حالت اروینک نظر از اما داد، شکل خود در را ریاضی
به راستا گردد.هم تقویت موجود، الگوهای و شده راستا هم تا دارد، نیاز ذهنی ساختارهای در دقت به خلاقیت، بالای سطح به شخص رسیدن
را آنها بلکه نداشته، ضدیت آنها با و بوده هماهنگ داشته، وجود قبل از که الگوهایی با که شود دار جهت و هدایت طوری که است معنی این

دهد[۱۳]. توسعه
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ریاضی خلاقانه های فعالیت بودن پذیر خطا .۵
خطاهای با همراه بنابراین است بشری فعالیت یک ریاضی خلاقیت است. آن بودن خطاپذیر ریاضی، خلاقانه های فعالیت های ویژگی از یکی
اطمینان با گام به گام بتوان و باشد شده مشخص کاملا مسیرها قبل از که نیست صورت این به ریاضیات لاکاتوش، نظر نقطه از است. انسانی
گردد[۱۹]. نقص و عیب دچار و داشته وجود خطا آن در که شود ای حیطه وارد شخص است ممکن دلیل همین به برد. پیش به را مراحل زیادی
عبارت به ندارد[۱۳]. وجود قضایا درست های اثبات حتی یا و اند شده بندی صورت که قضایایی درستی برای ضمانتی هیچ اروینک۲۳، نظر از
دیده باید که خاصی های ظرافت شامل است ممکن اما باشد، همراه زیادی بصیرت با اوقات گاهی است ممکن ریاضی خلاقانه های فعالیت دیگر
ریاضی خلاقانه های فعالیت در خطا وجود امکان همین اما باشد، خطا با همراه تواند می ریاضی خلاقانه های فعالیت اگرچه نباشد. شد، می
دانان ریاضی در پذیری خطا این که رسد می نظر به آیند. وجود به بشری موفق آوردهای دست و اساسی های پیشروی شود می باعث که است
اجازه شهود به و کرده پیشروی منطق با تنها دانان ریاضی که بود قرار اگر است. منطقی های استدلال کردن دنبال از قبل آنان اولیه شهود علت به
نظریه نه و شد می کشف ای رابطه نه شد، می خلق ای ایده نه ریاضی در بود، دانان ریاضی گردن بر دقت تیز شمشیر اگر و شد نمی داده ظهور
خطا اروینک، نظر از گیرد. قرار تقدیر مورد باید که باشد می ریاضی خلاقانه های فعالیت های ویژگی از یکی خطاپذیری گرفت. می شکل ای
های فعالیت که آنجا از آیند. نمی کنار آن با راحتی به افراد از بعضی که است آن های ویژگی جمله از ریاضی خلاقانه های فعالیت بودن پذیر
و رسیدن برای را یقین آن که باشند هایی الگوریتم دنبال به که دهند می ترجیح ندارد، همراه به افراد این برای را لازم قطعیت آن ریاضی خلاقانه

بدهد. آنان به مسائل از ای دسته حل به دستیابی

مسئله حل و خلاقیت .۶
موضوعات و مفاهیم آموزش میشود. محسوب ریاضی در خلاقانه فعالیت یک عنوان به ریاضی در مسائل خلاقانه حل و خلاقانه مسائل حل
میگردد سبب امر این و کند می فراهم ریاضی مختلف های ایده و موضوعات مفاهیم، از عمیق درک برای فرصتی مسئله، حل طریق از ریاضی
به مسئله حل اینکه به توجه با بنابراین ببرند. پی ریاضی موضوعات و مفاهیم بین اتصال و ارتباط به مسائل، حل در شدن درگیر ضمن افراد که
ریاضی در خلاقیت پرورش جهت در گامی مسئله حل رویکرد اتخاذ لذا کند، می کمک خلاق تفکر پرورش برای مناسب شرایطی کردن فراهم
قبلی دانش بین آنها ارتباط برقراری مهارت توسعه همچنین و افراد بصیرت و درک ارتقاء در آن وسیله به توان می که هایی روش از یکی است.
را خود مسئله حل تجربه و باشند داشته تامل خود عملکرد فرایند بر تا شود خواسته افراد از که است آن برداشت، موثری گام جدید دانش و
خلاقانه های حل راه ارائه به شایانی کمک و شود می موضوع و مسئله از آنان عمیق درک و فهم موجب امر این زیرا دهند. شرح دیگران برای
گردد. می ریاضی خلاقیت پرورش ساز زمینه که باشد تواند می شرایطی جمله از درس، کلاس ریاضی جامعه در گروهی های بحث کند. می
می گفتمان این شروع برای زمان بهترین و شود مطرح سطح آن با متناسب دانشگاهی و ای مدرسه درسی های کلاس در باید ریاضی گفتمان
قدردانی و احساس درک، یادگیرندگان تا گردد می موجب درس کلاس در ریاضی گفتمان و گروهی بحث همچنین باشد. ابتدایی مقطع در تواند
ویژه به ریاضی، رسمی و صوری زبان تحمیل در زدگی شتاب مانع امر این و دهند توسعه و رشد ریاضی استدلالهای و تعاریف لزوم از را خود
و متنوع نظرات و مختلف های حل راه ارائه به افراد، بین اطلاعات تبادل و گروهی بحث این بر علاوه گردد. می تر پایین های پایه و درمقاطع
در باید آنان است. کلیدی بسیار گروهی های بحث این در اساتید و معلمان نقش واگراست. تفکر های مولفه از یکی که شود می منجر جدید

کنند. خاطر امنیت و آزادی احساس هایشان ایده بیان برای افراد تا آورند فراهم را شرایطی خود، کلاس ریاضی جامعه
بسیاری های فرصت باید فراگیران برای ریاضی درسی های کلاس در مسئله طرح و مسئله حل زمینه در که معتقدند همکاران۲۴ و پوسامنتایر
از پر که شوند می درگیر مسائلی با پیاپی دانان ریاضی که این با .[۲۵] کنند عمل و فکر کار، تازه دان ریاضی یک مقام در بتوانند تا شود فراهم
و شده طرح بد مسائل و کنند می غفلت پاسخ باز دید این از آموزشی رویکردهای و ریاضی درسی های برنامه بیشتر است، قطعیت عدم و ابهام
برای و مستقل طور به مسائل نوع این با افراد که هایی فرصت دادن از دیگر عبارت به گیرند. نمی خدمت به ریاضی های کلاس در را پاسخ باز
ریاضی مسائل تا شود داده زیادی های فرصت افراد به باید که است معنی بدان این کنند. می خودداری شوند درگیر طولانی و ممتد زمانی دوره
لاک۲۵ هی خصوص این در کنند. تجربه را ریاضی خلاقیت آنان شود می منجر که کنند نرم پنجه و دسته تکالیفی با و کنند حل برانگیز چالش
است ای گونه به شوند می ارزشیابی و شود می داده یاد مدارس در ریاضی موضوعات آن، طریق از که ای شیوه آید می نظر به ” که کند می بیان
می باعث امر این هستند. وابسته روتین های الگوریتم و فرایندها به که میکند معینی و محدود های حوزه در کردن فکر به تشویق را افراد که
و ها کلیشه شکستن به تشویق تا شود فراهم هایی فرصت باید که حالی در کنند. فکر همگرا صورت به غالبا ریاضی مسائل درباره افراد که شود
در را خلاقانه توصیف بتواند است ممکن که ریاضی تفکر متاسفانه، کنند. فکر نیز واگرا و منعطف طور به بتوانند تا شوند خود قالبی تصورهای

است”. گرفته قرار غفلت مورد ها کلاس این در کند، توجیه درس های کلاس
به قبلا است ممکن که میابد ای مسئله برای را ای هوشمندانه جواب شخص که است زمانی شود می آشکار ریاضی خلاقیت که مواقعی جمله از
ریاضی خلاقانه های فعالیت از مثالی عنوان به جدید ای شیوه به را قدیمی مسئله یک حل نیز اروینک۲۶ باشد[۱۱]. شده حل استاندارد ای شیوه
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شیوه از استفاده که باورند این بر نیز همکاران)۲۹ و کاوون هاوولد۲۸، و سریرامان لو۲۷، و لیکین مثال (برای محققان از ای عده میگیرد. نظر در
گردد[۱۸، افراد درک و فهم به بخشیدن عمق و ریاضی مختلف های ایده و مفاهیم بین دادن ارتباط باعث تواند می مسائل حل در چندگانه های
های شیوه به مسئله یک حل واقع در برد. بهره آموزشی مختلف مقاطع در در ریاضی خلاقیت پرورش برای آن از توان می معتقدند و [۳۰ ،۲۰
دانش کند. می ای کلیشه های قالب کردن رها و باز ذهنی داشتن به تشویق را افراد و شود می ریاضی تفکر در پذیری انعطاف باعث مختلف
آنان موضوع همین که هستند سوالات از بیشتری انواع طرح به قادر و کرده عمل تر مبتکرانه ریاضی مسایل طرح در بالاتر خلاقیت دارای آموزان

میکند. ریاضی بیشتر مسایل طرح و ریاضیات به مند علاقه را

گیری نتیجه .۷
گردد. هدایت نوآوری و خلاقیت سوی به تواند می شود، فراهم مناسبی محیط و زمینه اگر و است یادگیری و کاوش تشنه تولد ابتدای از انسان
اهداف جمله از بنابراین است. برخوردار خاصی اهمیت از آن تبیین و بررسی و کند می ایفا علم توسعه و رشد در مهم نقشی نوآوری و خلاقیت
بگیرند. را ای شایسته و جا به های تصمیم بینی، پیش غیرقابل شرایط در باشند قادر تا باشد خلاق های انسان پرورش باید آموزشی نظام هر
به توجه با شد. آن سرکوبی باعث آن، به توجه عدم با یا و داد توسعه و بهبود را آن توان می که است بشری ذهن از پویا ویژگی یک خلاقیت
مدل دادن، تعمیم چون هایی مهارت پرورش برای مناسب بستری و دارد[۲۳] قرار عقلانی های حوزه راس در که است ای حوزه ریاضی که این
مدرسه درسی برنامه در آن توسعه و رشد و داشته وجود حوزه این فعالیتهای در باید خلاقیت لذا باشد؛ می مسئله حل و سازی حدسیه سازی،

کنند. تجربه هم ریاضی در را خلاق تفکر تا گردد فراهم فراگیران برای فرصتی و گیرد قرار دانشگاهی و ای
مورد آموزشی های محیط اجرای و طراحی در آنان توانایی بهبود جهت در خصوص، به اساتید و معلمان آموزش که است ضروری بنابراین،
های جنبه از مسئله یک به نگاه های، محیط چنین در شوند. می افراد ریاضی خلاقیت توانایی توسعه و ارتقا موجب که چرا گیرد، قرار توجه
واقع تقدیر و تشویق مورد پردازی، ایده نوعی به و متنوع های ایده ارائه همچنین و است ریاضی خلاقیت پرورش عوامل از یکی که مختلف
ای گونه به کنند. هدایت خلاق تفکر سوی به را آنان کند، می منعطف تفکر به تشویق را افراد که سوالاتی پرسیدن با توانند می مدرسان میگردد.
امید به باشند. داشته تامل ریاضی روابط و ها ایده روی بتوانند و آورند دست به را ریاضی های ایده و مفاهیم بازسازی برای کافی تجارب که
آموزان دانش بین در گسترده بطور را آن و بگیریم نظر در جدی طور به مان آموزشی نظام در ضروری ای مولفه عنوان به را ریاضی خلاقیت آنکه

دهیم. پرورش دانشجویان و
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چکیده
خود اجتماعي و ذهني رشد براي انسان دارد. لحظە ها گذر در را پررنگی نقش آن پایان تا انسان زندگی ابتدای از بازی
به تدریس آموزش، در بازی ها مزایای از بهرە مندی روش های از یکی است. تفكر مايه خمير بازي و داشته تفكر به نياز
شیوه این در می شود. نامیده گیمیفیکیشن غیربازی زمینە های در بازی ال̊م˼ان های کاربردن به است. گیمیفیکیشن شیوه
متفاوت تری فضای و شد خواهد ایجاد مختلف موضوعات ارائه برای جدید روشی بازی ها سازوکارهای از استفاده با
یادگیری و آموزش گیمیفیکیشن، شیوه بردن کار به برای مناسب بسترهای از یکی می شود. آورده فراهم مخاطب برای
این از هدف ببخشید. بهبود متفاوت فضایی ایجاد با را مخاطب انگیزه نیز و تدریس بازدهی بتوان بدین وسیله تا است
از مختصری بررسی ریاضی، آموزش در شیوه این اجرای از مثال هایی توصیف گیمیفیکیشن، از تعاریفی ارائه مقاله

است. ریاضی آموزش در آن کاربرد چند همچنین و یادگیری و آموزش در آن تاثیر
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مقدمه .۱
است کرده طی را بسیاری دگرگونی های تاریخ طول در بازی دارد. قدمت بشر، خود سابقه اندازه به و است بوده او با انسان حیات آغاز از بازی
با نخستین انسان های برای بازی است. شده ایجاد اواخر این در نیز برخی و یافته تکامل دیگر بخشی و رفته بین از زمان مرور به آن از بخشی که
توانمندی های و پرداخته همنوعانشان با ارتباط و محیط بهتر شناخت به کردن بازی با آن ها و است بوده همراه غیره و سنگ و چوب مثل ابزارهایی
پیدا بیشتری عمومیت بازی و تفریح ۱۵ سده در رنسانس۱ از بعد .[۲] رساندە اند مطلوب حد به خطرات، با شدن مواجه درجهت را خود فیزیکی
شد استفاده اوقات آن کردن پر جهت بازی از و گردید بیشتر اشخاص فراغت اوقات زمان و شده کم کاری ساعات تعداد از زمان مرور به و کرد
بسیار رشد و هستند دنیا در سرگرمی ابزارهای بزرگترین از یکی بازی ها کردند[۵]. پیدا بشر زندگی در را خود فعلی جایگاه بازی ها مرور، به و
زمینە های در بازی می دهد. اختصاص خود به را افراد فراغت اوقات از بزرگی سهم کامپیوتری بازی های امروزه می شود. دیدە  آن ها در سریعی
عصر در محتوا انتقال روش های از یکی که می نامند گیمیفیکیشن۲ را غیربازی بستر در بازی عناصر از استفاده می شود. گرفته کار به متنوعی

شد. خواهد داده توضیح آن دربارە  بیشتر ادامه در و است جدید

ریاضی آموزش در گیمیفیکیشن .۲
بار اولین گیمیفیکیشن واژه که می دهد نشان تاریخی بررسی های است. دیجیتال رسانە های صنعت در آن منشا که است اصطلاحی گیمیفیکیشن
نظران صاحب  نامید. گیمیفیکیشن سال می توان را ۲۰۱۱ سال اما .[۱] نگرفت قرار استقبال مورد چندان ۲۰۱۰ سال تا و شد ابداع ۲۰۰۲ سال در
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طراحی المان های از استفاده شده اشاره آن به متعددی مقالات در که تعاریفی رایج ترین از یکی دادە اند. ارائه را گیمیفیکیشن از متعددی تعاریف
.[۳] است غیر بازی زمینە هایی در بازی

تدریس است. آموزشی شیوە های در گیمیفیکیشن اجرای آموزش، در بازی اجزای بە  کارگیری شیوە های از یکی شد، اشاره پیش تر که همانطور
شیرین تر و آسان تر دنبال به شیوه این با واقع، در گرفت. نظر در بازی ها در کاررفته به قوانین کمک به تدریس می توان را گیمیفیکیشن روش به
تجربه افزایش هدف با غیربازی اجزای در بازی عناصر شامل روش این هستیم. بازی استراتژی های کمک از استفاده با مفاهیم آموزش ساختن
از خنثی یا و مثبت اثر تنها ([۷] ،[۱۰] ،[۸] ،[۱۱] ،[۹] ،[۱۲]) شده بررسی مطالعات تمام که است توجه جالب .[۹] است دانش آموز علاقه و
نتیجه می توان و است دادە  رخ گیمیفیکیشن جنبە های از برخی یادگیری در توجهی قابل پیشرفت های مطالعه هر در دادە اند. نشان را گیمیفیکیشن

دارد. آموزش حوزه در قبولی قابل اثربخشی شیوه این که گرفت
بوده ریاضی مبنای بر بازی ها بیشتر ساختار گفت می توان و نیستند تضاد در ریاضی دنیای قوانین با می شوند انجام که بازی هایی تاریخ، طول در
قابل نیز بازی ها از برخی ساختار در می شوند، دیده ریاضیاتی ساختارهای در که نسبت ها مثال، برای است. بازی نوعی ذاتی طور به ریاضی و
ساختار از توجهی قابل بخش می دهند، تشکیل ریاضیات یادگیری در را مهمی مولفە های که استنتاج و استدلال خلاق، تفکر حتی است. مشاهده
می کند تسهیل ریاضیات تدریس فرآیند در را بازی ها گنجاندن اشتراک ها، این برمی گیرند. در را ماجراجویی و معمایی بازی های ویژه به بازی ها،
اگر بنابراین کند. تبدیل لذت بخش و پرهیجان مشارکتی، تجربە ای به را دانش آموزان یادگیری تجربه می تواند ریاضی یادگیری در بازی انجام .[۷]
کنند، انتخاب آن ها تفکر سطوح جانبه همه پرورش هدف با را آموزشی رویکردهای و باشند داشته کافی توجه دانش آموزان نیازهای به معلمان
آموزش در گیمیفیکیشن شد، بیان قبل قسمت در که همانطور رو این از بخشند. بهبود را ریاضی یادگیری توسعه و تفکر مهارت های می توانند
ریاضی، به نسبت دانش آموزان نگرش بر لذت با همراه ریاضیاتِ باشد. داشته دانش آموزان نگرش و انگیزه در موثری نقش می تواند یادگیری و
جزو نیز گیمیفیکیشن و می شود جذاب دانش آموزان برای یادگیری محیط های ترتیب، این به و می گذارد اثر فعال مشارکت و یادگیری انگیزه
دانش آموزان در را خلاق و انتقادی تفکر مشارکت، ارتباطات، مدیریت، مهارت های می تواند و بخشیده تحقق را هدف این که است روش هایی

می شود: پرداخته مثال چند ارائه به ریاضی آموزش در گیمیفیکیشن  با بیشتر آشنایی برای اکنون .[۴] ارتقا دهد
گیمیفیکیشن، این اصلی عناصر .[۷] است شده اجرا ابتدایی پنجم پایه دانش آموزان روی بر هفته شش طی گیمیفیکیشن ها این از نمونە ای
دانش آموزان از هریک به ابتدا در می کنند. رنگ آمیزی سرگرم کننده فرآیندی شکل به را خود پیشرفت دانش آموزان که شیوه این به است داستان گویی
دارد اختصاص ابریشم کرم یک شدن پروانه مراحل به می شود، مشاهده شکل۱ در که که که راهی نقشه می شود. داده شکل۱ مانند راه نقشه یک
می تواند علمی تحقیق های انجام  و تکالیف موقع به ارائه کلاسی، فعالیت مانند درس، کلاس مختلف بخش های در امتیاز کسب با دانش آموزان و

بپیمایند. را راه نقشه گام به گام صورت به

[۷] راه نقشه هشت گانه فرآیند :۱ شکل
این طریق از گیمیفیکیشن فرآیند و دارد اختصاص آموزش از خاصی مرحله به جعبە ها این از هریک که است متوالی جعبه ۸ شامل راه نقشه این
دانش آموزان دارد. اختصاص پروانه به پایانی مرحله دو و پیله به مربوط دوم مرحله سه ابریشم، کرم به اول مرحله سه می شود. هدایت جعبە ها
و پایین قسمت در آن و کرده انتخاب تصویر یک خود شخصیت برای و کنند رنگ آمیزی دلخواه به را آن راه، نقشه دریافت از پس می توانستند
کنند. نگهداری خود شده رنگ آمیزی نقشه از خوبی به هفته، ۶ این طول در بودند موظف دانش آموزان (شکل۲). کنند طراحی برگه راست سمت
و تکالیف از منظور داشتند. را راه نقشه مراحل از هریک از عبور حق بودند، داده ارائه خوبی به را خود تمرین های و تکالیف که دانش آموزانی
۳ مراحل به دانش آموزان که هنگامی می کرد. مشخص ریاضی کتاب در معلم که درسی تکالیف علمی، تحقیق های مانند است وظایفی تمرین ها،
هرکس داشت. پیش در را جایزە ای قفل، کردن باز باشند. داشته را مسیر ادامه مجوز تا می کردند باز را مرحله آن قفل می بایست رسیدند ۶ یا و
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[۷] دانش آموزان از یکی توسط شده رنگ آمیزی راه نقشه :۲ شکل

مدرسه در را آن بتواند دانش آموز که بودند وسایلی جوایز این که می گرفت تعلق او به جایزە ای کند، باز را ۶ یا و ۳ مراحل قفل می توانست
دانش آموزان فعالیت های به امتیازدهی برای نشان هایی وجود گیمیفیکیشن، این دیگر مهم عنصر باشند. نداشته بالایی مالی ارزش و کند استفاده
نشان ها خود، فعالیت های مطابق تا شد داده دانش آموزان به بود شده طراحی هفته ۶ قالب در که ها نشان مجموعه نام به جدولی است. (شکل۲)

کنند. نصب آن روی را

[۶] نشان ها :۳ شکل
بە کار بازی این در متنوعی نشان های می شود، مشاهده ۳ شکل در که همانطور بودند. یافته تحقق اهداف از بصری نمایش یک واقع در نشان ها
کسانی به هفته پایان در نشان این است. هفته ستاره نشان کاربنی، آبی نشان دارد. را خود خاص کاربرد و نام آن ها از هرکدام که شدە اند گرفته
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در که می گرفت تعلق کسانی به و است امتیازی ۱۰۰ نشان نارنجی، نشان باشند. کرده دریافت نشان ۵ حداقل هفته طول در که می گرفت تعلق
انجام کامل طور به را هفته کل تکالیف که دانش آموزانی و است هومر نشان قرمز، نشان کنند. کسب کامل امتیاز فعالیت ها تمام در هفته طول
علمی تحقیق های هفته طول در که شد داده کسانی به مˀبلغ ها نشان یا زرد نشان کنند. دریافت را آن می توانستند دهند تحویل موقع به و دهند
باشند. داشته مشارکت گروهی کارهای در هفته طول در که می گرفت تعلق کسانی به کننده، مشارکت نشان یا روشن سبز نشان باشند. داده انجام
روشن، آبی نشان نشان، آخرین می شد. داده می کردند رعایت را نظم که دانش آموزانی به هفته طول در که است معمولی نشان تیره، سبز نشان
کرده کمک نیز دیگر گروە های در خود دوستان به خود، گروه در کارگروهی در مشارکت بر علاوه که می شد داده دانش آموزانی به هفته طول در
تا روند این می رفت. جلو راه نقشه در مرحله یک کند، دریافت را هفته ستاره نشان می توانست هفته پایان در که دانش آموزان از کدام هر باشند.

.[۷] یابد پایان آموزشی هفته ۶ که یافت ادامه جایی
در کمک کننده اپلیکیشن های از نمونە ای اژدها جعبه بازی شوند، ارائه دیجیتالی و فیزیکی مانند مختلف روش های به می توانند گیمیفیکیشن ها

(شکل۴). است گیمیفیکیشن شیوه به معادله مبحث آموزش برای مفید اپلیکیشن های جمله از بازی این است. گیمیفیکیشن شیوه اجرای

[۲]۳ اژدها جعبه بازی نماد :۴ شکل
این عاشقانه که هستند دانش آموزانی قطعا بگیریم!؟ یاد را جبر تا کنیم صبر زیادی زمان مدت باید چرا که است این اژدها جعبه اپلیکیشن شعار
جبر کودکان از بسیاری ندارند. درس این یادگیری به چندانی تمایل دانش آموزان از برخی که است داده نشان مشاهدات اما دارند دوست را درس
اگر که کنید فکر خود با باشند. می افتد ذهنشان پرده پشت در که اتفاقاتی و آن یادگیری متوجه اینکه بدون می گیرند، یاد مکانیکی صورت به را
تصویری المان های از اژدها جعبه بازی در دارید؟ ایدە ای چه کنید تدریس دانش آموزان به بازی یک قالب در را معادله بخواهید لحظه همین در
آموزشی نظام در هفتم دانش آموزان برای آمریکایی بازی این می رسد نظر به است. شده استفاده معادله یک سمت دو تعادل دادن نشان منظور به
بازیکن که هنگامی است. معادله یک برقراری برای غیر ضروری عناصر تمامی کردن حذف ابتدایی مراحل در بازی هدف می باشد. مناسب ایران
شکل در بازی مراحل از برخی .[۲] شد خواهد رو بە رو می شوند تدریس مدرسه در که معادلاتی مشابه معادلاتی با می رسد بازی بالاتر مراحل به

است. مشاهده قابل ۵
معادله نمایش برای سازنده تلاش بلکه ات نشده استفاده معادله آموزش برای اعداد از تنها بازی این در است مشاهده قابل شکل در که همانطور

است. مشاهده قابل اشیاء کمک به
درس کلاس یک در که بگیرید نظر در را وضعیتی کرد. اشاره مثال این به می توان ریاضی آموزش در گیمیفیکیشن از دیگر نمونە ای عنوان به
بسته قفل متعددی تعداد با که جعبە ای بتوانند دانش آموزان که است آن فعالیت این از هدف است. شده طراحی داستان یک حول فعالیتی ریاضی،
ریاضی مسئله یک کردن حل با کد هر که داشت خواهند کد یک به نیاز قفل ها این از یک هر کردن باز برای دانش آموزان کند. باز را است شده
داده توضیح کامل طور به آنها برای درست پاسخ ندهند، انجام درستی به را ریاضی مسئله که صورتی در می آید. دست به محدود زمانی مدت در
در گیمیفیکشن کوچک نمونە های از یکی فعالیتی چنین کنند. استفاده خود جدید یادگیری از و دهند ادامه را بازی مجددا می توانند و شد خواهد
مطلوب است ریاضی مسئلە  های حل که بازی انجام فرآیند بلکه نیست بازی یک انجام تنها فعالیت این از هدف اصل در است. ریاضی درس

.[۱۱] ماست
می شود. مشاهده ۶ شکل در گیمیفیکیشن روش به ریاضی تدریس برای مناسب بازی های نمونه از دیگر یکی

را توپ بتوانند آنکه برای دانش آموزان است. شده ایجاد درصد و اعشاری اعداد کسری، اعداد مقایسه درس تمرین هدف با (۶ (شکل بازی این
را آن ها سپس و درآوردند درصد یا و اعشاری،کسری حالت های از یکی به را توپ ها روی بر شده نوشته اعداد است لازم بیندازند سبد داخل
انجام به مشتاق را دانش آموزان توپ، پرتاب شانس داشت. خواهند را توپ پرتاب اجازە ی برسند درست پاسخ به که صورتی در کنند. مرتب
انداخته سبد داخل به را توپ تعداد بیشترین بتواند که دانش آموزی نهایت در شد. خواهد آن ها یادگیری بهبود سبب موضوع این و می کند مسئله

است. بازی این برندە  باشد
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[۲] اژدها جعبه بازی مراحل برخی از تصاویری :۵ شکل

[۲] ریاضی آموزش در گیمیفیکیشن از نمونە ای :۶ شکل

نتیجە گیری و بحث .۳
ساختار از بازی ها تکنولوژی، و بازی ها پیشرفت با امروزه است. ... و مشارکت حس ذهنی، مهارت های انگیزه، افزایش راە های از یکی بازی
گذشته از قوی تر آن اثرگذاری اما نداشته تغییری بازی ماهیت دیجیتال، بازی های ورود با شدە اند. روزرسانی به و یافته شکل تغییر خود قدیمی
معلمان برای مطالب شخصی سازی سنتی، کلاس یک در دانست. آموزش و بازی اجزای از ترکیبی می توان را آموزش در گیمیفیکیشن است. شده
نیز پایین عملکرد با دانش آموزان و نگیرند قرار چالش مورد کافی اندازه به است ممکن بالا عملکرد با آموزان دانش دلیل همین به است. دشوار
دیدگاه معلمان ریاضی، آموزش خصوص به و آموزش در گیمیفیکیشن ها کارگیری به و طراحی با اصل در شوند. ناامید انگیزه، نداشتن دلیل به
بیشتر بازدهی با و فعال پرهیجان، کلاسی به را ریاضی کلاس و داشت خواهند دانش آموزان توانایی های و مهارت  ها به جانبە ای همه و نگر کل

کرد. خواهند تبدیل
و هیجان واردار،۲۰۲۱). و (کارامرت باشد ریاضی یادگیری برای منبعی می تواند خاص طور به گیمیفیکیشن که معتقدند آموزش متخصصان
کند جلب درس به را دانش آموزان توجه می تواند شیوه این زیرا است سنتی روش های از بیشتر گیمیفیکیشن روش به ریاضی تدریس در انگیزه
و تضمین ریاضی درس در را معنادار یادگیری روش این آن، بر علاوه دهد. کاهش را ریاضی درس کلاس های در احتمالی کسلی و خمودگی و
را ریاضی یادگیری تا می کند کمک دانش آموزان به روش این از استفاده عبدکریم،۲۰۲۱). (سونیا می کند برقرار فعالانه طور به را یادگیری فرآیند
روش یک عنوان به انیمیشن صدا، تصویر، عکس، متن، مانند آموزشی شیوه این در چندرسانە ای عناصر از استفاده کنند. تجربه تعاملی صورت به
است(اودجاجا،۲۰۱۸). شده واقع موثر بسیار ریاضی درس به آن ها علاقه افزایش همچنین و دانش آموزان ریاضی یادگیری بهبود برای تعاملی
.(۲۰۲۰ (نربیل، است موثر تجسم توانایی بهبود بر و داده افزایش ریاضی محتواهای یادگیری برای را دانش آموزان انگیزه گیمیفیکیشن از استفاده
توسعه موجب می تواند زیرا باشد ریاضیات یادگیری برای مناسبی منبع می تواند خاص، طور به روش، این که معتقدند آموزش متخصصان همچنین

.(۲۰۲۰ (مارین دیاز، شود ریاضی مفاهیم بین ارتباط ایجاد همچنین و ریاضی تفکر
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چکیده
مقایسه به ،۲۰۱۹ و ۲۰۱۵ ،۲۰۱۱ تیمز مطالعات چهارم پایه ریاضی منتشرشده مسائل بررسی با حاضر پژوهش در
توصیفی⁃ پژوهش این انجام روش است. شده پرداخته دوره سه این در ایرانی دانش آموزان توسط آمده بە دست نتایج
در که است آن از حاکی نتایج است. گرفته انجام بردی جرج پیشنهادی الگوی کمک به و است تطبیقی تحلیلی⁃
شدە اند. افت دچار حوزە ها از برخی در ولی داشتە اند بهتری پیشرفت ایرانی دانش آموزان موضوعی، حوزە های برخی
همواره شده بررسی سوالات تمام در بین المللی، درصد میانگین نسبت به ایران درست پاسخ درصد میانگین همچنین
بین المللی نمره میانگین تا ایران توسط شده کسب نمره فاصله که داد نشان بررسی ها نهایت، در است. بوده کمتر
میانگین به شده نزدیک حال در بهبود، به رو روند یک در و شده کمتر قبلی ادوار نسبت به ۲۰۱۹ تیمز مطالعه در
ریاضی آموزشی حوزه محققان سایر و آموزشی برنامە ریزان معلمان، به می تواند پژوهش این نتایج است. بین المللی

کند. کمک ۲۰۱۹ تا ۲۰۱۱ زمانی بازه در آن، در گرفته صورت تغییرات و رایج آموزشی رویکردهای ارزیابی جهت

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

درسی برنامه تغییرات
تیمز مطالعه

ابتدایی مقطع
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مقدمه .۱
عنوان به اول درجه در افراد آمادە سازی و است همراه زیادی بسیار شتاب با فناوری و صنعت علم، مختلف حوزە  های در تحول و تغییر امروزه
مختلف جوامع تلاش همین روی، از است. شده برخوردار بالایی اهمیت از جهان تمام در توانمند نیروی کار عنوان به دوم درجه در و گاه آ شهروند
است درآمده رقابتی صورت به حوزە ها برخی در و گردیده مضاعف پایین، سنین از افراد آموزش روی بر سرمایە گذاری و امر این تحقق جهت

.[۱]
مورد همواره می کند، ایفا تکنولوژی و صنعت همچنین و علوم سایر پیشبرد در که اساسی نقش جهت به که است حوزە هایی از یکی ریاضیات
نیز اقتصادی و اجتماعی معضلات و مسائل برای راە حل ارائه و پیش بینی در ریاضیات مختلف شاخە های نقش این بر علاوه است. بوده توجه
که هستند عواملی از شده ذکر موارد افراد، استدلال مهارت پرورش در آن تاثیر و ریاضیات ذاتی ارزش از فارغ .[۲] است چشم پوشی غیرقابل
فراخور به کشورها از بسیاری در باشد. داشته پررنگ حضور مختلف کشورهای درسی برنامه در تا کنون، گذشته از ریاضیات تا شده موجب
”ریاضیات درسی برنامه می توان را آن تاریخی نمونە های است. شده تغییر و اصلاح دچار ریاضیات درسی برنامه سیاسی، و اجتماعی شرایط
حوزه به ریاضیات درسی برنامه ورود آن، اخیر نمونە های دیگر از .[۳] افتاد اتفاق اسپوتنیک شوک به واکنش در که دانست آمریکا در جدید”
ایجاد دلایل از یکی بنابراین .[۴] است پیزا شوک به موسوم پیزا، مطالعه در شده کسب ضعیف نتایج به واکنش در آلمان، در ریاضی مدل سازی

است. واقعی دنیای شرایط با شدن هماهنگ درسی، برنامە های و آموزشی رویکردهای در اساسی تغییرات
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و مطالعات آزمون ها، در شرکت شد، گاه آ درسی برنامه یا آموزشی سیستم یک ضعف و قوت نقاط از می توان آن کمک به که راە هایی از یکی
دانش  آموزان گوناگون توانمندی های می توان و می شوند برگزار متفاوتی اهداف با کدام هر که است مختلف حوزە های در بین المللی مسابقات
همچنین آورد. بە دست آموزشی برنامه عملکرد خصوص در بهتری بینش آن، نتایج کمک به و کرد مقایسه کشورها سایر در همتایانشان با را،
علوم و ریاضی مطالعه مطالعات، این از یکی می پردازند. آموزش امر در دخیل مختلف جوانب به گستردە تری صورت به مطالعات این از برخی
مطالعه این می شود. برگزار متوسطه هشتم و ابتدایی چهارم پایە های دانش آموزان جامعه میان در یکبار سال چهار هر ۱۹۹۵ سال از که است تیمز
اجتماعی پیشینه ارزشیابی، شیوه شرکت کننده، کشورهای درسی برنامه تفاوت های به علوم و ریاضی در دانش آموزان عملکرد سنجش کنار در
مسائل .[۵] می پردازد قبیل این از دیگری مسائل و شغلشان از آن ها رضایت میزان و معلمان شغلی وضعیت مدارس، امنیت و نظم دانش آموزان،
و درصدها و نتایج البته می یابند. انتشار عموم برای گزینشی صورت به بلکه نمی شوند، منتشر کامل صورت به تیمز مطالعه آزمون در شده مطرح
مانند نیز ایران و شد برگزار کشور ۵۹ میان در و ۲۰۱۹ سال در تیمز مطالعه آخرین .[۶] می شود اعلام مجزا صورت به مسائل کلیه دقیق رتبە بندی
نمرە ای میانگین ریاضیات، حوزه در ایرانی دانش آموزان گرفته، صورت مطالعات تمام در است. کرده شرکت مطالعه این در گذشته، ادوار تمام
مورد و مطلوب رتبه کسب به موفق سال ها، این طی در مختلف پسرفت های و پیشرفت ها از فارغ و کردە اند کسب بین المللی میانگین از کمتر

.[۹ ،۸ ،۷] نشدە اند انتظار
(مثبت شده کسب نتیجه بر موثر عوامل خصوص در پژوهش به آن، شده منتشر نتایج اساس بر تیمز، مطالعه در شرکت کننده کشورهای از بسیاری
تیمز نتایج کمک به که کرد اشاره [۱۰] چن۱ پژوهش به می توان نمونه برای می کنند. نگاه امر این به مختلف جوانب از و می پردازند منفی) یا
[۱۱] اوتومو۲ همچنین است. پرداخته کلاسی و فردی سطح در کنگ هنگ هشتم و چهارم پایه دانش آموزان ریاضی پیشرفت بررسی به ۲۰۱۹
نقش به نیز [۱۲] همکاران و رودریگز۳ است. داده قرار بررسی مورد را ۲۰۱۹ تیمز مسائل حل در اندونزی هشتم پایه دانش آموزان آماری سواد
در دانش آموزان و والدین از آمده بە دست دادە های از این کار برای که پرداختە اند جهان سراسر در ریاضی خودپنداره در جنسیتی تفاوت های

کردە اند. استفاده ۲۰۱۵ تیمز مطالعه
این نتایج این که به توجه با البته .([۱۵ ،۱۴ ،۱۳] مثال، (برای است گرفته انجام تیمز مطالعه محوریت با پژوهش هایی نیز ایران ما، کشور در
عوامل یافتن جهت پژوهش هایی به نیاز دارد، بهبودپذیری قابلیت همچنان تیمز مطالعه در ما دانش آموزان عملکرد که می دهد نشان مطالعات
به که راە هایی از یکی است، داشته شرکت تیمز مطالعه مختلف ادوار در ایران این که به نظر می شود. احساس دانش آموزان پایین عملکرد بر موثر
علل یافتن و مختلف تیمز مطالعات در دانش آموزان عملکرد مقایسه کرد، شناسایی را آن ضعف و قوت نقاط و آموزشی روند می توان آن کمک
تیمز نتایج تغییر به منجر می تواند که سالیان، این طی در آموزشی سیستم کلی تغییرات زیرا است شده حاصل موفقیتِ عدم یا موفقیت احتمالی
مقایسه این که به توجه با کرد. شناسایی را ضعف نقاط یا خطاها و تقویت را مثبت روندهای می توان روش این کمک به و است دسترس در شود،
بنابراین، باشد. راهگشا می تواند موضوعی تر و جزئی تر بررسی می دهد، قرار مخاطبان اختیار در مبهمی و کلی اطلاعات یافته انتشار کلی نتایج
عملکرد خصوص در بیشتری اطلاعات که است راە کاری شده، کسب  نتایج ارزیابی و تیمز مختلف مطالعات در مشابه و تکراری سوالات مقایسه

می دهد. دانش  آموزان
۲۰۱۵ ،۲۰۱۱ سال های در که است تیمز اخیر مطالعه سه در شده منتشر ریاضی مسائل مقایسه حاضر پژوهش از هدف شده، ذکر نکات اساس بر
بررسی مورد چهارم پایه تیمز مطالعات ریاضیاتی، تفکر بنیان های پایە گذاری در ابتدایی مقطع اهمیت به توجه با است. گردیده برگزار ۲۰۱۹ و

می شود: داده پاسخ زیر سوال به پژوهش این در است. گرفته قرار
چگونه ۲۰۱۵ و ۲۰۱۱ تیمز مطالعات با مقایسه در ۲۰۱۹ تیمز مطالعه در چهارم پایه ریاضی منتشرشده سوالات نمونە  حل در آمده بە دست نتایج

است؟

پژوهش روش .۲
مرحله ۴ شامل الگو این است. گرفته انجام بردی جرج پیشنهادی الگوی کمک به و است تطبیقی تحلیلی⁃ توصیفی⁃ پژوهش این انجام روش
مطالعات شده منتشر مسائل و [۱۶] ۲۰۱۹ تیمز منتشرشده چهارم پایه ریاضی مسائل اول، مرحله در که است مقایسه و همجواری تفسیر، توصیف،
و تفسیر آمده بە دست اطلاعات بعد مرحله در گرفتند. قرار بررسی مورد حل، فرآیند و محتوا شباهت اساس بر [۱۷ ،۶] ۲۰۱۵ و ۲۰۱۱ تیمز
نتایج در که است سوال ۱۰ شامل ،۲۰۱۹ تیمز مطالعه شده منتشر مسائل شد. ثبت جدول قالب در و دستە بندی همجواری، مرحله در دادە ها

است. شده ارائه [۹] تیمز بین المللی
(درک اعداد موضوعی حوزه شامل که است شده استفاده تیمز مطالعه چهارم پایه ریاضی موضوعی حوزە های از مسائل محتوایی بررسی برای
و حجم) و مساحت زاویه، هندسی، اشکال (ویژگی اندازە گیری و هندسی اشکال موضوعی حوزه عددی)، روابط و اعداد نمایش مکانی، ارزش
توسط شده معرفی شناختی حیطە های همچنین .[۵] است مختلف) اشکال به دادە ها نمایش و تفسیر (جمع آوری، دادە ها با کار موضوعی حوزه

Ⅽhen۱
Utoⅿo۲

Roⅾríguez۳
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مطرح استدلال و بستن کار به دانستن، سطح سه در و داریم نیاز شناختی فرآیندهای چه به سوال یک حل برای که می کند مشخص تیمز، مطالعات
مورد نیز مسئله هر شناختی حیطه و موضوعی حوزه حاضر پژوهش در بنابراین دارد. نیاز را بالاتری شناختی درک سطح ترتیب به که می شود

است. گرفته قرار بررسی

پژوهش یافتە های .۳
تیمز مطالعات با مقایسه در ۲۰۱۹ تیمز مطالعه در چهارم پایه ریاضی منتشرشده سوالات نمونە  حل در آمده بە دست نتایج پژوهش: سوال

است؟ چگونه ۲۰۱۵ و ۲۰۱۱
تیمز مطالعات شده منتشر مسائل میان از سپس و گردید مشخص ۲۰۱۹ تیمز مطالعه شده منتشر مسائل پژوهش، سوال به پاسخ برای ابتدا در
درصد میانگین سپس شد. تعیین سوال) حل فرآیندهای و موضوعی حوزه پرسش، مورد مفهوم نظر از ) آن به مشابه نمونە های ۲۰۱۱ و ۲۰۱۵
موارد بر علاوه جدول۱ در شد. معین سوال هر برای میانگین ها، تفاضل همچنین و ایران درست پاسخ درصد میانگین و بین المللی درست پاسخ

است. شده ارائه نیز سوال هر شناختی حیطه شده، ذکر

موضوعی حوزه و شناختی حیطه درست، پاسخ درصد میانگین لحاظ از ۲۰۱۹ و ۲۰۱۵ ،۲۰۱۱ تیمز مطالعات شده منتشر سوالات مقایسه :۱ جدول
شماره سوال مورد مفهوم ۲۰۱۹ تیمز مطالعه ۲۰۱۵ تیمز مطالعه ۲۰۱۱ تیمز مطالعه موضوعی حوزه

میانگین
ایران

میانگین
بین المللی

تفاضل
میانگین

میانگین
ایران

میانگین
بین المللی

تفاضل
میانگین

میانگین
ایران

میانگین
بین المللی

تفاضل
میانگین

۱ ستونی نمودار رسم ۶۹ ۸۱ ۱۲ ۵۳ ۷۴ ۲۱ ۵۴ ۷۳ ۱۹ داده با کار
شناختی حیطه بستن کار به بستن کار به بستن کار به

۲ تقارن رسم ۶۸ ۷۰ ۲ ۵۱ ۷۷ ۲۶ ۲۹ ۵۳ ۲۴ اندازە گیری و هندسه
شناختی حیطه بستن کار به بستن کار به بستن کار به

۳ نقطه کردن پیدا
نمودار روی از ۵۰ ۶۸ ۱۸ ۷۱ ۸۵ ۱۴ ۶۸ ۷۷ ۹ داده با کار
شناختی حیطه دانستن بستن کار به دانستن

۴ صحیح عبارت انتخاب
اصلی عمل چهار برای ۳۳ ۵۳ ۲۰ ۳۹ ۵۶ ۱۷ ۶۴ ۷۳ ۹ اعداد

شناختی حیطه بستن کار به بستن کار به بستن کار به
۵ کسرها تفریق و جمع

اعشاری اعداد و ۴۱ ۴۷ ۶ ۲۲ ۳۶ ۱۴ ۲۰ ۲۳ ۳ اعداد
شناختی حیطه بستن کار به بستن کار به دانستن

۶ تصویری نمودار ۴۸ ۶۱ ۱۳ − − − ۱۹ ۵۴ ۳۵ داده با کار
شناختی حیطه استدلال − دانستن

۷ اشکال مساحت
تصویری مقیاس با ۱۱ ۲۱ ۱۱ ۳۱ ۴۰ ۹ ۲۵ ۳۰ ۵ اندازە گیری و هندسه

شناختی حیطه بستن کار به بستن کار به بستن کار به
۸ بعدی سه اشکال ۴ ۲۷ ۲۳ ۲۲ ۵۸ ۳۶ ۵۳ ۶۸ ۱۵ اندازە گیری و هندسه

شناختی حیطه بستن کار به دانستن دانستن
۹ و مقیاس بندی

نمودار نام گذاری ۱۱ ۳۴ ۲۳ ۵۳ ۷۴ ۲۱ − − − داده با کار
شناختی حیطه بستن کار به بستن کار به −

۱۰ تقسیم کلامی مسئله ۱۲ ۲۴ ۱۲ ۳۰ ۵۵ ۲۵ ۲۵ ۴۴ ۱۹ اعداد
شناختی حیطه استدلال بستن کار به بستن کار به

میانگین ۳۴̸۷ ۴۸ ̸۶ ۱۳ ̸۹ ۴۱ ̸۳ ۶۱ ̸۷ ۲۰ ̸۴ ۳۹ ̸۷ ۵۵ ۱۵ ̸۳

عملکرد هستند. برخوردار متعددی مفاهیم و متفاوت موضوعی حوزە های از شده، بررسی مسائل است، مشاهده قابل جدول۱ در که همانطور
در است. بوده بهتر ادوار بقیه از ۲۰۱۹ سال در است، جدول درون دادە های کمک به ستونی نمودار ترسیم آن هدف که ۱ سوال در دانش آموزان
قرار بستن بە کار شناختی حیطه در سوالات این سه هر است. ۲۰۱۱ سال از بیشتر که بوده ۲۱ درست، پاسخ درصد میانگین تفاضل ۲۰۱۵ سال

دارند.
پیشرفت که است پرسش مورد مفهوم تقارن، خط اساس بر شکل رسم دارد، قرار اندازە گیری و هندسه محتوایی حوزه در که ۲ سوال در
بستن کار به شناختی حیطه از مسائل این سه هر می شود. مشاهده وضوح به ۲۰۱۵ و ۲۰۱۱ سال های نسبت به مسئله این حل در دانش آموزان
در شده مطرح تقارن مسائل به شکل۱ در باشد. سادە تر سوالی با شدن مواجه نتیجه در بهتر عملکرد است ممکن که داشت توجه باید اما هستند

است. شده اشاره مطالعه سه این
شده ارائه شکل اما می دهند، قرار پرسش مورد را تقارن خط اساس بر قرینه شکل رسم مسائل این سه هر می شود مشاهده شکل۱ در که همانطور
این که چند هر است. مشهود هم آمده بە دست نتایج در موضوع این و باشد چالش برانگیزتر دانش آموزان برای می تواند ۲۰۱۵ تیمز مطالعه در

شود. مطرح می تواند عملکردها در تفاوت دلایل از یکی عنوان به تنها موضوع
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چپ) به راست از ترتیب به ) ۲۰۱۹ و ۲۰۱۵ ،۲۰۱۱ تیمز مطالعات تقارن رسم سوال :۱ شکل

۲۰۱۹ تیمز در و است خورده رقم ۲۰۱۱ تیمز در عملکرد بهترین نمودار، روی از نقطه یک یافتن مضمون با سوم سوال در جدول۱، اساس بر
سوال و دانستن شناختی حیطه از ۲۰۱۹ و ۲۰۱۱ تیمز در شده مطرح سوال که داشت توجه باید است. داشته را مقدار بیشترین میانگین ها تفاضل

است. آمده دست به ۲۰۱۹ سال از بهتری نتیجه ۲۰۱۵ سال در حال این با اما بودە اند بستن کار به حیطه از ۲۰۱۵ تیمز
دانش آموزان از را می آید دست به آن کمک به مسئله پاسخ که صحیح عبارت انتخاب اصلی، عمل چهار حوزه در کلامی مسئلە ای طرح با ۴ سوال
به نسبت شده کسب نتایج دوره، هر که است گردیده مطرح خصوص این در بستن کار به شناختی حیطه از سوال یک دوره هر در می خواهد.

دارد. قرار بین المللی میانگین از پایین تر همچنان اما است بوده مطلوب تر ۲۰۱۱ سال در دانش آموزان عملکرد است. داشته افت قبل دوره
دوره در و دانستن شناختی حیطه در ۲۰۱۱ سال در که است شده مطرح کسری و اعشاری اعداد تفریق و جمع خصوص در مسئلە ای ،۵ سوال در
از بعد دوره در که حالی در بوده، ۱۴ سوال این در ۲۰۱۵ تیمز مطالعه در میانگین تفاضل است. داشته قرار بستن کار به شناختی حیطه در دیگر

است. امیدوارکننده امر این که است رسیده ۶ به و یافته کاهش تفاضل آن،
،۲۰۱۵ تیمز شده منتشر مسائل میان از دارد. قرار داده با کار موضوعی حوزه در که است بوده تصویری نمودار پرسش، مورد مفهوم ،۶ سوال در
دانستن شناختی حیطه در اولی که داشت وجود مسائل این از نمونه دو ۲۰۱۹ و ۲۰۱۱ تیمز مطالعە های در اما نشد یافت موضوع این از نمونە ای
بالاتر به توجه با و ۲۰۱۱ سال نسبت به سوالات، نمونه این حل در دانش آموزان چشمگیر پیشرفت بود. استدلال شناختی حیطه در دیگری و

است. توجه جالب سوال، شناختی سطح بودن
مطرح مسائل است. واحد) مربع های (مانند دیگر تصویری واحدهای اساس بر مساحت این کردن بیان و اشکال مساحت خصوص در سوال۷،
بوده مطلوب تر ۲۰۱۹ و ۲۰۱۵ سال های از ۲۰۱۱ سال در آمده دست به نتایج ولی است بوده بستن کار به شناختی حیطه از دوره سه هر در شده

است. آمده پایین تر شده انجام مطالعه آخرین در دانش آموزان عملکرد و
برابر ترتیب به ۲۰۱۹ تا ۲۰۱۱ سال های از میانگین ها تفاضل است. سە بعدی اشکال مورد در و اندازە گیری و هندسه موضوعی حوزه در سوال۸،
به شناختی حیطه در ۲۰۱۹ سال سوال و دانستن شناختی حیطه در ۲۰۱۵ و ۲۰۱۱ سال های در شده مطرح سوالات است. بوده ۲۳ و ۳۶ ،۱۵ با
داشته خوبی پیشرفت ۲۰۱۵ سال بە نسبت سوال این حل در دانش آموزان عملکرد که کرد مشاهده می توان وضوح به بنابراین دارد قرار بستن کار

است.
سوال، نمونه این از بنویسند. مناسب مقیاس بندی یا و مناسب عنوان شده داده نمودارهای برای تا است شده خواسته دانش آموزان از سوال۹، در
شده مطرح بستن کار به شناختی حیطه در مسائلی دیگر، دوره دو هر در ولی نشد. یافت مسئلە ای ،۲۰۱۱ تیمز مطالعه منتشرشده مسائل میان در
حدود ما دانش آموزان میانگین سوال این در اخیر، دوره دو هر در نمی دهد. نشان را عملکرد در چشم گیری تفاوت چندان آمده دست به نتیجه که

است. بوده پایین تر بین المللی میانگین از واحد ۲۲
از نشان آمده بە دست نتایج می دهد. قرار سوال مورد را تقسیم مفهوم که است کلامی مسئله یک ،۲۰۱۹ تیمز مطالعه در شده منتشر سوال آخرین
بوده استدلال شناختی حیطه در مطالعه، این در شده طرح مسئله زیرا دارد ۲۰۱۹ سال در بە خصوص دانش آموزان، رشد به رو و خوب عملکرد
خورده رقم ۲۰۱۹ سال در میانگین تفاضل کمترین این وجود، با ولی داشتە اند قرار بستن کار به شناختی حیطه در دیگر مسئله در حالی که در است

است. بوده بالاتر ۲۰۱۵ سال از نیز ۲۰۱۱ سال در دانش  آموزان عملکرد هرچند دارد. ۲۰۱۵ تیمز نتایج با چشمگیری تفاوت که است
گذشته ادوار از ۲۰۱۹ تیمز مطالعه در ایرانی دانش  آموزان عملکرد شده، بررسی مسائل خصوص در که دریافت می توان کلی، بررسی با نهایت در
با برابر ۲۰۱۵ سال در عدد این و است بوده ۱۳̸۹ با برابر بین المللی، میانگین از آن ها درست پاسخ های درصد میانگین تفاضل و است بوده بهتر
و است دست آمده به شده بررسی مسائل اساس بر صرفا میانگین این که داشت توجه باید البته است. بوده ۱۵̸۳ عدد ،۲۰۱۱ سال در و ۲۰̸۴

کند. تغییر نتایج مسائل، تمام بررسی با است ممکن

نتیجە گیری و بحث .۴
تیمز مطالعه شده منتشر مسائل محوریت با ۲۰۱۹ و ۲۰۱۵ ،۲۰۱۱ تیمز مطالعات در چهارم پایه دانش آموزان عملکرد مقایسە  پژوهش این هدف
بستن کار به دانستن، شناختی حیطە های در و اعداد و اندازە گیری و هندسه اعداد، موضوعی حوزە های در شده منتشر مسائل این است. ۲۰۱۹
به ۲۰۱۹ سال در مسائل از نوع این حل در دانش آموزان عملکرد کلی بە طور که شد مشخص مسائل، این بررسی با شدە اند. مطرح استدلال و
و نمی کند صدق مسائل تمام مورد در موضوع این البته است. داشته بین المللی میانگین از کمتری فاصله و است یافته بهبود گذشته ادوار نسبت
است. رسیده ثبت به بهتری نتایج گذشته مطالعات در کلامی، مسائل برای مناسب عبارت کردن پیدا یا اشکال مساحت مانند حوزە ها بعضی در
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تغییر دچار آن از قبل سال چند از ایران، ابتدایی دوره ریاضی درسی کتاب های که داشت توجه نکته این به باید ۲۰۱۵ تیمز مطالعه خصوص در
این حال، با بودند. دیده آموزش جدید درسی کتب با که می گرفتند قرار سنجش مورد دانش آموزانی بار، اولین برای مطالعه این در و بودند شده
افزایش علت می توان می کردند، سپری را جدید التالیف کتب با خود تدریس تجربە های اولین نیز آمورزشی دست اندرکاران و معلمان این که به نظر
جدید درسی کتب ارزیابی جهت ۲۰۱۹ و ۲۰۱۱ تیمز نتایج مقایسه بنابراین کرد. جست و جو موضوعی چنین در را دوره این در میانگین ها تفاضل 
موضوع، این به توجه با دارد. وجود زمان گذشت به نیاز تغییرات، ارزیابی برای که چرا می رسد، نظر به منطقی تر سابق، رویکرد با آن مقایسه و
چند هر پیشرفتی، از حاکی که است بوده ۱۳̸۹ با برابر ۲۰۱۹ سال در و ۱۵̸۳ با برابر ۲۰۱۱ سال در درست پاسخ های درصد میانگین تفاضل

است. بوده بررسی مورد مسائل به پاسخ گویی در اندک،
درست پاسخ های درصد میانگین مطالعات، از هیچ کدام در و مسائل این از یک هیچ در که است این داشت توجه آن به باید که نکاتی از یک
مطالعه، سه این میان در پسرفت یا پیشرفت خصوص در صحبت که دارد این از نشان موضوع این و است نبوده بین المللی میانگین از بالاتر ایران،

نیست. ما کشور آموزشی سیستم نهایی مطلوب موضوع این قطعا که است بین المللی میانگین  به شدن نزدیک خصوص در فقط
نمرات میانگین ۲۰۱۹ تیمز مطالعه در که است صورت بدین نیز کشورها سایر میان در ایران رتبه و تیمز مطالعات در شده کسب نهایی نمرات
رتبه کشور، ۵۹ میان در ایران مطالعه این در دارد. فاصله واحد ۵۷ ،(۵۰۰) بین المللی میانگین از که است بوده ۴۴۳ چهارم پایه ریاضی در ایران
این در دارد. فاصله واحد ۶۹ ،(۵۰۰) بین المللی میانگین از که بوده ۴۳۱ ایران نمرات میانگین ،۲۰۱۵ تیمز مطالعه در است. کرده کسب را ۵۰
نمرات میانگین نیز ۲۰۱۱ تیمز مطالعه در است. آورده بە دست چهارم پایه ریاضی در را ۴۲ رتبه ایران شرکت کننده، کشور ۴۹ میان از مطالعه
نتایج بنابراین است. گرفته قرار ۴۳ جایگاه در کشور ۵۰ میان از و دارد فاصله واحد ۶۹ ،(۵۰۰) بین المللی میانگین از که است بوده ۴۳۱ ایران
۲ شکل در است. آمده دست به ایران برای بهتری نتایج شده، انجام تیمز مطالعه آخرین در که می کنند تایید را موضوع این نیز آمده بە دست کلی

است. شده ارائه تیمز مطالعه برگزاری سال های در ایران ریاضی پیشرفت میانگین روند نمودار

[۵] تیمز مطالعه برگزاری سال های در ایران ریاضی پیشرفت میانگین روند نمودار :۲ شکل
و درسی کتب تغییر را است افتاده اتفاق ۲۰۱۹ تا ۲۰۱۱ سال های میان بازه در کشورمان آموزشی سیستم در که تغییری مهم ترین بتوان شاید
نکته این از نباید اما گرفت نظر در موضوع این را پیشرفت عوامل از یکی می توان بنابراین دانست. کتب این در آموزشی مباحث ارائه رویکرد
لذا دارد. زیادی فاصله بنیادین تحول سند و آموزشی برنامه نهایی اهداف با و نیستند مطلوبی نتایج کلی بە طور آمده بە دست نتایج که شد غافل
رویکردهای می شود. احساس بیشتری پژوهش های به نیاز ریاضیات، حوزه در پیشرفت پایین سرعت و نامطلوب عملکرد این علل یافتن برای
شناسایی و سراسری آزمون های و ارزشیابی آزمون های نقش درسی، کتاب های مدارس، مسئولان و والدین نقش معلمان، عملکرد آموزشی، مرسوم
بگیرند قرار بررسی مورد تیمز مطالعات محوریت با می توانند که هستند موضوعاتی ریاضیات  ، مختلف مباحث در دانش آموزان مفهومی مشکلات

شویم. نزدیک تر مطالعات این در مطلوب نتیجه کسب موانع کردن برطرف به گام یک تا
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پایه اموزان دانش نوین های روش و مجازی فضای از استفاده با توانستم چگونه
کنم هدایت درستی سمت به هفتم
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ایران ، فرهنگیان دانشگاه ، ارومبه رجایی شهید پردیس ، پابه غلوم یار،گروه استاد آآ.

ایران ، فرهنگیان دانشگاه ، ارومبه رجایی شهید پردیس ، میاندواب) ریاضی دبیر اموز( مهارت ب.

چکیده
افزایش گسترش جهت در نیاز یک الکترونیکی هاي رسانه طریق از آموزش که دهد می نشان ها پزوهش و ها بررسی
جوامع و...، اجتماعی هاي شبکه اینترنت، رایانه، همچون جدیدي هاي فناوري ظهور با است یادگیري در وري بهره
اند.که شده رو به رو سیاسی، ، ،اجتماعی فرهنگی ، آموزشی هاي عرصه همه در جدي و جدید هاي چالش با بشري
رسانه به جهان تمام در کاربر ها میلیون دسترسی و فناوري و علمی هاي عرصه در چشمگیر هاي پیشرفت به باتوجه
توجه مورد خود گسترده تعاملات و کارکردها دلیل به ها رسانه این که است شده باعث مجازي الکترونیکی هاي
سنتی، هاي شیوه آموزشی، تقاضاي افزایش همچنین و فناوري و دانش مرزهاي گسترش با و بگیرند قرار زیادي افراد
تمام با الکترونیکی هاي یادگیري و مجازي هاي آموزش حتم طور به و باشد نمی بشر روزافزون نیازهاي پاسخگوي
۷۲ روی درس کلاس در ما موضوع اهمیت به توجه با باشند.لذا نیازها این پاسخگوي توانند می معایبشان، و مزایا
به نسبت دید گسترش با تا دادیم ر قرا بررسی مورد را موضوع این میاندواب شهرستان ابان ۱۳ اموزان دانش از نفر
آموزش نوع این هاي چالش و ها فرصت همچنین و ها محدودیت و مزایا الکترونیکی، هاي یادگیري و مجازي آموزش

شود. پرداخته کرونا ویروس شیوع ایام در ها

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

۱ مجازي آموزش
۲ الکترونیکی هاي رسانه

۳ ریاضی آموزش
2020 MSC:

97B50
97U30
97D80

مقدمه .۱
سؤالات و کتابها کهنگی بوی کردن حس و ها کتابخانه باریک راهروهای در زدن قدم داشتند، علم از ای بهره که معلمانی پی در ما بلند های گام
کوتاه فیلمهای خاطرات هنوز ما و اند گذشته سالها آن اند. بسته نقش ما دور خاطرات در دارد، گفتن برای حرفی میدانستیم که هرکسی از مکرر
مستقیم نگاههای از بود پر ما آموختنیهای روزها آن در داریم. خاطر به میکشید؛ تصویر به ما برای مدرسه معلم گاهگاهی که را جذابیت از پر اما
پابرجاست. هنوز گذشته، با چشمگیری تفاوت با دادن، یاد و آموزش اما اند گذشته همه اینها داشتیم. یادگیری جریان در که ملموس حسهای و
تمام با و گردیده بشری جوامع در پرشتاب تحولات باعث اینترنت و ارتباطی حوزههای در روزافزون پیشرفت ویژه به و تکنولوژی سریع رشد
به نقش، این و میکند ایفا نوجوانان و کودکان زندگی در را مهمی نقش فناوری، این است. شده تلفیق کار، محل تا مدرسه از زندگی های جنبه
از نیز زیادی منفی های جنبه ارتباطی، خدمات و آموزشی های جنبه قبیل از مثبت های جنبه علیرغم میشود. پررنگتر آنان زندگی در سرعت
اعتیاد و خانواده با ارتباط در مشکلاتی و چاقی اسکلتی، سیستم صدمات بینایی، مشکلات مانند مضراتی باعث که غیرمعقول ی استفاده قبیل
تأثیرآن و مجازی فضای روانشناسی ی زمینه در بسیاری های بررسی و ها پژوهش میلادی ۹۰ ی دهه اوایل از دارد. وجود میشود؛ الکترونیکی
یک اسلامی، کشورهای جمله از و توسعه درحال کشورهای در ویژه به مجازی فضای امروزه است. پذیرفته انجام نوجوانان رفتار و سلامت بر
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پیامدهای از پیشگیری و درست ی استفاده برای مناسب راهبردهای گرفتن نظر در آن کنار در و آن پیامدهای از گاهی آ است. مهم بسیار ی دغدغه
معرض در طبع به و هستند مجازی فضای مراجعین های طیف وسیعترین از یکی آموزی دانش وجمعیت مدارس دارد. اساسی اهمیت آن منفی
آنها از برخی به که است گرفته انجام بسیار مقوله این در نظران صاحب توسط علمی های تحلیل و بررسی لذا دارند. قرار آن منفی و مثبت آثار
سی و میآید شمار به متوسط کشورهای جزء جهانی، ی اتحادیه بندی طبقه اساس بر مجازی، فضای از مندی بهره نظر از ما کشور میکنیم. اشاره
زندگی های عرصه ی همه در فناوری این که آنجا از و میدهند تشکیل نوجوان و جوان قشر را مجازی فضای کنندگان استفاده از درصد پنج و
میتواند کنونی، شرایط در آن از استفاده افزایش روبه روند با خصوص به تکنولوژی این چگونه بدانیم که است مهم گذاشته؛ پا ما آموزان دانش
از سازی اگاه و مجازی فضای تدریس ،مشکلات معایب و مزایا که است آن بر سعی پژوهش، این در ببخشد؟ بهبود را نوجوانان تکامل و رشد
در موجود مشکلات با رابطه در معلمان و والدین برخورد صحیح روشهای به و کنیم بررسی آموزان، دانش توسط را مجازی فضای از استفاده

دهیم. ارائه را موضوع این با مواجهه اصولی راهکارهای و بپردازیم مقوله این

اهداف و مساله ضرورت اهمیت .۲
آموزش مجازي آموزش شعار است. مدرن هاي شیوه با تخصصی هاي آموزش بلکه نیست، مجازي به سنتی آموزش تبدیل مجازي، آموزش هدف
طریق از توان می را آنها که ندارد وجود سنتی آموزش طریق از چیزهایی چه ي ارائه امکان دید باید است. سنین ي همه براي و کس همه براي
فراگیردارند. کمبود مشکل که کشورها از بعضی کنیم. استفاده آنها کردن جایگزین نه بهبود، جهت در امکانات از باید کرد. ارائه مجازي آموزش
معلم و کنند دایر کلاس منطقه یک در نفر دو با درسی براي بود نخواهد صرفه به مقرون چون اند؛ کرده سنتی آموزش جایگزین را مجازي آموزش
پس هست. کامل ظرفیت با کلاس تشکیل امکان نقطه، دورترین په پروازي معلم یک اعزام با و فراگیرداریم تراکم مشکل ما ایران در اما بفرستند.
هدف آنهاست. هدف از متفاوت ما هدف چون کنیم، برداري کپی غربی کشورهاي مجازي آموزش روي از را ایران در مجازي آموزش نباید ما
برنامه نیست. جوابگو ما سنتی آموزش سیستم با و است کمتر امکاناتمان که شود متمرکز هایی رشته و دروس روي باید ایران در مجازي آموزش
همان است. اطلاعات و ارتباطات فناوري بر مبتنی جامع هاي نظام استقرار در ها دولت هاي چالش ترین مهم از یکی انسانی منابع ي توسعه هاي
شامل آن هاي نمونه که است بوده خود ي روزمره کاري فرآیندهاي از بسیاري در سازمانها بازآفرینی مکمل اطلاعات و ارتباطات فناوري که گونه
الکترونیک. آموزش یا الکترونیک یادگیري ي حوزه . شود می و... الکترونیک دولت الکترونیک، پست الکترونیک، تجارت الکترونیک، بانکداري
به که گیرنده آموزش سن و مکان زمان، محدودیت حذف است. قبل دهه دو تا دسترس از دور ظاهر به هاي آرمان شدن اجرایی بخش نوید
مهارتی ي گسترده نیازهاي دیگر سوي از رسند. نمی نظر به بزرگی هاي محدودیت دیگر امروزه است. بوده مطرح دست دور هاي آرمان عنوان
آموزش نظام اگرچه نیست. پاسخگویی قابل آموزشی نظام سنتی هاي روش از استفاده ي ادامه با اطلاعات فناوري بر مبتنی و محور دانش جوامع
شود می بسیاري هاي ناهنجاري بروز عامل و کاهد می را یادگیري اثربخشی هاي ویژگی آن انگاشتن نادیده که است هایی ویژگی داراي نیز سنتی

( (کیا
چند انواع و اینترنت از اطلاعات دریافت شامل و است مجازي یادگیري و کامپیوتر بر مبتنی یادگیري وب، بر مبتنی یادگیري الکترونیکی، یادگیري
توصیف براي شده بیان شود.عبارات می فشرده هاي دیسک و تلویزیون صوت، ،ضبط ماهواره شنیداري، دیداري، هاي رسانه مانند ها اي رسانه
از الکترونیکی یادگیري محیط در عطاران)، و نیستند(سراجی مکان یک در فیزیکی لحاظ از معلمان و فراگیران که است هایی محیط در یادگیري
شود؛ می مطرح نیز دیگر نوع سه آن کنار در محتوا، فراگیر⁃ و فراگیر فراگیر⁃ مربی، فراگیر⁃ تعامل از عبارتند که شود می یاد تعامل نوع سه
تغییر یادگیري کننده تسهیل یک به اطلاعات دهنده انتقال یک از معلم نقش الکترونیکی یادگیري در محتوا محتوا⁃ و ⁃محتوا مربی ⁃مربی، مربی
ببیند. آموزش دور از آموزش اثربخش راهبردهاي زمینه ودر شود متخصص خود تخصصی رشته در باید دور از یادگیري در معلم است. یافته
از آموزش در مربی اند. ساخته را آن که است کسانی از متفاوت مکان و زمان در شده ارائه خدمات شامل زیرا است. ناهمزمان دور از آموزش
دور از آموزش هاي برنامه در فراگیران براي کند. می تضمین فراگیر براي را فعال یادگیري براي مناسب شرایط که است، کننده تسهیل یک دور
از آموزش هاي برنامه در فراگیران یادگیري، مواد با تعامل و خودانگیختگی استقلال، از نظر صرف است مهم خیلی معلمان با تعامل گرفتن نظر در
نقش شود. می انزوا به استقلال تبدیل مانع زیرا است ارزشمند معلم سهم مورد این در هستند. پذیر آسیب شده کسب دانش کاربرد مورد در دور
خواهد کمک فراگیران به و است مهم پادگیري مواد کردن فردي براي برابر بطور که مشاوره، و آموزش است: بعدي دو دور از آموزش در معلم
معمولا نیز مجازي دروس مواجهند. مشکل با که آنهایی براي فقط نه و شود فراهم فراگیران همه براي باید حمایت درنتیجه، کنند. درك را آن کرد
براي کنند. منتقل فراگیران به را نظر مورد آموزشی محتواي معلم به نیاز بدون بتوانند ممکن حد تا است لازم بنابراین شوند؛ می اجرا آفلاین
تهیه در است. مجازي دروس کنندگان تولید خدمت در فیلم و نمائی پویا تصویر، صدا، متن، جمله از مختلف هاي رسانه مطلوبه این به رسیدن
هاي قابلیت که پذیرد صورت نوعی به مجازي دروس طراحی سرور، طرف در مناسب افزار سخت و باند پهناي گرفتن نظر در با مجازي دروس
استفاده −۲ پذیرد. صورت تحمل قابل زمانی طی در و سرعت به فراگیر طرف در آن دریافت و سرور طرف از دروس ارسال −۱ آید: بدست زیر
−۳ شود. پرهیز متفاوت رسته دو طریق از موازي طور به مطالب ارائه از و باشند یکدیگر مکمل مفاهیم، انتقال در که باشد اي گونه به ها رسانه از
فراگیران بین گروهی کار و پژوهش و کوئیز،تحقیق خودآزمایی، مثال، تمرین، جمله از محتوا کننده کامل عناصر به مجازي، دروس ساختار در
عناصر از استفاده با −۵ شود. استفاده دروس محتواي و فراگیر بین تعامل افزایش جهت در مختلف هاي رسانه و گرافیک از −۴ شود. توجه
خصوصیت چهار داراي باید الکترونیکی هاي دوره محتواي که گفت توان می مجموع در شود. افزوده صفحات جذابیت بر گرافیکی مناسب

(سراجی) فنی هاي جنبه به توجه ها، اي چندرسانه از مناسب محتوا،استفاده معمار محتوا، بودن علمی باشد
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و شهر در آموزش کیفی و کمی هاي نابرابري به دادن خاتمه و آموزشی هاي شکاف کاهش منظور به آموزش در مجازي فضاي از گیري بهره
به را ها کوشش ي همه بتواند که است اي کننده هماهنگ مدل نیازمند و... نوجوانان و بزرگسالان فقرا، و ثروتمندان ، مردان و زنان روستا،میان
را ... و معلمان اي حرفه پرورش رسمی، آموزش توسعه عالی آموزش تنوع عمومی، هاي آموزش گسترش که مدلی کنند. مدیریت موثر نحوي
آموزش نیازمند آن از برداري بهره و مجازي فضاي در آموزشی فناوري با معلمان سازگاري و آشنایی کند. می سازماندهی یکدیگر با ارتباط در
است آموزشی محتواي و ها برنامه هدف، با ابزارها این سازگاري روش و آموزش هاي فناوري این از استفاده نحوه آموزش، از مهمتر است.
گوناگون هاي راه از و کنند رضایت احساس مجازي فضاي در آموزشی هاي فناوري کارگیري به از معلمان چه چنان است. ضروري بسیار که
تبدیل پرورش و آموزش در فناوري ي اشاعه عامل ترین . مهم به سازند، بخش اثر نو هاي فناوري کمک به را خود آموزش که شوند حمایت
با همگام را خود ساختارهاي تا کنند می کمک تربیت و تعلیم براي مجازي فضاي بستر هاي قابلیت (۱۳۹۷:۷ رستمی، و شد(طورانی خواهند
ارتقا را ها آموزش کیفیت بپردازیم. گذار تاثیر و مادالعمر یادگیري مداوم، آموزش بر تاکید آموزش، گسترش به و دهیم؛ توسعه زمان تحولات
مناسب محیطی و کاربردي و سریع پذیر، انعطاف بخش، اثر ارزان، هنگام، به را آموزش بیفزاییم، خودآموزان خودانگیزي و نشاط بر و بخشیم

رستمی)، و کنیم(طورانی فراهم جدید فکري فناوري تولید و سازماندهی . براي

نامه۱ پرسش :۱ جدول
لیسانس از بالاتر .۳ لیسانس تا دیپلم .۲ دیپلم از کمتر .۱ تحصیلات سطح میزان

خوب . ۳ متوسط ۲ . ضعیف .۱ ارتباطات و اطلاعات فناوری ی پایه مهارتهای با آشنایی میزان
مجازی .۲ حضوری . ۱ مجازی؟ یا باشد حضوری صورت به فرزندتان کلاسهای میدهید ترجیح
موفقم . ۲ مخالفم .۱ مجازی فضای در فرزندتان حضور از رضایت میزان
اراضی . ۲ راضی .۱ فرزندتان تحصیلی وضعیت از رضایت میزان

کاملا́ ۳ . حدودی تا . ۲ ندارم آ .۱ مجازی فضای از فرزندتان استفادهی نوع از گاهی آ میزان
خیر .۲ بله .۱ میکنید؟ محدود مجازی فضای در را فرزندتان حضور زمان آیا

نامه پرسش آمده دست به اطلاعاتی های داده تحلیل و تجزیه .۳
هیچ به و ندارند کافی گاهی آ مجازی، فضای از فرزندشان استفادهی مورد در والدین، درصد ۶۰ تقریباً شد مشخص شده گردآوری نتایج طبق بر
ارتباطات و اطلاعات فناوری پایهی های مهارت با والدین ۴۰درصد از بیشتر کنند. کنترل را فرزندانشان مجازی فضای ارتباطات نمیتوانند وجه
انجام و تحصیلی پیشرفت درمورد و ندارند رضایت میشوند؛ برگزار مجازی بهصورت کلاسها اینکه از والدین ۵۵درصد از بیشتر ندارند. آشنایی
آنها استفادهی زمان مدت روی و بیاطلاعند کاملا́ مجازی فضای از فرزندشان استفادهی نوع از والدین ۶۵درصد نگرانند. فرزندشان تکالیف
تجربه دانستنیها بیکران دریای این از استفاده چگونگی و مجازی فضای درباره دانشآموزان، که است این بعدی نکتهی ندارند. کنترلی و نظارت
معرض در دارد امکان اینکه از و برمیگزیند مطالب تنوع و دسترسی سهولت خاطر به را مجازی فضای پیشزمینهای، هیچ بدون و نداشته کافی
سطح که هستند والدین دانشآموزان، کنترل برای فیلتر دومین معلمان و مربیان از پس هستند. اطلاع بی بگیرند قرار آسیبهایی و خطرات چه
رسانهای، سواد و گاهی آ نبودن کافی صورت در بنابراین دارد نظارتشان نحوه در سزایی به تاثیر جدید تکنولوژی به نسبت آنها گاهی آ و سواد
رایانه به دانشآموزان دسترسی نوع دیگر، توجه قابل موضوع میفرستند. کنترل از خارج و پرخطر تجربههای کسب سمت به را فرزندشان ناخواسته
اختیار در و تدوین پرسشنامهای موجود، وضع کیفی شاخصهای زمینهی در بیشتر دادههای گردآوری برای میباشد. مجازی فضای شبکههای و

شد. داده قرار دانشآموزان

۲ نامه پرسش :۲ جدول
خیر یله پرسشها

است؟ جدید مطالب آوردن دست به منبع بهترین کتاب، شما نظر به
میبرید؟ لذت آن از استفاده و مجازی فضای به ورود از آیا

دیگرانند؟ از موفقتر ندارند؛ مجازی فضای از استفاده برای محدودیتی که کسانی آیا
است؟ مؤثر شما تحصیلی پیشرفت در مجازی فضای به دسترسی آیا

شماست؟ علمی نیازهای پاسخگویی برای منبع بهترین مجازی فضای شما نظر به
باشند؟ شما کنار در والدین رایانه با کار هنگام دارید تمایل آیا

میشوید؟ مجازی فضای مهیج سایتهای وارد تفریح، و سرگرمی برای آیا
هستید؟ راضی است؛ مجازی فضای طریق از و غیرحضوری صورت به شما کلاسهای اینکه از
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نفرهی ۷۳ ی نمونه اختیار در که فوق پرسشنامهی اساس بر نظرسنجی طبق نامه۲ پرسش آمده دست به اطلاعاتی های داده تحلیل و تجزیه
میدانستند.⁃ جدید مطالب آوردن دست به برای مناسبی و کافی منبع را کتاب ۲۱درصد گرفت، قرار آقا آبان ۱۳ مدرسهی سوم ی پایه دانشآموزان
به ورود از پس ۷۴درصد بودند.⁃ تحصیلی پیشرفت بهبود در آن تأثیر و مجازی فضای از استفاده برای محدودیت برداشتن موافق ۵۸درصد
و درسی سؤالات پاسخگویی برای منبع بهترین که بودند موافق ۷۲درصد میرفتند.⁃ متفرقه سایتهای و سرگرمی بازیها، دنبال به مجازی فضای
هنگام که بودند مایل ۸۳درصد شوند.⁃ برگزار مجازی و غیرحضوری صورت به کلاسها که بودند موافق ۳۹درصد است.⁃ مجازی فضای علمی،
اجتماعی⁃ تغییرات میدهند؛ تشکیل را جامعه انسانی سرمایهی از مهمی بخش جوانان و نوجوانان که آنجا از باشند. تنها مجازی فضای از استفاده
جهانی رسانههای کارآمدترین از یکی عنوان به مجازی فضای امروزه میشود. جامعه دیگر سطوح در عظیمی دگرگونیهای باعث نسل، این فرهنگی
آن به نسبت و کرد مشاهده آن در ملموسی طور به را تغییرات این میتوان که است شاهراههایی از یکی نیز مدرسه و گذاشته خانوادهها فضای به پا
اطلاعات تا میآورند رو مختلفی راههای به دلیل، همین به هستند شایستگی و وجود ابراز و لیاقت ابراز شیفتهی شدت، به نوجوانان شد. حساس
و اولیا والدین، کنترل تضعیف باعث عوامل، همین و باشند داشته گفتن برای حرفی امروزی مدرن دنیای در و دهند افزایش را خود دانستنیهای و
و پذیرفتن برای لازم آمادگی صورتیکه در جامعه به جدید تکنولوژی یک ورود با میدهد نشان شده انجام مطالعات است. شده دانشآموزان مربیان
مضراتی و شده شوک دچار جامعه آن انتشار سرعت و تقاضا بالای حجم گاهی، آ عدم دلیل به باشد؛ نداشته وجود آن از استفاده صحیح نحوهی

داشت خواهد دنبال به زیادی

نتیجە گیری .۴
آموزش، توسعهی جهانی، رقابت بازار در ماندن و بقا برای و هستیم جهانی دهکدهی در ورود به ناگزیر وارتباطات، اطلاعات عصر در امروزه −
مجازی فضای و اینترنت و تکنولوژی هجوم سیل به تن و باشیم آماده و روز به باید امور همهی در کلی طور به و بهداشت و رفاه سطح پیشرفت
آن حیاتی و اساسی عنصر که میباشد پرورش و آموزش است؛ جدید تکنولوژی دانش و علم درگیر که عرصهها حساسترین از یکی بسپاریم.
میلادی ۲۰۰۴ سال در تعداد این و است شده شناسایی مجازی فضای کاربر میلیون ۵۸۰ حدود در میلادی ۲۰۰۲ سال در هستند. فرزندانمان
بر زود خیلی فردی هر که است ضروری بنابراین است افزایش حال در همچنان کاربران صعودی سیر و است یافته افزایش نفر میلیارد یک به
عظیمی دگرگونیهای دیگری نوآوری هر مانند مجازی فضای دارد. نگه روز به زمینه این در را خود و گردد توانا و مسلط مجازی فضای عملیات
استفادهی باعث پایین، هزینهی و دسترسی سهولت مانند آن فرد به منحصر ویژگیهای و است آورده وجود به زندگی مختلف جنبههای در را
ما دانشآموزان قطعاً میکند. فراهم نوجوانان و کودکان مخصوصاً کاربران برای را نابجا استفادهی امکان ویژگیها همین اما است شده آن از فراوان
دانشآموزان قبال در همه مسئولین، و مربیان و اولیا والدین، که است لازم و هستند مجازی فضای از نادرست استفادهی ناهنجاریهای معرض در
درست استفادهی سمت به را آنان پرهیاهو دنیای این در نوجوانان درست هدایت و نظارت و کنترل با و باشند داشته تعهد حس بوم و مرز این
و مرز این انسانی سرمایههای که فرزندانمان دیدگان برابر در را روشنی افق و دهند سوق ارتباطات خطرناک حال، درعین و بیکران دریای این از
همراه به که تنوعهایی و جاذبهها به توجه با و است اطلاعات از عظیمی دریای مجازی فضای نوجوانان به ۴− ۲⁃پیشنهاداتی بگشایند. هستند برم
این تمام مسلماً اما میکنید دنیا این در گذار و گشت و چرخیدن صرف را خود اوقات از زیادی بخش جوانان، و نوجوانان شما از بسیاری دارد؛
که میشود مطرح پرسش این بنابراین است. مرتبط شما زندگی یا کار به آن از ویژهای اطلاعات تنها و نیستند مفید و ارزش با شما برای اطلاعات
سادهتر زبان به میآورید؟ دست به زندگیتان برای مفیدی دانش یا مهارت چه میکنید؛ صرف مجازی فضای از استفاده برای که زمانی با متناسب آیا
برای راههایی داریم سعی یادداشت این ادامهی در دارد؟ میدهید دست از که را عمری و زمان ارزش میگیرید؛ مجازی فضای از که چیزی آیا

دهیم. ارائه را مجازی فضای در حضور زمان از سودمندتر استفادهی
بنابراین میکنند درک بهتر را زمان اهمیت دارند؛ دقیق و شده حساب برنامهریزی خود زمان و زندگی برای که کسانی و منظم افراد باشیم. منظم .۱
از چقدر بدانید تا بیندازید آن به نگاهی خوابیدن از قبل شب هر و باشید داشته کارهایتان انجام برای فهرست یا تقویم یک همواره است بهتر

دهید. انجام کارهایی چه باید فردا و است مانده ناتمام امروزتان کارهای
است اولویتبندی کند؛ تبدیل مفید زمان به مجازی فضای در را شما حضور زمان میتواند که کارهایی جمله از کنید. اولویتبندی را ۲.کارهایتان
اصلی کار به ارتباطی هیچ حاضر حال در که بروید سایتهایی و اطلاعات از دسته آن سراغ به است ممکن مجازی فضای به ورود محض به وگرنه

ندارد. شما
شبکه به اتصال هنگام آنچه از یکبار وقت چند هر میکنید؛ تلف را خود زمان چگونه شوید متوجه بهتر اینکه برای کنید. یادداشت را ۳.فعالیتهایتان
یا و غیرضروری سایتهای کدام به رفتن شوید متوجه ماه یا هفته پایان در که میکند کمک شما به موضوع این کنید. یادداشتبرداری میدهید انجام

میگردد. شما مفید وقت اتلاف باعث و است درآمده عادت صورت به شما برای کارتان با غیرمرتبط
همراه نیز مشکلات برخی با دارد امکان آن از استفاده اما باشد؛ مفید کار حتی و آموزشی وسیلهی یک میتواند مجازی فضای اینکه ۴.علیرغم
که میشوند متوجه ناگهان خودشان قول به و ندارند زمان گذر از درستی درک آن از استفاده هنگام افراد که است این مشکلات این از یکی باشد.
وسیلهی یک عنوان به مجازی فضای از افراد از برخی و میشود بدتر هم این از شرایط حتی گاهی دادهاند. دست از را وقتشان از ساعت ۶ یا ۵
سبب اشخاص، این برای درازمدت جسمی و روحی عوارض داشتن از گذشته موضوع این میکنند. استفاده آن از آزاد وقت اتلاف یا سرگرمی
فضای در حضور و استفاده زمان میتواند که فنونی یا روشها از گاهی آ رو این از میگردد. مختلفی فرهنگی و اقتصادی اجتماعی، مشکلات بروز
فضای از استفاده هنگام تنقلات یا غذا خوردن ⁃از از: عبارتند روشها این از برخی است. برخوردار بسزایی اهمیت از دهد کاهش را مجازی
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از پیوسته و مداوم طور ⁃به کنید. میل رودررو صورت به و خانواده اعضای دیگر با همراه را خود غذایی وعدههای کنید. خودداری مجازی
دچار تا دهید انجام کششی نرمشهای و شده بلند سیستم پشت از دقیقه ۱۵ −۱۰ مدت به ساعت یک هر کنید سعی نکنید. استفاده مجازی فضای

بیندازد. تأخیر به ساعتها تا را شما مجدد استفادهی است ممکن کار این انجام نشوید. ... و دست مچ کمر، کتف، ناحیهی درد یا و چشمدرد
هست کتابهایی یا کتاب که شد خواهید متوجه بزنید؛ چرخی تحصیلتان محل یا خانه کتابخانهی در اگر اوقات گاهی بروید. کتابهایتان سراغ −
یک میتوانید ترتیب این به و بخوانید شعر کتاب یک از شعر بیت چند یا و کنید مطالعه را آنها از صفحه چند و بردارید را داریدآنها دوست که

بیابید. مجازی فضای از روزانه استفادهی برای موقت جانشین
از حد از بیش که کسانی برای اما آورد بار به را مشکلاتی نیز تلویزیون از حد از بیش استفادهی چند هر ببینید. فیلم یا کنید تماشا ⁃تلویزیون
فواید از یکی مثال عنوان به باشد. داشته کمتری مخرب اثرات میتواند فیلم تماشای یا و تلویزیون به شدن سرگرم میکنند؛ استفاده مجازی فضای
و ببینید هم با را مسابقه یک میتوانید مثلا́ دارد. وجود آنها از گروهی استفادهی امکان که است این مجازی فضای با درمقایسه تلویزیون و فیلم

بپردازید. یکدیگر با بحث به و کنید نظر اظهار آن مورد در
خود، ساعت زنگ صدای شنیدن با و بگذرانید مجازی فضای در را معینی زمان مدت روز هر که کنید مقید را خود کنید. تنظیم را خود ⁃ساعت

شوید. خارج مجازی فضای از
داشته یاد به همواره میکنند. استفاده جدید دوستان یافتن برای مجازی فضای از افراد از بعضی باشید. حقیقی فضای در دوست یافتن دنبال ⁃به
دوستان این از ملاحظهای قابل تعداد میتوانید گروهی فعالیتهای در شرکت با و است امکانپذیر راحتی به حقیقی دنیای در موضوع این که باشید
او با تمایل صورت در و میکنید ارزیابی را کردارش و رفتار و میبینید نزدیک از را نظر مورد شخص که است این در کار این حسن کنید. پیدا

بود. خواهید امان در نیز مجازی فضای دوستیهای خطرات از ترتیب این به میشوید. دوست
مجازی فضای از بیرویه استفادهی سمت به دوباره و نشد کارساز روشها از هیچیک اگر کنید. ممنوع خودتان برای را مجازی فضای از ⁃استفاده

کنید. ترک را آن روز چند یا هفته یک مدت برای رفتید،

مراجع
توسعه و کنندگان استفاده آموزش همایش تهران، دانشگاه مختلف های رشته علمی هیئت اعضای پژوهشی − یابی اطلاع رفتار بر اینترنت از استفاده تاثیر مطالعه اسدی، مریم. [۱]

.۱۳۸۳ رسانی، اطلاع مراکز ها، کتابخانه در اطلاعاتی سواد
.۱۳۸۹ عمومی، سیاست گذاری راهبردی مطالعات ،فصلنامه ، آن با مواجهه راهبردهای و ها چالش شدن؛ جهانی عصر در پرورش و آموزش خسروشاه، صبوری حبیب، [۲]

اجتماعی های آسیب و مجازی فضای ملی کنگره نخستین پرورش، و آموزش در نوین های تکنولوژی به توجه ضرورت آبادی، خمیس م، و پناه اسلام م، مرآتی، علیرضا [۳]
نوپدید،
.۱۳۹۱

.۱۳۹۷ سینا، بوعلی دانشگاه نشر همدان:مرکز سوم. چاپ ، الکترونیکی یادگیري م،عطاران، و سراجی ف، [۴]
۱۸ . و ۱۷ شماره ۱۳۹۱، تابستان و بهار پنجم، فرهنگ.سال ،راهبرد یادگیري فرهنگ بهبود براي امکانی مجازي یادگیري محیط ، سراجی ف، [۵]

فلسفه و مجازي ،فضاي ایران تربیت و تعلیم فلسفه انجمن همایش پرورش،نهمین و آموزش در تربیت و تعلیم براي مجازي فضاي بستر هاي قابلیت رستمی، ز، و ز،طورانی [۶]
۱۸ تربیت.،۱۳۹۷.

بلوچستان. و سیتان ایران،زاهدان،دانشگاه تربیت و تعلیم فلسفه انجمن همایش نهمین پرورش، و آموزش در تربیت و تعلیم بر مجازي فضاي بستر هاي قابلیت رستمی، ش. [۷]
. ۱۳۹۷

،صص۸۸−. ۸۲ ۲۴ ،۱۳۸۸،شماره مجازی فضای ،مطالعات مجازي آموزش به نگاهی ع.کیا، [۸]
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و تخته پای ریاضی درس کلاس در را هشتم پایه آموزان دانش اضطراب چگونه
دادیم. کاهش دیگر موارد

طاهرب فرهاد ،آ، غلامی∗ صادق سید
ایران ، فرهنگیان دانشگاه ، ارومبه رجایی شهید پردیس ، پابه غلوم یار،گروه استاد آآ.

ایران ، فرهنگیان دانشگاه ، ارومبه رجایی شهید پردیس ، خوی) ریاضی دبیر اموز( مهارت ب.

چکیده
درس كلاس و مدرسه عمومي جو در آموزان دانش در اضطراب موارد از بسياري عامل كه است داده نشان ها پژوهش
و استرس مورد در حاضر پژوهش باشد. مي تضعيف قابل ارزشيابي و ارزيابي در تدريس، روش اصلاح با كه است
صدیق شهید آموزشگاه هشتم ریاضی درس کلاس در باشد. می و... تخته پای استرس مانند آموزان دانش اضطراب
پای به را آنها اینکه از کلاس این آموزان دانش اکثر ۹۵ −۹۶ تحصیلی سال در خوی، شهرستان روستاهای از آلمالو
می تفره کار این انجام از گوناگون های بهانه به استرس خاطر به کنند حل را شده خواسته تکالیف تا میکنم صدا تابلو
متخصص افراد تجربيات از استفاده و گوناگون منابع از اطلاعات آوري جمع به مسئله اين با برخورد از پس که رفتند
آنها اضطراب كاهش و بهبود به هايي حل راه ارائه با سپس و داده قرار تحليل و تجزيه مورد را آنها بعد و پرداخته

پرداختم.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

۱ استرس
۲ اضطراب

۳ ریاضی آموزش
2020 MSC:

97B50
97U30
97D80

مقدمه .۱
موفقیت برای پایه ریاضی مهارتهای گردد. جامعه آن صنعتی و علمی های رشته سایر توسعه ساز زمینه تواند می جامعه هر در ریاضیات پیشرفت
است. مدرن جوامع روزمره زندگی تداوم در اساسی فردی مهارتهای مهمترین از یکی ریاضی درواقع و بوده مهم بسیار روزمره زندگی و مدرسه در
میکند. ها داده ترکیب و تجزیه سازماندهی، در راهبردی به مجهز را انسان که است تفکر شیوه یک ریاضیات .(۱۳۹۱ معتمدی و زاده (حسن
میشود تشکیل یادگیری مولد روشهای ترویج و خلاق تفکر مهارت پرورش واقعی، جهان مسائل با رویارویی از یکم و بیست قرن در ریاضیات
شد موجب آموزش در اضطراب تأثیر اهمیت است. اضطراب یادگیری، و آموزش روند در تأثیرگذار و مهم عوامل از یکی هوآ(۲۰۰۷)). )لائوو
اخير، هاي سال در كه است مواردي از آموزان دانش عاطفي و رفتاري اختلالات (۱۳۸۷ سلیمانی، و رکابدار گیرد.( قرار پژوهشگران موردتوجه تا
توجه كه است مهم جهت اين از عاطفي و رفتاري مشکلات اين به ويژه توجه است، گرفته قرار تربيت و تعليم اولياء و دبیران خاص توجه مورد
است. كلاس و مدرسه در تربيتي و آموزشي اهداف به رسيدن جهت در مانعي درسي هاي كلاس در مشکلات اين يافتن گسترش و آن به نكردن
به اضطراب شود. نيز آموزان دانش تحصيلي عملکرد در افت باعث و شوند مشکل دچار درسي كلاس در دبیران شود مي موجب كه اين ضمن
با همراه شديد و حاد مرحله در آن بروز خورد. مي چشم به نوجوانان و آموزان دانش اغلب در خفيف طور به حداقل شايع، مسأله يك عنوان
احساس حواس، تمركز در اشکال بودن، زنگ به گوش و نگراني و تشويش عصبانيت، خوابي، بي قراري، بي دلهره، چون هايي نشانه و علايم
در كابوس پردازي، خيال اندام، گرم و سرد تعريق خون، فشار در اختلال استرس، ها، اندام و چهره رنگ تغيير نفس، تنگي و قلب تپش خستگي،

غلامی صادق ∗سید

طاهر) (فرهاد rgolamie@yahoo.com غلامی)، صادق (سید rgolamie@yahoo.com الکترونیک: پست



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ طاهر فرهاد غلامی، صادق سید ۵۰۴

و ماشيني زندگي ناگوار شرايط امنيت، احساس عدم و عاطفي ارتباطات و مناسبات كاهش معمولا˟ نيز آن بروز علل است. ... و بيداري و خواب
كم ، خانواده اعضاي فقدان ، تحصيلي و شغلي آينده از نگراني ، خانوادگي مشکلات و اختلافات ، مسائل بروز ، آن با همگن ارتباط ايجاد عدم
خويش براي ، زلزله و سيل و جنگ ناگوار حادثه  ، فوت ، بيماري قبيل از احتمالي خطر با مواجه در آمادگي عدم معنوي. و ديني مسائل به توجهي

است. اضطراب با برخورد چگونگي در غلط تربيتي هاي آموزش كسب نحوة ، نزديکان و

اهداف و مساله اهمیتضرورت .۲
از بسیاری دارند. احتیاج آن درک و داشتن به تحصیلی مقاطع تمام در آموزان دانش که است هایی درس ترین مهم از یکی شک بدون ریاضی
این از چنان ریاضی مفاهیم یادگیری در دشواری و والدین فشارهای ، ناموفق تجربه معلم، تدریس شیوه جمله از گوناگون دلایل به آموزان دانش
در دهند. انجام توانند نمی هم را ریاضی اعمال ترین ساده گاهی که دهند می نشان مقاومت خود از و شوند می اضطراب و ترس دچار درس
بهانه با کنند حل را شده خواسته تکالیف تا میکنم صدا تابلو پای به را آنها اینکه از ها بچه اکثر شدم متوجه کلاس در تدریسم اولیهی های هفته
داشتن دوست خواستن اجازه و دست کردن بلند با کلاس در آموزان دانش از تعدادی که حالی در روند. می تفره کار این انجام از گوناگون های
را درس جواب کلاس در آموز دانش سه یا دو فقط که کرد خسته مرا وضعیت این کم کم کنند. حل را تکالیف و آمده تخته پای به آنها جای به
رفتار ی مشاهده با شد. می آموزان دانش سایر خستگی و علاقهگی بی موجب امر این که کردند می آمادگی اعلام تمرین حل برای یا دادند می
بهتر برای و بیابم را رفتارها این بروز علل تا شدم آن بر کنونی ی جامعه در ریاضی درس اهمیت و کلاس در رفتارشان تاثیر به توجه با و آنها
علت بدون دلواپسي مبهم و ناخوشايند احساس يعني اضطراب چیست؟ اضطراب ها: واژه کلید تعریف کنم. طراحی کارهایی راه وضعیت شدن
انسان در ترس مشابه نشانههاي و است دهنده هشدار علامت اضطراب است. همراه خودكار عصبي سيستم از هايي نشانه با اغلب كه مشخص
ميتوانند ترس هم و اضطراب هم طبيعي بطور است. خارجي و مشخص شده شناخته تهديد به انسان واكنش ترس، كه تفاوت اين با ميکند ايجاد
و شديد اضطراب، و ترس چنانچه ولي كنند. ايجاد ما در را مشکلات با شدن روبرو انگيزه و كنند كمك خطر از دوري در ما به و باشند مفيد
احساس نگرانی، چیست؟ نگرانی ميکنند. تلخ كاممان به را زندگي نهايت در و ميدارند باز دهيم انجام ميخواهيم كه آنچه از را ما شوند طولاني
بزنیم منفی های حرف خودمان با مکرراً بسا چه داد. خواهد رخ چیز بدترین اینکه از هاست.نگران ناشناخته از بیم نگرانی است. شدید دغدغه

شویم. آینده رخدادهای نگران اندازه، از بیش است ممکن گیریم. می نظر در را موجود های احتمال بدترین و

اطلاعات آوری جمع .۳
آوری جمع صدد در بدانم را آنها اضطراب علت و شود روشن برایم بود کرده مشغول را فکرم که ای مساله اینکه برای اطلاعات آوری جمع
به قدم اولین در درس: کلاس در آموزان دانش رفتار ی مشاهده . مصاحبه و مشاهده جمله: از آمدم بر مختلف منابع و ها روش از اطلاعات
کلاس در آنها که شدم شود.متوجه آنها اضطراب بروز باعث میتواند عواملی چه ببینم تا پرداختم درس کلاس در آموزان دانش رفتار ی مشاهده
اظهار به آنها کلاس به من ورود از بعد بلافاصله گذشته. درس تمرینات درمورد چه و جدید درس مورد در چه میپردازند، داوری پیش به زود
درس این آیا که میکرند سوال جدید درس مورد در حتی و نفهمیدیم هیچ ما و بود سخت گذشته درس که میداشتند بیان و پرداختند می نظر
که میخواستم آنها از خودم وقتی حتی گاهی و شوند داوطلب کلاس در کار یا و تمرین حل برای نبود نفرحاضر سه دو از غیر به است؟ سخت
دیگری شخص که میخواستند یا کنند حل نتوانند شاید میگفتند بوند زده زل کتابشان در تمرین به که حالی در بیاید تخته پای به تمرین حل برای
حاضر میکردند حل تخته پای تمرین که هم گاهی باشند. داشته بیشتری امادگی تا بیایند بعدی تمرین برای وآنها کنند حل را تمرین آنها جای به
بودند باور این بر آنها داشتم، آموزان دانش با که ای مصاحبه در آموزان دانش با مصاحبه میرفتند. طفره زدن حرف از و نبوند حلش راه توضیح به
کنند حل را تمرینات و بخوانند ریاضی هم با که نشینند می هم کنار گروهی صورت به وقتی که گفتند آنها ندارند. ریاضی درس به ای علاقه که
مرتب کلاس در که میگفتند آنها دارند. درس به نسبت خوشنودی نا ابراز و بوده سخت درس و است زیاد تمرینات که کنند می شکایت مرتب
اضطراب ریاضی درس به نسبت دلایلی به و ندارند دوست را ریاضی که گفتند می همچنین نکنم صدا را آنها ریاضی تمرین برای که میکنند دعا
توجهی آنها رفتارهای به زیاد که داشتند ابراز ها بعضی گذاشتم، میان در همکارهایم با را موضوع که هنگامی دبیران دیگر با مصاحبه دارند.
او هستند. مضطرب کلاس این آموزان دانش اکثر که داشت بیان زبان دبیر کردند. بیان آنها مورد در موضوعاتی همکارانم از بعضی اما نکردند
به را ریاضی دبیری و ریاضی ی رشته آینده در نیست حاضر که اند داشته تاکید بوده آنها آینده شغل از صحبت که ای جلسه در که داشت اظهار
از تعدادی با مصاحبه باشند. موفقی آدم زمینه این در که نمیکنند فکر و آید نمی خوششان ریاضی از که اند گفته و کنند انتخاب شغلشان عنوان
محدودی تعداد با مدرسه در حضوری صحبت به موفق فقط میان این در که پرداختم آموزان دانش والدین با مصاحبه به بعد ی مرحله در والدین
مرتب میشود محول او به ای وظیفه که هنگامی در باطن در اما دارد خونگرم و آرام نا شخصیتی او فرزند که داشت بیان اولیا از شدم.یکی آنها از
به درسی، هر در تمرینهایش انجام هنگام در او فرزند که داشت بیان اولیا از دیگر یکی کند. قبول مسئولیتی که ندارد دوست و است. نگران
او فرزند که معتقدند هم اش خانواده که گفت هم دیگر یکی کند. می تلقین خود به منفی های پیام و میزند نق مرتب ریاضی درس خصوص
بی و علاقگی بی با فرزندش که گفت او است. رسیده باور این به هم خودش خانواده اعضای بقیه مثل دارد ریاضی یادگیری در کمی استعداد
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نمره نکند که است نگران شود، آماده امتحان برای میخواهد که هم هنگامی و نمیگیرد یاد که است معتقد و میپردازد ریاضی یادگیری به حوصلگی
کند تمرکز خوبی به بتواند اینکه بدون باشد داشته همراه همیشه را کتابش و بخوابد نتواند وقت دیر تا شاید شب نشود. موفق و نگیرد خوبی ی
مراجعه بود اضطراب با ارتباط در كه مقالاتي و ها كتاب و متون به آمده بدست اطلاعات تكميل براي : گذشته تحقيقات مطالعات بگیرد. یاد تا
موجب ریاضی اضطراب ؟ چيست ریاضی اضطراب كنم. مي اشاره آموزان دانش مشکل با مرتبط شده مطرح موارد از اي خلاصه به و كردم
ناتواني ریاضی، كلاس از اجتناب با گروه اين شود مي آموزان دانش درگمي سر و نگري منفي ریاضی، عمليات انجام براي ذهني فرايندهاي ضعف
است مادرزادي ریاضی استعداد كه تصور اين روند. مي طفره درس اين يادگيري از فراوان تشويش و اضطراب و ریاضی هاي آزمون انجام در
و نشيني عقب موجب خلاقيت، درس نه است، منطق درس ریاضی درس يا دارند، ریاضی درس در بهتري عملکرد دخترها به نسبت پسرها يا
شركت : است زير مورد چند يا يك به گاهانه آ احساس واكنش ریاضی اضطراب شود. مي ریاضی علم يادگيري از آموزان دانش از برخي مقابله
چنين اين بر علاوه ریاضی. مورد در مبحث يا ریاضی مسئله يك روي بر كردن كار ریاضی، دربارة سخنراني به كردن گوش ریاضی، كلاس در
ها بچه شود مي سبب ریاضی اضطراب آيد. وجود به ها دانشکده و ها دبيرستان و راهنمایی مدارس آموزان دانش بين در است ممکن اضطرابي
توبياس شيلا خ گفته به شود. مي اش روزمره زندگي به ریاضی دادن ارتباط در آموز دانش توانايي از مانع اضطراب اين بترسند ریاضی درس از
منفي تجارب اين و شوند مي محروم شخصي و شغلي فرصتهاي از آن از ترس و ریاضیات در ضعف دليل به بزرگسالان از نفر ها ميليون (۱۹۹۳)
داد مي نشان كه كرد توصيف را ریاضی اضطراب مدل يك (۱۹۹۸) ( كاستيلم ) و ( بارودي ) است. همراه آنها از بسياري با زندگي طول در
عقايد تقويت سبب آن مدت طولاني مضرات كه است رفتاری اضطراب، اين نتيجه و شود اضطراب به منجر تواند مي غيرمنطقي عقايد چگونه
گردد. مي تشديد پيوسته طور به آموزان دانش منطقي غير عقايد و اضطراب جديد، تكنيك گونه هر از دور به چرخه اين در گردد. مي منطقي غير
ریاضی يادگيري هنگام به آموز دانش پيشين منفي تجربه علت به اغلب ریاضی اضطراب ؟ يابد مي افزايش آموزان دانش ریاضی اضطراب چگونه
افزايش ریاضی درباره شان شخصي هاي ديدگاه تحميل با را آموز دانش اضطراب سطح والدين و دبیران گردد. مي تشديد خانه يا كلاس در
شده داده ياد آموز دانش به سنتي روشهاي در ميگردد. ریاضی درك عدم سبب نهايتاً و ميشود منتقل آينده ذهنيات به منفي تجربه هرگونه ميدهند.
سطح افزايش موجب زيادي حدود تا موضوع اين بپردازند. آنها حفظ به تنها مسائل، روي بر كار و ریاضی مهارتهاي درك و فهم بدون كه است
وجود ریاضی سنتي كلاسهای در كار شيوة سه كه داشت اظهار چنين (۱۹۹۹) فيليپس كارتين ماريلين ميگردد. آموز دانش در ریاضی اضطراب
هاي روش كه ميدهد نشان او زماني محدوديت و عمومي ارائه تحميلي، قدرت شود: مي آموزان دانش از بسياري در زياد اضطراب سبب كه دارد
گفتگو و بحث و بوده محور آموز دانش درس، كلاس آنها در كه باشد خاصي شيوههاي روي بر بيشتري تأكيد و شوند ارزيابي دوباره بايد تدريس

باشد. كمتر سخنراني و بيشتر

: ها داده تفسير و تحليل تجزيه .۴
بندي دسته زير شرح به را موز آ دانش اضطراب ايجاد در مؤثر عوامل توانستم متخصص افراد با گفتگو و آمده دست به اطلاعات بندي جمع با
مدرسه و درس از آنها اضطراب در والدين نقش كه است بديهي : والدين فشارهاي −۱ محيطي عوامل الف) : پردازم مي آنها توضيح به كه كنم
به را خود نگرشي و احساس اين بودهاند كند و ضعيف ریاضی درس در خود كه مادرهايي و پدر از است.گروهي انكار قابل غير و مؤثر بسيار
شيوه −۲ ميکنند. اضطراب و ترس دچار را آنها فرزندانشان توان از خارج توقعات و فشارها با نيز ديگر گروهي يا ميکنند منتقل نيز فرزندانشان
و استعداد ميزان و آموزان دانش رواني – ذهني موقعيت گرفتن نظر در بدون اول متوسطه مقطع دبیران و آموزگاران از گروهي : دبير آموزش
به موفق آموز دانش چون موارد گونه اين در است. خارج كلاس شاگردان بيشتر عهده از كه ميکنند طرح كردن حل براي مسائلي آنان تواناييهاي
مواردي در : ریاضی كتابهاي محتوي −۳ ميشود. بدبين خود استعداد و عملکرد به نسبت و ميکند ناتواني و بيکفايتي احساس نميشود، مسائل حل
دانش سردرگمي و گيجي موجب و كند مي جلوه سخت ریاضی مفاهيم يادگيري كه است گونهاي به ریاضی درسهاي ترتيب و كتاب محتوي نيز
بدبيني موجب همگي قبلي، سختگير و جدي آموزگاران ذهني زمينههاي پيش ریاضی درس از پايين هاي نمره : منفي تجارب −۴ شود. مي آموز
و كردن حل مسأله : گويي پاسخ در سرعت بر تأكيد (۱ ریاضی آموزش اشتباه هاي شيوه ب) بود. شده ریاضی درس به نسبت آموزان دانش
مي باعث سريع كردن حل براي آموزان دانش بر كردن وارد فشار پس دارد. دبیر پرسش و مسأله درك به نياز ریاضی درس سؤالات به دادن پاسخ
كاربرد از درست درك نداشتن (۲ شود. وارد است، كندتر آموزان دانش ديگر به نسبت كه آموزی دانش در سردرگمي و ناكامي احساس تا شود
درس اين به نسبت او علاقه عدم باعث بنابراين شناسد نمي خوبي به روزمره زندگي در را ریاضی از استفاده موارد آموز دانش : زندگي در ریاضی
پایینی نفس به اعتماد از ها همکلاسی ویا والدین تربیت نحوه علت به آموز دانش شاید : نفس به اعتماد كاهش (۱ فردي عوامل پ) است. شده
شد خواهد سبب منفی افکار این ادامه در که شود می منفی افکار ایجاد به منجر و دارد خود از ضعیفی تصویر فرد این درنتیجه که است برخوردار
مي فكر زيرا هراسند مي سياه تخته پاي كردن اشتباه از آموزان دانش : كمبود و ضعف احساس (۲ بردارد. زندگی در تلاش از دست راحتی به که
روانی ل اختلا ترین شایع عنوان به اضطراب علمی های یافته كنند. حل اشتباه را سؤالي هرگاه گيرند مي قرار دوستانشان تمسخر موجب كه كنند
آشکار اضطراب شیوع و گرفت قرار مطالعه مورد روانی مت سلا و یادگیری در ل اختلا و اجتماعی های ناسازگاری بروز در مهمی عامل و موجود
خانوادگی و تحصیلی فردی، مختلف عوامل اثر مطالعه این در دهد. می نشان را تحصیلی وضعیت بر اضطراب تاثیر بر موثر عوامل و پنهان و
از خارج در مادر اشتغال پدر، شغل نوع اشتغال، ناتوانی، و بیماری تحصیلی، پایه سن، از: بودند عبارت که گردیده بررسی اضطراب ایجاد در
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دینی، فرائض انجام خانواده، در ناتوانی یا بیماری گذشته، سال یک در خواهر یا برادر مرگ مادر، یا پدر فقدان مادر، یا پدر تحصیلات میزان منزل،
قرن تا گردیده سبب خانوادگی های ارزش و مذهب به نسبت توجهی بی و تغییرات سرعت امروزی، تمدن جاری پیچیدگی تحصیلی. وضعیت
مطالعه یک در که طوری به است. سنی های گروه تمامی در موجود روانی ل اختلا ترین شایع اضطراب نهادند. نام اضطراب قرن را، بیستم
اجتماعی، متعدد عوامل اضطراب پیدایش در است. بوده درصد ۴۱ کلینیک به کننده مراجعه جوانان در پنهان و آشکار اضطراب شیوع شده انجام
۱۶ سنی اوج (با نوجوانی سنین در را خود یم علا و شده همراه ژنتیک ای زمینه استعداد با محیطی سازهای زمینه عنوان به خانوادگی و فرهنگی

سازد. می آشکار تدریج به سال)
سازی فعال و برانگیختگی خودخوری، ناآرامی، آینده، از بیم تنش، احساس درخصوص مطالعه مورد افراد احساس بیانگر آشکار: اضطراب الف)

است. پاراسمپاتیک) و (سمپاتیک خودمختار سیستم
داشتن آمادگی در افراد بین طریق آن از که کند می اشاره اضطراب به ابتلا به بودن مستعد در ثابتی نسبتا فردی های تفاوت به پنهان: ب)اضطراب
بالا شدت با هایی موقعیت چنین به پاسخ و شود می گذاشته تمایز تهدیدکننده های موقعیت یا خطر تجربه مثل پراضطرابی های موقعیت ادراک

است. همراه آشکار اضطراب های العمل عکس ی
استرس های نشانه −۱

تپش درد، احساس اضطراب، یا (گرفتگی است. متفاوت افراد در آن یم علا نوع و آورد وجود به را زیر های نشانه از بعضی تواند می استرس
و...) خواب ت مشکلا بدن، تعرق قلب،

و...) قراری بی ناپایدار، خلق حوصلگی، (بی روانی: و روحی های نشانه
و...) تمرکز نداشتن سر، پوست کندن یا سر موی با بازی (پرخاشگری، رفتاری: های نشانه

و...) مکرر اشتباهات جویی، بهانه ذهن، شلوغی یا (گیجی فکری: های نشانه
روانشناختی های نظریه −۲

گونه این توان می ها وفوبی ها وسواس مقاله از اضطراب مورد در را فروید زیگموند های نظریه تدریجی تکامل روانکاوی: های الف)نظریه
سطح اگر دهد. می خبر تخلیه و گاهانه آ تظاهر برای نامقبول سائق فشار از که کند می معرفی ایگو برای هشداری را اضطراب فروید که دریافت

کند. خودنمایی هراس حمله شدت با است ممکن برود، است زم لا هشدار عنوان به آنچه از تر بالا اضطراب
رفتاری، های نظریه طبق است. آورده وجود به را اضطرابی اختلالات های درمان موثرترین از بعضی اضطراب یادگیری با رفتاری: های نظریه ب)
اضطراب محرک با مکرر رویارویی طریق از زدایی حساسیت نوعی با معمولا درمان و است خاص محیطی مقابل در شرطی واکنش یک اضطراب

میآید. عمل به شناختی درمانی روان های روش با همراه انگیز،
شناسایی قابل محرک آنها در که است آورده وجود به منتشر اضطراب ل اختلا برای هایی مدل اضطراب وجودی های نظریه وجودی: نظریه ج)
مرگ پذیرش از حتی است ممکن که گردد می گاه آ خود زندگی در عمیق پوچی از شخص و ندارد وجود مزمن اضطراب احساس برای خاصی
یک در و اضطرابی اختلالات انواع نظر از جوانی و نوجوانی سنین آید برمی مطالعات از آنچه باشد. دردناکتر او برای نیز خود اجتناب غیرقابل
ویژگی واسطه به سنین این . شود استفاده دبیرستانی آموزان دانش از مطالعه انجام جهت که شد گرفته تصمیم اساس این بر دارند. قرار شیوع
زندگی دوران ترین حساس پذیری مسوولیت عرصه به ورود و اجتماعی تکامل مختلف مراحل طی و بلوغ دوران روانی و زیستی خاص های
شود. مشاهده پنهان و آشکار اضطراب شیوع در توجهی قابل تفاوت شد انجام سال ۱۴ −۱۸ سنی دوره در که مطالعه این شود. می محسوب
اضطراب میزان معدل افزایش با که ترتیب بدین شد مشاهده تفاوتهایی پایین و بالا معدل با آموزان دانش بین اضطرابی اختلالات شیوع نظر از
آموزان دانش سایر به نسبت تری پایین درسی توانایی مضطرب آموزان دانش یعنی دهد نشان را ای سویه دو تاثیر تواند می این که یابد می کاهش
با آموزان دانش که است ذکر به لازم شوند. می مضطرب درسی کارآیی عدم خاطر به دارند تری پایین معدل که آموزانی دانش اینکه یا دارند
در سنی محدوده همین در که حالی در اند داده نشان را اضطراب به ابتلا از بالاتری درصد دبیرستان ابتدایی های سال در (۱۴تا۱۷) متوسط معدل
تغییر دهد. نشان را دبیرستان در جدیدی شرایط به ورود تاثیر بیانگر تواند می نیز مساله این است. شده کاسته اضطرابشان از تر بالا تحصیلی پایه
با که آورد حساب به اضطراب ایجاد در زا استرس عوامل از توان می را یافته غیر به آموزشی های نظام از ناشی فشارهای و آموزشی محیط در
اضطراب با دینی فرائض انجام که این است شده توجه آن به که دیگری مساله شود. می کاسته آن اثر از عادت ایجاد و تحصیلی پایه رفتن بالا
نامناسب شرایط و ناملایمات برابر در فرد پشتیبان عنوان به مذهبی اعتقاد قوی های زمینه که ندارد وجود تردیدی رابطه این در است رابطه در
گاهی و خوانند می نماز گاهی که آموزانی دانش در اضطراب کند. حمایت زندگی زای تنش های کشاکش گرداب در را فرد تواند می زندگی
دهد نشان را اضطراب ایجاد در عقیدتی ثبات عدم تاثیر تواند می مساله این که خوانند نمی نماز اصلا که بود کسانی از بیشتر حتی خوانند نمی
نیز را دانشآموزان روانی و روحی مت سلا باید خود های برنامهریزی در پرورش و آموزش گذاران سیاست است. صادق نیز مساله این عکس و
را زمینه دیگر سوی از و کرده اجتناب آموزشی نظام مکرر و ناگهانی تغییرات تحمل و سو یک از آموزشی سیستم ح اصلا برای و داده قرار مدنظر
آموزان دانش روانی حمایتی های سیستم تقویت و ایجاد با توان می سازند. فراهم آموزان دانش دانشگاهی ت تحصیلا با شغلی آینده تامین برای

پرداخت. مقابله به اضطراب با مدارس در
: موقتي جديد راه انتخاب
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: آمد آميز موفقيت نظرم به زير هاي حل راه مشکل حل براي مصاحبه و شده مشاهده رفتارهاي به توجه با
حالت اين بر شدن مسلط براي تلاش و ریاضی هاي فعاليت عرصه در اضطراب، مقوله ويژه به رواني، فشارهاي و هيجاني هاي پديده شناخت −۱

عملي. راهکارهاي كمك به ها
والدين. و دبیر سوي از ويژه به گوناگون ابعاد در فردي هاي تفاوت با عملي برخورد و توجه −۲

آموز. دانش و دبیر بين متقابل اعتماد ايجاد براي تلاش −۳
ریاضی. به نسبت مثبت نگرش ايجاد براي تلاش −۴

ریاضی. جديد عناوين در شدن وارد هنگام ويژه به فرد عملي مشکلات و كمبودها ترميم و رفع و آموز دانش قبلي دانش شناخت −۵
(امتحان) ریاضی رفتار سنجش متعارف و سنتي هاي شيوه اصلاح −۶

مناسب. آموزشي شيوه انتخاب −۷
ریاضی. تكاليف و مسائل از اي دسته آزاد انتخاب −۸

كار و تلاش از قدرشناسي و تحسين −۹ برانگيز. چالش هم و باشد جذاب هم كه مسائلي انتخاب براي آنان هدايت و فراگيران شدن درگير براي
آموز. دانش

كه كنم اجرا را بود نظرم مد كه هايي حل راه تا كردم سعي آموزان دانش اضطراب كاهش جهت مرحله اين در : آن بر نظارت و حل راه اجراي
ميشود باعث كه اين يکي دارد، حسن دو مصيبت و بلا با علمي برخورد : نويسد مي نو اميدهاي كتاب در راسل : پردازم مي ها آن توضيح به
با اول مرحله در برآيد. آن تسکين وسايل جستجوي در انسان عقل شد خواهد سبب كه اين ديگر بپذيرد، را آن خودش اراده و ميل با شخص
موفقيت از نيمي آن حل به امکان زيرا ببرند، بين از را اضطرابشان توانند مي كه كنند باور تا خواستم آنها از و كردم صحبت آموزان دانش خود
ذهني فرآيندهاي فعال، حافظه ظرفيت شامل تواند مي ها تفاوت اين كه كنم توجه آنها فردي هاي تفاوت به تا كردم سعي بعد مرحله در است.
برخورد آنها با و باشم داشته انتظار آنها از ها تفاوت اين به توجه با و باشد ... و اقتصادي فرهنگي، هاي مؤلفه قبلي، دانش اطلاعات، پردازش و
را آنها تک تک تا كردم سعي كنم ايجاد خودم و آنها بين متقابل اعتماد تا كردم سعي آنها نگراني و افسردگي بردن بين از براي باشم. داشته مناسب
كردم سعي دهد. قرار مدنظر خودش با را خودش هرکس تا خواستم هم آنها از و بسنجم خودش با را هریک پيشرفت و نكنم مقايسه همديگر با
كه است اي گونه به خودمان جامعه جمله از جا همه در اجتماعي هاي تلقين متأسفانه كنم. ايجاد ریاضی درس به نسبت مثبتي نگرش آنها در تا
كردم سعي بنابراين است. آور اضطراب طبعاً هراس اين كه هستند مواجه هراس نوعي با مدرسه ریاضیات آغاز روزهاي نخستين از حتي افراد
تا بشناسانم خودشان به را آنها هاي ظرفيت و ها قابليت تا كردم سعي و دهم قرار توجه مورد را منفي داوريهاي پيش با مبارزه و زدايي وحشت
قبلي درس در را يادگيريشان ميزان جديد درس به ورود از قبل تا كردم سعي مثبت نگرش ايجاد براي شود. ايجاد شان تک تک در مثبتي نگرش
فرد قبلي دانش محتواي از بايد آموزش براي كه است معتقد آزوبل كنم. شروع مناسب سطح از را جديد درس بتوانم تا دهم قرار سنجش مورد
دانش از سنجش و كنم برگزار متعددي امتحانات ترم طول در تا كردم سعي نيستند. يکسان ما آموزان دانش همه واقعاً كه باور اين با كنيم آغاز
دانش ریاضی رفتار دهي شکل در مؤثر اي گونه به تواند مي بيروني عامل مشابه به مناسب آموزشي شيوه اتخاد نگذارم. ترم آخر براي را آموزانم
بيشتر مشاركت زمينه ، سني مناسب روش انتخاب با آموزم دانش روحي و هيجاني حالات به توجه با تا كردم سعي ميان اين در نمايد. عمل آموزان
در هم حدشان در و جذاب تكليف تا كردم سعي تمرينات، حل در آنها نفس به اعتماد عدم به توجه با ميان اين در كنم. فراهم را او مطلوبتر و
تا كردم سعي هم نهايت در شود. تقويت آنها در نفس به اعتماد و خودباوري تا كنم استفاده حلشان براي آنها از تا باشد شده داده تمرينات ميان

شود. ايجاد آن یادگيري و ریاضی به نسبت ذهنش در خوبي خاطرات و ديدگاه تا آورم عمل به تحسين هايشان موفقيت و ها فعاليت از

( شواهد۲ ) اطلاعات گردآوري .۵
ملموس و بهتر نتایج كه اين براي اما بود، شده گرفته كار به هاي روش مثبت تأثير مبين مدرسه .و كلاس در آموزان دانش رفتار و عملکرد چه اگر
آموزان دانش با مصاحبه −۳ دبیران با مصاحبه −۲ آموزآن دانش رفتار مشاهده −۱ : پرداختم اطلاعات گردآوري به زير منابع از كنم پيدا تري
بهبود متوجه كنم مي مقايسه درسم كلاس در شان اوليه رفتارهاي با را آنها رفتارهاي وقتي هستم دبیرشان همچنان من كه ماه چند گذشت از بعد
داوري پيش هيچ نيستند حاضر ديگر پرداختند. مي تدريس زمان در هنگام زود قضاوت به كه گذشته خلاف بر آنها زيرا شوم مي آنها اضطراب
دوستانشان از كمتر تنها نه ریاضیشان استعداد كه كردهاند باور و دارند ايمان خودشان توانايي به دهند. مي يادگيري فرصت خودشان به و كنند
و پردازد مي مطالعه به دوستانشان با بگيريم امتحاني باشد قرار اگر و شوند مي داوطلب تمرينات حل براي باشد. هم بيشتر اي عده از شايد نيست
خصوص به يادگيري براي بيشتري ذوق و دارند بيشتري آرامش كلاس در كه معتقدند دبیرانشان و دوستان گيرند. مي بهتري نتايج قبل به نسبت
دارد. كوشش و تلاش به نياز اما است يادگيري قابل برايشان ریاضی مسائل كه كنند مي بيان هم خودشان و دهند مي نشان خود از ریاضی درس در
آنها رفتار يادآوري با آنها رفتار مشاهده با و كردم آوري جمع مجدداً را لازم اطلاعات كه آن از بعد : آن اعتبار تعيين و جديد اقدام تأثير ارزشيابي
مثبتشان رفتار تغییر متوجه که آنها دبیران با صحبت كردم.با مشاهده وضوح به را آنها رفتار تغيير بودم شده آنها ریاضی دبیر من كه سال ابتدای در
که کرد اظهار مادرش و کرده صحبت مورد این در آنها والدین با و است. آمده فائق تقریبا خود اضطراب بر آنها که شدم مطمئن نیز بودند شده
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هم خودشان اكنون داند. می موفق تاحدودی درس این امتحان با مواجهه در را خودش و کرده پیدا بیشتری انگیزه ریاضی درس به نسبت آنها
تدريس به كه اين از قبل كه است خوب چه بنابراين اند. يافته تازه را هايشان توانايي كه دارند قبول و نشينند مي بهتري روحيه با من كلاس در

توانند. مي ها آن كه برسانيم باور اين به را آموزانمان دانش تا كنيم سعي بپردازيم درسي موضوعات

پژوهش روش .۶
شهرستان دولتی نمونه دبیرستان دهم پایه آموز دانش ۳۰ کلیه از عبارت پژوهش آماری جامعه است. روانسنجی مطالعات نوع از حاضر پژوهش
آموزان دانش همه بین (۱۹۷۱) زانک اضطراب پرسشنامه همچنین و (۲۰۰۰) داکر و توماس ریاضی اضطراب و نگرش پرسشنامه بود. خوی
برای سؤالی ۳۰ پرسشنامه این (: ( ⅯAAQ ریاضی اضطراب و نگرش پرسشنامه است: ذیل قرار از حاضر پژوهش ابزار شد. توزیع کلاس
اندازه ریاضی به آنها نگرش همچنین و عملکرد مورد در آموزان دانش شخصی قضاوت پرسشنامه این در شد. تدوین و طراحی آموزان دانش
کتبی محاسبات −۴ ریاضی درس −۳ نوشتاری تکالیف −۲ عملی ۱⁃مقیاس شامل چهارتایی مجموعه ۹ قالب در آزمون این شود. می گیری
شود. می اجرا ریاضی تدریس فهم −۹ امتحانات در عملکرد −۸ سخت ریاضیات −۷ آسان ریاضیات −۶ ریاضی شفاهی محاسبات −۵ ریاضی
به مسلط مترجم یک توسط بنابراین بود شده طراحی انگلیسی زبان به پرسشنامه این ریاضی. اضطراب و نگرش پرسشنامه سازی آماده روش

شد. ویرایش و ترجمه فارسی زبان به روانشناسی، مباحث

گداری نمره نامه پرسش :۱ جدول
زیاد خیلی زیاد متوسط کم کم خیلی

۵ ۴ ۳ ۲ ۱

ریاضی اضطراب و نگرش پرسشنامه سوالات نمونه :۲ جدول
زیاد خیلی زیاد متوسط کم کم خیلی سوال ردیف

هستی؟ راضی مدرسه تکالیف انجام در خودت از چقدر ۱
هستی؟ راضی خودت از چقدر نوشتنی تکالیف انجام در ۲

هستی؟ راضی ریاضی در خودت از چقدر طورکلی به ۳
هستی؟ راضی خودت از چقدر )نوشتنی( کتبی محاسبات در ۴

هستی؟ راضی خودت از چقدر آسان ریاضیات در ۵

خرده مورد در سؤالات از تعدادی همچنین ”علاقه”،و مقیاس خرده مورد در بعدی سوالات ارزیابی” خود ” مقیاس خرده مورد در اول سؤالات
دهند. می قرار سنجش مورد را نگرانی” و اضطراب ”میزان همچنین و ناراحتی” ”میزان مقیاس

مدرس شهید دولتی نمونه دهم،دبیرستان پایه آموزان دانش نامه پرسش در فرگیران مشارکت میزان

فراگیران مشارکت میزان :۳ جدول
مشارکت عدم درصد مشارکت صد در نفر) کننده( شرکت فرگیران تعداد آموزان(نفر) دانش کل تعداد

۰ ۱۰۰ ۳۰ ۳۰

پیشنهادات و گیری نتیجه .۷
به نتایج است. آموزان دانش در تحصیلی افت از جلوگیری هدف با یادگیری موانع رفع و شناسایی دانش، افزایش آموزشی سیستم مهم اهداف از
هستند. بازدارنده عوامل از اضطراب و نگرش و آموزشی موضوع به علاقه عدم خود، از فرد منفی ارزیابی که دهند می نشان ازتحقیقات آمده دست
درون به دقیقتر و بهتر دستیابی برای بنابراین کنند استفاده کلمات از راحتی به خود احساسات و هیجانات بیان برای نمیتوانند افراد دیگر طرف از
توماس ریاضی اضطراب و نگرش پرسشنامه هنجاریابی هدف با حاضر پژوهش رویکرد این با است. نیاز دقیق و جذاب ساده، ابزاری به افراد
پرسشنامه است. معتبر ماده ۳۰ شامل پرسشنامه این شد. انجام خوی شهرستان دولتی نمونه مدرسه دهم پایه آموزان دردانش (۲۰۰۰) وداکر
همچنین گردید. رواسازی و تدوین ریاضی اضطراب و نگرش های پیشینه بررسی با (۲۰۰۰) وداکر توماس توسط ریاضی اضطراب و نگرش
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نمره خاطر به کودک تنبیه −۲ کنند. هماهنگ خود کودکان استعدادهای و علایق با را خود توقعات و انتظارات باید والدین −۱ شود: می پیشنهاد
کرده ایجاد او در تحصیل به نسبت منفی ذهنی زمینه بلکه شد خواهد وی تحصیلی نفس عزت و نفس به اعتماد آوردن پایین باعث تنها نه کم
باید والدین −۳ ورزید. اجتناب تحصیلی مسایل خاطر به وی بدنی تنبیه بویژه کودک تنبیه از لذا شد آموزخواهد دانش شدن مضطرب موجب
استعدادهای و توانائیها با را خود توقعات سطح باید نیز دبیران −۴ کنند. تقویت و تأیید را وآنها بشناسند را خود فرزندان استعدادهای و قوت نقاط
آموزان دانش تنش حالت تا کنند فراهم امتحان جلسه در آموزان دانش برای آرامی و مساعد محیط باید دبیران −۵ . کنند هماهنگ آموزان دانش
داری خود جداً خود همکلاسان و همسالان سایر با آموزان دانش مقایسه از باید والدین و دبیران −۶ یابد. کاهش وی اضطراب و برود بین از
نوع ، گذاری نمره نحوه ، اهداف ، آموزان دانش از خود انتظارات باید دبیران −۷ شود. جلوگیری اضطراب و حقارت احساس ایجاد از تا کنند
آموز دانش تا کنند مشخص را باشد) نی قوه امتحان اصطلاحاً باشد ترم نیم اگر ) پایانی امتحان در مختلف امتحانات تأثیر و ( تشریحی ، (تستی
ریزی برنامه و مطالعه صحیح های روش الامکان حتی دبیران و مدارس مشاوران −۸ ببیند. تدارک مناسبی مطالعاتی ریزی برنامه آن به توجه با
برد. می بالا را تحصیلی بازده شده اضطراب کاهش باعث امتحان برای کافی آمادگی که بداند باید آموز بیاموزند.دانش آموزان دانش به را درسی
ارزشمندی احساس کاهش و اضطراب رفتن باعث ( عکس بر یا و ای گرفته بیست چون هستی خوبی یاپسر دختر تو : شود می فرزندگفته −۹
.آموختن داشت خواهد بیشتری آرامش کند تکیه خداوند به زندگی حساس های موقعیت تمام که بیاموزد آموزی دانش اگر −۱۰ شد. خواهد وی
و شدید های اضطراب داری افراد باید نهایتاً کند. کمک آموز دانش اضطراب کاهش به تواند می آن خواندن و قرآن از کوتاه ای سوره یا دعا

شوند. داده ارجاع تجربه با مشاوران و متخصصان به کننده ناتوان

مراجع
.۱۳۷۵ . اول شماره ، دهم سال ، جهان بهداشت مجله مضطراب، پور، حميد.آتش سيد [۱]
.۱۳۹۶ اصفهان، دانشگاه انتشارات درماني، روان و مشاوره بر اي مقدمه احمدي، احمد. [۲]

.۱۳۷۵ نشرني، انتشارات ، نوجوانان و آموزان دانش در ارزشها بازيابي احمديه، سيما. ملك [۳]
.۱۳۷۵ دهخدا، ،نشر غيرعادي رفتار روانشناسي پروين،بيرجندي، [۴]

رهبری آموزان. دانش مطالعه و یادگیری راهبردهای بهبود بر تدریس الگوهای کارگیری به در معلمان مهارت تأثیر ۱textitمحمدتقی تلاوکی، معتمدی و زاده، حسن رمضان، [۵]
.۷۰ −۴۱ ص ، ۳۰۱۹ شماره ، ۱۳۹۱ بهار آموزشی، مدیریت و

تهران. بعثت، انتشارات ،۱۳۷۳ جمالفر. س فرایندها)،ترجمه و (نظریە ها شخصیت روان شناسی کتاب راس، آلن [۶]
نور. آوای ،،۱۳۷۳انتشارات سرمد، غلامعلی نرجمه ، کودک روان شناسی راجرز، دوروتی، [۷]

. رشد انتشارات ،۱۳۶۸، رواني شناسي آسيب سعيد، ، شاملو [۸]
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داخلی حاصل ضرب فضاهای به مربوط تابعی معادله فازی پایداری
دارابیب بیاض ،آ، خدابنده∗ مینا
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چکیده
در ینسن جمعی تابعی معادله و کوشی جمعی تابعی معادله برای را فازی پایداری مسائل همکارانش و مصلحیان
با شده ساخته تابعی معادله یک هایرز⁃اولام پایداری مقاله، این در دادە  اند. قرار بررسی مورد فازی باناخ فضاهای

می شود. ثابت باناخ فضاهای در داخلی ضرب فضاهای

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

فازی باناخ فضای
داخلی ضرب فضای

هایرز⁃اولام پایداری تعمیم

مقدمه .۱
از بعضی کرد. تعریف فازی برداری توپولوژیک فضای ساختن برای برداری فضای یک روی فازی نرم یک ،[۹] کاتراساس ،۱۹۸۴ سال در
دنبال به ،[۲] سامانتا بک خاص طور به .[۱۵ ،۱۰ ،۷] کردە اند تعریف مختلفی زعم های به برداری فضای یک روی را فازی نرم های ریاضیدانان،
همچنین آن ها دادند. ارائه را باشد میچالک و کراموسیل نوع از مربوط فازی متریک که شیوە  ای چنین از فازی نرم از ایدە ای [۴] مردسون و چنگ
کردند بررسی را نرمدار فضاهای خواص برخی همچنین و کردند اثبات را کریسپ نرم های از خانواده یک به فازی نرم یک از تجزیه قضیه یک

.[۳]
به مثبت نسبی پاسخ اولین هایرز است. گرفته نشات هومئومورفیسم ها گروه پایداری درباره [۱۴] اولام سوال از تابعی معادلات پایداری مسئله
نگاشت های برای [۱۲] راسیاس توسط و جمعی نگاشت های برای [۱] اوکی توسط هایرز قضیه داد. ارائه را باناخ فضاهای برای اولام سوال

ترتیب: بدین شد، داده تعمیم بی کران کوشی تفاضل به توجه با خطی
طوریکه: به باشد باناخ فضاهای میان تابع یک 𝑓 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ کنید فرض (هایرز). ۱ .۱ قضیه
‖𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)‖ ≤ 𝛿

تابع که 𝐴یی ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ دارد وجود 𝑥 ∈ 𝐸۱ هر برای .𝐴 (𝑥) = ⅼiⅿ
𝑥→∞

۲−𝑛𝑓 (۲𝑛𝑥) آنگاه .𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸۱ همه برای و 𝛿 > ۰ بعضی برای
باشد پیوسته 𝑥 ∈ 𝐸۱ هر برای 𝑡 در 𝑓(𝑡𝑥) اگر علاوه به .𝑥 ∈ 𝐸۱ هر برای ‖𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥)‖ ≤ 𝛿 طوری که به است فرد به منحصر جمعی

است. خطی 𝐴 تابع آنگاه
نامساوی در که 𝑓 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ هر برای هرگاه دارد. هایرز⁃اولام پایداری (𝐸۱, 𝐸۲) در 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥)+𝑓 (𝑦) معادله قضیه به توجه با

باشد. کراندار 𝐸۱ روی 𝑓 − 𝑎 که باشد موجود چندان 𝑎 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ جمعی نگاشت کند، صدق ‖𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)‖ ≤ 𝛿
حاصل پایداری آنگاه باشد، بی کران کوشی تفاضل اگر که است صورت بدین ۱۹۷۸ درسال شده ارائه راسیاس توسط هایرز قضیه از تعمیم یک

می کنیم: بیان زیر صورت به کوشی معادله برای را پایداری نوع این که گفت خواهیم هایرز⁃اولام⁃راسیاس پایداری  را

خدابنده ∗مینا
دارابی) (بیاض bdaraby@maragheh.ac.ir خدابنده)، (مینا khodabandehm33@yahoo.com الکترونیک: پست
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که 𝑝 , 𝜃 > ۰ بعضی برای زیر تابعی نامساوی در 𝑓 اگر باشد. باناخ فضاهای بین تابع یک 𝑓 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ کنیم فرض (راسیاس). ۲ .۱ قضیه
کند: صدق ، 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸۱ هر برای و ۰ ≤ 𝑝 < ۱

‖𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦)‖ ≤ 𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯

.𝑥 ∈ 𝐸۱ هر برای طوری که به دارد وجود 𝐴 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ جمعی تابع آنگاه

‖𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥)‖ ≤ ۲𝜃
۲ − ۲𝑝 ‖𝑥‖

𝑝

است. خطی 𝐴 تابع آنگاه باشد، پیوسته 𝑡 در 𝑥 ∈ 𝐸۱ هر برای 𝑓(𝑥) اگر این، بر علاوه
قضیه از کمیت یک است. شده ارائه می نامیم، تابعی معادلات پایداری هایرز⁃اولام تعمیم ما آنچه از توسعه در زیادی نفوذ از [۱۲] راسیاس مقاله

آمد. دست به راسیاس روش در عمومی کنترل تابع یک توسط بی کران کوشی تفاضل جایگزینی با [۸] گاورتا توسط راسیاس
درجه تابع معادله از جواب هر خاص، طور به می نامیم. دوم درجه تابعی معادله را 𝑓 (𝑥 + 𝑦)+𝑓 (𝑥 − 𝑦) = ۲𝑓 (𝑥)+۲𝑓 (𝑦)تابعی معادله
نگاشت های برای [۱۳] اسکوف توسط دوم، درجه معادله برای پایداری مسئله هایرز⁃اولام تعمیم یک می نامیم. دوم درجه نگاشته یک را دوم
دامنه که حالتی در اسکوف قضیه که است داده نشان چولوا [۵] در است. باناخ فضای یک 𝑌 و نرمدار فضای یک 𝑋 که شد ارائه 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌

کرد. ارائه را دوم درجه تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری تعمیم سزرویک [۶] در است برقرار شود، جایگزین آبکی گروه یک توسط 𝑋
اگر فقط و اگر است شده ناشی داخلی ضرب یک وسیله به 𝑉 حقیقی برداری فضای یک روی شده تعریف نرم که کرد اثبات راسیاس [۱۱] در

،۲ مساوی بزرگتر صحیح و ثابت 𝑛های برای

𝑛ቯ ۱
𝑛

𝑛


𝑖=۱

𝑥𝑖ቯ

۲

+
𝑛


𝑖=۱

ቯ𝑥𝑖 −
۱
𝑛

𝑛


𝑗=۱

𝑥𝑗ቯ

۲

=
𝑛


𝑖=۱

‖𝑥𝑖‖
۲

است. برقرار 𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 همه برای
تابعی معادله مقاله، این در

۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (۱)

برای فازی باناخ فضاهای در را (۱) تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری تعمیم ابتدا، در می دهیم. قرار بررسی مورد فازی باناخ فضاهای در را
برای فازی باناخ فضاهای در را (۱) تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری تعمیم نهایت در و می دهیم قرار بررسی مورد است، زوج 𝑓 تابع که حالتی

می دهیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد است، فرد 𝑓 تابع که حالتی

اولیه مفاهیم .۲
هر برای اگر می شود نامیده 𝑋 روی فازی فرم یک 𝑁 ∶ 𝑋 ×ℝ → [۰, ۱] تابع یک باشد حقیقی برداری فضای یک 𝑋 کنید فرض .۱ .۲ تعریف

،𝑠, 𝑡 ∈ ℝ هر و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
هر برای (۱

𝑁 (𝑥, 𝑡) = ۰ , 𝑡 ≤ ۰. (۲)

هر برای اگر فقط و اگر 𝑥 = ۰ (۲
𝑁 (𝑥, 𝑡) = ۱ , 𝑡 > ۰. (۳)

،𝐶 ≠ ۰ اگر (۳

𝑁 (𝐶𝑥, 𝑡) = 𝑁 ቆ𝑥, 𝑡
|𝐶|ቇ . (۴)
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(۴
𝑁 (𝑥 + 𝑦, 𝑠 + 𝑡) ≥ ⅿin {𝑁 (𝑥, 𝑠) , 𝑁 (𝑦, 𝑡)} (۵)

و است ℝ از صعودی تابع یک 𝑁 (𝑥, ۰) , 𝑥 ∈ 𝑋 هر ازای به (۵
ⅼiⅿ
𝑥→∞

𝑁 (𝑥, 𝑡) = ۱. (۶)

است. پیوست ℝ روی 𝑁 (𝑥, ۰) , 𝑥 ≠ ۰ برای (۶
می نامیم. فازی نرمدار برداری فضای یک را (𝑋, 𝑁) زوج

زیرا: است، 𝑁 (𝑥, 𝑡) ≥ 𝑁 (۰, 𝑠) آنگاه باشد ،𝑠 < 𝑡 اگر که می شود نتیجه (۵) و (۳) روابط از
𝑁 (𝑥, 𝑡) = N (𝑥, 𝑡 + 𝑠 − 𝑠) ≥ ⅿin {𝑁 (𝑥, 𝑠) , 𝑁 (۰, 𝑡 − 𝑠)} = ⅿin {𝑁 (𝑥, 𝑠) , ۱} = 𝑁 (𝑥, 𝑠)

آنگاه: باشد خطی نرمدار فضای یک (𝑋, ‖ . ‖) کنید فرض .۲ .۲ مثال

𝑁 (𝑥, 𝑡) = ൝
𝑡

𝑡+‖𝑥‖ 𝑡 > ۰ , 𝑥 ∈ 𝑋
۰ 𝑡 ≤ ۰ , 𝑥 ∈ 𝑋

است. 𝑋 روی فازی نرم یک
آنگاه: باشد، خطی نرمدار فضای یک (𝑋, ‖ . ‖) کنید فرض .۳ .۲ مثال

𝑁 (𝑥, 𝑡) = ቐ
۰ 𝑡 ≤ ۰
𝑡

‖𝑥‖ ۰ < 𝑡 ≤ ‖𝑥‖
۱ 𝑡 > ‖𝑥‖

است. 𝑋 روی فازی نرم یک
برای طوریکه به باشد موجود 𝑥 ∈ 𝑋 اگر گوییم همگرا را 𝑋 در {𝑥𝑛} دنباله یک باشد فازی نرمدار فضای یک (𝑋, 𝑁) کنیم فرض .۴ .۲ تعریف

می دهند. نمایش 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑥→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 نماد با را آن و می گویند دنباله حد را 𝑋 صورت این در ⅼiⅿ
𝑥→∞

𝑁 (𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑡) = ۱ , 𝑡 > ۰ هر
𝑛۰ ∈ 𝑁 یک 𝜀 > ۰ , 𝑡 > ۰ هر برای اگر است کوشی 𝑋 در {𝑥𝑛} دنباله یک باشد. فازی نرمدار فضای یک (𝑋, 𝑁) کنید فرض .۵ .۲ تعریف

.𝑁 ൫𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛 , 𝑡൯ > ۱ − 𝜀 باشیم داشته 𝑝 > ۰ هر و 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای طوری که به باشد موجود
می شود. نامیده فازی باناخ فضای فازی، نرمدار برداری فضای و می گوییم کامل را فازی نرم آنگاه باشد، همگرا کوشی دنباله هر اگر .۶ .۲ گزاره
همگرا {𝑥𝑛} دنباله هر برای اگر است پیوسته 𝑥۰ ∈ 𝑋 نقطه در 𝑌 و 𝑋 فازی نرمدار برداری فضاهای بین 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت .۷ .۲ تعریف
پیوسته 𝑋 روی 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 گوییم باشد، پیوسته 𝑥 ∈ 𝑋 هر در 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 اگر باشد. همگرا 𝑓 (𝑥۰) به {𝑓 (𝑥𝑛)} دنباله آنگاه ،𝑋 در 𝑥۰ به

شود.) رجوع [۳] مرجع (به است.
یک از مقداری معادله یک اغلب، می کند. مشخص ضمنی فرم به را تابع یک که است معادلە ای هر تابعی معادله یک ریاضیات، در .۸ .۲ تعریف

شود. مشخص تابعی مقالات انواع گرفتن نظر در با می تواند تابع خواص می کند. مرتبط دیگر نقاط در مقادیرش با نقاط بعضی در را تابع
دارند: کاربرد مقاله این در که می پردازیم مورد چند تعریف به اینجا در دارند، مختلفی انواع تابعی معادلات

جمعی) یا کوشی تابعی (معادله 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) (۱ .۹ .۲ مثال
الاضلاع) متوازی قانون یا دوم درجه (معادله 𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (𝑥 − 𝑦) = ۲𝑓 (𝑥) + ۲𝑓 (𝑦) (۲

ینسن) تابعی (معادله 𝑓 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ = 𝑓(𝑥)+𝑓(𝑦)
۲ (۳

ینسن) دوم درجه تابعی (معادله ۲𝑓 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ + ۲𝑓 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (۴
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نامساوی در 𝑓 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ تابع یک اگر باشند. باناخ فضای و نرمدار فضای به ترتیب، به 𝐸۱, 𝐸۲ کنید فرض (سنررویک). ۱۰ .۲ قضیه
‖𝑓 (𝑥 + 𝑦) + 𝑓 (𝑥 − 𝑦) − ۲𝑓 (𝑥) − ۲𝑓 (𝑦)‖ ≤ 𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯

برای که طوری به دارد وجود 𝑄 ∶ 𝐸۱ → 𝐸۲ فرد به منحصر دوم درجه تابع یک آنگاه کند، صدق 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸۱ , 𝑝 > ۲ , 𝜃 ≥ ۰ بعضی برای
داریم: 𝑥 ∈ 𝐸۱ هر

‖𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥)‖ ≤ ۲
۲𝑝 − ۴𝜃‖𝑥‖

𝑝

است. فازی باناخ فضای یک (𝑋, 𝑌) و برداری فضای یک 𝑋 می کنیم فرض مقاله، این سرتاسر در نکته:

زوج حالت در :(۱) تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری تعمیم .۳
باناخ فضاهای در تابع بودن زوج حالت در را (۱) تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری به مربوط قضایای و گرفته کمک لم یک از بخش این در

می کنیم. اثبات فازی
نگاشت اگر تنها و اگر می کند، صدق (۱) رابطه در 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 زوج نگاشت باشند حقیقی برداری فضاهای 𝑊 , 𝑉 کنید فرض .۱ .۳ لم

رابطه 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای دیگر عبارت به باشد، ینسن دوم درجه 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊

۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + ۲𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)

باشد. برقرار
از بنابراین .𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑉 هر برای است، زوج 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 چون کند صدق (۱) رابطه در 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 کنید فرض برهان:

که می گیریم نتیجه (۱) رابطه
۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦

۲ ൰ + ۲𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)

است. برقرار 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای
𝑓 (−𝑥) = هر برای است. زوج 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 چون باشد. ینسن دوم درجه 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 که کنیم فرض عکس، اثبات برای حال

داریم: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑉

۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ = ۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦

۲ ൰ + ۲𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)

است. تمام اثبات و
رابطه در طوری که به باشد تابع یک 𝜑 ∶ 𝑋۲ → [۰, ∞) کنید فرض .۲ .۳ قضیه

�̃� (𝑥, ۰) ∶ =
∞


𝑛=۱

۴−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < ∞

𝑋 × 𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به 𝑓(۰) = ۰ که باشد زوج نگاشته 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین کند. صدق 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای
باشیم: داشته

ⅼiⅿ
𝑛→∞

൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ = ۱ (۷)

برای اگر که می کنیم تعریف طوری را 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت دارد. وجود 𝑄 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑥+𝑛→∞

𝑓(۲𝑛𝑥)
۴𝑛 , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه

باشیم: داشته ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰ بعضی

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ 𝛼, (۸)



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ دارابی بیاض خدابنده، مینا ۵۱۴

داریم: ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼. (۹)

داریم: 𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به است فردی به منحصر نگاشت 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت این، بر علاوه
ⅼiⅿ
𝑥→∞

𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) = ۱
داشته 𝑡 ≥ 𝑡۰ , 𝑡 ∈ ℝ هر برای که طوری به کرد پیدا 𝑡۰هایی ∈ ℝ > ۰ می توان  (۷) رابطه از استفاده با مفروض، 𝜀 > ۰ یک برای اثبات:

باشیم:

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ ۱ − 𝜀 (۱۰)
می دهیم: نشان 𝑛 ∈ ℕ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر و 𝑡 ≥ 𝑡۰ هر برای 𝑛 روی استقرار به

𝑁ቌ۴𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲𝑛𝑥) , 𝑡
𝑛


𝑘=۱

۴𝑛−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۱۱)

می دهیم: قرار 𝑦 = ۰ ،(۱۰) رابطه در

⇒ 𝑁൬۲𝑓 ൬𝑥۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥۲ ൰ + 𝑓 ൬−𝑥۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۰) , 𝑡𝜑 (𝑥, ۰)൰ ≥ ۱ − 𝜀.

داشت: خواهیم 𝑓 (۰) = ۰ اینکه از و 𝑓 ቀ𝑥۲ ቁ = 𝑓 ቀ−𝑥
۲ ቁ نتیجه در ،𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥) داریم 𝑓 تابع بودن زوج به بنا

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥۲ ൰ + 𝑓 ൬−𝑥۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) , 𝑡𝜑 (𝑥, ۰)൰ = 𝑁 ൬۴𝑓 ൬𝑥۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) , 𝑡𝜑 (𝑥, ۰)൰ ≥ ۱ − 𝜀.

داریم: 𝑡 ≥ 𝑡۰ هر و 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای 𝑥 = ۲𝑥۱ جایگذاری با

𝑁 ൬۴𝑓 ൬۲𝑥۱
۲ ൰ − 𝑓 (۲𝑥۱) , 𝑡𝜑 (۲𝑥۱, ۰)൰ = 𝑁 (۴𝑓 (𝑥۱) − 𝑓 (۲𝑥۱) , 𝑡𝜑 (۲𝑥۱, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀.

است. برقرار 𝑛 = ۱ برای (۱۱) رابطه بنابراین
می کنیم: ثابت برای آنگاه باشد برقرار 𝑛 ∈ ℕ برای (۱۱) رابطه که کنیم فرض

𝑁ቌ۴𝑛+۱𝑓 (𝑥) − 𝑓 ൫۲𝑛+۱𝑥൯ , 𝑡
𝑛+۱

𝑘=۱

۴𝑛−𝑘+۱𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۱۲)

داریم: (۱۲) نامساوی چپ سمت در ۴𝑓 (۲𝑛𝑥) کردن کم و اضافه با حال

𝑁ቆ۴𝑛+۱𝑓 (𝑥) − 𝑓 ൫۲𝑛+۱𝑥൯ + ۴𝑓 (۲𝑛𝑥) , 𝑡
𝑛+۱
∑
𝑘=۱

۴𝑛+۱−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቇ
≥ ⅿin ቊ𝑁 ቆ۴𝑛+۱𝑓 (𝑥) − ۴𝑓 (۲𝑛𝑥) , 𝑡۰

𝑛
∑
𝑘=۱

۴𝑛−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቇ , 𝑁 ቆ۴𝑓 (۲𝑛𝑥) − 𝑓 ൫۲𝑛+۱𝑥൯ , 𝑡۰
𝑛
∑
𝑘=۱

۴𝑛−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቇቋ
≥ ⅿin {۱ − ۴ , ۱ − ۴} = ۱ − 𝜀.

می کنیم. جایگزین ۲𝑛𝑥 , 𝑝 با (۱۱) رابطه در را 𝑥, 𝑛 ترتیب به و می دهیم قرار 𝑡 = 𝑡۰ ،(۱۱) نامساوی در شد. برقرار (۱۱) مساوی بنابراین،
داشت: خواهیم 𝑝 > ۰ و صفر مساوی بزرگتر صحیح 𝑛 هر برای نتیجه در

𝑁ቌ𝑓
(۲𝑛𝑥)
۴𝑛 − 𝑓 (۲𝑛+𝑝𝑥)

۴𝑛+𝑝 , 𝑡۰
۴𝑛+𝑝

𝑝


𝑘=۱

۴𝑝−𝑘𝜑 ൫۲𝑛+𝑘𝑥, ۰൯ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۱۳)
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رابطه از

�̃� (𝑥, ۰) ∶=
∞


𝑘=۱

۴−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < ∞ (۱۴)

زیر: تساوی و
𝑛


𝑘=۱

۴−𝑛−𝑘𝜑 ൫۲𝑛+𝑘𝑥, ۰൯ =
𝑛+𝑝


𝑘=𝑛+۱

۴−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯

هر برای طوری که به است موجود 𝑛۰ ∈ ℕ یک مفروض، 𝛿 > ۰ برای ،𝜀 = 𝛿
𝑡۰

فرض با است. همگرا فوق سری که می شود نتیجه
داریم: 𝑝 > ۰ , 𝑛 ≥ 𝑛۰

𝑡۰
۴𝑛+𝑝

𝑝


𝑘=۱

۴𝑝−𝑘𝜑 ൫۲𝑛+𝑘𝑥, ۰൯ < 𝛿. (۱۵)

می گیریم: نتیجه 𝑝 > ۰ , 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای ،𝑁 فازی نرم بودن صعودی به توجه با و (۱۵) و (۱۳) روابط از استفاده با حال

𝑁 ൬𝑓(۲
𝑛𝑥)

۴𝑛 − 𝑓൫۲𝑛+𝑝𝑥൯
۴𝑛+𝑝 , 𝛿൰ ≥ 𝑁 ቆ𝑓(۲𝑛𝑥)

۴𝑛 − 𝑓൫۲𝑛+𝑝𝑥൯
۴𝑛+𝑝 , 𝑡۰

۴𝑛+𝑝
𝑝
∑
𝑘=۱

۴𝑝−𝑘𝜑 ൫۲𝑛+𝑘𝑥, ۰൯ቇ ≥ ۱ − 𝜀

⇒ 𝑁 ൬𝑓(۲
𝑛𝑥)

۴𝑛 − 𝑓൫۲𝑛+𝑝𝑥൯
۴𝑛+𝑝 , 𝛿൰ ≥ ۱ − 𝜀

می توانیم بنابراین همگراست، 𝑄 (𝑥) ∈ 𝑌 به ቄ𝑓(۲𝑛𝑥)۴𝑛 ቅ دنباله است، فازی باناخ فضای یک 𝑌 چون است. کوشی 𝑌 در ቄ𝑓(۲𝑛𝑥)۴𝑛 ቅ دنباله بنابراین
صورت به را 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت یک

𝑄 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑓 (۲𝑛𝑥)
۴𝑛

:𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑡 > ۰ هر برای دیگر عبارت به کرد، تعریف
است. زوج 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 که است واضح

طوریکه به دارد وجود 𝑛۱ > 𝑛۰ یک ⅼiⅿ
𝑛→∞

۴−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) = ۰ چون .۰ < 𝜀 < ۱ , 𝑡 > ۰ ثابت ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 کنید فرض
داریم: 𝜀 = 𝑡

۵𝑡۰
فرض با می شود). برداشته قدرمطلق است، مثبت تابعی 𝜑 ∶ 𝑋۲ → [۰, ∞) (چون .۴−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < 𝜀

۴−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < 𝑡
۵𝑡۰

⇒ 𝑡۰𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < ۴𝑛 𝑡۵ (۱۶)

داریم: 𝑛 ≥ 𝑛۱ هر برای لذا

𝑁 ቀ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ + ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) , 𝑡ቁ ≥ ⅿin{𝑁 ቆ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ − ۲𝑓ቀ۲𝑛ቀ 𝑥+𝑦۲ ቁቁ
۴𝑛 , 𝑡

۵ቇ

, 𝑁 ቆ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − ۲𝑓ቀ۲𝑛ቀ 𝑥−𝑦۲ ቁቁ
۴𝑛 , 𝑡

۵ቇ , 𝑁 ቀ𝑄 (𝑥) − 𝑓(۲𝑛𝑥)
۴𝑛 , 𝑡

۵ቁ , 𝑁 ቀ𝑄 (𝑦) − 𝑓(۲𝑛𝑦)
۴𝑛 , 𝑡

۵ቁ

, 𝑁 ቆ ۲𝑓ቀ۲𝑛ቀ 𝑥+𝑦۲ ቁቁ
۴𝑛 + ۲𝑓ቀ۲𝑛ቀ 𝑥−𝑦۲ ቁቁ

۴𝑛 − 𝑓(۲𝑛𝑥)
۴𝑛 − 𝑓(۲𝑛𝑦)

۴𝑛 , 𝑡
۵ቇ},

بودن صعودی ،𝑡۰𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < ۴𝑛 𝑡
۵ به توجه با بعدی جمله مورد در و ،𝑛 → ∞ که وقتی می کند میل یک به بالا راست طرف جمله چهار

داریم: ۱ .۳ لم و فازی نرم

𝑁 ൬۲𝑓 ൬۲𝑛 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰൰ + ۲𝑓 ൬۲𝑛 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰൰ − 𝑓 (۲𝑛𝑥) − 𝑓 (۲𝑛𝑦) , ۴𝑛 𝑡۵൰ ≥ ۱ − 𝜀
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داشت: خواهیم ،𝑡 > ۰ هر برای نتیجه در

𝑁 ൬۲𝑄 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + ۲𝑄 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) , 𝑡൰ ≥ ⅿin {۱, ۱, ۱, ۱, ۱ − 𝜀} = ۱ − 𝜀

هر برای ۱ .۲ تعریف دوم خاصیت از استفاده با ،𝑁 ቀ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ + ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) , 𝑡ቁ = ۱ , 𝑡 > ۰ هر برای چون
داریم: 𝑥 ∈ 𝑋

۲𝑄 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + ۲𝑄 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) = ۰
است. ینسن دوم درجه 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت لذا

می کنیم: تعریف 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای باشد برقرار (۸) رابطه 𝛼 و مثبت 𝛿 بعضی برای کنید فرض حال

𝜑𝑛 (𝑥, ۰) ∶=
𝑛


𝑘=۱

۴−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ (۱۷)

که: گرفت نتیجه مثبت و صحیح 𝑛 هر برای می توان 𝑥 ∈ 𝑋 کنیم فرض

𝑁ቌ۴𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲𝑛𝑥) , 𝛿
𝑛


𝑘=۱

۴𝑛−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቍ ≥ 𝛼 (۱۸)

داریم: ⅼiⅿ
𝑛→∞

ቀ𝑓(۲
𝑛𝑥)

۴𝑛 − 𝑄 (𝑥) , 𝑡ቁ = ۱ که حقیقت این و ۰ < 𝛼 < ۱ هر ازای به ،𝑡 > ۰ فرض با رابطه در

𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿𝜑𝑛 (𝑥, ۰) + 𝑡)
≥ ⅿin ቄ𝑁 ቀ𝑓 (𝑥) − 𝑓(۲𝑛𝑥)

۴𝑛 , 𝛿𝜑𝑛 (𝑥, ۰)ቁ , 𝑁 ቀ𝑓(۲
𝑛𝑥)

۴𝑛 − 𝑄 (𝑥) , 𝑡ቁቅ

= ⅿin ቊ𝑁 ቆ۴𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲𝑛𝑥) , 𝛿 𝑛
∑
𝑘=۱

۴𝑛−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቇ , 𝑁 ቀ𝑓(۲
𝑛𝑥)

۴𝑛 − 𝑄 (𝑥) , 𝑡ቁቋ ≥ ⅿin {𝛼 , ۱} = 𝛼.

که: می کنیم مشاهده بزرگ کافی اندازه به 𝑛 ∈ ℕ برای
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿𝜑𝑛 (𝑥, ۰) + 𝑡) ≥ 𝛼.

که: می بینیم 𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۰) تابع پیوستگی به توجه با
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰) + 𝑡) ≥ 𝛼.

که: می گیریم نتیجه 𝑡 → ۰ فرض با
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼.

در که باشد دیگری جمعی نگاشت یک 𝐴 کنیم فرض که است فردی به منحصر ادعای می ماند باقی اثبات برای که چیزی تنها اثبات، پایان برای
پیدا 𝑡۰هایی > ۰ می توان 𝑄 , 𝐴 برای (۹) رابطه از استفاده با باشند. مفروض 𝜀 > ۰ , 𝛽 > ۰ کنیم فرض می کند. صدق (۹) و (۱) روابط

باشیم: داشته 𝑡 ≥ 𝑡۰ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای طوری که به کرد
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀 , 𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀

باشیم: داشته 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای طوریکه می کنیم پیدا را صحیحی 𝑛۰ و 𝑥ای ∈ 𝑋 ثابت

𝑡۰
∞


𝑘=𝑛

۴−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ < 𝛽
۲
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چون
∞


𝑘=𝑛

۴−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ = ۱
۴𝑛

∞


𝑘=𝑛

۴−(𝑘−𝑛)𝜑 ൫۲𝑘−𝑛 (۲𝑛𝑥) , ۰൯ = ۱
۴𝑛

∞


𝑚=۰

۴−𝑚𝜑 ൫۲𝑘𝑚 (۲𝑛𝑥) , ۰൯ = ۱
۴𝑛 �̃� (۲

𝑛𝑥, ۰)

داریم: 𝐴 (𝑟𝑥) = 𝑟۲𝐴 (𝑥) و 𝑄 (𝑟𝑥) = 𝑟۲𝑄 (𝑥) که نکته این به توجه با

𝑁 (𝑄 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛽) = 𝑁 ቀ𝑄 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) − 𝑓(۲𝑛𝑥)
۴𝑛 + 𝑓(۲𝑛𝑥)

۴𝑛 , 𝛽
۲ +

𝛽
۲ ቁ

≥ ⅿin ቊ𝑁 ቆ𝑓 (۲𝑛𝑥) − 𝑄 (۲𝑛𝑥) , ۴𝑡۰
∞
∑
𝑘=𝑛

۴−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቇ , 𝑁 ቆ𝐴 (۲𝑛𝑥) − 𝑓 (۲𝑛𝑥) , ۴𝑡۰
∞
∑
𝑘=𝑛

۴−𝑘𝜑 ൫۲𝑘𝑥, ۰൯ቇቋ
= ⅿin {𝑁 (𝑓 (۲𝑛𝑥) − 𝑄 (۲𝑛𝑥) , 𝑡۰�̃� (۲𝑛𝑥, ۰)) , 𝑁 (𝐴 (۲𝑛𝑥) − 𝑓 (۲𝑛𝑥) , 𝑡۰�̃� (۲𝑛𝑥, ۰))} ≥ ۱ − 𝜀.

.𝑄 (𝑥) = 𝐴 (𝑥) داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای بنابراین .𝑁 (𝑄 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛽) = ۱ , 𝛽 > ۰ هر برای که می دهد نتیجه این و
باشد 𝑓 (۰) = ۰ با زوج نگاشت 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین باشد. ۰ < 𝑝 < ۲ با حقیقی عدد یک 𝑝 , 𝜃 ≥ ۰ کنید فرض .۳ .۳ نتیجه

باشیم: داشته 𝑋 × 𝑋 روی یکنواخت طور به طوریکه

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ = ۱ (۱۹)

برای اگر که می کنیم تعریف طوری را 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت و دارد 𝑄وجود (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑓(۲𝑛𝑥)
۴𝑛 , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه

باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰ بعضی

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ ≥ 𝛼 (۲۰)

داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , ۲𝑝

۴ − ۲𝑝 𝛿𝜃‖𝑥‖
𝑝ቇ ≥ ۰

داریم: ،𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به است فردی به منحصر نگاشت 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت این، بر علاوه

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , ۲𝑝
۴ − ۲𝑝 𝑡𝜃‖𝑥‖

𝑝ቇ = ۱ (۲۱)

ببرید. کار به را ۲ .۳ قضیه و 𝜑 (𝑥, 𝑦) ∶= 𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯ کنید تعریف برهان
باشیم: داشته 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای که طوری به باشد تابع یک 𝑓 ∶ 𝑋۲ → [۰, ∞) کنید فرض .۴ .۳ قضیه

�̃� (𝑥, ۰) ∶=
∞


𝑛=۰

۴𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑛 , ۰൰ < ∞ (۲۲)

می کند: صدق زیر رابطه در که باشد زوج نگاشت 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ = ۱

تعریف طوری را 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت و دارد وجود 𝑄 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

۴𝑛𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه 𝑓 (۰) = ۰ و

باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰ بعضی برای که می کنیم

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ 𝛼 (۲۳)
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داشت: خواهیم ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼

باشیم: داشته ،𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به است فردی به منحصر نگاشت 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت این، بر علاوه
ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) = ۱ (۲۴)

باشیم: داشته ،𝑡 ≥ 𝑡۰ , 𝑡 ∈ ℝ هر برای که طوری به کرد پیدا 𝑡۰ ∈ ℝ > ۰ می توان (۷) رابطه از استفاده با مفروض، 𝜀 > ۰ برای برهان

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ ۱ − 𝜀. (۲۵)

داریم: 𝑛 ∈ , 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑡 ≥ 𝑡۰ هر برای 𝑛 روی استقرار با

𝑁ቌ𝑓 (۲−𝑛𝑥) + ۴−𝑛𝑓 (𝑥) , 𝑡
𝑛−۱

𝑘=۰

۴−𝑛٫۴𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۲۶)

داریم: ۲−𝑛𝑥 و 𝑝 با بالا رابطه در 𝑥 و 𝑛 جایگذاری با ترتیب به و می دهیم قرار 𝑡 = 𝑡۰ بالا، نامساوی در

𝑁ቌ۴𝑛+𝑝𝑓 ൫۲−(𝑛+𝑝)𝑥൯ + ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) , ۴𝑛+𝑝𝑡۰
𝑝−۱

𝑘=۰

۴𝑘−𝑝𝜑 ൬ 𝑥
۲𝑘+𝑛 , ۰൰ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۲۷)

زیر: تساوی و (۲۲) رابطه از
𝑝−۱

𝑘=۰

۴𝑛+𝑘𝜑 ൬ 𝑥
۲𝑛+𝑘 , ۰൰ =

𝑛+𝑝−۱

𝑘=𝑛

۴𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰

داریم: 𝑝 > ۰ و 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای که طوری به دارد وجود 𝑛۰ ∈ ℕ یک مفروض 𝛿 > ۰ یک برای که می گیریم نتیجه

۴𝑛+𝑝𝑡۰
𝑝−۱

𝑘=۰

۴𝑘−𝑝𝜑 ൬ 𝑥
۲𝑛+𝑘 , ۰൰ < 𝛿. (۲۸)

می گیریم: نتیجه 𝑝 > ۰ هر و 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای 𝑁 فازی نرم بودن صعودی به توجه با (۲۸) و (۹) روابط از استفاده با حال
𝑁 ൫۴𝑛+𝑝𝑓 ൫۲−(𝑛+𝑝)𝑥൯ − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝛿൯ ≥ ۱ − 𝜀

𝑄 (𝑥) ∈ 𝑌 بعضی به {۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥)} دنباله و است فازی باناخ فضای یک 𝑌 چون و است کوشی 𝑌 در {۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥)} دنباله بنابراین
هر برای دیگر عبارت به کرد، تعریف 𝑄 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ

𝑛→∞
۴𝑛𝑓 ቀ 𝑥

۲𝑛 ቁ صورت به را 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت یک می توان بنابراین همگراست.
،𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑡 > ۰

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 ൬۴𝑛𝑓 ൬ 𝑥۲𝑛 ൰ − 𝑄 (𝑥) , 𝑡൰ = ۱
است. زوج 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 چون است. زوج 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 که است واضح

طوریکه به دارد وجود 𝑛۱ > 𝑛۰ . ⅼiⅿ
𝑛→∞

۴𝑛𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑛 , ۰ቁ = ۰ چون می گیریم. نظر در را ۰ < 𝜀 < ۱ , 𝑡 > ۰ ثابت .𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 کنیم فرض

داریم: 𝑛 ≥ 𝑛۱ هر برای 𝜀 = 𝑡
۵𝑡۰

فرض با ،۴𝑛𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑛 , ۰ቁ < 𝜀

۴𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑛 , ۰൰ <
𝑡

۵𝑡۰
⇒ 𝑡۰𝜑 ൬

𝑥
۲𝑛 , ۰൰ < ۴−𝑛 𝑡۵ (۲۹)
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داریم: 𝑛 ≥ 𝑛۱ هر برای لذا
𝑁 ቀ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ + ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) , 𝑡ቁ ≥ ⅿin{𝑁 ቀ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ − ۲٫۴𝑛𝑓 ቀ۲−𝑛 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁቁ , 𝑡

۵ቁ
, 𝑁 ቀ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − ۲٫۴𝑛𝑓 ቀ۲−𝑛 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁቁ , 𝑡

۵ቁ , 𝑁 ቀ𝑄 (𝑥) − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝑡
۵ቁ , 𝑁 ቀ𝑄 (𝑦) − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑦) , 𝑡

۵ቁ
, 𝑁 ቀ۲٫۴𝑛𝑓 ቀ۲−𝑛 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁቁ + ۲٫۴𝑛𝑓 ቀ۴−𝑛 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁቁ − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑦) , 𝑡

۵ቁ}.

بودن صعودی به بنا پنجم عبارت و می کند، میل ۱ سمت به می رود، بی نهایت سمت به 𝑛 که وقتی بالا نامساوی راست سمت اول عبارت چهار
داشت: خواهیم (۲۹) نامساوی و

𝑁 ൬۲𝑄 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + ۲𝑄 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) , 𝑡൰ ≥ ⅿin {۱, ۱, ۱, ۱, ۱ − 𝜀} = ۱ − 𝜀

هر برای (۱ .۲) تعریف دوم قسمت از استفاده با .𝑁 ቀ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ + ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) , 𝑡ቁ = ۱ , 𝑡 > ۰ هر برای چون
است. ینسن دوم درجه 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت لذا ۲𝑄 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ + ۲𝑄 ቀ𝑥−𝑦۲ ቁ − 𝑄 (𝑥) − 𝑄 (𝑦) = ۰ , 𝑥 ∈ 𝑋

می کنیم: تعریف 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای باشد. برقرار (۲۳) نامساوی ،𝛼 و مثبت 𝛿های برای کنیم فرض حال

𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰) ∶=
𝑛−۱

𝑘=۰

۴𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰.

که: گرفت نتیجه می توان مثبت صحیح 𝑛 هر برای (۲۳) نامساوی از اثبات، ابتدای در مشابه دلایل با

𝑁ቌ𝑓 (۲−𝑛𝑥) − ۴−𝑛𝑓 (𝑥) , 𝛿
𝑛−۱

𝑘=۰

۴𝑘−𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ቍ ≥ 𝛼 (۳۰)

داریم: ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 (۴𝑛𝑓 (۲𝑛𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝑡) = ۱ که حقیقت این و ،𝑡 > ۰ کنیم فرض
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰) + 𝑡)
≥ ⅿin {𝑁 (𝑓 (𝑥) − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝛿𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰)) , 𝑁 (۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝑡)}

= ⅿin ቊ𝑁 ቆ۴−𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝛿 𝑛−۱
∑
𝑘=۰

۴𝑘−𝑛𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑘 , ۰ቁቇ , 𝑁 (۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝑡)ቋ

≥ ⅿin {𝛼, ۱} = 𝛼.

که: می گیریم نتیجه 𝑡 → ۰ فرض با و 𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۰) تابع پیوستگی به توجه با و بزرگ کافی اندازه به 𝑛 ∈ ℕ برای
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼.

(۱) روابط در که باشد دیگری جمعی نگاشت 𝑇 کنیم فرض است. فردی به منحصر ادعای اثبات می ماند باقی که چیزی تنها اثبات، پایان برای
پیدا 𝑡۰یی > ۰ می توان 𝑇 و 𝐴 نگاشت های برای (۲۴) رابطه از استفاده با می گیریم. نظر در را 𝜀 > ۰ , 𝛽 > ۰ ثابت می کند. صدق (۲۴) و

باشیم: داشته 𝑡 ≥ 𝑡۰ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای طوریکه کرد
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀 , 𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝑇 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀.

باشیم: داشته 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای طوریکه می کنیم پیدا را صحیحی 𝑛۰ , 𝑥 ∈ 𝑋

𝑡۰
∞


𝑘=𝑛

۴𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ <
𝛽
۲ ⇒ 𝛽 > ۲𝑡۰

∞


𝑘=𝑛

۴𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰.

چون
∞


𝑘=𝑛

۴𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ =
∞


𝑘=𝑛

۴𝑘 ٫۴−𝑛٫۴𝑛𝜑 ൫۲−𝑛٫۲𝑛٫۲−𝑘𝑥, ۰൯.



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ دارابی بیاض خدابنده، مینا ۵۲۰

داریم: نتیجه در

۴𝑛
∞


𝑘=𝑛

۴𝑘−𝑛𝜑 ቆ۲−𝑛𝑥
۲𝑘−𝑛 , ۰ቇ = ۴𝑛

∞


𝑚=۰

۴𝑚𝜑 ቆ 𝑥
۲𝑚 (۲𝑛) , ۰ቇ = ۴𝑛�̃� ൬ 𝑥۲𝑛 , ۰൰ .

داریم: 𝑇 (𝑟𝑥) = 𝑟۲𝑇 (𝑥) , 𝑄 (𝑟𝑥) = 𝑟۲𝑄 (𝑥) که نکته این به توجه با

𝑁 (𝑄 (𝑥) − 𝑇 (𝑥) , 𝛽) = 𝑁 ቀ𝑇 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) − ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) + ۴𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝛽
۲ +

𝛽
۲ ቁ

≥ ⅿin ቄ𝑁 ቀ۴𝑛 (𝑓 (۲−𝑛𝑥) − ۴−𝑛𝑄 (𝑥)) , 𝛽
۲ ቁ , 𝑁 ቀ۴𝑛 (۴−𝑛𝑇 (𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥)) , 𝛽

۲ ቁቅ
≥ ⅿin ቄ𝑁 ቀ𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝑄 (۲−𝑛𝑥) , 𝑡۰�̃� ቀ

𝑥
۲𝑛 , ۰ቁቁ , 𝑁 ቀ𝑇 (۲−𝑛𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝑡۰�̃� ቀ

𝑥
۲𝑛 , ۰ቁቁቅ

= ⅿin {𝑁 (𝑓 (𝑥۱) − 𝑄 (𝑥۱) , 𝑡۰�̃� (𝑥۱, ۰)) , 𝑁 (𝑇 (𝑥۱) − 𝑓 (𝑥۱) , 𝑡۰�̃� (𝑥۱, ۰))} ≥ ⅿin {۱ − 𝜀 , ۱ − 𝜀} = ۱ − 𝜀.

𝑄 (𝑥) = 𝑇 (𝑥) داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای بنابراین 𝑁 (𝑄 (𝑥) − 𝑇 (𝑥) , 𝛽) = ۱ , 𝛽 > ۰ هر برای می دهد نتیجه این و
رابطه در که طوری به باشد زوج نگاشت 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین باشد. 𝑝 > ۲ با حقیقی عدد یک 𝑝 و 𝜃 ≥ ۰ کنید فرض .۵ .۳ نتیجه

کند: صدق زیر

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ = ۱

تعریف طوری را 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشته و دارد وجود 𝑄 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

۴𝑛𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه 𝑓 (۰) = ۰ و

باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰ بعضی برای اگر که می کنیم

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ ≥ 𝛼 (۳۱)

داریم: ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , ۲𝑝

۲𝑝 − ۴𝛿𝜃‖𝑥‖
𝑝ቇ ≥ 𝛼

داریم: ،𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به است فردی به منحصر نگاشت 𝑄 ∶ 𝑋 → 𝑌 دوم درجه نگاشت این، بر علاوه

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝑄 (𝑥) , ۲𝑝
۲𝑝 − ۴ 𝑡𝜃‖𝑥‖

𝑝ቇ = ۱ (۳۲)

شود. حاصل نتیجه تا ببرید کار به را ۴ .۳ قضیه و 𝜑 (𝑥, 𝑦) ∶= 𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯ کنید تعریف برهان

فرد حالت در :(۱) تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری تعمیم .۴
می کنیم. بیان را فرد حالت برای فازی باناخ فضاهای در (۱) تابعی معادله از هایرز⁃اولام پایداری تعمیم بخش، این در

می کند: صدق زیر شرط در 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 فرد نگاشت باشند، حقیقی برداری فضاهای 𝑊 , 𝑉 کنید فرض .۱ .۴ لم

۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦)

باشد. برقرار ۲𝑓 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای دیگر عبارت به باشد، ینسن جمعی 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 نگاشت اگر فقط و اگر
داریم: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای است، فرد 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 چون کند. صدق (۱) رابطه در 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 که کنیم فرض برهان

𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥

۲ ൰ = ۰
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است. برقرار 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای ۲𝑓 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) که می گیریم نتیجه (۱) رابطه از بنابراین
.𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥) داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای است فرد 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 چون باشد ینسن جمعی 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 که کنیم فرض عکس، اثبات برای حال

می کنیم. تبدیل −𝑦 به را 𝑦 بار یک و −𝑥 به را 𝑋 یک بار ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین

۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (۱)

𝑥→−𝑥−−−−→ ۲𝑓 ൬−𝑥 + 𝑦
۲ ൰ = 𝑓 (−𝑥) + 𝑓 (𝑦) ⇒ ۲𝑓 ൬𝑦 − 𝑥

۲ ൰ = −𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (۲)
𝑦→−𝑦−−−−→ ۲𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (−𝑦) ⇒ ۲𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) (۳)

(۱)+(۲)−−−−−→ 𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥

۲ ൰ = 𝑓 (𝑦) (۴)
(۱)+(۳)−−−−−→ 𝑓 ൬𝑥 + 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) (۵)

(۴)+(۵)−−−−−→ 𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) .

است. تمام اثبات و
باشیم: داشته 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای طوری که به باشد تابع یک 𝜑 = 𝑥۲ → [۰, ∞) کنید فرض .۲ .۴ قضیه

�̃� (𝑥, ۰) ∶=
∞


𝑛=۰

۲−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < ∞ (۳۳)

باشیم: داشته 𝑋 × 𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به باشد فرد نگاشت 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ = ۱ (۳۴)

بعضی برای که می کنیم تعریف طوری را 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت و دارد وجود 𝐴 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر ازای به آنگاه

باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ 𝛼 (۳۵)

داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼 (۳۶)

داریم: 𝑋 روی طوری که به که است فردی به منحصر نگاشت 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت این، بر علاوه
ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) = ۱ (۳۷)
است. ۲ .۳ قضیه اثبات مشابه اثبات اثبات:

به طوری که به باشد فرد نگاشت 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین باشد، ۰ < 𝑝 < ۱ با حقیقی عدد یک 𝑝 , 𝜃 ≥ ۰ کنید فرض .۳ .۴ نتیجه
باشیم: داشته 𝑋 × 𝑋 روی یکنواخت طور

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ = ۱ (۳۸)

بعضی برای که می کنیم تعریف طوری را 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت و دارد وجود 𝐴یی (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑓(۲𝑛𝑥)
۲𝑛 , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه

باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ ≥ 𝛼.



آمار و ریاضی ملی همایش سومین ̸ دارابی بیاض خدابنده، مینا ۵۲۲

داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۲𝑝

۲ − ۲𝑝 𝛿𝜃‖𝑥‖
𝑝ቇ ≥ 𝛼

داریم: ،𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به است فردی به منحصر نگاشت 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت این، بر علاوه

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۲𝑝
۲ − ۲𝑝 𝑡𝜃‖𝑥‖

𝑝ቇ = ۱

ببرید. کار به را ۲ .۴ قضیه و 𝜑 (𝑥, 𝑦) ∶= 𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯ کنید تعریف برهان:
باشیم: داشته ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای طوری که به باشد فرد نگاشت 𝜑 = 𝑥۲ → [۰, ∞) کنید فرض .۴ .۴ قضیه

�̃� (𝑥, ۰) ∶=
∞


𝑛=۰

۲−𝑛𝜑 (۲𝑛𝑥, ۰) < ∞ (۳۹)

باشیم: داشته 𝑋 × 𝑋 روی یکنواخت طور به طوری که به باشد فرد نگاشت 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ = ۱

برای اگر که می کنیم تعریف طوری را 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت و دارد وجود 𝐴یی (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه

باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰ بعضی

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ 𝛼

داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼

داریم: 𝑋 روی یکنواخت طور به که است فردی به منحصر نگاشت 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت این بر علاوه
ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) = ۱

باشیم: داشته 𝑡 ≥ 𝑡۰ , 𝑡 ∈ ℝ هر برای که طوری به کرد پیدا را 𝑡۰هایی ∈ ℝ > ۰ می توان (۳۴) از استفاده با مفروض، 𝜀 > ۰ برای برهان:

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝑡𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ ۱ − 𝜀. (۴۰)

داریم: 𝑛 ∈ ℕ , 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑡 ≥ 𝑡۰ هر برای ،𝑛 روی استقرار از استفاده با

𝑁ቌ۲−𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝑡
𝑛−۱

𝑘=۰

۲𝑘−𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۴۱)

را ،𝑝 > ۰ و صفر مساوی بزرگتر 𝑛 های همه برای و می کنیم جایگزین 𝑥
۲𝑛 , 𝑝 با را 𝑥 , 𝑛 ترتیب به و می دهیم قرار 𝑡 = 𝑡۰ ،(۴۱) نامساوی در

داریم: و می دهیم تأثیر

𝑁ቌ۲𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − ۲𝑛+𝑝𝑓 ൫۲−(𝑛+𝑝)𝑥൯ , ۲𝑛+𝑝𝑡۰
𝑝−۱

𝑘=۰

𝜑 ൫۲−(𝑛+𝑘), ۰൯ቍ ≥ ۱ − 𝜀. (۴۲)
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زیر تساوی و (۳۹) رابطه از
𝑝−۱

𝑘=۰

۲𝑛+𝑘𝜑 ൬ 𝑥
۲𝑛+𝑘 , ۰൰ =

𝑛+𝑝−۱

𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰

داریم: 𝑝 > ۰ , 𝑛 ≥ 𝑛۰ هر برای طوری که به دارد وجود 𝑛 ∈ ℕ یک مفروض 𝛿 > ۰ هر برای که می گیریم نتیجه

𝑡۰
𝑛+𝑝−۱

𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ < 𝛿

چون
𝑡۰

𝑛+𝑝−۱

𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ < 𝛿 ⇒ 𝑡۰
𝑝−۱

𝑘=۰

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥
۲𝑛+𝑘 , ۰൰ < 𝛿

داریم:

۲𝑝 𝑡۰
۲𝑝

𝑝−۱

𝑘=۰

۲𝑛+𝑘𝜑 ൬ 𝑥
۲𝑛+𝑘 , ۰൰ < 𝛿

نتیجه: در

۲𝑛+𝑝𝑡۰
𝑝−۱

𝑘=۰

۲𝑘−𝑝𝜑 ൫۲−(𝑛+𝑘)𝑥, ۰൯ < 𝛿. (۴۳)

می گیریم: نتیجه 𝑁 فازی نرم بودن صعودی به توجه با و (۴۳) و (۴۲) روابط از استفاده با حال
𝑁 ൫۲𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − ۲𝑛+𝑝𝑓 ൫۲−(𝑛+𝑝)𝑥൯ , 𝛿൯ ≥ ۱ − 𝜀 , (∀𝑛 ≥ 𝑛۰ , 𝑝 > ۰)

بنابراین همگراست. 𝐴 (𝑥) ∈ 𝑌 به ቄ۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁቅ دنباله است، فازی باناخ فضای یک 𝑌 چون و است کوشی 𝑌 در ቄ۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥

۲𝑛 ቁቅ دنباله بنابراین
،𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑡 > ۰ هر برای دیگر عبارت به کرد، تعریف 𝐴 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ

𝑛→∞
۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥

۲𝑛 ቁ صورت به را 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت یک می توان

ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 ൬۲𝑛𝑓 ൬ 𝑥۲𝑛 ൰ − 𝐴 (𝑥) , 𝑡൰ = ۱

است. فرد 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 چون است فرد 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 که است واضح
چون می گیریم. نظر در را ۰ < 𝜀 < ۱ , 𝑡 > ۰ ثابت ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 کنیم فرض

ⅼiⅿ
𝑛→∞

۲𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑛 , ۰൰ = ۰

داریم: ،𝑛 ≥ 𝑛۱ هر برای باشد 𝜀 = 𝑡
۴𝑡۰

کنیم فرض .۲𝑛𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑛 , ۰ቁ < 𝜀 طوری که به دارد وجود 𝑛۱ > 𝑛۰ یک

۲𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑛 , ۰൰ <
𝑡

۴𝑡۰
⇒ 𝑡۰𝜑 ൬

𝑥
۲𝑛 , ۰൰ < ۲−𝑛 𝑡۴ . (۴۴)

داریم: 𝑛 ≥ 𝑛۱ هر برای لذا

𝑁 ቀ۲𝐴 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ − 𝐴 (𝑥) − 𝐴 (𝑦) , 𝑡ቁ ≥
ⅿin{𝑁 ቀ۲𝐴 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ − ۲𝑛٫۲𝑓 ቀ۲−𝑛 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁቁ , 𝑡

۴ቁ , 𝑁 ቀ𝐴 (𝑥) − ۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁ , 𝑡

۴ቁ
, 𝑁 ቀ𝐴 (𝑦) − ۲𝑛𝑓 ቀ 𝑦

۲𝑛 ቁ , 𝑡
۴ቁ , 𝑁 ቀ۲𝑓 ቀ۲−𝑛 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁቁ − 𝑓 ቀ 𝑥

۲𝑛 ቁ − 𝑓 ቀ 𝑦
۲𝑛 ቁ , ۲−𝑛 𝑡

۴ቁ}.
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بودن، صعودی به بنا چهارم عبارت در می کند. میل ۱ سمت به می رود بی نهایت سمت به 𝑛 که وقتی بالا نامساوی راست سمت اول عبارت سه
داریم: ۱ .۴ لم و (۴۱) رابطه

𝑁 ൬۲𝑓 ൬۲−𝑛 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰൰ − 𝑓 ൬ 𝑥۲𝑛 ൰ − 𝑓 ൬ 𝑦۲𝑛 ൰ , ۲−𝑛 𝑡۴൰ ≥ ۱ − 𝜀.

داشت: خواهیم ،𝑡 > ۰ هر برای نتیجه در

𝑁 ൬۲𝑆 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ − 𝐴 (𝑥) − 𝐴 (𝑦) , 𝑡൰ ≥ ⅿin {۱, ۱, ۱, ۱ − 𝜀} = ۱ − 𝜀 , ۰ < 𝜀 < ۱

داریم: ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای ۱ .۲ تعریف دوم قسمت از استفاده با 𝑁 ቀ۲𝐴 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ − 𝐴 (𝑥) − 𝐴 (𝑦) , 𝑡ቁ = ۱ , 𝑡 > ۰ هر برای چون
است. ینسن جمعی 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت لذا ۲𝐴 ቀ𝑥+𝑦۲ ቁ − 𝐴 (𝑥) − 𝐴 (𝑦) = ۰

باشد: برقرار زیر رابطه 𝛼 و مثبتی 𝛿 برای کنیم فرض حال

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜑 (𝑥, 𝑦)൰ ≥ 𝛼. (۴۵)

کنیم: فرض ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای

𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰) ∶=
𝑛−۱

𝑘=۰

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰

که: گرفت نتیجه مثبت صحیح 𝑛 هر برای (۴۴) رابطه از می توان اثبات، ابتدای در مشابه دلایل با ،𝑥 ∈ 𝑋 کنیم فرض

𝑁ቌ۲−𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥)− , 𝛿
𝑛−۱

𝑘=۰

۲𝑘−𝑛𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ቍ ≥ 𝛼 (۴۶)

داریم: ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝑁 (۲𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝑡) = ۱ که حقیقت این و ۰ < 𝛼 < ۱ هر ازای به ،𝑡 > ۰ کنیم فرض

𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰) + 𝑡)
≥ ⅿin ቄ𝑁 ቀ𝑓 (𝑥) − ۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥

۲𝑛 ቁ , 𝛿𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰)ቁ , 𝑁 ቀ۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥
۲𝑛 ቁ − 𝐴 (𝑥) , 𝑡ቁቅ

= ⅿin ቊ𝑁 ቆ۲−𝑛𝑓 (𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝛿 𝑛−۱
∑
𝑘=۰

۲𝑘−𝑛𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑘 , ۰ቁቇ , 𝑁 (۲𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝑡)ቋ

≥ ⅿin {𝛼, ۱} = 𝛼.

می شود: مشاهده بزرگ کافی اندازه به 𝑛 ∈ ℕ برای
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿𝜑𝑛−۱ (𝑥, ۰) + 𝑡) ≥ 𝛼

که می بینیم 𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۰) تابع پیوستگی به توجه با
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰) + 𝑡) ≥ 𝛼

که می گیریم نتیجه 𝑡 → ۰ فرض با
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝛿�̃� (𝑥, ۰)) ≥ 𝛼.

(۱) روابط در که باشد دیگری جمعی نگاشت 𝑇 کنیم فرض است. فردی به منحصر ادعای می ماند، باقی که چیزی تنها اثبات، به دادن پایان برای
𝑡۰ > ۰ بعضی می توان 𝑇 , 𝐴 نگاشت های برای (۴۵) رابطه از استفاده با باشند، مفروض 𝜀 > ۰ , 𝐶 > ۰ کنیم فرض می کند. صدق (۴۵) و

طوریکه: به کرد پیدا 𝑡 ≥ 𝑡۰ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای
𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀 , 𝑁 (𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝑡�̃� (𝑥, ۰)) ≥ ۱ − 𝜀.
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طوریکه: به کرد پیدا را 𝑛 ≥ 𝑛۰ می توان صحیح 𝑛۰ , 𝑥 ∈ 𝑋 مانند ثابتی برای

𝑡۰
∞


𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ <
𝐶
۲ ⇒ 𝐶 > ۲𝑡۰

∞


𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰.

نتیجه: در
۲−𝑛−۱𝐶 > ۲−𝑛٫۲−۱٫۲𝑡۰

∞


𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ ⇒ ۲−𝑛−۱𝐶 > ۲−𝑛𝑡۰
∞


𝑘=۰

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰

چون
∞


𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ൬ 𝑥۲𝑘 , ۰൰ =
∞


𝑘=𝑛

۲𝑛٫۲−𝑛٫۲𝑘𝜑 ൫۲−𝑘 ٫۲𝑛٫۲−𝑛𝑥, ۰൯,

داریم: نتیجه در

۲𝑛
∞


𝑘=𝑛

۲𝑘−𝑛𝜑 ൫۲−(𝑘−𝑛). (۲−𝑛𝑥) , ۰൯ = ۲𝑛
∞


𝑘=𝑛

۲𝑚𝜑 (۲−𝑚 (۲−𝑛𝑥) , ۰) = ۲𝑛�̃� (۲−𝑛𝑥, ۰) .

داریم:

𝑁 (𝑇 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝐶) = 𝑁 (𝑇 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , 𝐶) = 𝑁 ቀ𝑇 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) − ۲𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) + ۲𝑛𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝐶
۲ +

𝐶
۲ ቁ

≥ ⅿin ൛𝑁 ൫𝑓 (۲−𝑛𝑥) − ۲−𝑛𝐴 (𝑥) , ۲−𝑛٫۲−۱𝐶൯ , 𝑁 ൫۲−𝑛𝑇 (𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , ۲−𝑛٫۲−۱𝐶൯ൟ
≥ ⅿin ቊ𝑁 ቆ𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝐴 (۲−𝑛𝑥) , ۲−𝑛𝑡۰

∞
∑
𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑘 , ۰ቁቇ

, 𝑁 ቆ𝑇 (۲−𝑛𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , ۲−𝑛𝑡۰
∞
∑
𝑘=𝑛

۲𝑘𝜑 ቀ 𝑥
۲𝑘 , ۰ቁቇቋ

= ⅿin {𝑁 (𝑓 (۲−𝑛𝑥) − 𝐴 (۲−𝑛𝑥) , 𝑡۰�̃� (۲−𝑛𝑥, ۰)) , 𝑁 (𝑇 (۲−𝑛𝑥) − 𝑓 (۲−𝑛𝑥) , 𝑡۰�̃� (۲−𝑛𝑥, ۰))}
= ⅿin {𝑁 (𝑓 (𝑥۱) − 𝐴 (𝑥۱) , 𝑡�̃� (𝑥۱, ۰)) , 𝑁 (𝑇 (𝑥۱) − 𝑓 (𝑥۱) , 𝑡�̃� (𝑥۱, ۰))}
≥ ⅿin {۱ − 𝜀 , ۱ − 𝜀} = ۱ − 𝜀

.𝐴 (𝑥) = 𝑇 (𝑥) داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای بنابراین 𝑁 (𝐴 (𝑥) − 𝑇 (𝑥) , 𝐶) = ۱ , 𝐶 > ۰ هر برای می دهد نتیجه این و
(۳۸) رابطه در که باشد فرد نگاشت 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض همچنین باشد. 𝑝 > ۱ با حقیقی عدد یک 𝑃 , 𝜃 ≥ ۰ کنید فرض .۵ .۴ نتیجه
می کنیم تعریف طوری را 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت و دارد وجود 𝐴 (𝑥) ∶= 𝑁 − ⅼiⅿ

𝑛→∞
۲𝑛𝑓 ቀ 𝑥

۲𝑛 ቁ , 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه می کند. صدق
باشیم: داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر برای و 𝛼 > ۰ , 𝛿 > ۰ بعضی برای اگر که

𝑁 ൬۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ − 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) , 𝛿𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯൰ ≥ 𝛼

داریم: 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای آنگاه
𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۲𝑝

۲𝑝 − ۲𝛿𝜃‖𝑥‖
𝑝ቇ ≥ 𝛼

داریم: ،𝑋 روی یکنواخت طور به که است فردی به منحصر نگاشت 𝐴 ∶ 𝑋 → 𝑌 جمعی نگاشت این، بر علاوه

ⅼiⅿ
𝑡→∞

𝑁ቆ𝑓 (𝑥) − 𝐴 (𝑥) , ۲𝑝
۲𝑝 − ۲ 𝑡𝜃‖𝑥‖

𝑝ቇ = ۱ (۴۷)

شود. حاصل نتیجه تا ببرید کار به را ۴ .۴ قضیه و 𝜑 (𝑥, 𝑦) ∶= 𝜃 ൫‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝൯ کنید تعریف برهان:
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جمع بندی .۵
کردیم بررسی فازی باناخ فضاهای در را زیر تابعی معادله ما

۲𝑓 ൬𝑥 + 𝑦
۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑥 − 𝑦

۲ ൰ + 𝑓 ൬𝑦 − 𝑥
۲ ൰ = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) (۴۸)

کردیم. اثبات باشد فرد و زوج 𝑓 تابع که حالتی برای قازی باناخ فضاهای در را (۴۸) تابعی معادله هایرز⁃اولام پایداری تعمیم

قدردانی و تشکر
می شود. قدردانی و تشکر فرمودند مقاله این نگارش منظور به که راهنمایی هایی واسطه به گرجی اقای از بخش این در
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اتومورفیسم گروە های مطالعە  ی جهت هندسی رویکردی
قربان پورآ احمدعلی

حسین(ع) پاسداری تربیت و افسری دانشگاه ریاضی آمربی

چکیده
بر کاملأ ایدە ها تدوین می پردازیم. Ⅽn دامنە های از خودریختی گروە های به راجع مسائلی بررسی به مقاله این در

می دهیم. ارائه را آن کاربردهای از برخی هم چنین است. متریک هندسە ی اساس

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژە های

اتومورفیسم گروه
مرزی مدار انباشتگی نقطە ی

برگمن۱ متریک
لو˼ی۲ شبە محدب نقطه

مقدمه .۱
، 𝜔 از خودریختی هر آنگاه باشد، دامنه یک 𝜔 ⊆ Ⅽn اگر می دهیم. انجام را کار Ⅽn روی ما شدە اند. فرض همبند و باز دامنە ها مقاله، این در

می باشد. خودش از تحلیلی۱ یکریختی یک
فشرده، مجموعە های در گروه این روی توپولوژی می باشد. گروه یک نگاشت ها ترکیب عملگر با Aut (𝜔)بە شکل ،𝜔 خودریختی های مجموعه
یک همیشه گروه این کراندار، دامنە ی برای درحقیقت می شود). شناخته فشرده–باز توپولوژی عنوان به (همچنین است. یکنواخت همگرای

است.]۸[ غیرمختلط و حقیقی گروه
می کند: اذعان را این (]۱۶[ به (مراجعه وانگ۲ بان قضیه از نسخه کلاسیک ترین ـ

صورت این در باشد. فشرده غیر 𝜔 خودریختی گروه کنید فرض باشد. هموارمرزی و قوی شبە محدب دامنە ی یک 𝜔 ⊆ Ⅽn گیریم قضیه۱− ۱)
باشد. می Ⅽn در واحد۳ گوی به تحلیلی یکریختی یک 𝜔

داد: تعمیم زیر شرح به را نتیجه ([۱۳] به (مراجعه رˀزی۴ ژان⁃پیر بعدها
قوی شبە محدب که است، U کراندار همسایگی یک دارای P ∈ 𝛿𝜔 کنید فرض بگیرید. نظر در کراندار دامنه یک 𝜔را ⊆ Ⅽn(۲ −۱ قضیه
باشند. همگرا 𝜑j(x) → P به ، j → ∞ 𝜔بە ازای از 𝜑j خودریختی های بە طوری که دارد، وجود X ∈ 𝜔 فقط کنید، فرض این علاوە بر است.

است. Ⅽn در B واحد گوی به تحلیلی یکریختی یک 𝜔 صورت این در
نتیجه 𝜔 از کلی هندسه مورد در را نتایجی P در 𝛿𝜔 موضعی هندسی ویژگی های بر است که این است، قابل تأمل رˀزی فرمول مورد در آنچه

می دهد.
است. کرده ارائه وانگ̸رˀزی قضیه از متریک نسخە ی یک ،(]۱۵[ و ]۱۴[ و ]۷[) مقالات در جدیدتر کار

اثبات و ارائه درکارحاضر، ما اهداف از یکی هستند. کوبایاشی متریک یکریختی های مورد در باشند، خودریختی ها مورد در این که جای به آثار این
ندارد. قوی شبە محدب به یا خودریختی به اشارە ای هیچ که است، کلاسیک نتیجه این از نسخە ای

قربان پور) (احمدعلی ahmadali_ghorbanpoor1400@yahoo.com الکترونیک: پست
1Biholomorphic
2Bun wong
3Unit ball
4Jean-pierre Rosay
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بِرگمن متریک گوی های .۲
داد: خواهیم ارائه برگمن متریک از تعریفی ابتدا کرد. خواهیم توجه هموارمرزی، قوی، شبە محدب دامنە های به بخش این در

از خاصی انواع روی می تواند که خودالحاقی(ارمیتی)۵است متریک یک برگمن متریک دیفرانسیل هندسه در برگمن: متریک (۱ −۲ تعریف
باشد دامنه یک 𝜔 ⊆ Ⅽn کنید فرض است. شده نامگذاری نام این به شده؛ گرفته برگمن۶ هسته از چون شود. تعریف پیچیده منیفلدهای
شود: می تعریف زیر صورت به 𝑧 ∈ 𝜔 ازای به 𝑇𝑧𝐶𝑛 مماس ها۷ کلاف روی را ارمیتی متریک باشد. 𝜔 روی برگمن هسته 𝑘(𝑧.𝑤) و

𝑔𝑖𝑗 (𝑧) ∶=
𝜕۲

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗
ⅼog 𝑘(𝑧.𝑧)

|𝜉|𝐵.𝑧 ∶= ට∑𝑛
𝑖.𝑗=۱𝑔𝑖𝑗 (𝑧) 𝜉𝑖𝜉𝑗 با است برابر 𝜉 ∈ 𝑇𝑧𝐶𝑛 مماس بردار طول و

نامیم. می برگمن متریک را، متر این صورت این در
می دهیم. نمایش F𝜔B (۰ و ۰) با را متر این و (]۱۰[ به (مراجعه می کنیم مجهز بِرگمن متر با را 𝜔 دامنه ما

اگر؛ می کند، صدق متریک”۸ سازی ”یکنواخت خواص در 𝜔 دامنە ی می گوییم ما بالا، نماد با تعریف۲− ۲)
دارند؛ وجود 𝛽(P.rj) متریک گوی روی rj یکریختی های از مجموعه یک و rj → ∞ مثبت حقیقی اعداد از دنباله یک و P ∈ 𝜔 نقطه یک

بە طوری که
.𝛿j → ∞ ، j → ازای∞ وبه دارد مرز از 𝛿j > ۰ از کمتر اقلیدسی فاصله که است، 𝛽(P′.rj) متریک گوی یک ،𝜑j هر *تصویر

داشت: خواهیم را اصلی قضیە ی این ما حال
باشد، متریک سازی یکنواخت خواص دارای 𝜔 کنید فرض اگر باشد. مرزی هموار قوی شبە محدب دامنە ی یک 𝜔 ⊆ Ⅽn گیریم (۳ −۲ قضیه

است. Ⅽn در B واحد گوی به تحلیلی یکریختی 𝜔 آنگاه
کارتَن۹ از قدیمی نتیجە ی یک آنگاه باشد، غیرفشرده خودریختی گروه دارای و مرزی 𝜔 اینکه صورت در که فهمید باید این جا در (۴ −۲ تبصره
هر ازای به بە طوری که دارند؛ وجود 𝜔 از تحلیلی خودریختی های از 𝜓j دنباله ویک Q ∈ 𝜕𝜔 نقطه یک که می کند تضمین به[۱۰]) (مراجعه
(]۲[ به همچنین،(مراجعه و (]۱۰[ به (مراجعه با است پرواضح است. قوی شبە محدب Q البته و .𝜓j (P) → Q باشیم؛ داشته P ∈ 𝜔 نقطه

شود. می تصویر B واحد گوی از تحلیلی یکریختی های توسط خوبی به قوی شبە محدب نقطه یک که می رسیم نتیجه این به
کرد. خواهد روشن را نکات این قبل قضیه اثبات

واقع در است بزرگ خیلی R که هنگامی است). هموار متر (زیرا است؛ هموار متریک گوی هر مرز که است واضح پر (۳ −۲ قضیه اثبات
]۲[).به به (مراجعه است بِرگمن متریک ژئودزیک های۱۱ برای ف˼ف˼رمن۱۰ تئوری قوانین دلیل به این و بود خواهد مرزی قوی شبە محدب 𝛽(P.R)

بود. خواهد قوی شبە محدب هم چنین 𝜑j(𝛿𝛽(P.rj) بنابراین شد. خواهد نزدیک هموار 𝛿𝜔 دامنه با ، 𝜕𝛽(P.R) ؛ R → ∞ ازای
در بِرگمن، متریک در قوی شبە محدب دامنە های از یکریختی هر که می شود، نتیجه ([۹] به (مراجعه نومیزو۱۲ و کوبایاشی قدیمی نتیجه یک از

هستند. تحلیلی یکریختی با مزدوج یا هستند تحلیلی یکریختی یا واقع
به رفتن با شوند. گرفته نظر در تحلیلی یکریختی صورت به است، ممکن متریک یکنواخت سازی خواص تعریف در 𝜑j نگاشت های بنابراین
است واضح بە خوبی اکنون شوند. Q به همگرا مرزی، نقطە ی یک به اقلیدسی معنای به 𝛽(P′j.rj) گوی های که کنیم فرض توانیم می ما دنباله،
یکریختی صورت به می تواند Q قوی شبە محدب مرزی نقطه از همسایگی یک که لو˼ی۱۳، شکل از پیچیده مورب یک با تنها ([۲] به (مراجعه که
مرزی قوی محدب شبه نقطه یک نزدیک متریک گوی یک کرد. ترسیم می باشد، چهارم مرتبه دارای تصویر مرز که 𝜓j نگاشت با گوی به تحلیلی
اندازە ی 𝛿 اینجا در که است. اندازه (مختلط)، مماس جهات در و (مختلط) عادی جهات در Ⅽ√𝛿 اندازە ی به]۱۰[) (مراجعه است شده شناخته
متریک گوی به 𝛽(P.rj) قوی شبە محدب متریک گوی از تحلیلی یکریختی 𝜑j نگاشت یک ما که است این گونه وضعیت پس است. مرز از گوی
است. B واحد گوی به 𝛽 ቀP′.rjቁ از همسایگی شکل 𝜓jبه هندسی نرمال کننده تحلیلی یکریختی نگاشت یک و است 𝛽(P′.rj)قوی شبە محدب
می برد. B داخل در بزرگ گوی یک از زیرمجموعه یک به 𝜓j(𝜑jرا ቀ𝛽 ቀP.rjቁቁ)) گوی ،j� موبیوس تبدیل ببینیم که است ساده محاسبه حال
را K ،𝜆j𝜓j ቀ𝜑(𝛽 ቀP.rjቁቁ)) بزرگ، کافی اندازه به j انتخاب با و کنیم فرض ثابت را K ⊆ B بزرگ فشرده مجموعه هر می توانیم ما واقع در

5Hermitian metric
6Bergman kernel
7Tangent bundle
8Metric Uniformization Property
9Cartan
10Fefferma’s regularity theory
11Geodesics
12Nomizu
13Levi form
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نگاشت های حد که دید خواهیم ما رسیدە اند پایان به B به K فشرده مجموعە های و 𝜔 به رسیده پایان به 𝛽 ቀP.rjቁ که آنجایی از اما می پوشاند.
است. مطلوب نتیجه همان این که است. B به 𝜔 از تحلیلی یکریختی یک به همگرا 𝜆jo𝜓jo𝜑j

مرزی مدار انباشتگی نقاط هندسی توصیف .۳
می گوید: را این (]۳[ به (مراجعه کرانتر۱۵ و گرین۱۴ از توجه قابل قضیه یک

و 𝜑j ∈ Aut(𝜔) که معنا این به باشد مرزی مدار انباشتگی نقطە ی یک P ∈ 𝛿𝜔 و باشد مرزی هموار دامنه یک 𝜔 ⊆ Ⅽn گیریم (۱ −۳ قضیه
است. لو˼ی شبە محدب نقطه یک باید P آنگاه می باشد. همگرا 𝜑j(X) → P ، j → ∞ ازای به که طوری به X ∈ 𝜔 نقطه یک

موضوع از هندسی نمای یک ارائه دهیم، انجام می خواهیم اینجا در ما که کاری است، کلاسیک تابع نظریه طریق از فقط قضیه این اصلی اثبات
است.

متر برای کامل نقطه یک P آنگاه باشد. مرزی مدار انباشتگی نقطه یک P ∈ 𝜕𝜔 و مرزی هموار دامنه یک 𝜔 ⊆ Ⅽn گیریم (۲ −۳ گزاره
است. 𝜔 از کاراتئودوری۱۶

زیر برهان است. معتبر گوبایاشی و بِرگمن مترهای برای ویژه به کنیم. استفاده مورد این بیان در متری هر از می توانیم ما حقیقت در (۳ −۳ تبصره
می کند. تایید را ادعا این

متریک گوی های کنید فرض باشد. ثابت ۰ < r فرض حال .𝜑j(X) → P که طوری به 𝜑j ∈ Aut(𝜔) و X ∈ 𝜔 گیریم (۲ −۳ ی گزاره اثبات
در را منحنی هستند. مجزا دو دوبه گوی ها این که کنیم فرض است ممکن بعدی دنباله زیر به رفتن با لزوم صورت در داریم. را 𝛽 ቀ𝜑j (X) .rቁ
از است. کاراتئودوری متر در بی نهایت طول با منحنی این که می شود نتیجه سپس می شود. ختم P به می گذرد {𝜑j (x)} نقاط از که بگیرید نظر

است. متریک برای کامل نقطە ی یک P که است نظر این
شبە محدب نقطه یک P آنگاه است. کارتئودوری متریک از کامل نقطه یک P ∈ 𝜕𝜔 و هموار مرزی دامنه یک 𝜔 ∈ Ⅽn گیریم (۴ −۳ گزاره

است. لو˼ی
هارتگز۱۷ بسط قضیه به توجه به است، منفی ویزه مقدار یک دارای P در لو˼ی شکل آنگاه نباشد. لو˼ی شبە محدب نقطه یک P کنید فرض اثبات:
است. پیوسته تحلیلی طور به U به U∩𝜔 از تحلیلی یکریخت تابع هر بە طوری که دارد؛ وجود P از باز همسایگی یک که می گیریم، نتیجه اصل
فرض با تناقض لذا و نیست؛ کامل نقطه P بنابراین است. متناهی P تا q ∈ 𝜔 داخلی نقطه یک از کاراتئودوری فاصله که می دهد نشان این ولی

دارد. قضیه
می آید. بدست ۱ −۳ قضیه و ۴ −۳ و ۲ −۳ گزارە های دادن قرار هم کنار با

خودریختی گروە های از پیوستگی نیم .۴
کنیم: تعریف را ایده یک داریم نیاز ابتدا ما است. شده داده توضیح زیر در (]۴[ به (ارجاع کرانتز و گرین از شده ذکر قضیه یک

می شود: گرفته نظر در 𝜌 ≡ 𝜌𝜔 شده تعریف تابع یک توسط راحتی به مرزی هموار دامنه یک
𝜔 = {Z ∈ Ⅽn; 𝜌𝜔 (Z) < ۰}

∀𝜀 > ۰ روی به مرزی هموار قوی شبە محدب دامنە های از مجموعە ای روی توپولوژی برای زیرپایه یک می توان .∇𝜌𝜔 ≠ ۰ ، 𝛿𝜔 روی که
u𝜔(۰.𝜀) = ൛𝜔 ⊆ Ⅽn شبه محدب ;𝜔قوی ||𝜌𝜔 − 𝜌𝜔.||Ⅽ∞ < 𝜀ൟ

داشت: خواهیم حال می نامیم. مرزی هموار قوی محدب شبه دامنە های روی Ⅽ∞ توپولوژی را توپولوژی این ما
گردایە ای روی Ⅽ∞ توپولوژی 𝜔۰در از O همسایگی یک صورت این در باشد. قوی محدب شبه مرزی هموار دامنه 𝜔۰یک گیریم (۱ −۴ قضیه

آنگاه؛ 𝜔 ∈ O اگر که طوری به دارد وجود مرزی هموار قوی محدب شبه دامنە های از
است. Aut(𝜔۰) از زیرگروه یک (𝜔) Aut *

نگاشت که طوری به دارد وجود Ⅽ∞ در 𝛼 ∶ 𝜔 → 𝜔۰ تحلیلی غیر نگاشت یک *
Aut(𝜔) ∋ 𝜑 → 𝛼o𝜑o𝛼−۱ ∈ Aut(𝜔۰)

14Greene
15Krantz
16Caratheodory metric
17Hartogs‘s extension phenomenon
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باشد. تک ارزی همریختی گروه یک
از گرفتن الهام کنیم. بیان را نکاتی اثبات، ماهیت مورد در داریم قصد ما ولی است. پیچیده بسیار اینجا در بازتولید برای نتیجه این اثبات البته
است ممکن است، شده فرموله دوباره اینجا در منظور این برای که ابین نتیجە  ،می آید ایبین۱۸ دیوید از (]۱[ به اساسی(مراجعه کار یک فوق قضیه

شود: بیان زیر صور به
دارد؛ وجود 𝜀 > ۰ باشد. G به نسبت Ⅿ از یکریختی ها گروه G و باشد g متریک به مجهز فشرده ریمانی۱۹ منیفلد یک Ⅿ گیریم (۲ −۴ قضیه
گروه از زیرگروه یک g متریک در Ⅿ از G یکریختی گروه صورت این در به หหg − gหห < 𝜀 طوریکه به باشد Ⅿ روی دیگر متریک یک g اگر

باشد. تک ارز همریختی گروه یک Ⅿ از Ⅽ∞ در دیفئومورفیسم۲۰ 𝛼 یک همچنین است. g متریک در Ⅿ از G یکریختی
می کند. ثابت برش یک ساختن با را نیم پیوستگی۲۱ او ویژه، به است. ضمنی تابع قضیه از پیچیده کاربرد یک ابین قضیه اثبات

ریمانی منیفلدهای برای یکریخت گروە های به قوی شبە محدب ازدامنە های خودریختی گروە های برای مسئله که بود این کرانتز و گرین استراتژی
رفت: پیش زیر صورت به که کند. پیدا کاهش

ساختند. دارد، مرزی به نزدیک ساختار که ثابت متریک با تحلیلی یکریختی یک عنوان به 𝜔 روی آنها (۱
گرفتند. نظر در مخصوص متر با شده مجهز (۱) از دامنه از را Ⅿ̂ شده فرض دوگانه متریک آنها (۲

هستند. مزدوج تحلیلی یکریختی نگاشت های با یا تحلیلی یکریختی نگاشت های فقط Ⅿ̂ یکریخت های که کردند تایید آنها (۳
کردند. اعمال را Ⅿ̂ تکریختی گروه برای را ابین قضیه آنها (۴

کردند. استخراج شد ذکر بالا در که یکریختی گروە های برای نیم پیوستگی قضیه از و کردند تحلیل و تجزیه را ]۴[ نتیجه ۵)آنها
این بنابراین است. اینطور ریمانی هندسه قضیه یک طبیعتاً است، یکریختی گروە های برای گرین–کرانتر نیم پیوستگی قضیه که می بینیم بنابراین

دارد. همخوانی بسیار حاضر مقاله روح با مقوله

صلب دامنە های مجموعه بودن باز .۵
شبە محدب دامنە های از مجموعە ای که است؛ (۲ −۴) قضیه فوری نتیجه این تنها. همانی از عبارتست یکریختی گروه یک از صلب۲۲ دامنه یک

می دهیم. ارائه موضوع مشاهده برای دیگری راه حاضر بخش در ما هستند. باز صلب، و مرزی هموار قوی،
𝜔۰ در Q و P نقاط صورت این در و باشد خودش به 𝜔 از دلخواه تحلیلی یکریختی غیرهمانی نگاشت 𝜙 اگر باشد. صلب دامنه یک 𝜔۰ گیریم
باشد دامنە ای 𝜔 اگر است. 𝜔۰ در بِرگمن متریک فاصله ⅾ𝜔۰ اینجا در که .ⅾ𝜔۰(P.Q) ≠ ⅾ𝜔۰(𝜙 (P) .𝜙 (Q)) که طوری به دارند وجود
ما ویژه به .(]۵[ به (مراجعه است. نزدیک 𝜔۰ روی بِرگمن متریک به 𝜔 روی بِرگمن متریک آنگاه باشد، 𝜔۰ به نزدیک ،Ⅽ∞ توپولوژی در که
دارند وجود 𝜔۰ در P و Q نقاط صورت این در باشد؛ خودش به 𝜔 از دلخواه تحلیلی یکریخت نگاشت یک 𝜙 اگر که بگیریم نتیجه می توانیم

که طوری به
𝑑Ω(𝑃.𝑄) ≠ 𝑑Ω(Φ (𝑃) .Φ(𝑄))
است. صلب 𝜔 می گیریم نتیجه لذا است. 𝜔 روی بِرگمن متریک در فاصله 𝑑Ω اینجا در که

تحلیلی یکریختی های ارزی هم کلاس های بودن بسته .۶
یکریخت های هم ارز که است هموارمرزی قوی، شبە محدب دامنە های از گردایە ای 𝐵𝜔۰ و باشد هموارمرزی قوی، محدب شبه دامنه 𝜔۰ گیریم

است. بسته 𝐵𝜔۰ که می کنیم ادعا می کنیم. مجهز دامنە ها روی 𝐶∞ معمولی توپولوژی با را 𝐵𝜔۰ است. 𝜔۰ روی تحلیلی
تحلیلی یکریختی یک 𝜑𝑗.Ω𝑗 → Ω۰ که است این ما ادعای باشند. Ω∗ دنباله حد به همگرا دنبالە های ൛Ω𝑗ൟ ⊆ 𝐵Ω۰ گیریم این، دیدن برای
می توانیم پس .۱ حداکثر شیتس لیپ نُرم با شیتس۲۳ لیپ نگاشت یک 𝜑𝑗 هر صورت این در کنید. تجهیز کوبایاشی متریک با را دامنه هر باشد.
اینکه تعیین برای فشرده، زیرمجموعە های از طاقت فرسا دنباله یک در معمول مورب بندی با همراه به کنیم اعمال را آزرلا۲۴ − آسکولی قضیه
است. واضح نیز این اما 𝜑∗ به می شود همگرا حدی نگاشت یک به فشرده مجموعە های در یکنواخت طور به که دارد وجود 𝜑𝑗𝑘 دنباله یک

.Ω∗ ∈ 𝐵Ω۰ نتیجه در است. تحلیلی یکریختی یک واقع در نگاشت این که می کند تضمین نیز رو قضیە ها و 𝜑∗ ∶ Ω∗ → Ω۰
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نتیجه .۷
زبان از استفاده با می توان را مختلط آنالیز از مختلط متغیر چندین موقعیت که است انکار غیرقابل حقیقت یک توابع، نظریه در که است مدتی
نشان را ایده این خودریختی گروە های از دامنە ها نظریه در نتیجه چندین طریق از که است بوده این مقاله این از هدف کرد. روشن متریک هندسه

دهیم.
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چکیده
از خاص ردە  یک در ثابت حجم تحت مینیمم سطح با ابررویه لاگرانژین برای کیلینگ برداری میدانهای مقاله این در

می آوریم. بدست (FRW) فریدمن⁃روبرتسون⁃والکر جهان های
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مقدمه .۱
را خلقت حادثه لموترا جورج می دهد. پیشنهاد را جهان توسیع نظریه كه یافت انیشتين میدانی معادله از جوابي فریدمن الکساندر ،۱۹۹۲ سال در
فریدمن⁃لموترا⁃روبرتسون⁃ شناسی کیهان جواب به والکر آرتور و رابرتسون هوارد متر با نظريه این ترکیب داد. پیشنهاد توسیع شروع عنوان به
توصیف برای روش مناسب ترین که است باور این بر و است مشهور گرانشی معادلات از (FRW) فریدمن⁃روبرتسون⁃والکر فقط یا والکر

است. شده فرض ایزوتوپی و همگن كه است بزرگ، مقیاس در جهان عام، نسبیت با انطباق در FRW فضا⁃زمان است. مان هستی تکامل
چون این بر علاوه هستند. فضا تصویری جبری عناصر ژئودزیک معادلات لی تقارنهای که است شده داده نشان [۱۲ ،۵ ،۱] مقالات از تعدای در
تقارنهای که دادە اند نشان و کردە اند مطالعه را لاگرانژین این نوتر تقارنهای ریاضیدانان می شود، نتیجه ژئودزیک لاگرانژین از ژئودزیک معادلات
تعداد اگر هستند. مهم بسیار حرکت معادلات تعداد برابری دو کاهش خاطر به نوتر تقارنهای مطالعه .[۱۳] هستند فضا تجانسی جبر عناصر نوتر

کرد. تبدیل گیری انتگرال به را OⅮE معادلات می توان باشد موجود نوتر تقارنهای از کافی
داده نشان و شدە است داده تعمیم [۱۰ ،۹ ،۶ ،۴] (PⅮEs) جزئی دیفرانسیل معادلات از خاصی کلاسهای نوتر و لی تقارنهای به مطالعات این

می دهند. را زمینه فضای همدیس گروه تشکیل مولدها که شده
مساله اگر حتی می شود، مربوط انتگرال عمل به مربوط مسائل همه به اصل این بنابراین هستند، انتگرال عمل تقارنهای نوتر، نقطە ای تقارنهای
انتگرال عمل مورد این در است. فضا⁃زمان یک در ثابت حجم تحت مینیمم سطح با ابررویه تعیین دیگر مساله نباشد. حرکت معادلات به مربوط
تقارنهای بین نویسندگان [۱۴ ،۲] در .[۱۴ ،۱۱ ،۳ ،۲] نیست قوس طول دارای حرکت معادلات حل حالت مانند و می پردازد رویه سازی مینیمم به

یافتە اند. رابطە ای خاص فضاهای برخی برای زمینه فضای ایزومتری های و مینیمال لاگرانژین نوتر،
است. FRW فضا⁃زمان در ثابت حجم تحت مینیمم سطح با ابررویه نوتر نقطە ای تقارنهای تعیین نیز مقاله این از هدف شده ذکر مقالات مشابه

هستند. کیلنیگ جبر عناصر نوتر تقارنهای مولدهای می دهیم نشان

∗سخنران
( انور سالار (سە رکار pouri@tabrizu.ac.ir محمدپوری)، (اکرم akram.pouri@gmail.com الکترونیک: پست
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𝑢 = ൫𝑢۱, ⋯ , 𝑢𝑞൯ وابسته متغیر 𝑞 و 𝑥 = ൫𝑥۱, ⋯ , 𝑥𝑝൯ مستقل متغیر 𝑝 شامل که Δ ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯ = ۰ فرم به دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک
آن در که می باشد 𝑢 = 𝑓(𝑥) فرم به تابعی دستگاهی، چنین جواب می گیریم. نظر در را می باشد
𝑢𝛼 = 𝑓𝛼 ൫𝑥۱, ⋯ , 𝑥𝑝൯ , 𝛼 = ۱, ⋯ , 𝑞, (۱)

است. 𝑥 = ൫𝑥۱, ⋯ , 𝑥𝑝൯ مستقل متغیرهای از هموار تابعی
اقلیدسی فضای صورت این در باشد. 𝑈 ≃ ℝ𝑞 روی مختصات دستگاه یک 𝑢 و 𝑋 ≃ ℝ𝑝 روی مختصات دستگاه یک معرف 𝑥 که کنید فرض
گفته Δ = ۰ دیفرانسیل معادلات دستگاه متناظر کل فضای می باشد، 𝑢 و 𝑥 وابسته و مستقل متغیرهای از متشکل که 𝐸 = 𝑋 × 𝑈 ≃ ℝ𝑝+𝑞

می شود.
مانند 𝐸 از بازی مجموعه یک روی که می باشد 𝐺 مانند تبدیلات از موضعی گروهی ،Δ = ۰ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه یک

می نماید. تبدیل دیگری جواب به را Δ = ۰ دستگاه از جواب هر طوریکه به نموده عمل 𝒪
کنید فرض

𝑈(𝑛) ∶= 𝑈 × 𝑈۱ ×⋯× 𝑈𝑛 , (۲)
،𝑈(𝑛) به مستقل متغیرهای فضای نمودن اضافه با می باشند. 𝑖ام مرتبه از جزیی مشتقات فضای نماینده 𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑛 بە ازای ها 𝑈𝑖 بطوریکه

فضای
J𝑛 = 𝑋 × 𝑈(𝑛) (۳)

می دهیم. نشان J𝑛𝑓 نماد با را آن و گفته 𝑢 = 𝑓(𝑥) تابع 𝑛ام مرتبه جت فضای آن به که می آوریم بدست
امتداد باشد. exp(𝜀v)تک  پارامتری گروه 𝒪با روی برداری میدان یک v و 𝐸 = 𝑋×𝑈 از بازی زیرمجموعه 𝒪یک که کنیم فرض .۱ .۱ تعریف
ൣexp(𝜀v)൧(𝑛) تک پارامتری گروه کوچک بینهایت مولد آن به که بوده J𝑛(𝒪) روی برداری میدان یک می دهیم، نشان v(𝑛) با که را v 𝑛ام مرتبه

که می باشد معنا بدان این می گویند.

v(𝑛)ቚ
(𝑥,𝑢(𝑛))

= 𝑑
𝑑𝜀 ቚ𝜀=۰ ൣexp(𝜀v)൧(𝑛) ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯ , ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯ ∈ J(𝑛)(𝒪). (۴)

با را آن که 𝑥𝑖 به نسبت 𝐹 کامل مشتق باشد. J𝑛(𝒪) روی هموار تابع یک 𝐹 ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯ و باز مجموعە های 𝒪 ∈ 𝐸 کنید فرض .۲ .۱ تعریف
هموار تابع 𝑢 = 𝑓(𝑥) هرگاه که می باشد ویژگی این دارای و شده تعریف J𝑛+۱(𝒪) روی که است هموار تابع می دهیم، نمایش 𝐷𝑖𝐹 ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯

آنگاه باشد،

𝐷𝑖𝐹 ൫𝑥, 𝑓𝑛+۱(𝑥)൯ = 𝜕
𝜕𝑥𝑖 ൣ𝐹 ൫𝑥, 𝑢

(𝑛)൯൧

ارائه مشتق عملگر یک غالب در کامل مشتق محاسبه برای صریح فرمولی می گردد، حاصل مشتق زنجیرە ای قاعده از مستقیم طور به که زیر لم
می نماید.

𝑢𝛼𝐽,𝑖 = 𝜕𝑢𝛼𝐽 /𝜕𝑥𝑖 و چندگانه اندیس یک 𝐽 = (𝑗۱, ⋯ , 𝑗𝑘) هرگاه بگیرید. نظر در J𝑛(𝒪) جت فضای روی را 𝐹 ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯ تابع .۳ .۱ لم
آنگاه باشد،

𝐷𝑖𝐹 = 𝜕𝐹
𝜕𝑥𝑖 +

𝑞


𝛼=۱


𝐽
𝑢𝛼𝐽,𝑖

𝜕𝐹
𝜕𝑢𝛼𝐽

. (۵)

صورت به 𝐽 = (𝑗۱, ⋯ , 𝑗𝑘) چندگانه اندیس به نسبت می توان را بالاتر مراتب کامل مشتق شکل، همین به
𝐷𝐽 = 𝐷𝑗۱𝐷𝑗۲ ⋯𝐷𝑗𝑘

نمود. بیان
کرد. بیان می دهد بدست را برداری میدان های امتداد محاسبه نحوه که را زیر قضیه توان می اکنون
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کنیم فرض .۴ .۱ قضیه

v =
𝑝


𝑖=۱

𝜉𝑖(𝑥, 𝑢) 𝜕
𝜕𝑥𝑖 +

𝑞


𝛼=۱

𝜙𝛼(𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑢𝛼

شکل به برداری میدان یک v برداری میدان 𝑛⁃ام مرتبه امتداد باشد. 𝒪 ⊂ 𝐸 باز زیرمجموعه روی برداری میدان یک

v(𝑛) = v +
𝑞


𝛼=۱


𝐽
𝜙𝐽
𝛼 ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯

𝜕
𝜕𝑢𝛼𝐽

(۶)

فرمول با (۶) در 𝜙𝐽
𝛼 ضرایب که می باشد J𝑛(𝒪) روی

𝜙𝐽
𝛼 ൫𝑥, 𝑢(𝑛)൯ = 𝐷𝐽 ቌ𝜙𝛼 −

𝑝


𝑖=۱

𝜉𝑖𝑢𝛼𝑖 ቍ +
𝑝


𝑖=۱

𝜉𝑖𝑢𝛼𝐽,𝑖 (۷)

می شوند. ساخته
نوتر) (قضیه خود مشهور الگوریتم [۸] نوتر ۱۹۱۸ سال در است. برخوردار ویژە ای اهمیت از نوتر معروف قضیه خاطر به تغییراتی تقارن های

نمود. ارائه می پذیرند، را تغییراتی تقارن های که دیفرانسیلی معادلات دستگاە های برای موضعی پایستگی قوانین یافتن برای را
دامنه روی که ،𝑘 مرتبه تا آن مشتقات و Φ = Φ(𝑥) = (Φ۱, Φ۲, … ,Φ𝑚) هموار تابع و 𝑥 = (𝑥۱, … , 𝑥𝑛) مستقل متغیر 𝑛 با 𝐽[Φ] تابعک

بگیرید نظر در را شدە اند تعریف Ω

𝐽[Φ] = න
Ω
𝐿[Φ]𝑑𝑥 = න

Ω
𝐿(𝑥,Φ, 𝜕Φ,… , 𝜕𝑘Φ)𝑑𝑥,

می نامند. تغییراتی انتگرال را 𝐽[Φ] تابعک و لاگرانژین را 𝐿[Φ] = 𝐿[𝑥,Φ, 𝜕Φ,… , 𝜕𝑘Φ] تابع
تغییراتی انتگرال اکسترمم Φ(𝑥) = 𝜙(𝑥) هموار تابع اگر .۵ .۱ قضیه

𝐽 [Φ] = න
Ω
𝐿 [Φ] 𝑑𝑥

می کند صدق است، معروف اویلر⁃لاگرانژ معادلات به که زیر معادلات در ،𝜙(𝑥) آنگاه باشد، 𝐿 [Φ] = 𝐿(𝑥,Φ, 𝜕Φ,⋯ , 𝜕𝑘Φ) با

𝐸 (𝐿[Φ]) = 𝜕𝐿 [Φ]
𝜕Φ +⋯+ (−۱)𝑘𝐷𝑗۱ ⋯𝐷𝑗𝑘

𝜕𝐿 [Φ]
𝜕Φ𝑗۱⋯𝑗𝑘

= ۰. (۸)

𝛼 = ،𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑥𝛼) فرم به 𝑛)⁃بعدی − ۱) ،𝑆 ابررویه یک از 𝐴(𝑆) سطح سازی مینیمم 𝑛⁃بعدی فضای دریک [۲] .۶ .۱ گزاره
زیراست تغییراتی انتگرال اکسترمم های 𝑉(𝑆) حجم داشتن نگه ثابت با ۱, ۲, … , 𝑛 − ۱

𝐽[𝑥𝑛] = න𝐿 ൫𝑥𝛼 , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑛𝑥𝛼൯ 𝑑𝑥𝛼 = න
𝑆
𝑛𝑝 𝑑𝑛−۱𝑆𝑝 + 𝜆න

𝑉
𝑑𝑛𝑉. (۹)

باشد زیر متر با زمان فضا یک 𝑀𝑛 کنید فرض حال
𝑑𝑠۲ = −𝑑𝑢۲ + ℎ𝑖𝑗(𝑢, 𝑥𝑘)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗 = ۱, … , 𝑛 − ۱.

رابطه در ثابت حجم گرفتن نظر در با و مینیمال سطح با ابررویه لاگرانژین می شود مشاهده ۶ .۱ گزاره بنابر اینرو از

𝐿 = ට|ℎ| + |ℎ|ℎ𝑖𝑗𝑢,𝑖𝑢,𝑗 + 𝜆නඥ|ℎ|𝑑𝑢. (۱۰)
می کند. صدق
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اصلی نتایج .۲
𝑘 = ۰, ±۱ انحناء پارامتر ،𝑎(𝑡)تجانس ضرایب با استوگرافيك مختصات در FRW ۴⁃بعدی تخت همديس متر ، FRW جهان گرفتن نظر در با

می شود تعریف زیر صورت به 𝑟۲ = 𝑥۲ + 𝑦۲ + 𝑧۲ و

𝑑𝑠۲ = −𝑑𝑡۲ + 𝑎۲(𝑡)
(۱ + 𝑘

۴ 𝑟
۲)۲ (𝑑𝑥

۲ + 𝑑𝑦۲ + 𝑑𝑧۲). (۱۱)

داريم (۱۱) FRW جهان در حال

ඥ(|ℎ|) = 𝑎۳(𝑡)
(۱ + 𝑘

۴ 𝑟
۲)۳ , ℎ𝑥𝑥 = ℎ𝑦𝑦 = ℎ𝑧𝑧 =

(۱ + 𝑘
۴ 𝑟

۲)۲

𝑎۲(𝑡) ,

می شود نوشته زیر بصورت (۱۰) فرمول در جایگذاری با ثابت حجم تحت مینیمم سطح با 𝑡 = 𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) ابررویه لاگرانژین اینرو از

𝐿 = 𝑎۳(𝑡)
(۱ + 𝑘

۴ 𝑟
۲)۳

ඨ۱ + (۱ + 𝑘
۴ 𝑟

۲)۲

𝑎۲(𝑡) (𝑡۲,𝑥 + 𝑡۲,𝑦 + 𝑡۲,𝑧) + න 𝑎۳(𝑡)
(۱ + 𝑘

۴ 𝑟
۲)۳𝑑𝑡. (۱۲)

،𝑥∗ = 𝑥∗ (𝑥,Φ; 𝜀) تبدیلات از پارامتری تک لی گروه تحت 𝐽 [Φ] = ∫𝑉 𝐿 ൫𝑥,Φ,Φ(۱), … ,Φ(𝑘)൯ 𝑑𝑥 تغییراتی تقارن های .۱ .۲ تعریف
کوچک بینهایت مولد با Φ∗ (𝑥,Φ; 𝜀)

X = ̃𝜁 (𝑥,Φ) 𝜕
𝜕𝑥𝑖 + �̃�𝜈 (𝑥,Φ) 𝜕

𝜕Φ𝜈

،𝑖 هر ازاي به هرگاه می شود، نامیده اي) پيمانه (توابع 𝐴۱(𝑥), … , 𝐴𝑛(𝑥) توابع تحت پايا
باشیم داشته 𝑖 = ۱, … , 𝑛

න
𝑉∗
𝐿(𝑥∗, Φ∗, Φ∗

(۱), … ,Φ∗
(𝑘))𝑑𝑥𝑖

∗ = න
𝑉
ቈ𝐿(𝑥,Φ,Φ(۱), … ,Φ(𝑘)) + 𝜀𝑑𝐴

𝑖

𝑑𝑥𝑖  𝑑𝑥
𝑖.

است. فوق نقطە ای تبدیلات تحت 𝑉 حجم تصویر 𝑉∗ از منظور .𝐴𝑖 = ۰, 𝑖 = ۱, … , 𝑛 هرگاه مي نامند اكيد را تقارن
می نامند. 𝐿 ൫𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢, Φ,Φ(۱), … ,Φ(𝑘)൯ لاگرانژین برای نوتر نقطە ای تقارن را X کوچک بینهایت مولد صورت این در

رابطه از 𝐿 ൫𝑥,Φ,Φ(۱), … ,Φ(𝑘)൯ لاگرانژین برای 𝐴۱, … , 𝐴𝑛 اي پيمانه توابع با X = 𝜉𝑖 𝜕
𝜕𝑥𝑖 + 𝜂𝛼 𝜕

𝜕𝑢𝛼 نوتر نقطە ای تقارن كلي حالت در
.[۸] آيد مي بدست زير

𝑋[𝑘](𝐿) + 𝐿𝐷𝑖(𝜉𝑖) = 𝐷𝑖(𝐴𝑖). (۱۳)
می شود. اثبات زیر اساسی قضیه کردیم بیان فصل این در تاکنون که مطالبی از

مختصات با 𝐹𝑅𝑊 جهان در ثابت حجم تحت مینیمم سطح با ابررویه لاگرانژین برای نوتر نقطە ای تقارنهای از بعدی شش 𝔤 لی جبر .۲ .۲ قضیه
کیلینگ اند. برداری میدانهای مولدها همه بعلاوه است، زیر فرم بە  𝑎(𝑡) = (𝛼𝑡 + 𝛽)𝑛 و 𝑘 ≠ ۰ فرض با و (۱۱)

𝑋۱ = 𝑥𝜕𝑦 − 𝑦𝜕𝑥 , 𝑋۲ = 𝑥𝜕𝑧 − 𝑧𝜕𝑥 , 𝑋۳ = 𝑦𝜕𝑧 − 𝑧𝜕𝑦 ,

𝑋۴ = 𝑥۲ − 𝑦۲ − 𝑧۲ + ۴
𝑘 ൨ 𝜕𝑥 + ۲𝑥(𝑦𝜕𝑦 + 𝑧𝜕𝑧),

𝑋۵ = −𝑥۲ + 𝑦۲ − 𝑧۲ + ۴
𝑘 ൨ 𝜕𝑦 + ۲𝑦(𝑥𝜕𝑥 + 𝑧𝜕𝑧),

𝑋۶ = −𝑥۲ − 𝑦۲ + 𝑧۲ + ۴
𝑘 ൨ 𝜕𝑧 + ۲𝑧(𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦).
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