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چکیده
عملگری میانگین بودن دلخواه وجود با که باشد می مثبت های ماتریس برای جالب نامساوی یک کالبوت، نامساوی
از بااستفاده و کرده مطالعه ای قطعه های ماتریس روی بر مقاله این در کند. می بیان # حسب بر طرفه دو کران 𝜎
رسانده اثبات به را زیر دوطرفه نامساوی 𝜎 عملگری میانگین هر و Φ مثبت خطی نگاشت هر برای کالبوت، نامساوی
𝐴𝑖, 𝐵𝑖 ∈ 𝒮𝛼 کنیم فرض اگر مثال طور به ایم. آورده بدست دلخواه متعامد عملگری میانگین برای مفیدی نتایج و
داریم ،𝜎 عملگری میانگین هر و Φ مثبت خطی نگاشت هر برای صورت این در .𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛 که طوری به باشند

ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖#𝐵𝑖) ≤ seⅽ۲(𝛼)

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎ℛ(Φ(𝐵𝑖)) #

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎⊥ℛ(Φ(𝐵𝑖))

≤ seⅽ۲(𝛼) ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖)#

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐵𝑖) .

نتایج برخی که ایم یافته دست # و 𝜎 دلخواه عملگری میانگین ای قطعه های ماتریس برای جدیدی نامساوی همچنین
باشند. می مشهور های نامساوی از توسیعی آنها،
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مقدمه .۱
نوشت زیر صورت به توان می را 𝐴 ∈ 𝕄𝑛 ماتریس هر باشد. 𝑛 × 𝑛 مختلط های ماتریس تمام مجموعه 𝕄𝑛 کنیم فرض

𝐴 = ℛ𝐴 + 𝑖ℐ𝐴,

های قسمت ترتیب به ℐ𝐴 و ℛ𝐴 آن در که باشد می معروف کارتزین۱ تجزیه به ،𝐴 تجزیه این .ℐ𝐴 = 𝐴−𝐴∗
۲𝑖 و ℛ𝐴 = 𝐴+𝐴∗

۲ آن در که
،𝑥 ∈ ℂ𝑛 هر برای اگر است مثبت۳ معین نیمه 𝐴 گوییم می ،𝐴 = 𝐴∗ دیگر عبارت به باشد خودالحاق۲ 𝐴 اگر باشند. می 𝐴 موهومی و حقیقی
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1Cartesian
2self-adjoint
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𝐵−𝐴 هرگاه ،𝐴, 𝐵 ∈ 𝕄𝑛 خودالحاق های ماتریس برای باشد. پذیر معکوس و مثبت معین نیمه 𝐴 اگر است ۴ مثبت معین 𝐴 و ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≥ ۰
را 𝑓 ∶ 𝐽 → ℝ تابع دهیم. می نشان 𝕄+

𝑛 با را مثبت معین های ماتریس تمام مجموعه و 𝐵 ≥ 𝐴 یا 𝐴 ≤ 𝐵 نویسیم می باشد، مثبت معین نیمه
ها آن طیف که 𝐵 و 𝐴 خودالحاق های ماتریس برای دیگر عبارت به باشد ماتریسی ترتیبی رابطه حافظ اگر نامیم می ماتریسی۵ یکنوای تابع یک

.𝑓(𝐴) ≤ 𝑓(𝐵) آنگاه ،𝐴 ≤ 𝐵 اگر دارد، قرار 𝐽 بازه در
زیر: شرایط با است 𝐴𝜎𝐵 دوتایی عمل یک مثبت، پذیر معکوس عملگرهای روی 𝜎 عملگری۶ میانگین

آنگاه ،𝐵 ≤ 𝐷 و 𝐴 ≤ 𝐶 اگر .۱
𝐴𝜎𝐵 ≤ 𝐶𝜎𝐷;

.۲
𝐶∗(𝐴𝜎𝐵)𝐶 = (𝐶∗𝐴𝐶)𝜎(𝐶∗𝐵𝐶);

𝐴𝑘؛ , 𝐵𝑘 , 𝐴, 𝐵, ∈ 𝕄𝑛
+ هر برای 𝐴𝑘𝜎𝐵𝑘؛ ↓𝑘 𝐴𝜎𝐵 آنگاه ،𝐵𝑘 ↓𝑘 𝐵 و 𝐴𝑘 ↓𝑘 𝐴 اگر .۳

.𝐼𝜎𝐼 = 𝐼 .۴
که طوری به دارد وجود [۰, ∞) روی 𝑓 عملگری یکنوای تابع [۱۲] کوبو⁃آندو۷ قضیه به بنا آنگاه باشند، پذیر معکوس 𝐴, 𝐵, ∈ 𝕄𝑛 اگر

𝐴𝜎𝐵 = 𝐴
۱
۲ 𝑓 𝐴−

۱
۲𝐵𝐴−

۱
۲ 𝐴

۱
۲ . (۱)

میانگین دار۹، وزن −𝑝 هارمونیک میانگین ، دار۸ وزن −𝑝 حسابی میانگین از عبارتند 𝐵 و 𝐴 عملگر دو معروف عملگری های میانگین برخی
شوند: می تعریف زیر صورت به که دار۱۱ وزن −𝑝 هاینز میانگین و دار۱۰ وزن −𝑝 هندسی

𝐴∇𝑝𝐵 ∶= (۱ − 𝑝)𝐴 + 𝑝𝐵 (آ)

𝐴!𝑝𝐵 ∶= ((۱ − 𝑝)𝐴−۱ + 𝑝𝐵−۱)−۱ (ب)

𝐴#𝑝𝐵 ∶= 𝐴
۱
۲ (𝐴−

۱
۲𝐵𝐴−

۱
۲ )𝑝𝐴

۱
۲ (ج)

.𝐻𝑝(𝐴, 𝐵) ∶=
𝐴#𝑝𝐵 + 𝐴#۱−𝑝𝐵

۲ (د)
دهیم. می نشان 𝐴#𝐵 و 𝐴!𝐵 ،𝐴∇𝐵 با را آنها راحتی برای آنگاه ،𝑝 = ۱

۲ هرگاه
باشد. 𝑓 نمایشی تابع با عملگری میانگین یک 𝜎 و پذیر معکوس 𝐴, 𝐵, ∈ 𝕄𝑛 کنیم فرض .۱ .۱ تعریف

زیر صورت به (۱) به بنا که شود می داده نشان 𝜎∗ علامت با و شده نامیده 𝜎 الحاق۱۲ ،(𝑓(𝑡−۱))−۱ نمایشی تابع با عملگری میانگین (الف)
است: تعریف قابل

𝐴𝜎∗𝐵 = 𝐴−۱𝜎𝐵−۱ −۱
.

قابل زیر صورت به (۱) به بنا که شود می داده نشان 𝜎۰ علامت با و شده نامیده 𝜎 ترانهاده۱۳ ،𝑡𝑓(𝑡−۱) نمایشی تابع با عملگری میانگین (ب)
است: تعریف

𝐴𝜎۰𝐵 = 𝐵𝜎𝐴.
شود. می نامیده متقارن۱۴ 𝜎 عملگری میانگین آنگاه ،𝜎 = 𝜎۰ اگر

قابل زیر صورت به (۱) به بنا که شود می داده نشان 𝜎⊥ علامت با و شده نامیده 𝜎 دوگان۱۵ ، 𝑡
𝑓(𝑡) نمایشی تابع با عملگری میانگین (ج)

4 positiv definite
5matrix monotone function
6operator mean
7Kubo-Ando
8 𝑝-weighted arithmetic mean
9 𝑝-weighted Harmonic mean
10 𝑝-weighted geometric mean
11 𝑝-weighted Hienz mean
12adjoint
13transpose
14symmetric
15dual
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است: تعریف
𝐴𝜎⊥𝐵 = (𝐵−۱𝜎𝐴−۱)−۱.

شود. می نامیده متعامد۱۶ ،𝜎 عملگری میانگین آنگاه ،𝜎 = 𝜎⊥ اگر
و #∗ = # یعنی است متعامد و الحاق خود هندسی میانگین و ∇∗ =! یعنی باشد می هارمونیک میانگین حسابی، میانگین الحاق مثال طور به

داریم ۱ .۱ تعریف به بنا . 𝜎⊥ ⊥ = 𝜎 و (𝜎∗)∗ = 𝜎 عبارتی به باشند می همپیچی۱۷ دوگان و الحاق عمل .#⊥ = #

𝜎⊥ = (𝜎۰)∗ = (𝜎∗)۰

و
𝜎۰ = (𝜎∗)⊥ = (𝜎⊥)∗.

نمایید. مراجعه [۱۲] به عملگری های میانگین درباره بیشتر مطالعه برای .#۰
𝑝 = #۱−𝑝 و #∗𝑝 = #𝑝 بنابراین

شود: می تعریف زیر صورت به 𝐴 ∈ 𝕄𝑛
عددی۱۹ برد .ℛ𝐴 ≥ ۰ کارتزین، تجزیه در هرگاه نامیم می گسترشی۱۸ را 𝐴 ∈ 𝕄𝑛 ماتریس
𝑊(𝐴) = {𝑥∗𝐴𝑥 ∶ 𝑥 ∈ ℂ𝑛 , 𝑥∗𝑥 = ۱}.

در که ،𝐴 ∈ 𝒮𝛼 نویسیم می و 𝑊(𝐴) ⊂ 𝒮𝛼 بطوریکه باشد داشته وجود ثابتی ۰ ≤ 𝛼 < 𝜋
۲ اگر نامیم می ای قطعه را 𝐴 ∈ 𝕄𝑛 ماتریس یک

شود: می تعریف زیر صورت به که است مختلط صفحه در ای۲۰ قطعه ناحیه 𝒮𝛼 آن
𝒮𝛼 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ ℛ𝑧 > ۰, |ℐ𝑧| ≤ (ℛ𝑧) tan𝛼}.

است: شده تعریف زیر صورت به [۲] همکاران و بدرانی توسط ،𝐴, 𝐵 ∈ 𝕄𝑛 ای قطعه ماتریس دو برای عملگری میانگین

𝐴𝜎𝑓𝐵 =
۱

۰
𝐴!𝐵𝑑𝜈𝑓(𝑠),

اند: کرده تعریف زیر صورت به ،𝐴 ∈ 𝒮𝛼 ای قطعه ماتریس برای را عملگری یکنوای تابع آنها بعلاوه،

𝑓(𝐴) =
۱

۰
((۱ − 𝑠)𝐼 + 𝑠𝐴−۱)−۱𝑑𝜈𝑓(𝑠),

که طوری به است احتمال اندازه یک 𝜈𝑓 همچنین و 𝑓(۱) = ۱ ،𝑓 ∶ (۰, ∞) ⟶ (۰, ∞) آن در که

𝑓(𝑥) =
۱

۰
((۱ − 𝑠)𝐼 + 𝑠𝑥−۱)−۱𝑑𝜈𝑓(𝑠).

کرد: خواهیم زیراستفاده نماد از راحتی برای مقاله این در
ⅿ = {𝑓 ∶ (۰, ∞) → (۰, ∞) | 𝑓(۱) = ۱ که طوری به باشد می عملگری یکنوای تابع یک 𝑓}.

آنگاه ،𝐴 ∈ 𝒮𝛼 و 𝑓 ∈ ⅿ هرگاه دادند نشان [۲] همکارانش و بدرانی
𝑓(ℛ(𝐴)) ≤ ℛ(𝑓(𝐴)) ≤ seⅽ۲(𝛼) 𝑓(ℛ(𝐴)). (۲)

صورت این در باشند. ای قطعه های ماتریس 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼 کنیم فرض [۲] .۲ .۱ لم
ℛ𝐴𝜎ℛ𝐵 ≤ ℛ(𝐴𝜎𝐵) ≤ seⅽ۲ 𝛼 (ℛ𝐴𝜎ℛ𝐵).

16orthogonal
17involutive
18accretive
19numerical rang
20sector region
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است. رسانده اثبات به عملگری میانگین و مثبت خطی نگاشت یک برای را زیر خاصیت [۱] آندو
صورت این در باشد. دلخواه مثبت خطی نگاشت یک Φ و مثبت معین 𝐴, 𝐵 ∈ 𝕄𝑛 کنیم فرض .۳ .۱ لم

Φ(𝐴𝜎𝐵) ≤ Φ(𝐴)𝜎Φ(𝐵).
داریم: دار وزن هندسی میانگین برای ویژه به

Φ(𝐴#𝑝𝐵) ≤ Φ(𝐴)#𝑝Φ(𝐵),
.𝑝 ∈ [۰, ۱] آن در که

صورت در .Φ(𝐴) ∈ 𝒮𝛼 و Φ(ℛ(𝐴)) = ℛ(Φ(𝐴)) آنگاه .𝐴 ∈ 𝒮𝛼 و 𝐴 ∈ 𝕄𝑛 اگر باشد. مثبت خطی نگاشت یک Φ کنیم فرض
مراجعه [۱۳ ،۱۰–۲] به ای قطعه های ماتریس درباره بیشتر مطالعه برای ( [۱ لم ،۱۴]) باشد. می گسترشی Φ(𝐴)نیز ،𝐴 ∈ 𝕄𝑛 بودن گسترشی

نمایید.
به زیر های لم در که کردند اثبات مثبت معین های ماتریس برای را کالبوت۲۱ های نامساوی [۱۱] همکارانش و مصلحیان صال ۲۰۱۲ سال در

ایم. کرده اشاره آنها
است: آمده زیر لم در کالبوت نامساوی نخستین

عملگری میانگین هر برای صورت این در ،𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛 که طوری به باشند مثبتی های ماتریس 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝕄𝑛 کنیم فرض ( [۱۱]) .۴ .۱ لم
داریم ،𝜎

𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖#𝐵𝑖 ≤

𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖𝜎𝐵𝑖 #

𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖𝜎⊥𝐵𝑖 ≤

𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖 #

𝑛

𝑖=۱
𝐵𝑖 . (۳)

باشد: می کالبوت نامساوی دومین زیر درلم شده بیان نامساوی
داریم ،𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛 که طوری به باشند مثبتی های ماتریس 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝕄𝑛 کنیم فرض ( [۱۱]) .۵ .۱ لم

۲
𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#𝐵𝑖) ⊗

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#𝐵𝑖) ≤

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#𝑠𝐵𝑖) ⊗

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#۱−𝑠𝐵𝑖) +

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#۱−𝑠𝐵𝑖) ⊗

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#𝑠𝐵𝑖)

≤
𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#𝑡𝐵𝑖) ⊗

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#۱−𝑡𝐵𝑖) +

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#۱−𝑡𝐵𝑖) ⊗

𝑛

𝑖=۱
(𝐴𝑖#𝑡𝐵𝑖)

≤
𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖 ⊗

𝑛

𝑖=۱
𝐵𝑖 +

𝑛

𝑖=۱
𝐵𝑖 ⊗

𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖

. ۱
۲ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ ۱ یا ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ ۱

۲ برای

اصلی نتایج .۲
میکنیم. اثبات و بیان را (۳) نامساوی از توسیعی زیر قضیه در ابتدا

میانگین هر و Φ مثبت خطی نگاشت هر برای صورت این در .𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛 که طوری به باشند 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝒮𝛼 کنیم فرض .۱ .۲ قضیه
داریم ،𝜎 عملگری

ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖#𝐵𝑖) ≤ seⅽ۲(𝛼)

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎ℛ(Φ(𝐵𝑖)) #

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎⊥ℛ(Φ(𝐵𝑖))

≤ seⅽ۲(𝛼) ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖)#

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐵𝑖) .

21Callebaut inequality
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داشت خواهیم ۲ .۱ و ۳ .۱ های لم و (۳) به بنا اثبات.

ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖#𝐵𝑖) =

𝑛

𝑖=۱
ℛ (Φ(𝐴𝑖#𝐵𝑖))

=
𝑛

𝑖=۱
Φ(ℛ(𝐴𝑖#𝐵𝑖)) ≤ seⅽ۲(𝛼)

𝑛

𝑖=۱
Φ(ℛ𝐴𝑖#ℛ𝐵𝑖)

≤ seⅽ۲(𝛼)
𝑛

𝑖=۱
Φ(ℛ𝐴𝑖)#Φ(ℛ𝐵𝑖) = seⅽ۲(𝛼)

𝑛

𝑖=۱
ℛ (Φ(𝐴𝑖)) #ℛ (Φ(𝐵𝑖))

≤ seⅽ۲(𝛼)
𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎ℛ(Φ(𝐵𝑖)) #

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎⊥ℛ(Φ(𝐵𝑖))

≤ seⅽ۲(𝛼)
𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))#

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐵𝑖)) ≤ seⅽ۲(𝛼) ℛ

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖)#

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐵𝑖) .

میانگین هر و Φ مثبت خطی نگاشت هر برای صورت این در .𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛 که طوری به باشند 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝒮𝛼 کنیم فرض .۲ .۲ نتیجه
داریم ،𝜎 متعامد عملگری

ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖#𝐵𝑖) ≤ seⅽ۲(𝛼)

𝑛

𝑖=۱
ℛ(Φ(𝐴𝑖))𝜎ℛ(Φ(𝐵𝑖))

≤ seⅽ۲(𝛼) ℛ
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖)#

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐵𝑖) .

آنگاه ،Φ(𝑋) = 𝑋 اگر تر جزئی حالت در

ℛ
𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖#𝐵𝑖 ≤ seⅽ۲(𝛼)

𝑛

𝑖=۱
ℛ(𝐴𝑖)𝜎ℛ(𝐵𝑖)

≤ seⅽ۲(𝛼) ℛ
𝑛

𝑖=۱
𝐴𝑖#

𝑛

𝑖=۱
𝐵𝑖 .

داریم Φمثبت خطی نگاشت هر برای آنگاه باشد، متعامد عملگری میانگین 𝜎 و 𝑖 = ۱, … , 𝑛 هر برای 𝐴𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝕄+
𝕟 اگر .۳ .۲ نتیجه

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖#𝐵𝑖) ≤

𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖)𝜎Φ(𝐵𝑖)

≤
𝑛

𝑖=۱
Φ(𝐴𝑖)#Φ(𝐵𝑖).

داریم 𝜎 عملگری میانگین هر برای صورت این در باشند، پذیر معکوس 𝐴, 𝐵 ∈ 𝕄+
𝑛 کنیم فرض .۴ .۲ قضیه

(𝐴𝜎∗𝐵)#(𝐴𝜎۰𝐵) = 𝐴#𝐵.
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داشت خواهیم باشند ،𝐴, 𝐵 ∈ 𝕄+
𝑛 (۳)،هرگاه تساوی به بنا اثبات.

(𝐴𝜎𝐵)#(𝐴𝜎⊥𝐵) = 𝐴#𝐵.

داریم فوق تساوی در 𝐴 جای به 𝐴−۱ جایگذاری با
(𝐴−۱𝜎𝐵−۱)#(𝐴−۱𝜎⊥𝐵−۱) = 𝐴−۱#𝐵−۱.

۱−(𝐴#𝐵)؛ = 𝐴−۱#𝐵−۱ اینکه به توجه وبا 𝜎⊥ ،𝜎∗ تعریف به بنا
(𝐴𝜎∗𝐵)−۱#(𝐵𝜎𝐴)−۱ = (𝐴#𝐵)−۱;

نتیجه در
((𝐴𝜎∗𝐵)#(𝐵𝜎𝐴))−۱ = (𝐴#𝐵)−۱.

بنابراین
(𝐴𝜎∗𝐵)#(𝐵𝜎𝐴) = 𝐴#𝐵;

دیگر عبارتی به یا
(𝐴𝜎∗𝐵)#(𝐴𝜎۰𝐵) = 𝐴#𝐵.

آوریم. می بدست ۳ .۱ لم از استفاده با را قبل قضیه از توسیعی زیر قضیه در
داریم 𝜎 عملگری میانگین هر برای صورت این در .𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼 کنیم فرض .۵ .۲ قضیه

ℛ ((𝐴𝜎∗𝐵)#(𝐴𝜎۰𝐵)) ≤ seⅽ۴(𝛼)ℛ(𝐴#𝐵).

داریم ۴ .۲ قضیه و ۳ .۱ لم به بنا اثبات.
ⅽos۴(𝛼)ℛ ((𝐴𝜎∗𝐵)#(𝐴𝜎۰𝐵)) ≤ ⅽos۲(𝛼) (ℛ(𝐴𝜎∗𝐵)#ℛ(𝐴𝜎۰𝐵))

≤ (ℛ𝐴𝜎∗ℛ𝐵)# (ℛ𝐴𝜎۰ℛ𝐵))
≤ ℛ𝐴#ℛ𝐵 ≤ ℛ (𝐴#𝐵) .

۰∇؛ = ∇ و ∇∗ =! ،#∗𝑡 = #𝑡 ،#۰
𝑡 = #۱−𝑡 اینکه به توجه با ،𝜎 = ∇𝑡 و ،𝜎 = #𝑡 ،𝐴, 𝐵 ∈ 𝒮𝛼 اگر خاص حالت در .۶ .۲ ملاحظه

آوریم. می بدست است، ۰ ≤ 𝑡 ≤ ۱ که حالتی برای را زیر نامساویهای
ℛ ((𝐴#𝑡𝐵)#(𝐴#۱−𝑡𝐵)) ≤ seⅽ۴(𝛼)ℛ(𝐴#𝐵)

و
ℛ ((𝐴!𝐵)#(𝐴∇𝐵)) ≤ seⅽ۴(𝛼)ℛ(𝐴#𝐵).
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چکیده
𝐶𝜑,𝑇 دار وزن ترکیبی عملگرهای اینکه برای کافی و لازم شرط نیکودیم − رادون مشتق از استفاده با مقاله، این در

آوریم. می بدست را باشند نرمال 𝐿 (𝑝, 𝑞) لورنتس فضای روی
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مقدمه .۱
نظر در 𝑓 از توزیعی تابع را 𝜇𝑓 ،𝑠 > ۰ برای باشد. (𝑋, Σ, 𝜇) 𝜎⁃متناهی پذیر اندازه فضای یک روی مختلط پذیر اندازه تابعی 𝑓 کنید فرض

کنیم: می تعریف زیر صورت به و گرفته
𝜇𝑓 = 𝜇 𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) > 𝑠

داریم: و گیریم می نظر در 𝑓 از کاهشی ترتیب یک را 𝑓∗

𝑓∗ (𝑡) = inf 𝑠 > ۰ ∶ 𝜇𝑓 (𝑠) ≤ 𝑡 ; 𝑡 ≥ ۰
کنیم: می فرض ،𝑡 > ۰ برای

𝑓∗∗ (𝑡) = ۱
𝑡

𝑡

۰
𝑓∗ (𝑠) 𝑑𝑠

صورت به را ‖𝑓‖𝑝𝑞 ،𝑋 روی 𝑓 پذیر اندازه تابع برای

‖𝑓‖𝑝𝑞 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑝
𝑞 ∫

∞
۰ 𝑡

۱
𝑝 𝑓∗∗ (𝑡)

𝑞
𝑑𝑡
𝑡

۱
𝑞

۱ < 𝑝 < ∞ , ۱ ≤ 𝑞 < ∞

sup
𝑡>۰

𝑡
۱
𝑝 𝑓∗∗ (𝑡) ۱ < 𝑝 ≤ ∞ , 𝑞 = ∞
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‖𝑓‖𝑝𝑞 < ∞ که ای گونه به گیریم می نظر در 𝑋 روی 𝑓 مانند مختلط پذیر اندازه توابع تمام فضای را 𝐿 (𝑝, 𝑞) لورنتس فضای دهیم. می قرار
پس باشد.

𝐿 (𝑝, 𝑞) = 𝑓| 𝑓 ∶ 𝑋 → ℂ, ‖𝑓‖𝑝𝑞 < ∞, ۱ < 𝑝 ≤ ∞, ۱ ≤ 𝑞 ≤ ∞

𝐿𝑝 فضای همان 𝐿 (𝑝, 𝑝) فضای آنگاه ،𝑝 = 𝑞 اگر .[۷] باشد می باناخ فضای یک 𝐿 (𝑝, 𝑞) , ‖𝑓‖𝑝𝑞 فضای و باشد می نرم یک ‖𝑓‖𝑝𝑞
مثل هایی ویژگی بررسی به [۱] در همکاران و سوباش۱ است. شده ارائه [۴] و [۶] ،[۲] در لورنس فضای از بیشتری های ویژگی شد. خواهد
همین [۵] در همکارانش و آنتونی۲ اند. پرداخته لورنتس فضای روی دار وزن ترکیبی عملگرهای برد بودن بسته همچنین و فشردگی کرانداری،
شرایط [۳] در ۴ فلمینگ ریچارد و جمز۳ اند. داده قرار بررسی مورد را اند شده تعریف لورنتس فضای دو بین که عملگرهایی برای را ها ویژگی
تعمیم ما اصلی هدف مقاله این در دادند. قرار بررسی مورد را باشد نرمال 𝐿۲ فضای روی دار وزن ترکیبی عملگر یک اینکه برای کافی و لازم
𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑋 کنید فرض باشد. می 𝐿 (𝑝, 𝑞) لورنتس فضای روی عملگرها اینگونه بودن نرمال برای کافی و لازم شرایط کردن پیدا و فضا این
فضای به 𝐿 (𝑝, 𝑞) لورنتس فضای روی را 𝐶𝜑,𝑇 خطی تبدیل باشد. 𝑋 روی مختلط پذیر اندازه تابع یک 𝜑 و پذیر اندازه غیرتکین۵ تبدیل یک

گیریم: می نظر در مختلط پذیر اندازه توابع تمام
𝐶𝜑,𝑇 (𝑓) (𝑥) = 𝜑 (𝑥) 𝑓 (𝑇 (𝑥)) , 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝐿 (𝑝, 𝑞)

آنگاه ،𝜑 ≡ ۱ اگر نامیم. می 𝐿 (𝑝, 𝑞) روی دار وزن ترکیبی عملگر یک را آن آنگاه باشد، 𝐿 (𝑝, 𝑞) در برد با کراندار عملگر یک 𝐶𝜑,𝑇 اگر
می قرار نامیم. می ضربی۷ عملگر را 𝐶 ≡ 𝑀𝜑 (𝑓) = 𝜑𝑓 آنگاه باشد، همانی عملگر 𝑇 = 𝐼 اگر و ترکیبی۶ عملگر را 𝐶 ≡ 𝐶𝑇 (𝑓) = 𝑓 ∘ 𝑇

دهیم:
ℎ = 𝑑𝜇 ∘ 𝑇−۱

𝑑𝜇
𝐸 ∶ 𝐿 (𝑝, 𝑞) (Σ) → 𝐿 (𝑝, 𝑞) 𝑇−۱Σ حالا گیریم. می نظر در 𝑇−۱𝐴 ∶ 𝐴 ∈ Σ توسط شده تولید 𝜎⁃جبر از ۸ نسبی تکمیل را 𝑇−۱ (Σ)
کراندار پذیر اندازه توابع برای 𝐸(𝑓) کلی، بطور نامیم. می 𝑇−۱ (Σ) 𝜎⁃جبر به توجه با شرطی۹، انتظار عملگر یک را عملگر این دهیم. می قرار

کنیم: می تعریف زیر بصورت را 𝐶 دار وزن ترکیبی عملگر نرم شود. می تعریف نامنفی پذیر اندازه توابع یا

‖𝐶‖ = ℎ𝐸 |𝜑|۲ ∘ 𝑇−۱
۱
۲
∞

دهیم. می نمایش supp 𝑔 با و نامیم می 𝑔 ساپورت را ∞
⋃
𝑛=۱ 𝑥 ∶ |𝑔 (𝑥)| > ۱

𝑛 آنگاه باشد، پذیر اندازه تابع یک 𝑔 اگر .۱ .۱ تعریف

اصلی نتایج .۲
قادر ۱ .۲ قضیه در پردازیم. می 𝐿(𝑝, 𝑞) لورنتس فضاهای روی 𝐶 دار وزن عملگرترکیبی بودن نرمال اثبات به قضیه، یک ارایه با بخش، این در
لازم شرط که است شرایطی حداقل از ای مجموعه قضیه این کنیم. تعیین جهات بسیاری از را عملگر بودن نرمال از صحیحی توصیف که هستیم

دهد. می ارایه را 𝐿(𝑝, 𝑞) لورنتس فضای روی 𝐶 دار وزن ترکیبی عملگر بودن نرمال برای کافی و
پذیر اندازه تابع یک 𝜑 و پذیر اندازه غیرتکین تبدیل یک 𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑋 و 𝜎⁃متناهی پذیر اندازه فضای یک (𝑋, Σ, 𝜇) کنید فرض .۱ .۲ قضیه
نرمال 𝐶𝜑,𝑇 دار وزن ترکیبی عملگر آنگاه باشد، شرطی انتظار عملگر یک 𝐸 ∶ 𝐿 (𝑝, 𝑞) (Σ) → 𝐿 (𝑝, 𝑞) 𝑇−۱Σ اگر باشد. 𝑋 روی مختلط

اگر فقط و اگر است
.𝜑𝐸 (𝜑) ℎ ∘ 𝑇 = ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱ .۱
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2Anthony Wai-keung
3James T. Campbell
4Richard Fleming
5Non-singular Transformation
6Composition Operator
7Multiplication Operator
8Relative Completion
9conditional expectation



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ حیدرپور زهره و ایزدی جواد ۱۰

T−۱Σ ∩ supp 𝜑 = Σ ∩ supp𝜑 .۲
[۳] اثبات.

که ای گونه به دارد وجود 𝑐 ∈ Σ آنگاه ،𝐵 ⊆ supp 𝜑 ،𝐵 ∈ Σ هر برای که دارد را مفهوم این ،۱ .۲ قضیه طبق ،supp 𝜑 ∈ Σ اینکه از
.𝑇−۱𝑐 ∩ supp 𝜑 = 𝐵

است)، نرمال 𝐶 شده ثابت واقع در 𝜑𝐸(که (𝜑) ℎ ∘ 𝑇 = ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱ اگر که است شده داده نشان ۱ .۲ قضیه اثبات در .۲ .۲ ملاحظه
داخل به را supp 𝜑 ،𝑇 نگاشت آنگاه ،supp ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱ ⊆ supp 𝜑 اگر حتی بعلاوه .supp 𝜑 = supp ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱ آنگاه

باشد. می 𝐿 (𝑝, 𝑞) supp 𝜑, Σ, 𝜇 پایای فضای زیر روی دار وزن ترکیبی عملگر یک 𝐶 نتیجه در و نگارد می خودش
پذیر اندازه تابع یک 𝜑 و پذیر اندازه غیرتکین تبدیل یک 𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑋 و 𝜎⁃متناهی پذیر اندازه فضای یک (𝑋, Σ, 𝜇) کنید فرض .۳ .۲ قضیه
نرمال 𝐶𝜑,𝑇 دار وزن ترکیبی عملگر آنگاه باشد، شرطی انتظار عملگر یک 𝐸 ∶ 𝐿 (𝑝, 𝑞) (Σ) → 𝐿 (𝑝, 𝑞) 𝑇−۱Σ اگر باشد. 𝑋 روی مختلط

اگر فقط و اگر است
supp 𝜑 = supp ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱ .۱
T−۱Σ ∩ supp 𝜑 = Σ ∩ supp𝜑 .۲

ℎ ∘ 𝑇𝐸 𝜑۲
ℎ𝐸 𝜑۲ ∘𝑇−۱ = 𝜒supp 𝐸(𝜑) .۳

برقرار ۳ .۲ قضیه (۲) و (۱) شرایط ملاحظه۲. ۲ و قضیه۲. ۱ طبق صورت این در باشد. نرمال 𝐶𝜑,𝑇 دار وزن ترکیبی عملگر کنید فرض اثبات.
داریم: لذا ،supp 𝜑 ⊆ supp 𝐸 (𝜑) اینکه به توجه با طرفی از هستند.

ℎ ∘ 𝑇𝐸 𝜑۲
ℎ𝐸 (𝜑۲) ∘ 𝑇−۱ = ℎ ∘ 𝑇𝐸 𝜑۲

𝜑𝐸 (𝜑) ℎ ∘ 𝑇 = 𝐸 𝜑
𝐸 (𝜑)𝜒supp 𝐸(𝜑) = 𝜒supp 𝐸(𝜑).

داریم: 𝜒𝐵 صورت به مشخصه تابع مفهوم از استفاده با باشد. متناهی اندازه با مجموعه 𝑇−۱Σ یک 𝐵 کنید فرض برعکس،

𝜒𝐵 = ۱ 𝑥 ∈ 𝐵
۰ 𝑥 ∉ 𝐵

داریم: صورت این در
𝜑𝐸 (𝜑𝜒𝐵 (𝑥)) ℎ ∘ 𝑇 = 𝜑𝐸 (𝜑) ℎ ∘ 𝑇𝜒𝐵 (𝑥) = ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱ (𝜒𝐵) (۱)

که آنجایی از همچنین است. برقرار supp 𝜑 از پذیر Σ⁃اندازه مجموعه زیر هر برای ۱ رابطه که شود می نتیجه قضیه۲. ۱ ۲ قسمت به توجه با
supp 𝜑 = supp ℎ𝐸 𝜑۲ ∘ 𝑇−۱

داشته هایی 𝐵 چنین برای که دهد می نتیجه موضوع این است. برقرار متناهی اندازه با 𝐵 پذیر Σ⁃اندازه های مجموعه تمام برای ۱ رابطه لذا
باشیم:

𝐶∗𝜑,𝑇𝜒𝐵 = 𝐶𝜑,𝑇𝜒𝐵
∗

= 𝜑 (𝐵) 𝜒𝜑(𝐵)
∗

= 𝜑 (𝐵) inf {𝑠 > ۰ ∶ 𝜑𝑥 (𝑠) ≤ 𝑇 (𝐵)}
نتیجه: در و

𝐶𝜑,𝑇𝐶∗𝜑,𝑇𝜒𝐵 = 𝐶𝜑,𝑇𝜑 (𝐵) inf {𝑠 > ۰ ∶ 𝜑𝑥 (𝑠) ≤ 𝑇 (𝐵)}
= 𝜑 (𝐵) 𝑓∗ (𝑇 (𝐵))
= 𝜑 (𝐵) inf {𝑠 > ۰ ∶ 𝜑𝑥 (𝑠) ≤ 𝑇 (𝐵)}

(۲)

طرفی از
𝐶∗𝜑,𝑇𝐶𝜑,𝑇𝜒𝐵 = 𝐶∗𝜑,𝑇 𝜑 (𝐵) 𝜒𝑇(𝐵)

= 𝜑 (𝐵) 𝐶∗𝜑,𝑇 𝜒𝑇(𝐵)
= 𝜑 (𝐵) 𝜑 (𝑇 (𝐵)) 𝜒𝑇(𝐵)

∗

= 𝜑 (𝐵) inf {𝑠 > ۰ ∶ 𝜑𝑥 (𝑠) ≤ 𝑇 (𝐵)}

(۳)
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داریم: ۳ و ۲ های رابطه به توجه با
𝐶𝜑,𝑇𝐶∗𝜑,𝑇𝜒𝐵 = 𝐶∗𝜑,𝑇𝐶𝜑,𝑇𝜒𝐵

،𝜒𝐵 (𝑥) = ۱ داریم: 𝑥 ∈ 𝐵 ⊆ 𝑋 اینکه به توجه با
𝐶𝜑,𝑇𝐶∗𝜑,𝑇 𝜒𝐵 (𝑥) = 𝐶∗𝜑,𝑇𝐶𝜑,𝑇𝜒𝐵 (𝑥)

نتیجه در و
𝐶𝜑,𝑇𝐶∗𝜑,𝑇 = 𝐶∗𝜑,𝑇𝐶𝜑,𝑇

است. نرمال 𝐶𝜑,𝑇 لذا و
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می پردازیم.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

محدب توابع
ابرضربی

ℎ⁃محدب
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
دارند.  بهینەسازی به مربوط مسائل در بنیادین نقش های مقعر۲ و محدب۱ تابع های

باشیم داشته 𝜆 ∈ [۰, ۱] هر برای و 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] هر برای هرگاه می نامیم محدب را 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ حقیقی تابع .۱ .۱ تعریف
𝑓(𝜆𝑥 + (۱ − 𝜆)𝑦) ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (۱ − 𝜆)𝑓(𝑦)

باشد. 𝑓⁃محدب هرگاه می نامیم مقعر را 𝑓 مشابه بطور و
باشیم داشته 𝜆 ∈ [۰, ۱] هر و [𝑎, 𝑏] در 𝑥 و 𝑦 هر برای هرگاه می نامیم 𝑝⁃تابع را 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ+ تابع .۲ .۱ تعریف

𝑓(𝜆𝑥 + (۱ − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)
می دهیم. نمایش 𝑝([𝑎, 𝑏]) با را توابع این کلاس می نامیم 𝑝⁃محدب اکید بطور را 𝑓 باشد اکید 𝑥 ≠ 𝑦 هر برای نامساوی اگر

𝜆 ∈ [۰, ۱] هر و 𝑥, 𝑦 ∈ [۰, +∞) هر و 𝑠 ∈ (۰, ۱] هر برای هرگاه می نامیم 𝑠⁃محدب را 𝑓 ∶ [۰, +∞) → ℝ تابع .۳ .۱ تعریف
𝑓(𝜆𝑥 + (۱ − 𝜆)𝑦) ≤ 𝑡𝑠𝑓(𝑥) + (۱ − 𝑡)𝑠𝑓(𝑦)

می دهیم. نمایش 𝐾۲
𝑠 با را توابع این کلاس

∗سخنران
قرجەلو) (امیر amirgharajelo@yahoo.com حیدری)، (محسن mohsen.heidari_d10@yahoo.com الکترونیک: پست

1Convex
2Concave



۱۳ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ قرجەلو امیر و حیدری محسن

هر برای هرگاه است ℎ⁃محدب تابع 𝑓 گوییم باشد حقیقی تابع یک 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ+ و نامنفی تابع یک ℎ ∶ [۰, ۱] → ℝ تابع اگر .۴ .۱ تعریف
𝜆 ∈ (۰, ۱) هر و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼

𝑓(𝜆𝑥 + (۱ − 𝜆)𝑦) ≤ ℎ(𝜆)𝑓(𝑥) + ℎ(۱ − 𝜆)𝑓(𝑦)

می دهیم. نمایش 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) با را توابع این کلاس
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای هرگاه می نامیم ایرضربی را ℎ ∶ 𝐼 → ℝ مقدار حقیقی تابع .۵ .۱ تعریف

ℎ(𝑥𝑦) ≥ ℎ(𝑥)ℎ(𝑦)

می نامیم. زیرضربی را ℎ آنگاه ℎ(𝑥𝑦) ≤ ℎ(𝑥)ℎ(𝑦) یعنی شود برعکس نامساوی 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای اگر
است. نامنفی [۰, +∞) بازه روی بر 𝑓 آنگاه 𝑓 ∈ 𝐾۲

𝑠 اگر .۶ .۱ قضیه
داریم 𝑥 ≠ ۰ و 𝑓 ∈ 𝐾۲

𝑠 و 𝑥 ∈ ℝ+ اگر اثبات.

𝑓(𝑥۲ + 𝑥
۲ ) = 𝑓(𝑥) ≤ (۱

۲)
𝑠𝑓(𝑥) + (۱

۲)
𝑠𝑓(𝑥)

= ۲
۲𝑠 𝑓(𝑥) = ۲۱−𝑠𝑓(𝑥)

⇒ ۲۱−𝑠𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) ≥ ۰
⟶ 𝑓(𝑥) ۲۱−𝑠 − ۱ ≥ ۰

است. تکمیل اثبات و 𝑓(𝑥) ≥ ۰ پس ۲۱−𝑠 − ۱ ≥ ۰ چون
آنگاه باشد [𝑎, 𝑏] روی بر انتگرال پذیر لبگ و 𝑠⁃محدب تابع 𝑓 ∶ ℝ+ → ℝ+ اگر .۷ .۱ قضیه

۱
۲۱−𝑠 𝑓(

𝑎 + 𝑏
۲ ) ≤

𝑏

𝑎

۱
𝑏 − 𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

۱
𝑠 + ۱ (𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏))

داریم 𝑠 ∈ (۰, ۱) در 𝜆 ∈ [۰, ۱] برای است 𝑠⁃محدب تابع 𝑓 چون اثبات.
𝑓(𝜆𝑎 + (۱ − 𝜆)𝑏) ≤ 𝜆𝑠𝑓(𝑎) + (۱ − 𝜆)𝑠𝑓(𝑏)

نتیجه در
۱

۰
𝑓(𝜆𝑎 + (۱ − 𝜆)𝑏)𝑑𝜆 ≤

۱

۰
𝜆𝑠𝑓(𝑎)𝑑𝜆 +

۱

۰
𝑓(𝑏)(۱ − 𝜆)𝑠𝑑𝜆

= 𝑓(𝑎)
𝑠 + ۱ + 𝑓(𝑏)

𝑠 + ۱ = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)
۱ + 𝑠

داریم 𝜆 = ۱
۲ فرض با پس است 𝑠⁃محدب تابع 𝑓 چون حال

𝑓(𝑥 + 𝑦
۲ ) ≤ ۱

۲𝑠 (𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦))

داریم 𝑎 + 𝑏 = 𝑥 + 𝑦 چون 𝑦 ∶= 𝜆𝑏 + (۱ − 𝜆)𝑎 و 𝑥 ∶= 𝜆𝑎 + (۱ − 𝜆)𝑏 می دهیم قرار نامساوی این در

𝑓(𝑥 + 𝑦
۲ ) = 𝑓(𝑎 + 𝑏

۲ ) ≤ ۱
۲𝑠 𝑓(𝜆𝑎 + (۱ − 𝜆)𝑏) + 𝑓(𝜆𝑏 + (۱ − 𝜆)𝑎)
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پس
۱

۰
𝑓(𝑎 + 𝑏

۲ )𝑑𝜆 ≤ ۱
۲𝑠

۱

۰
[(𝜆𝑎 + (۱ − 𝜆)𝑏) + 𝑓(𝜆𝑏 + (۱ − 𝜆)𝑎)] 𝑑𝜆

⇒ 𝑓(𝑎 + 𝑏
۲ ) ≤ ۲۱−𝑠

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⇒ 𝑓(𝑎 + 𝑏
۲ ) × ۲𝑠−۱ ≤ ۱

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑇𝑛 = ∑𝑛
𝑖=۱ 𝑡𝑖 اگر آنگاه ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 که 𝑥𝑖 ∈ 𝐼 و 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) و نامنفی ابرضربی تابع ℎ و مثبت حقیقی اعداد 𝑡۱, 𝑡۲, ⋯ , 𝑡𝑛 اگر .۸ .۱ قضیه

داریم

𝑓
∑𝑛
𝑖=۱ 𝑡𝑖𝑥𝑖
𝑇𝑥

≤
𝑛

𝑖=۱
ℎ 𝑡𝑖

𝑇𝑛
𝑓(𝑥𝑖)

نمایش 𝑛 ازای به را حکم درستی باشد برقرار 𝑛 − ۱ ازای به حکم کنیم فرض است برقرار حکم 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼) چون 𝑛 = ۲ اگر اثبات.
می دهیم.

𝑓 ۱
𝑇𝑛

𝑛

𝑖=۱
𝑡𝑖𝑥𝑖 = 𝑓 𝑥𝑛𝑡𝑛

𝑇𝑛
+

𝑛−۱

𝑖=۱

𝑥𝑖𝑡𝑖
𝑇𝑛

= 𝑓 𝑡𝑛𝑥𝑛
𝑇𝑛

+ 𝑇𝑛−۱
𝑇𝑛

𝑛

𝑖=۱

𝑡𝑖𝑥𝑖
𝑇𝑛 − ۱

≤ ℎ 𝑡𝑛
𝑇𝑛

𝑓(𝑥𝑛) + ℎ 𝑇𝑛−۱
𝑇𝑛

𝑓
𝑛−۱

𝑖=۱

𝑡𝑖𝑥𝑖
𝑇𝑛

≤ ℎ 𝑡𝑛
𝑇𝑛

𝑓(𝑥𝑛) + ℎ 𝑇𝑛−۱
𝑇𝑛

𝑛−۱

𝑖=۱
𝑓(𝑥𝑖)ℎ

𝑡𝑛
𝑇𝑛−۱

≤ ℎ 𝑡𝑛
𝑇𝑛

𝑓(𝑥𝑖) +
𝑛−۱

𝑖=۱
𝑓(𝑥𝑖)ℎ

𝑡𝑛
𝑇𝑛

=
𝑛

𝑖=۱
ℎ 𝑡𝑛

𝑇𝑛
𝑓(𝑥𝑖)

اصلی نتایج .۲
و باشند هم از جدا و مثبت صحیح اعداد از متناهی مجموعەهای 𝑁 و 𝑀 و ابرضربی و نامنفی تابع ℎ ∶ (۰, +∞) → ℝ اگر .۱ .۲ قضیه

داریم 𝑖 ∈ 𝑀 ∪ 𝑁 که 𝑡𝑖 ≥ ۰ و 𝑥𝑖 ∈ 𝐼 هر برای آنگاه 𝑓 ∈ 𝑆𝑋(ℎ, 𝐼)
𝐹(𝑀 ∪ 𝑁) ≤ 𝐹(𝑀) + 𝐹(𝑁)
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آن در که

𝐹(𝑀) = ℎ(𝑇𝑀)𝑓
۱
𝑇𝑀 𝑖∈𝑀

𝑡𝑖𝑡𝑖𝑥𝑖 −
𝑖∈𝑀

ℎ(𝑡𝑖)𝑓(𝑥𝑖)

آنگاه باشد [𝑎, 𝑏] بازه روی بر انتگرال پذیر لبگ و 𝑝⁃تابع یک 𝑓 اگر .۲ .۲ قضیه
۱
۲𝑓(

𝑎 + 𝑏
۲ ) ≤ ۱

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

بازه همین روی بر 𝑠⁃محدب و [۰, +∞) در [𝑎, 𝑏] بازه روی بر انتگرال پذیر لبگ 𝑓′ و مشتق پذیر تابع 𝑓 ∶ [۰, +∞) → ℝ اگر .۳ .۲ قضیه
آنگاه 𝑠 ∈ (۰, ۱] و باشد

𝑓(𝑎 + 𝑏
۲ ) − ۱

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ (𝑏 − 𝑎)(۱ + ۲۲−𝑠)

(۴𝑠 + ۴)(𝑠 + ۲) (|𝑓′(𝑎)| + |𝑓′(𝑏)|)
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۱۹–۱۶ صص. ،AN–188 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

چپ یکنواخت پیوسته توابع دوگان روی پیچشی عملگرهای و القائی توپولوژی
غفاری∗ علی

کامپیوتر علوم و آمار ریاضی، دانشکده سمنان، دانشگاه سوکان، پارک روبروی سمنان،

چکیده
دو باشد. 𝐺 روی چپ یکنواخت پیوسته توابع همه فضای 𝐿𝑈𝐶(𝐺) و موضعی فشرده گروهی 𝐺 کنیم فرض
شده شناخته های توپولوژی با و هم با را توپولوژی دو این ارتباط و داده قرار 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی 𝜏۲ و 𝜏۱ توپولوژی
𝜏۱ توپولوژی باشد، فشرده و جایی جابه 𝐺گروهی اگر که دهیم می نشان دهیم. می قرار مطالعه مورد 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی
توپولوژی با 𝜏۱ توپولوژی باشد، فشرده غیر گروهی 𝐺 اگر هستند. متفاوت نامتناهی های گروه برای توپولوژِی نرم با
پیوسته ها توپولوژی این به نسبت که پیچشی عملگرهای با شونده جا جابه عملگرهای متفاوتند. هم با ستاره ضعیف

میدهیم. قرار مطالعه مورد نیز هستند،

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
گروهی جبرهای
القائی توپولوژی

پیچشی عملگرهای
2020 MSC:

43A10
43A60

مقدمه .۱
و 𝐶۰(𝐺) نماد با میشود صفر بینهایت در که را 𝐺 روی پیوسته توابع همه مجموعه باشد. فشردهموضعی و هاسدورف گروهی 𝐺 کنیم فرض
𝐺 از 𝑥 ↦ 𝐿𝑥𝑓 نگاشت اگر تنها و اگر 𝑓 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺) واقع در میدهیم. نمایش 𝐿𝑈𝐶(𝐺) با را چپ یکنواخت پیوسته توابع همه مجموعه
گروه هر روی .𝐶۰(𝐺)∗ = 𝑀(𝐺) میدانیم و است 𝐺 روی کراندار و منظم بورل، اندازههای همه فضای 𝑀(𝐺) باشد. پیوسته 𝐿∞(𝐺) بهتوی
پیچشی ضرب عمل با 𝐿۱(𝐺) برداری فضای .[۴] میشود تعریف 𝐿۱(𝐺) اینرو از و است موجود چپ هار اندازه فشردهموضعی، و هاسدورف
𝐿۱(𝐺) میدانیم میدهیم. نمایش 𝐿۱(𝐺)∗∗ و 𝐿۱(𝐺)∗ با ترتیب به را باناخ جبر این دوم و اول دوگان است. باناخ جبر یک 𝐿۱(𝐺) روی نرم و
ضربهای است. نیمگروه یک 𝑃۱(𝐺) میدهیم. نمایش 𝑃۱(𝐺) با را 𝐿۱(𝐺) در احتمال اندازههای همه و بوده 𝑀(𝐺) در طرفه دو آلی ایده
که است باناخ جبرهای دوم دوگان روی ضربها مهمترین از آرنز ضرب است. گرفته قرار بررسی مورد و تعریف متنوع جبرهای روی زیادی

میپردازیم. آن تعریف به خاص حالت در
برای میکنیم. تعریف ⟨𝑓𝜑, 𝜓⟩ = ⟨𝑓, 𝜑 ∗ 𝜓⟩ ضابطه با را 𝑓𝜑 ∈ 𝐿∞(𝐺) تابع ،𝑓 ∈ 𝐿۱(𝐺)∗ = 𝐿∞(𝐺) و 𝜑 ∈ 𝐿۱(𝐺) برای
بهصورت را 𝐺𝐹 ∈ 𝐿∞(𝐺)∗ تابع 𝐺 ∈ 𝐿∞(𝐺)∗ برای نهایت در و ⟨𝐹𝑓, 𝜑⟩ = ⟨𝐹, 𝑓𝜑⟩ بهصورت را 𝐹𝑓 ∈ 𝐿∞(𝐺) تابع 𝐹 ∈ 𝐿∞(𝐺)∗

.[۴] گویند اول نوع آرنز ضرب ضرب، اين به و است باناخ جبر یک ضرب این با 𝐿∞(𝐺)∗ میدانیم میکنیم. تعریف ⟨𝐺𝐹, 𝑓⟩ = ⟨𝐺, 𝐹𝑓⟩
میکنیم. تعریف 𝐿𝑥𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥𝑦) ضابطه با را 𝐿𝑥 ∶ 𝐿∞(𝐺) → 𝐿∞(𝐺) نگاشت ،𝑥 ∈ 𝐺 و 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝐺) برای

سوال همگراست. 𝐹𝑓 به {𝐹𝛼𝑓} تور 𝑓 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺) هر برای اینصورت در باشد، همگرا 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ در 𝐹 به {𝐹𝛼} تور اگر که است واضح
توضیحات زیر در که است شده جدیدی توپولوژی یک تعریف به منجر سوال این است؟ صحیح همواره موضوع این عکس آیا که است این

است. شده آورده تکمیلی

∗سخنران
غفاری) علی ) aghaffari@semnan.ac.ir الکترونیک: پست
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توپولوژی یک شبهنرمهایی چنین همه خانواده و است 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی شبهنرم یک 𝜌𝑓(𝐹) = ‖𝐹𝑓‖ تابع ،𝑓 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺) هر برای
چون مجموعههایی زیر همه خانواده که است واضح میدهیم. نمایش 𝜏۱ با را توپولوژی این ما میکند. تولید 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی محدبموضعی

𝑛

𝑖=۱
𝐹 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗; ‖𝐹𝑓𝑖‖ < 𝜖

نشاندن قابل 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ واقع در کرد. بیان نیز دیگری شکل به میتوان را ها توپولوژی این است. 𝜏۱ توپولوژی در صفر برای موضعی پایهای
قوی عملگر توپولوژی از حاصل نسبی توپولوژی اینرو از و 𝑇𝐹(𝑓) = 𝐹𝑓 آن در که بوده 𝐹 ↦ 𝑇𝐹 صورت به ℬ(𝐿𝑈𝐶(𝐺), 𝐿𝑈𝐶(𝐺)) در
آنها روی زیادی مطالعات و تعریف باناخ فضای یک روی خطی تبدیلات فضای روی متنوعی توپولوژیهای .[۷] است 𝜏۱ توپولوژی همان
روی نیز ضعیف عملگر توپولوژِی که کنید توجه کند. مراجعه [۵] ، [۶] ، [۱۰] به مشابه توپولوژیهای دیدن برای خواننده است، شده انجام

دهیم. می نمایش 𝜏۲ با را 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی نسبی توپولوژی و دارد وجود ℬ(𝐿𝑈𝐶(𝐺), 𝐿𝑈𝐶(𝐺))
برای کافی و لازم شرایط میدهیم. قرار مطالعه مورد جبر، این دوگان روی شده شناخته های توپولوژی با را ها توپولوژی این ما مقاله این در

نیستند. سازگار هم با توپولوژیها این مواقع بیشتر در دادیم نشان میدهیم. قرار بررسی مورد را توپولوژیها این بودن سازگار
نوع این مطلق قدر روی لائو و قهرمانی هست. و بوده مهم مسائل از میشوند جابهجا پیچش با و انتقال با که 𝐿∞(𝐺) روی کراندار عملگرهای
است. شده ثابت مقاله این در بوده، مطرح نشده حل مسئله عنوان به سال چندین که مهم نتایج از یکی .[۸] دادهاند انجام خوبی مطالعات عملگرها
لائو بیکر، همینطور .[۸] است معادل گروهی جبر دوم دوگان روی ناصفر فشرده ضعیف چپ ضربگر یک وجود با 𝐺 گروه فشردگی واقع در
شده ثابت .[۳] کردهاند مشخص دقیق بهطور را کراندار تقریبی واحد با باناخ، جبر یک دوگان روی موجود همریختیهای همه باناخ فضای پیم و
نسبت فشرده ضعیف بطور عملگرهای نمیشود. جابهجا پیچش با ولی میشود جابهجا انتقال با که است موجود 𝐿∞(𝐺) روی عملگری است
نسبت عملگر اگر کردیم ثابت میباشد. ۴ .۳ قضیه بخش، این در اصلی نتایج از یکی گرفت. قرار مطالعه مورد [۱۰] در خاص توپولوژی یک به
بهطور و شود جابهجا پیچش عملگر با اگر تنها و اگر میشود جابهجا انتقال عملگر با عملگر این باشد، پیوسته بالا در شده تعریف توپولوژی به

کردیم. مشخص را عملگرها نوع این دقیق

ها توپولوژی خواص بررسی .۲
،𝛼 ≥ 𝛼۰ هر برای که است موجود 𝛼۰ ،𝜖 > ۰ و 𝑓 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺) برای باشد. همگرا 𝜏۱ توپولوژی در 𝐹 به {𝐹𝛼} تور کنیم فرض
برای هستند. احتمال اندازههای آن اعضای که بوده 𝐿۱(𝐺) برای تقریبی واحد یک {𝜑𝛽}𝛽∈𝐽 تور کنیم فرض اکنون .‖𝐹𝛼𝑓 − 𝐹𝑓‖ ≤ 𝜖

،𝛼 ≥ 𝛼۰
|⟨𝐹𝛼 , 𝑓⟩ − ⟨𝐹, 𝑓⟩| ≤ sup{|⟨𝐹𝛼𝑓 − 𝐹𝑓, 𝜑𝛽⟩|; 𝛽 ∈ 𝐽} ≤ ‖𝐹𝛼𝑓 − 𝐹𝑓‖ ≤ 𝜖.

است. ستاره ضعیف توپولوژی از ظریفتر 𝜏۱ توپولوژی بنابراین همگراست. ستاره ضعیف توپولوژی در 𝐹 به {𝐹𝛼} تور که معناست بدین این
و اگر است پیوسته 𝜏۱ توپولوژی به نسبت 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی تابعک یک باشد. فشردهموضعی و هاسدورف گروهی 𝐺 کنیم فرض .۱ .۲ گزاره

باشد. پیوسته 𝜏۲ توپولوژی به نسبت اگر تنها
هستند. برابر هم با 𝜏۲ و 𝜏۱ توپولوژی به نسبت 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ از محدب های مجموعه زیر بستار که شود می نتیجه بالا گزاره از

سازگار هم با 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ روی نرم توپولوژی با 𝜏۱ توپولوژی باشد. فشردهموضعی و هاسدورف جایی، جابه گروهی 𝐺 فرضکنیم .۲ .۲ گزاره
باشد. متناهی گروهی 𝐺 اگر تنها و اگر هستند

و است متناهی بعد دارای 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ اینرو از و 𝐿𝑈𝐶(𝐺) باشد، متناهی گروهی 𝐺 اگر کنیم. می ثابت را گزاره این ساده قسمت تنها ما اثبات.
.[۴] هستند سازگار هم با 𝜏۱ توپولوژی و نرم توپولوژی بنابراین هستند. سازگار هم با فضا این روی محدبموضعی توپولوژی دو هر اینرو از

𝜏۱ و ستاره ضعیف توپولوژی دو بین ارتباط بررسی به راه ادامه در داریم قصد کردیم. بررسی را 𝜏۱ و نرم توپولوژی دو بین ارتباط بالا بحث در
دارد. وجود 𝜏۱ توپولوژی و شده شناخته های توپولوژی بین زیادی فاصله که کنند می بیان نتایج این بپردازیم.

اگر تنها و اگر هستند سازگار هم با 𝜏۱ توپولوژی با ستاره ضعیف توپولوژی باشد. موضعی فشرده هاسدورف، گروهی 𝐺 فرضکنیم .۳ .۲ قضیه
باشد. 𝐿𝑈𝐶(𝐺) از متناهی بعد از فضایی زیر {𝑓𝜑; 𝜑 ∈ 𝐿۱(𝐺)} توسط شده تولید زیرفضای ،𝑓 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺) هر برای

صورت این در باشد، سازگار هم با ستاره ضعیف توپولوژی با 𝜏۱ توپولوژی اگر باشد، فشردهموضعی و هاسدورف گروهی 𝐺 اگر .۴ .۲ گزاره
است. فشرده گروهی 𝐺



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ غفاری علی ۱۸

باشد، فشرده گروهی 𝐺 اگر که کرد ثابت توان می نیست. سازگار اوقات بیشتر در 𝜏۱ توپولوژی با ستاره ضعیف توپولوژی که دیدیم بالا در
است. یکسان ها توپولوژی این به نسبت ها دنباله همگرایی

توجه هستند. باناخ جبرهای از کمتری تعداد انعکاسی باناخ جبرهای اینکه بعلاوه هستند. اقلیدسی فضاهای همان متناهی بعد با باناخ جبرهای
روی تابعکی اگر که کرد خواهیم ثابت زیر قضیه در باشد. متناهی گروه زمینه، گروه که هستند انعکاسی صورتی در گروهی جبرهای که دارید

است. 𝐿𝑈𝐶(𝐺) از عضوی تابعک این باشد، پیوسته 𝜏۱ توپولوژی با چپ یکنواخت پیوسته توابع فضای دوگان
است. 𝐿𝑈𝐶(𝐺) فضای 𝜏۱ توپولوژی به نسبت 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ دوگان باشد. فشرده هاسدورف، گروهی 𝐺 کنیم فرض .۵ .۲ قضیه

شوند می جا جابه پیچش با که عملگرهایی .۳
نماد با را 𝑇(𝑓𝑎) = 𝑇(𝑓)𝑎 ،𝑎 ∈ 𝒜 و 𝑓 ∈ 𝒜∗ هر برای که 𝒜∗ به 𝒜∗ از 𝑇 کراندار عملگرهای همه خانواده باشد، باناخ جبری 𝒜 اگر
ریاضیدانان توجه مورد گروهی جبرهای برای خاص حالت در و باناخ جبرهای بیشتر برای عملگرها نوع این دهیم. می نمایش 𝐻𝑜𝑚(𝒜∗)
شامل را چشمگیر قابل نتایج [۹] و [۸] ،[۷] ارزنده منابع است. گرفته قرار بررسی مورد خاص باناخ جبرهای روی ضربگرها هست. و بوده
یکریخت (𝒜∗𝒜)∗ با طولپا طور به 𝐻𝑜𝑚(𝒜∗) آنگاه باشد، یک کران با کراندار تقریبی واحد با باناخ جبری 𝒜 اگر که است شده ثابت است.

.[۳] است
𝑆 ⊆ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ متناهی مجموعه زیر یک 𝜖 > ۰ هر برای هرگاه گوئیم متناوب تقریبا شبه را 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ از 𝑋 مجموعه زیر .۱ .۳ تعریف

.‖𝐸𝐹 − 𝐸′𝐹‖ < 𝜖،𝐹 ∈ 𝑋 هر برای که باشد موجود 𝐸′ ∈ 𝑆 عنصر 𝐸 ∈ 𝑏𝑎𝑙𝑙(𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗) هر برای که باشد موجود
فشرده 𝜏۱ توپولوژی به نسبت 𝑇 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗) عملگر یک باشد. موضعی فشرده و هاسدورف گروهی 𝐺 کنیم فرض .۲ .۳ قضیه

باشد. متناوب تقریبا شبه 𝑇(𝑏𝑎𝑙𝑙(𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗)) اگر تنها و اگر است
توپولوژی به نسبت {𝐿𝑥𝑇; 𝑥 ∈ 𝐺} یعنی T های انتقال همه مجموعه هرگاه گوئیم متناوب تقریبا را 𝑇 ∶ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ → 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ عملگر یک
مطالعه ها گروه نیم و ها گروه روی پیوسته توابع فضاهای در ضعیف متناوب تقریبا توابع متناوب، تقریبا توابع باشد. نسبی فشرده قوی عملگر
توضیحات هست. و بوده توجه مورد نیز باناخ جبرهای روی ضعیف متناوب تقریبا های تابعک و متناوب تقریبا های تابعک همینطور است. شده

است. آمده [۱۳] و [۱۰] ،[۴] منابع در بیشتر
تنها و اگر است متناوب تقریبا 𝑇 ∶ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ → 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ کراندار عملگر باشد، فشردهموضعی و هاسدورف گروهی 𝐺 اگر .۳ .۳ گزاره

باشد. متناوب تقریبا 𝑇(𝑏𝑎𝑙𝑙(𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗)) عنصر هر اگر
را عملگرها این همه وندل معروف قضیه شوند. می جا به جا نیز پیچش با شوند، می جا جابه ها انتقال با که گروهی جبرهای روی عملگرها
بطور زمینه گروه روی کراندار و بورل های اندازه جبر با عملگرها، چنین این همه مجموعه که است کرده ثابت و کرده مشخص کامل بطور
ریاضیدانان توسط نیز شود می جا به جا پیچش و انتقال با که گروهی جبرهای اول دوگان روی کراندار عملگرهای بعلاوه است. یکریخت طولپا
شود، جا به جا پیچش با اگر عملگرها چنین این که است شده ثابت است. گرفته قرار بررسی و مطالعه مورد قهرمانی و لائو جمله از معروف
دوگان روی چپ پایای میانگین اینکه از مورد، این در توجه قابل مثال نیست. درست موضوع این عکس ولی شود می جا به جا نیز ها انتقال با
چپ پایای های میانگین مورد در تکمیلی توضیحات آید. می بدست نیست، توپولوژیک چپ پایای میانگین یک که دارد وجود گروهی جبرهای
توابع فضای دوگان روی را عملگرها چنین این زیر قضیه در شود. می یافت [۱۲] و [۱۱] ،[۲] ،[۱] منابع در توپولوژیک چپ پایای میانگین و

دهیم. می قرار بررسی مورد چپ یکنواخت پیوسته
که بوده کراندار عملگری 𝑇 ∶ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ → 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ کنیم فرض باشد. موضعی فشرده و هاسدورف گروهی 𝐺 کنیم فرض .۴ .۳ قضیه
و 𝜇 ∈ 𝑀(𝐺) هر برای اگر تنها و اگر 𝑇(𝐹𝛿𝑥) = 𝑇(𝐹)𝛿𝑥 ،𝐹 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ و 𝑥 ∈ 𝐺 هر برای است. پیوسته 𝜏۱ توپولوژی به نسبت

شود. می جابجا پیچش با 𝑇 واقع در .𝑇(𝐹𝜇) = 𝑇(𝐹)𝜇 ،𝐹 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗

𝑇 ∶ کراندار عملگر هر برای اگر تنها و اگر است فشرده 𝐺 گروه باشد. موضعی فشرده و هاسدورف گروهی 𝐺 کنیم فرض .۵ .۳ قضیه
.𝑇(𝐸𝐹) = 𝑇(𝐸)𝐹 ،𝐸, 𝐹 ∈ 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ هر برای که شود نتیجه شود، می جا جابه پیچش با که 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗ → 𝐿𝑈𝐶(𝐺)∗
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لگاریتمی محدب و میانی محدب توابع بررسی
قرجەلوب امیر ،آ، حیدری∗ محسن

زنجان دانشگاه محض ریاضی ارشد آکارشناسی
زنجان دانشگاه ریاضی دکتری بدانشجوی

چکیده
فزایندەای تأثیر توابع این ویژگی خواص مطالعه و می کنند ایفاء را بسزائی نقش ریاضیات در میانی محدب و محدب توابع
میانی ℎ⁃محدب و میانی محدب توابع بررسی به مقاله این در است. گذاشته جا بر ریاضیات مختلف شاخەهای در

می پردازیم.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

محدب توابع
محدب لگاریتم

میانی محدب
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
برخوردارند. خاصی اهمیت از بهینەسازی به مربوط مسائل در میانی محدب توابع

باشیم داشته 𝑡 ∈ [۰, ۱] هر و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای هرگاه می شود نامیده محدب 𝐼 ⊆ ℝ که 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ حقیقی تابع .۱ .۱ تعریف
𝑓(𝑡𝑥 + (۱ − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝑓(𝑥) + (۱ − 𝑡)𝑓(𝑦)

باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای هرگاه می شود نامیده میانی محدب 𝐼 ⊆ ℝ که 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ حقیقی تابع .۲ .۱ تعریف

𝑓 𝑥 + 𝑦
۲ ≤ ۱

۲ (𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦))

است. میانی محدب تابع محدب تابع هر که است واضح
باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر ازای به و باشد مثبت اکیداً 𝑓 هرگاه می شود نامیده لگاریتمی محدب 𝐼 ⊆ ℝ که 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ تابع .۳ .۱ تعریف

𝑓 (𝜆𝑥 + (۱ − 𝜆)𝑦) ≤ (𝑓(𝑥))𝜆 ⋅ (𝑓(𝑦))۱−𝜆

۱ ∈ 𝐼 اگر تابع این در 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر ازای به هرگاه می نامیم ضربی را 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ+ تابع .۴ .۱ تعریف
𝑓(۱) = ۱ داشت خواهیم

∗سخنران
قرجەلو) (امیر amirgharajelo@yahoo.com حیدری)، (محسن mohsen.heidari_d10@yahoo.com الکترونیک: پست
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هر برای که باشد موجود چنان ℎ ∶ [۰, ۱] → ℝ تابع هرگاه می نامیم میانی ℎ⁃محدب تابع را 𝐼 ⊆ ℝ که 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ+ تابع .۵ .۱ تعریف
باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼

𝑓 𝑥 + 𝑦
۲ ≤ ℎ(۱

۲) (𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦))

است. محدب تابع الزاماً پیوسته میانی محدب تابع هر .۶ .۱ قضیه
باشد. محدب 𝐼 روی در 𝑓 اگر تنها و اگر است نامنفی دوم مشتق دارای 𝐼 بازه در 𝑓 حقیقی تابع .۷ .۱ قضیه

آنگاه 𝑎 < 𝑏 و 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 و محدب تابع 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ اگر .۸ .۱ قضیه

𝑓 𝑎 + 𝑏
۲ ≤ ۱

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

۲
است. میانی محدب تابع های برای معادل شرط نامساوی این 𝑓 بودن پیوسته صورت در

اصلی نتایج .۲
ویژەای کاربرد اطلاعات تحلیل و تجزیه در نامساوی این است. ریاضیات حوزه نامساوی های اساسی ترین و مهمترین از یکی ینسن نامساوی

می کند. ایفا مقعر و محدب توابع نامساوی های نظریه در جالبی نقش و دارد
𝜆 ∈ [۰, ۱] و ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 که 𝑥𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏] هر برای آنگاه باشد [𝑎, 𝑏] بازه روی بر محدب تابع 𝑓 اگر ینسن). کلاسیک (نامساوی ۱ .۲ قضیه

داریم ∑𝑛
𝑖=۱ 𝜆𝑖 = ۱ و ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 که

𝑓(
𝑛

𝑖=۱
𝜆𝑖𝑥𝑖) ≤

𝑛

𝑖=۱
𝜆𝑖𝑓(𝑥𝑖)

است. محدب نتیجه در و میانی محدب باشد محدب لگاریتم تابع 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ+ اگر .۲ .۲ قضیه
آنگاه 𝑎 < 𝑏 و 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 و 𝐼 روی لگاریتمی محدب تابع یک 𝑓 ∶ 𝐼 → [۰, +∞) اگر .۳ .۲ قضیه

𝑓 𝑎 + 𝑏
۲ ≤ ۱

𝑏 − 𝑎
۱

۰
𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑥)𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)

آنگاه 𝑎 < 𝑏 و 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 و 𝐼 بازه روی لگاریتمی محدب تابع یک 𝑓 ∶ 𝐼 → (۰, +∞) اگر .۴ .۲ قضیه

𝑓 𝑎 + 𝑏
۲ ≤ exp ۱

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
ⅼog 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ۱

𝑏 − 𝑎
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝐻(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))

آن در که
𝐻(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) =

𝑓(𝑏) 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)
𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)

ⅼog 𝑓(𝑎) − ⅼog 𝑓(𝑏) 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝑏)

است. پیوسته (𝑎, 𝑏) بازه روی 𝑓 باشد کراندار بالا از و (𝑎, 𝑏) روی میانی محدب تابع یک 𝑓 اگر .۵ .۲ قضیه
بالا از آن روی 𝑓 و باشد مثبت لبگ اندازه دارای که باشد مجموعەای 𝑀 ⊆ (𝑎, 𝑏) و میانی ℎ⁃محدب (𝑎, 𝑏) بازه روی 𝑓 اگر .۶ .۲ قضیه

است. پیوسته بازه این روی بر 𝑓 باشد کراندار
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فضاهای روی 𝑊𝐶𝑇 عملگرهای فردهلم خاصیت داشتن دربارەی نتایج بعضی
اورلیچ

،ب نجومی∗ سهیلا گمچیآ، شمسی سعیده
S.shaⅿsi@pnu.aⅽ.ir تهران. ایران، پیام نور، دانشگاه ریاضی، آگروه

Nojouⅿi.Soh@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ تهران. ایران، پیام نور، دانشگاه ریاضی، بگروه

چکیده
لازم شرایط بعضی سپس می پردازیم. اورلیچ فضاهای روی (𝑊𝐶𝑇) وزن دار شرطی نوع عملگرهای به مقاله این در
داد.همچنین خواهیم ارائه را باشند داشته بسته برد که اورلیچ فضای دو بین ضربی شرطی نوع عملگرهای برای کافی و

نمود. خواهیم بررسی را عملگرها نوع این بودن فردهلم

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
۱ اورلیچ فضای

۲ وزن دار شرطی امید عملگرهای
۳ فردهلم عملگرهای

۴ وزن دار شرطی نوع عملگرهای
2020 MSC:

.....

.....

.....

مقدمه .۱
برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم فردهلم را 𝑇 باشد. کراندار خطی عملگر یک 𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض و باشند باناخ فضاهای 𝑌 و 𝑋 کنید فرض

باشند؛
باشد. متناهی بعد از 𝑘𝑒𝑟(𝑇) .۱

باشد. بسته برد 𝑅𝑎𝑛(𝑇) (۲
می شود؛ تعریف چنین 𝑇 از بعد هم آن در که باشد متناهی بعد هم 𝑐𝑜𝑘𝑒𝑟(𝑇) (۳

𝑐𝑜𝑘𝑒𝑟 𝑇 ∶= 𝑌
𝑖𝑚 𝑇

می دهیم نمایش 𝐼𝑛𝑑(𝑇) نماد با که را 𝑇 شاخص آن صورت در باشد فردهلم 𝑇 اگر است. بسته برد دارای باناخ فضای دو بین فردهلم عملگر
می شود؛ تعریف زیر ضابطەی طبق را

𝐼𝑛𝑑 (𝑇) ∶= ⅾiⅿ(𝑘𝑒𝑟(𝑇)) − 𝑑𝑖𝑚(𝑐𝑜 𝑘𝑒𝑟(𝑇)) ∈ ℤ.

∗سخنران
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از 𝑢(𝑋) و متناهی بعد با 𝑘𝑒𝑟 (𝑢) اگر نامند فردهلم را 𝑢 عملگر این صورت در ،𝑢 ∈ 𝐵(𝑋, 𝑌) و باشند باناخ فضاهای 𝑌 و 𝑋 کنید فرض
می دهیم؛ قرار باشد. متناهی هم بعد

(𝑢پوچ ساز) 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑢) = 𝑛𝑢𝑙(𝑢) ∶= 𝑑𝑖𝑚(𝑘𝑒𝑟(𝑢))

همچنین؛
(𝑢 (کاستی 𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡(𝑢) = 𝑑𝑒𝑓(𝑢) ∶= 𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛(𝑢(𝑥))

می کنیم؛ تعریف چنین را آن شاخص باشد فردهلم 𝑢 کراندر عملگر اگر و
(𝑢 (شاخص 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥(𝑢) = 𝑖𝑛𝑑(𝑢) ∶= 𝑛𝑢𝑙(𝑢) − 𝑑𝑒𝑓(𝑢).

فضای دو بین خطی عملگر یک فردهلم عملگر یک واقع در می دهیم. نمایش 𝐹(𝑋, 𝑌) نماد با را 𝑌 به 𝑋 از فردهلم 𝑢 کراندار عملگر
تابع شود. مراجعه [۱۹ ،۱۴] مرجع به است. هم ارز برد بودن بسته با و (𝑐𝑜𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙) هم هسته و (𝑘𝑒𝑟𝑛𝑒𝑙) هسته بودن متناهی با باناخ

نباشد). صفر با متحد Φ ) Φ ≢ ۰ و Φ(۰) = ۰ و باشد محدب Φ هرگاه گویند یانگ تابع را Φ ∶ [۰, ∞) ⟶ [۰, ∞]
می دهد؛ نتیجه Φ(۰) = ۰ شرط و Φ یانگ تابع بودن محدب که می کنیم توجه

ⅼiⅿ
𝑥⟶۰+Φ(𝑥) = ۰

می دهد؛ نتیجه Φ ≢ ۰ این که و Φ یانگ تابع تحدب شرط همچنین
ⅼiⅿ

𝑥⟶+∞
Φ(𝑥) = +∞

می گیریم؛ نظر در را زیر اعداد Φ یانگ تابع ازای به
𝑎Φ ∶= sup{𝑎 ⩾ ۰ ∶ Φ(𝑎) = ۰} , 𝑏Φ ∶= inf{𝑏 > ۰ ∶ Φ(𝑏) = ∞}

باشد. 𝑎Φ < 𝑏Φ اگر است صعودی اکیداً ،[𝑎Φ, 𝑏Φ) بازەی روی نانزولی پیوسته، [۰, 𝑏Φ) بازەی در Φ یانگ تابع همچنین
می شود: تعریف زیر بەصورت Φ−۱ راست⁃پیوستەی) وارون (یا تعمیم یافته وارون باشد. یانگ تابع Φ ∶ [۰, ∞) ⟶ [۰, ∞] کنید فرض

Φ−۱(+∞) = ⅼiⅿ
𝑦⟶+∞

Φ−۱(𝑦) , Φ−۱(𝑦) = inf{𝑥 ⩾ ۰ ∶ Φ(𝑥) > 𝑦} (𝑦 ∈ [۰, +∞)).

توابع از زوج یک (Φ,Ψ) اگر همین طور .𝑥 ⩽ Φ−۱(Φ(𝑥)) آن گاه Φ(𝑥) < +∞ اگر .Φ(Φ−۱(𝑥)) ⩽ 𝑥 ،۰ ⩽ 𝑥 < +∞ هر بەازای
داشت: خواهیم آن گاه باشند، مکمل یانگ

𝑥 < Φ−۱(𝑥)Ψ−۱(𝑥) ⩽ ۲𝑥
ببینید. را [۱۷] مرجع 𝑥 ⩾ ۰ همەی برای

می کنیم؛ تعریف این صورت در باشد، یانگ تابع Φ اگر
Ψ(𝑦) = sup{𝑥|𝑦| − Φ(𝑥) ∶ 𝑥 ⩾ ۰} (𝑦 ∈ ℝ)

بەعلاوه و است زوج و صعودی و محدب تابعی Ψ که است واضح تعریف از می نامند. Φ مکمل تابع را Ψ
Ψ(۰) = ۰ , ⅼiⅿ

𝑦⟶∞
Ψ(𝑦) = +∞.

است. Φ تابع ،Ψ مکمل یانگ تابع است، Φ تابع مکمل تابع ،Ψ یانگ تابع که همان طور شود توجه
می نامند. یانگ توابع از مکمل زوج یک را (Φ,Ψ) زوج خاطر، همین به

نابرابری: در (Φ,Ψ) زوج می بینیم راحتی به تعریف از
𝑥𝑦 ⩽ Φ(𝑥) + Ψ(𝑦) (𝑥, 𝑦 ∈ ℝ)

می گیرد را متناهی حقیقی مقادیر فقط است. صفر صفر، در فقط که است یانگ تابع یک 𝑁⁃تابع یک می کنند. صدق یانگ نابرابری به معروف
بازەی روی Φ شده گفته قبل در آن چه مانند و 𝑏Φ = ∞ و 𝑎Φ = ۰ که می کنیم توجه ⅼiⅿ

𝑥⟶۰+
Φ(𝑥)
𝑥 = ۰ و ⅼiⅿ

𝑥⟶∞
Φ(𝑥)
𝑥 = ∞ بەطوری که
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𝑁⁃تابع یا یانگ نیکوی توابع را توابع این [۱] است. 𝑁⁃تابع یک دوباره 𝑁⁃تابع یک مکمل بەعلاوه است. صعودی اکیداً و پیوسته [۰, ∞)
می نامند.

نماد با و است Ψ یانگ تابع از قوی تر Φ یانگ تابع گوییم

Φ
𝓁
> Ψ یا] Ψ 𝓁

< Φ]

باشیم داشته Ψ(𝑥۰) < ∞ با 𝑥 ⩾ 𝑥۰ > ۰ ،𝑎 ⩾ ۰ بعضی برای هرگاه می دهیم نمایش
Ψ(𝑥) ⩽ Φ(𝑎𝑥)

نمایش Ψ 𝛼
< Φ یا Φ 𝛼

> Ψ نماد با را آن و است Ψ از قوی تر بزرگ) مقادیر برای (یا سرتاسری بەطور Φ گوییم باشد، برقرار 𝑥۰ = ۰ اگر
اگر می کند، صدق بی نهایت در △۲ شرط در Φ یانگ تابع گوییم می دهیم.

Φ(۲𝑥) ⩽ 𝑘Φ(𝑥) (𝑥 ⩾ 𝑥۰ ⩾ ۰)
در بزرگ) مقادیر برای (یا سرتاسری بەطور Φ تابع گوییم همچنین .Φ ∈ △۲ می نویسیم 𝑥۰ ⩾ ۰ و 𝑘 > ۰ مانند ثابت مقادیر بعضی برای
اگر می کند صدق (∞) بی نهایت در (∇′)△′ شرط در Φ یانگ تایع گوییم باشد. برقرار 𝑥۰ = ۰ برای بالا رابطەی هرگاه می کند صدق △۲ شرط

بەطوری که باشد داشته وجود (𝑏 > ۰) 𝑐 > ۰ مانند عددی
Φ(𝑥𝑦) ⩽ 𝑐Φ(𝑥)Φ(𝑦) (𝑥, 𝑦 ⩾ 𝑥۰ ⩾ ۰)

(Φ(𝑏𝑥𝑦)) ⩾ Φ(𝑥)Φ(𝑦)) (𝑥, 𝑦 ⩾ 𝑥۰ ⩾ ۰)
.Φ ∈ Δ۲ آن گاه Φ ∈ Δ′ اگر که کنید توجه است. برقرار بزرگ) مقادیر برای (یا سرتاسری بەطور خاصیت این که گوییم وقت آن 𝑥۰ = ۰ اگر

از است عبارت 𝑓 محمل از منظور باشد 𝑋 روی اندازەپذیر تابعی 𝑓 اگر
𝑆(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) ≠ ۰}.

آن ها (∑)𝐿𝑝⁃نرم که است مقدار مختلط اندازەپذیر توابع تمام فضای 𝐿𝑝(𝑋, ∑, 𝜇) باشد. 𝜎⁃متناهی اندازەی فضای یک (𝑋, ∑, 𝜇) کنید فرض
داریم: و می دهیم نشان 𝐿𝑝(∑) خلاصه بەطور را 𝐿𝑝(𝑋, ∑, 𝜇) اندازەی فضای ‖𝑓‖𝑝 = ∫𝑋 |𝑓|𝑝𝑑𝜇

۱
𝑝 < ∞ یعنی است متناهی

𝐿𝑝(𝑋, ∑, 𝜇) = 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ ∶ ∫ |𝑓|𝑝𝑑𝜇 < ∞ , است. اندازەپذیر 𝑓
می دهیم. نشان 𝐿۰ با را ∑⁃اندازەپذیر توابع تمام مجموعەی همچنین

𝐿۰(𝑋, ∑, 𝜇) = {𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ ∶ است. اندازەپذیر 𝑓}
فضای شده داده Φ تابع برای

𝐿Φ(𝜇) = 𝑓 ∈ 𝐿۰(∑) ∶ ∃ 𝜆 > ۰ , ∫𝑋Φ(𝜆𝑓)𝑑𝜇 < ∞
می کنیم تعریف می شود؛ نامیده اورلیچ فضای یک

𝑁Φ(𝑓) = inf 𝜆 > ۰ ∶
𝑋
Φ 𝑓

𝜆 𝑑𝜇 ⩽ ۱

است. باناخ فضای یک (𝐿Φ(𝜇), 𝑁Φ(⋅)) همچنین است نرم دار خطی فضای یک (𝐿Φ(𝜇), 𝑁Φ(⋅))

‖𝑓‖Φ = inf 𝜆 > ۰ ∶
𝑋
Φ(𝑓/𝜆) 𝑑𝜇 ⩽ ۱ .

در ۱ < 𝑝 < ∞ براي Φ(𝑥) = |𝑥|𝑝
𝑝 کنيم تعريف اگر گوییم. Φ یانگ تابع توسط شده تولید اورلیچ فضای 𝐿Φ(∑), ‖ ⋅ ‖Φ زوج

داشت: خواهيم اين صورت
‖ ⋅ ‖𝑝 = ‖ ⋅ ‖Φ , 𝐿Φ(𝑋) = 𝐿𝑝(𝑋)
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𝜇 اندازەی به اتم یک 𝜇(𝐹) = 𝜇(𝐴) يا 𝜇(𝐹) = ۰ يا آن گاه ،𝐹 ⊆ 𝐴 اگر ،𝐹 ∈ ∑ هر براي بەطوري که 𝜇(𝐴) > ۰ شرط با 𝐴 ∈ ∑ عنصر
{𝐴𝑛}𝑛∈ℕ جايی که می شود افراز 𝑋 = (⋃𝑛∈ℕ 𝐴𝑛) ∪ 𝐵 بەصورت، يکتايی بەطور 𝜎⁃متناهي و (𝑋, ∑, 𝜇) اندازەی فضاي هر واقع در است.
نااتمی اندازەی فضای (𝑋, ∑, 𝜇) اتم بدون اندازەی فضای است. نااتمی ،𝐴𝑛 هر از مجزا 𝐵 و ∑⁃اتم ها از مجزا دوبەدو شمارا مجموعەی يک

می شود. نامیده
زيرمجموعەی خاصيت دارای (𝑋, ∑, 𝜇) دلخواه اندازەی فضای دارند. متناهی اندازەی اتم ها، همەی 𝜎⁃متناهي اندازەی فضای يک در هميشه

باشد. متناهی مثبت اندازه با اندازەپذير زيرمجموعەی يک داراي آن مثبت اندازەی با اندازەپذير مجموعەی هر هرگاه است متناهی
بەطوری که دارد وجود مجزا دوبەدو 𝜇⁃اتم هاي از 𝐴 مانند يکتا خانوادەای اين صورت در باشد 𝜎⁃متناهي فضای يک (𝑋, ∑, 𝜇) کنيد فرض

نيست. اتمی هيچ دارای 𝑋 ∖ ⋃𝐴𝑛∈𝐴 𝐴𝑛.می دهيم نشان ℬ با را نااتمی قسمت و 𝒰 با را (𝑋, ∑, 𝜇) اندازەی فضاي اتم های
زير شرايط و نامنفی اندازەپذير توابع فضای روي شده تعريف شرطی اميد عملگر 𝐸𝐴 = 𝐸 عملگر ،𝐴 ⊆ ∑ 𝜎⁃متناهي 𝜎⁃زيرجبر هر با متناظر

[۱]؛ می شود معين يکتا بەطور
است. 𝐴⁃اندازەپذير تابع يک 𝐸(𝑓) .۱

آن گاه: باشد، موجود ∫𝐴 𝑓𝑑𝜇 اگر 𝐴 ∈ 𝒜 هر برای .۲

𝐴
𝑓𝑑𝜇 = 𝐸(𝑓)𝑑𝜇.

می آوريم؛ زير در را آن مهم خواص از بعضی لذا بود. خواهد ما کار در اصلی ابزارهای از يکی عملگر اين
است. 𝐿∞(∑) و 𝐿۱(∑) روی عملگر يک 𝐸𝐴𝑓 .۱

است. خودتوان 𝐸𝐴 .۲
اورليچ فضاهای روی بەويژه 𝐿∞ و 𝐿۱ الحاقی فضاهای همەی روی می تواند 𝐸𝐴 ،𝐸𝐴(𝐿∞(∑)) = 𝐿∞(𝐴) و 𝐸𝐴(𝐿۱(∑)) = 𝐿۱(𝐴) .۳

.𝐸(𝑓) می نويسيم 𝐸𝐴(𝑓) بەجای نشود سردرگمی باعث اگر باشد. شده تعريف است 𝐿∞ + 𝐿۱ و 𝐿∞ ∩ 𝐿۱ بين برداری فضای که
هستند. 𝐸 شرطي اميد عملگر تعريف دامنه از اعضايی 𝑔 و 𝑓 توابع که است اين بر فرض زير خواص در

.𝐸(𝑓) ⩽ 𝐸(𝑔) آن گاه باشند 𝑓 ⩽ 𝑔 شرط با مقدار حقيقی 𝑔 و 𝑓 اگر .۴
.𝐸(𝑓𝑔) = 𝐸(𝑓)𝑔 آن گاه، باشد، 𝐴⁃اندازەپذير ،𝑔 اگر .۵

.𝐸(𝑎𝑓) = 𝑎𝐸(𝑓) آن گاه باشد 𝐴⁃اندازەپذير تابع 𝑓 و مقدار مختلط تابع 𝑎 اگر .۶
.𝐸(۱) = ۱ .۷

باشد. محدب تابع Φ جايی که Φ(𝐸(𝑓)) ⩽ 𝐸(Φ(𝑓)) .۸
.𝐸(𝑓) > ۰ آن گاه 𝑓 > ۰ اگر ،𝐸(𝑓) ⩾ ۰ آن گاه 𝑓 ⩾ ۰ اگر .۹

𝑆(𝐸(𝑓)) و 𝑆(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑋 ; 𝑓(𝑥) ≠ ۰} و است 𝑓 محمل 𝑆(𝑓) جايی که ،𝑆(𝑓) ⊆ 𝑆(𝐸(𝑓)) ، 𝑓 ⩾ ۰ هر برای .۱۰
است. 𝑆(𝑓) شامل 𝐴⁃اندازەپذير مجموعەی کوچکترين

و 𝐶 مثبت مقادير بعضی براي هرگاه، می کند صدق 𝐺𝐶𝐻 نابرابری اختصار به يا هولدر نابرابری تعميم يافته شرطی نوع در (𝐸,Φ) زوج گوييم
باشيم داشته 𝑔 ∈ 𝐿Ψ(𝑋, ∑, 𝜇) و 𝑓 ∈ 𝐿Φ(𝑋, ∑, 𝜇) هر برای

𝐸(|𝑓𝑔|) ⩽ 𝐶Φ−۱(𝐸(Φ(|𝑓|)))Ψ−۱(𝐸(Ψ(|𝑔|)))

است. مراجعه قابل [۹] مرجع در می کند صدق 𝐺𝐶𝐻 نابرابری در که (𝐸,Φ) زوج از زيادي مثال های است. Φ يانگ تابع مکمل Ψ جايی که
روی خطي تبديل يک می دهد، نسبت 𝑢𝑓 به را 𝑢 که ضابطەای 𝑢 ∈ 𝐿۰

+(𝑋, ∑, 𝜇) يعنی باشد مثبت اندازەپذير تابعی 𝑢 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ کنيد فرض
می خوانيم. 𝑢 توسط شده ايجاد ضربی عملگر را آن باشد، پيوسته 𝑀𝑢 که حالتی در و داده نمايش 𝑀𝑢 با را آن که می کند تعريف 𝐿۰(𝑋)

𝑀𝑢(𝑓) = 𝑢𝑓
𝑀𝑢(𝑓)(𝑡) = 𝑢(𝑡)𝑓(𝑡) (𝑡 ∈ 𝑋)
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به يا ضربی شرطی اميد عملگر باشد. (𝑋, ∑, 𝜇) اندازەی فضای روی اندازەپذير تابع يک 𝑢 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ و باشند يانگ توابع Ψ و Φ کنيد فرض
می شود؛ تعريف زير ضابطەی با 𝐿Ψ(∑) توی به 𝐿Φ(∑) از 𝑀𝐶𝐸 اختصار

𝐸𝑀𝑢(𝑓) = 𝐸(𝑢𝑓)

[۱] باشد. 𝐸(𝑢𝑓) ∈ 𝐿Ψ(𝐴) بەطوری که 𝑓 ∈ 𝐿Φ(∑) هر برای
اورليچ مختلف فضاهای در ضربی شرطی اميد عملگر های داشتن کرانداری⁃بردبسته جمله از 𝑀𝐶𝐸 عملگر خاصيت های بعضی [۱] مرجع در

است. شده بررسی

اصلی نتایج .۲
تعیین را است 𝐿Φ(𝜇) اورلیچ فضای روی کراندار عملگر یک 𝑇 = 𝑀𝑤𝐸𝑀𝑢 ،𝑊𝐶𝑇 عملگر که می دهد اجازه ما به که را فرضی بخش این در

می کنیم.

باشند. (𝑋, ∑, 𝜇) اندازەی فضای روی اندازەپذیر توابع 𝑢,𝑤 ∶ 𝑋 ⟶ ℂ و باشد یانگ تابع یک Φ کنید فرض .۱ .۲ تعریف
برای بەطوری که می شود تعریف 𝑤𝐸𝑀𝑢(𝑓) = 𝑤𝐸(𝑢𝑓) ضابطەی با 𝐿Φ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از (𝑊𝐶𝑇 (عملگر وزن دار شرطی نوع عملگر

.𝑤𝐸(𝑢𝑓) ∈ 𝐿Φ(𝐴) باشیم داشته 𝑓 ∈ 𝐿Φ(∑) هر
می آوریم. بدست را است کراندار 𝐿Φ(𝜇) اورلیچ فضای روی 𝑇 = 𝑀𝑤𝐸𝑀𝑢 ،𝑊𝑐𝑇 عملگر آن تحت که را شرطی بعدی قضیه در

𝑇 = 𝑀𝑤𝐸𝑀𝑢 و کنند صدق 𝐺𝐶𝐻⁃هولدر نابرابری شرط در بەطوری که باشند مکمل یانگ توابع از زوج یک (Φ,Ψ) کنید فرض .۲ .۲ قضیه
است. کراندار عملگری 𝐿Φ(𝜇) اورلیچ فضای روی 𝑇 آن گاه 𝑤Ψ−۱(𝐸(Ψ(𝑢))) ∈ 𝐿∞(∑) اگر باشد. 𝑊𝐶𝑇 عملگر یک

𝑢 ∈ 𝐿۰(∑) اگر باشد. Φ یانگ تابع مکمل یانگ تابع Ψ کنید فرض می کند. صدق △۲ شرایط در که باشد یانگ تابع Φ کنید فرض .۳ .۲ قضیه
یک 𝐴 و باشد 𝜎⁃متناهی اندازەی فضای یک (𝑋, ∑, 𝜇) و است). 𝑋 روی ∑⁃اندازەپذیر توابع فضای 𝐿۰(∑) (می دانیم باشد اندازەپذیر تابعی
شرطی نوع در (𝐸,Φ) 𝐿∞(∑) ⊆ 𝐿Φ(∑) ⊆ 𝐿۱(∑) و باشد 𝜎⁃متناهی (𝑋, 𝐴, 𝜇𝐴) و باشد 𝐴 ⊂ ∑ بەطوری که ∑ 𝜎⁃جبر، از 𝜎⁃زیرجبر

کند. صدق هولدر نابرابری تعمیم یافتەی
𝑣 = Ψ−۱𝐸(Ψ(𝑢)) ⩾ بەطوری که دارد وجود 𝛿 > ۰ آن گاه باشد بسته برد و یک به یک خودش بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝑇 = 𝐸𝑀𝑢 عملگر اگر الف)
جایی که (𝑆(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) ≠ ۰} شود تعریف چنین 𝑓 اندازەپذیر تابع ساپورت یا محمل کنید (فرض ،𝑆 روی همەجا تقریباً 𝛿

.𝑆 = 𝑆(𝑣)
آن گاه 𝑆 = 𝑆(𝐸(Ψ(𝑢))) که 𝑆 روی همەجا تقریباً 𝐸(𝑢) ⩾ 𝛿 بەطوری که باشد داشته وجود 𝛿 > ۰ و 𝑆(𝐸(𝑢)) = 𝑆(𝐸(Ψ(𝑢))) اگر ب)

است. بسته برد ،𝐿Φ(∑) روی 𝐸𝑀𝑢 عملگر
آن گاه: Φ ∈ △

′ و باشند Ψ و Φ بەترتیب مکمل توابع Ψ′ و Φ′ کنید فرض و Ψ < Φ کنید فرض .۴ .۲ قضیه
داریم؛ آن گاه باشد بسته برد و یک به یک 𝐿Ψ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝐸𝑀𝑢 عملگر اگر (𝑎)
است. متناهی {𝑥 ∈ ℕ ∶ 𝑣(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی و 𝔅 روی همەجا تقریباً 𝑣 = ۰ .۱

باشد. 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑣(𝑥) ≠ ۰} و 𝑣 = Ψ−۱(𝐸(Ψ(|𝑢|))) جایی که است. متناهی رتبه دارای 𝐿Ψ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝑀𝑣 .۲
کنید: فرض (𝑏)

دارد. بسته برد 𝐸𝑀𝑢 عملگر .۱
است) متناهی بعد با (برد است متناهی رتبه دارای 𝐸𝑀𝑢 عملگر .۲

است. متناهی 𝑁𝑣 = {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑣(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی و (𝑎.𝑒) 𝐵 روی همەجا تقریباً 𝑣 = ۰ .۳
است. متناهی 𝑁𝐸(𝑢) = {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝐸(𝑢)(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی و 𝔅 روی همەجا تقریباً 𝐸(𝑢) = ۰ .۴

آن گاه
(۳) ⟶ (۲) ⟶ (۱) ⟶ (۴).

معادلند. (۴) و (۳) ،(۲) ،(۱) حالت های (𝑏) قسمت در آن گاه ،𝑢 ⩾ ۰ اگر (ⅽ)
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Ψ و Φ و Ψ < Φ زمانی که 𝐿Ψ بەتوی 𝐿Φ از 𝑢 ⩾ ۰ با 𝐸𝑀𝑢 بردبسته نا⁃صفر شرطی نوع ضربی عملگر هیچ قبلی، قضایای طبق است روشن
ندارد. وجود باشد، نااتمی اندازه فضای و باشند یانگ توابع

باشند. Ψ و Φ بەترتیب مکمل یانگ توابع Ψ′ و Φ′ کنید فرض و Ψ < Φ و باشند یانگ توابع Ψ و Φ کنید فرض .۵ .۲ قضیه
آن گاه: باشد. بسته برد و یک به یک 𝐿Ψ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝐸𝑀𝑢 عملگر اگر (𝑎)

است. متناهی {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑣(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی .۱
𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ و 𝑣 = Ψ−۱(𝐸(Ψ(𝑢))) جایی که است) متناهی بعد با (برد دارد. متناهی رتبه 𝐿Ψ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝑀𝑣 .۲

.𝑣(𝑥) ≠ ۰}
کنید فرض (𝑏)

دارد. بردبسته 𝐸𝑀𝑢 عملگر .۱
است). بعدمتناهی 𝐸𝑀𝑢 دارد.(برد متناهی رتبه 𝐸𝑀𝑢 عملگر .۲

است. متناهی 𝑁𝑣 = {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑣(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی .۳
است. متناهی 𝑁𝐸(𝑢) = {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝐸(𝑢)(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی .۴

آن گاه
(۳) ⟶ (۲) ⟶ (۱) ⟶ (۴).

معادلند. (۴) و (۳) و (۲) و (۱) حالات (𝑏) قسمت در آن گاه ،𝑢 ⩾ ۰ اگر (𝑐)
داریم. را زیر نتایج بنابراین می باشد. 𝐸𝑀𝑢 = 𝑀𝑢|𝐿Φ(𝐴) و 𝐸(𝑢) = 𝑢 حالت این در می پردازیم. 𝑢 𝐴⁃اندازەپذیر تابع به ادامه در

𝑢 ∈ 𝐿∘(𝐴) اگر باشند. Ψ و Φ بەترتیب مکمل یانگ توابع Ψ′ و Φ′ کنید فرض و Ψ < Φ باشند. یانگ توابع Φ و Ψ کنید فرض .۶ .۲ نتیجه
تقریباً |𝑢| ⩾ 𝛿 بەطوری که باشد داشته وجود 𝛿 > ۰ اگر تنها و اگر دارد بردبسته 𝐸𝑀𝑢 عملگر آن گاه باشد. یک بەیک 𝐿Φ(∑) روی 𝐸𝑀𝑢 و

است. 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑢(𝑥) ≠ ۰} آن در که 𝑆 روی همەجا
𝑢 ∈ 𝐿∘(𝐴) اگر باشند. Ψ و Φ ترتیب به مکمل یانگ توابع Ψ′ و Φ′ کنید فرض و Ψ < Φ باشند. یانگ توابع Φ و Ψ کنید فرض .۷ .۲ نتیجه

معادلند: زیر موارد آن گاه باشد. یک به یک 𝐿Ψ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝐸𝑀𝑢 و
دارد. بردبسته 𝑀𝑢 عملگر .۱

است). متناهی بعد با (برد است. متناهی رتبه دارای 𝑀𝑢 عملگر .۲
است. متناهی 𝑁𝐸(𝑢) = {𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝐸(𝑢)(𝐴𝑛) ≠ ۰} مجموعەی و 𝐵 روی همەجا تقریباً 𝑢 = ۰ .۳

خواهیم ارائه است نا⁃اتمی اندازه فضای که وقتی 𝐿Φ فضاهای روی ضربی شرطی نوع عملگرهای بودن فردهلم از توصیفی بعدی قضیەی در
داد.

آن گاه باشد، 𝐿Φ(𝒜) بەتوی 𝐿Φ(∑) از کراندار عملگر یک 𝐸𝑀𝑢 اگر باشد. نا⁃اتمی اندازەی فضای یک (𝑋, ∑, 𝜇) کنید فرض .۸ .۲ قضیه
باشد. وارون پذیر 𝐸𝑀𝑢 اگر تنها و اگر است دوسویی 𝐸𝑀𝑢 اگر تنها و اگر است فردهلم 𝐸𝑀𝑢

مجموعەای آن محمل بەطوری که 𝐸𝑀𝑢 پوچ فضای در نا⁃صفر تابع یک باشد داشته وجود اگر که می دهیم نشان بعدی گزارەی در بالاخره
باشد. فردهلم نمی تواند 𝐸𝑀𝑢 آن گاه باشد نا⁃اتمی

باشد. فردهلم نمی تواند 𝐸𝑀𝑢 آن گاه ،𝑁(𝐸𝑀𝑢) ∩ 𝐿Φ(𝐵) ≠ ∅ اگر باشد. کراندار 𝐿Ψ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از 𝐸𝑀𝑢 کنید فرض .۹ .۲ گزاره
اگر که می دانیم [۱۳] طبق و 𝑤 ∈ Ω همەجا تقریباً برای 𝑢(𝑤) ⩾ 𝜀 بەطوری که دارد وجود 𝜀 > ۰ که آنست معادل است بردبسته دارای 𝐸𝑀𝑢

پوشاست. 𝐸𝑀𝑢 آن گاه است، متناهی 𝐸𝑀𝑢 برد از هم بعد
Φ ∈ △۲ اگر .𝑤 ∈ Ω همەجا تقریباً برای 𝑢(𝑤) > ۰ بەطوری که باشد اندازەپذیر تابع یک 𝑢 ∶ Ω ⟶ ℝ+ کنید فرض .۱۰ .۲ قضیه

هم ارزند. زیر شرایط آن گاه باشد 𝐿Φ(∑) بەتوی 𝐿Φ(∑) از پیوسته عملگر یک 𝐸𝑀𝑢 و (بەطورسراسری)
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است. دوسویی 𝐸𝑀𝑢 .۱
است. فردهلم 𝐸𝑀𝑢 .۲

است. متناهی 𝐸𝑀𝑢 هم بعد .۳
.𝑤 ∈ Ω همەجا تقریباً برای 𝑢(𝑤) ⩾ 𝜀 بەطوری که دارد وجود 𝜀 > ۰ .۴
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کسری مشتق با جزیی انتگرال⁃دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش یک
زمانی

،آ محمدپور∗ علیرضا
ایران بابل، ریاضی، گروه بابل، واحد اسلامی، آزاد آدانشگاه

چکیده
است. شده ارایه کسری مشتق با جزیی انتگرال⁃دیفرانسیل معادلات از ای دسته حل برای عددی روشی مقاله، این در
زمانی، سطوح در مساله سازی گسسته در و شده گرفته نظر در کاپوتو⁃فابریزیو کسری مشتق پایه بر زمانی مشتق
پایه توابع از زمانی، سطح هر در معادله عددی حل برای آن، از پس و شده برده بکار متناهی تفاضلات برمبنای طرحی
مورد مثال چند حل با شده معرفی روش دقت و شده اثبات همگرایی است. شده استفاده دوگانه نمایی تبدیل با سینک

است. گرفته قرار تایید

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

۱ کسری مشتقات
۲ جزیی انتگرال⁃دیفرانسیل معادلات

۳ عددی آنالیز
2020 MSC:

26A33
45K05
65M06

مقدمه .۱
از بسیاری توجه مورد مکانیک و فیزیک خصوص به مختلف، های زمینه در فراوان کاربردهای دلیل به کسری حسابان موضوع اخیر، سالهای در
مشتق شوند[۱]. بیان کسری مشتق با باید که موضعی غیر رفتار با هایی پدیده تشریح برای کاربردی و مهم بسیار ابزار است. گرفته قرار محققین
𝜀 در که است معمول مشتق بر تعمیمی و شود می تعریف انتگرال یک توسط نظر مورد دامنه تمام در که است موضعی غیر کاملا عملگری کسری،
مشتق نمونه عنوان به اند. نموده تعریف را کسری مشتق خود، مقالات در زیادی محققین میشود[۲]. تعریف موضعی بطور نقطه یک همسایگی
اخیر، سالهای در .[۸] هستند منفرد هسته با انتگرال شامل تعاریف، این .[۷ ،۴] غیره ریمان⁃لیوویل۳و و والد⁃لتنیکوف۲ گران کاپوتو۱، کسری
است نامنفرد هسته با انتگرال شامل قبلی، تعاریف برخلاف که است شده استفاده (ⅭFⅮ) کاپوتو⁃فابریزیو۴ کسری مشتق از متعددی، درمقالات

است. شده ارایه الاستیک۷ ویسکو مواد رفتار برای مدلی تشریح در فابریزیو۶ و کاپوتو۵ توسط بار اولین تعریف این .[۲]
فرم به جزیی ⁃دیفرانسیل انتگرال معادلات حل به مقاله این در نامنفرد، هسته با کسری مشتقات بر رویکردی با

𝒟𝛼۰,𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝐵(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) +
𝑡

۰
𝐾(𝑡, 𝜉)𝐺(𝑢(𝑥, 𝜉))𝑑𝜉 + 𝐹(𝑥, 𝑡), (۱)

∗سخنران
محمدپور) (علیرضا mohammadpour@baboliau.ac.ir الکترونیک: پست

1Caputo
2Grunwald-Letnikov
3Riemann-Liouville
4Caputo-Fabrizio
5Michele Caputo
6Mauro Fabrizio
7Viscoelastic materials
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مرزی و اولیه شرایط با ترتیب به
𝑢(𝑥, ۰) = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (۲)

𝑢(𝑥, 𝑡) = ۰, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, (۳)
می آن مرز 𝜕Ω و Ω ∶= [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ همچنین انتگرال، معادله هسته 𝐾(⋅, ⋅) و کسری مشتق مرتبه ۰ < 𝛼 < ۱ آن در که شود می پرداخته
معادله این در شوند. می Ω۲فرض روی تحلیلی و حقیقی ,𝐵(𝑥توابعی 𝑡) و 𝐴(𝑥, 𝑡)توابع .(𝑥, 𝑡) ∈ Ω × ℐ ℐو ∶= [۰, 𝑇۰] بعلاوه باشد.

شوند. می فرض Ω روی هموار تابع 𝜑(𝑥) 𝑢و به شیتس”۸نسبت لیپ ”پیوسته تابع 𝐺 ،𝐹(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶۱(Ω × ℐ)
.[۶ ،۳] میشوند مطرح غیره و بیولوژی ، ریاضی فیزیک، در مسایل از بسیاری حل و سازی مدل در معادلات نوع این

.[۲] شود می تعریف زیر صورت به کاپوتو⁃فابریزیو) کسری مشتق ) 𝒟𝛼۰,𝑡 عملگر

𝒟𝛼۰,𝑡𝑓(𝑡) =
𝑀(𝛼)
(۱ − 𝛼)

𝑡

۰
𝑓′(𝜏) exp − 𝛼(𝑡 − 𝜏)

۱ − 𝛼 𝑑𝜏, (۴)

. 𝑀(۰) = 𝑀(۱) = ۱ بطوریکه ساز۹ نرمال است تابعی 𝑀(𝛼) آن در که
بصورت ⅭFⅮ برای معادلی فرم [۴] در ۱۱ نیتو و ۱۰ لوزادا

𝒟𝛼۰,𝑡𝑓(𝑡) =
۱

۱ − 𝛼
𝑡

۰
exp − 𝛼(𝑡 − 𝜏)

۱ − 𝛼 𝑓′(𝜏)𝑑𝜏. (۵)

است. شده استفاده ⅭFⅮ اخیر فرم از مقاله این در اند. برده کار به سازیها مدل برخی از مسایلی حل برای را
زمانی کسری مشتق برای سازی گسسته یک بعدی بخش در میشود. بیان توضیحاتی آن خواص و سینک تابع مورد در مختصری نخست ادامه، در
تاییدی مثال، چند حل طی آخر، بخش در شد. خواهد بررسی شده ارایه روش همگرایی و مکانی سازی گسسته چهارم بخش در شود. می ارایه

داشت. خواهیم شده ارایه روش برکارایی

آن خواص برخی ۱۲و سینک تابع .۲
.[۱۰] است شده تعریف زیر صورت به حقیقی اعداد روی سینک تابع .۱ .۲ تعریف

𝑆𝑖𝑛𝑐(𝑥) =
sin(𝜋𝑥)
𝜋𝑥 , 𝑥 ≠ ۰,

۱, 𝑥 = ۰.
بصورت را 𝑓(𝑥) مثل تابعی تعریف، این با

𝑓(𝑥) ≈
𝑁

𝑟=−𝑁
𝑓(𝑟ℎ)𝑆(𝑟, ℎ)(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ, (۶)

آن در که میزنیم تقریب

𝑆(𝑟, ℎ)(𝑥) = 𝑆𝑖𝑛𝑐 𝑥
ℎ − 𝑟 , 𝑟 ∈ ℤ, (۷)

8Lipschitz continuous function
9Normalization function
10Jorge Losada
11Juan J. Nieto
12 Sinc function



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ محمدپور علیرضا ۳۲

است. 𝑁 ∈ ℤ+ به وابسته و مکانی فاصله روی گام طول ℎ > ۰ آن در و بوده سینک تابع اُمین −𝑟 عنوان به
را 𝑥 = 𝜙(𝑡) متغیر تغییر (۶) در ، Υ = [𝑎, 𝑏] دلخواه بازه روی 𝑓(𝑥) تابع تقریب جهت شود، می تعریف ℝ کل روی سینک تابع که آنجا از

تبدیل با
𝜙(𝑡) = 𝑏 − 𝑎

۲ tanh 𝜋
۲ sinh(𝑡) + 𝑏 + 𝑎

۲ , (۸)
آن معکوس و

𝑡 = 𝜓(𝑥) = ⅼog ۱
𝜋 ⅼog 𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑥 + ۱ + ۱
𝜋 ⅼog(𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑥 )
۲
. (۹)

میگیریم. بکار
بصورت را (۶) در Υ روی 𝑓(𝑥) تابع درونیابی تغییر، این حصل ما

𝑓(𝑥) ≈ ℱ𝑁(𝑥) =
𝑁

𝑟=−𝑁
𝑓(𝜙(𝑟ℎ))𝒮𝑟(𝑥).

.𝒮𝑟(𝑥) = 𝑆(𝑟, ℎ)(𝜓(𝑥)) آن در که داد خواهد
تعریف ℬ روی 𝑓 تحلیلی توابع همه برای باشد. مثبت و ثابت عددی 𝜗 و Υ ⊂ ℬ آن، مرز 𝜕ℬ ساده، و پیوسته دامنه ℬ کنید فرض .۲ .۲ تعریف

کنیم: می
Ⅼ𝜗(ℬ) = {𝑓 ∶ |𝑓(𝑧)| ≤ 𝐶|𝑄𝜗(𝑧)|, 𝑧 ∈ ℬ},

کنیم فرض 𝑑 > ۰ ازای به 𝑄(𝑧) = (𝑧 − 𝑎)(𝑏 − 𝑧). و ثابت 𝐶 آن در که
ℬ𝑑 = {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝐼𝑚𝑧| < 𝑑},

کنیم: می تعریف زیر بصورت را 𝜙(ℬ𝑑) دامنه ،𝜙(𝑏) = ∞ و 𝜙(𝑎) = −∞ بطوریکه باشد ℬ𝑑 بروی ℬ از همدیس نگاشت یک 𝜙 اگر

𝜙(ℬ𝑑) = 𝑧 ∈ ℂ ∶ arg ۱
𝜋 ⅼog 𝑧 − 𝑎

𝑏 − 𝑧 + ۱ + ۱
𝜋 ⅼog(𝑧 − 𝑎

𝑏 − 𝑧 )
۲

< 𝑑 ,

.۰ < 𝑑 < 𝜋
۲ آن در که 𝑓 ∈ Ⅼ𝜗 (𝜙(ℬ𝑑)) کنیم فرض [۷] .۳ .۲ قضیه

و مثبت صحیح عدد یک 𝑁 اگر
ℎ = 𝑁−۱ ⅼog ۲𝑑𝑁

𝜗
که بطوری دارد وجود 𝑁 از مستقل 𝐶 ثابت عدد یک آنگاه ،

ⅿax
𝑥∈Υ

𝑓(𝑥) − ℱ𝑁(𝑥) ⩽ 𝐶exp −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗) . (۱۰)

که بطوری دارد وجود 𝑁 از مستقل 𝐶 ثابت ،𝑛 = ۱, ۲, ..., 𝑚 ازای به آنگاه باشد، برقرار ۳ .۲ قضیه مفروضات اگر [۷] .۴ .۲ قضیه

sup
𝑥∈Υ

𝑓(𝑛)(𝑥) − 𝑑𝑛
𝑑𝑥𝑛 (ℱ𝑁(𝑥)) ≤ 𝑐𝑁𝑛

(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))𝑛 exp −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗) .

با 𝑥𝑗 = 𝜙(𝑗ℎ) مش نقاط در را 𝑆(𝑖, ℎ)(𝜙−۱(𝑥)) تابع مشتقات که شود می لازم مکانی، سازی گسسته به مربوط بخش در .۵ .۲ ملاحظه
کنیم. محاسبه 𝜙 همدیس تابع

نماد از 𝜓 به نسبت 𝑆𝑖(𝑥) 𝑘⁃اُم مشتق نمایش برای ،𝑥 = 𝑥𝑗 مش نقطه هر در ،𝑆𝑖(𝑥) = 𝑆(𝑖, ℎ)(𝜙−۱(𝑥)) و 𝜓 = 𝜙−۱ گرفتن نظر در با
کنیم. می استفاده زیر

𝛿(𝑘)𝑖𝑗 = ℎ𝑘 𝑑𝑘
𝑑𝜓𝑘 [𝑆𝑖(𝑥))]|𝑥=𝑥𝑗 , 𝑘 = ۰, ۱, ۲, ...,

[۵] از عبارتند مشتق مقادیر 𝑘 = ۰, ۱, ۲ ازای به بخصوص
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𝛿(۰)𝑖𝑗 ≡ [𝑆𝑖(𝑥)]|𝑥=𝑥𝑗 =
۱, 𝑖 = 𝑗,
۰, 𝑖 ≠ 𝑗,

𝛿(۱)𝑖𝑗 ≡ ℎ 𝑑
𝑑𝜓[𝑆𝑖(𝑥)]|𝑥=𝑥𝑗 =

۰, 𝑖 = 𝑗,
(−۱)𝑗−𝑖
𝑗−𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗,

𝛿(۲)𝑖𝑗 ≡ ℎ۲ 𝑑۲
𝑑𝜓۲ [𝑆𝑖(𝑥)]|𝑥=𝑥𝑗 =

−𝜋۲
۳ , 𝑖 = 𝑗,

−۲(−۱)𝑗−𝑖
(𝑗−𝑖)۲ , 𝑖 ≠ 𝑗.

کاپوتو⁃فابریزیو زمانی کسری مشتق سازی گسسته .۳
کنیم فرض

𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑛 𝑛 = ۰, ۱, ..., 𝑁𝑡
تقریب ترتیب 𝑢𝑛𝑥𝑥(𝑥)به = 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡𝑛) و 𝑢𝑛𝑥 (𝑥) = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡𝑛) ،𝑢𝑛(𝑥) = 𝑢(𝑥, 𝑡𝑛) و 𝜏 = 𝑇۰

𝑁𝑡
گام طول با باشد زمانی فاصله مش نقاط

باشند. 𝑡 = 𝑡𝑛 نقطه هر در 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) و 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) ،𝑢(𝑥, 𝑡) توابع
است. آمده [۱۱] در آن اثبات که کنیم می استفاده زیر لم از کاپوتو⁃فابریزیو کسری مشتق سازی گسسته برای

است. دوم مرتبه تقریب زیریک تقریب صورت این در . ۰ < 𝛼 < ۱ و باشد 𝐶(Ω) در تابعی 𝑢(𝑥, 𝑡) کنیم فرض [۱۱] .۱ .۳ لم

𝒟𝛼۰,𝑡𝑛+۱𝑢(𝑥, 𝑡) ≅
𝜂
𝛼𝜏

𝑛

𝑗=۰
𝜔𝑗 𝑢𝑛+۱−𝑗(𝑥) − 𝑢𝑛−𝑗(𝑥)) + 𝒪(𝜏۲), (۱۱)

آن در که
𝜔𝑗 = exp(− 𝛼

۱ − 𝛼𝜏𝑗), (۱۲)
𝜂 = ۱ − exp(− 𝛼

۱ − 𝛼𝜏). (۱۳)
قرار زیر فرم به خطی درونیابی یک 𝐺(𝑢(𝑥, ⋅)) تابع بجای معادله، این راست سمت در واقع انتگرال در ،(۱) معادله گسسته فرم به نیل جهت

دهیم: می

𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡)) ≅ 𝑠(𝑥, 𝑡) = 𝑡 − 𝑡𝑘+۱
𝑡𝑘 − 𝑡𝑘+۱

𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡𝑘)) +
𝑡 − 𝑡𝑘

𝑡𝑘+۱ − 𝑡𝑘
𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡𝑘+۱)). (۱۴)
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شد. خواهد تقریب زیر بصورت نظر مورد انتگرال
𝑡𝑛+۱

۰
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)𝐺(𝑢(𝑥, 𝜉))𝑑𝜉 ≅

𝑡𝑛+۱

۰
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)𝑠(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉

=
𝑛

𝑘=۰
{

𝑡𝑘+۱

𝑡𝑘
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)𝑠(𝑥, 𝜉)ⅾ𝜉}

=
𝑛

𝑘=۰
(

𝑡𝑘+۱

𝑡𝑘
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)

𝜉 − 𝑡𝑘+۱
𝑡𝑘 − 𝑡𝑘+۱

ⅾ𝜉)𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡𝑘))

+
𝑛

𝑘=۰
(

𝑡𝑘+۱

𝑡𝑘
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)

𝜉 − 𝑡𝑘
𝑡𝑘+۱ − 𝑡𝑘

ⅾ𝜉)𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡𝑘+۱))

=
𝑛

𝑘=۰
𝑝𝑛+۱,𝑘𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡𝑘)) + 𝑞𝑛+۱,𝑘𝐺(𝑢(𝑥, 𝑡𝑘+۱)) ,

(۱۵)
شوند. می محاسبه ذیل های انتگرال از 𝑞𝑛+۱,𝑘 با و 𝑝𝑛+۱,𝑘 ضرایب آن در که

𝑝𝑛+۱,𝑘 ∶=
𝑡𝑘+۱

𝑡𝑘
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)

𝜉 − 𝑡𝑘+۱
𝑡𝑘 − 𝑡𝑘+۱

ⅾ𝜉,

𝑞𝑛+۱,𝑘 ∶=
𝑡𝑘+۱

𝑡𝑘
𝐾(𝑡𝑛+۱, 𝜉)

𝜉 − 𝑡𝑘
𝑡𝑘+۱ − 𝑡𝑘

ⅾ𝜉.
داشت خواهیم (۱) در (۱۵) و (۱۱) جاگذاری با اکنون،

𝛾 𝑢𝑛+۱(𝑥) − 𝑢𝑛(𝑥) +
𝑛

𝑗=۱
𝜔𝑗 𝑢𝑛+۱−𝑗(𝑥) − 𝑢𝑛−𝑗(𝑥)) =

𝐴(𝑥, 𝑡𝑛+۱)𝑢𝑛+۱
𝑥 (𝑥) + 𝐵(𝑥, 𝑡𝑛+۱)𝑢𝑛+۱

𝑥𝑥 (𝑥) +
𝑛

𝜄=۰
𝑝𝑛+۱,𝜄𝐺 𝑢𝜄(𝑥) + 𝑞𝑛+۱,𝜄𝐺 𝑢𝜄+۱(𝑥) + 𝐹(𝑥, 𝑡𝑛+۱),

.𝛾 = 𝜂
𝛼𝜏 آن در که

نماییم: ارایه توانیم می زیر بصورت طرحی 𝑢𝑛+۱(𝑥) محاسبه برای اینکه، نتیجه
: 𝑛 = ۰ برای

𝛾𝑢۱(𝑥) − 𝐴(𝑥, 𝑡۱)𝑢۱
𝑥(𝑥) − 𝐵(𝑥, 𝑡۱)𝑢۱

𝑥𝑥(𝑥) − 𝐹(𝑥, 𝑡۱) − 𝑞۱,۰𝐺(𝑢۱(𝑥)) = 𝛾𝑢۰(𝑥) + 𝑝۱,۰𝐺 𝑢۰(𝑥) , (۱۶)
: 𝑛 > ۰ برای و

𝛾𝑢𝑛+۱(𝑥) − 𝐴(𝑥, 𝑡𝑛+۱)𝑢𝑛+۱
𝑥 (𝑥) − 𝐵(𝑥, 𝑡𝑛+۱)𝑢𝑛+۱

𝑥𝑥 (𝑥) − 𝐹(𝑥, 𝑡𝑛+۱) − 𝑞𝑛+۱,𝑛𝐺(𝑢𝑛+۱(𝑥)) =

𝛾𝑢𝑛(𝑥) − 𝛾
𝑛

𝜄=۱
𝜔𝜄 𝑢𝑛−𝜄+۱(𝑥) − 𝑢𝑛−𝜄(𝑥) + 𝑝𝑛+۱,۰𝐺(𝑢۰(𝑥)) +

𝑛

𝜄=۱
𝑝𝑛+۱,𝜄 + 𝑞𝑛+۱,𝜄−۱ 𝐺 𝑢𝜄(𝑥) , (۱۷)
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مرزی و اولیه شرایط با البته
𝑢۰(𝑥) = 𝜑(𝑥), (۱۸)

𝑢𝑛(𝑥) = ۰, 𝑥 ∈ Ω. (۱۹)
یک ،𝑡 = 𝑡𝑛 زمانی سطح هر ازای به باید ،(۳) و (۲) شرایط با (۱) معادله جواب به رسیدن برای فوق، طرح در شود، می ملاحظه که همانطور

شود. حل معمولی دیفرانسیل معادله
کنیم. می محاسبه شده ذکر دیفرانسیل معادلات برای عددی جواب سینک، تابع از استفاده با بعدی، بخش در

مکانی سازی گسسته .۴
گیریم: می نظر در زیر بصورت را (𝑎, 𝑏) بازه روی (۱۷) تقریبی جواب

𝑢𝑛(𝑥) =
𝑁

𝑖=−𝑁
𝑑𝑛𝑖 𝑆𝑖(𝑥). (۲۰)

.𝑆𝑖(𝑥) = 𝑆(𝑖, ℎ)(𝜙−۱(𝑥)) آن در که
اند. آمده ( ۵ .۲ ) در که باشند نمادهایی همان 𝛿(𝑟)𝑖𝑗 ،𝑟 = ۰, ۱, ۲ ازای به کنید فرض

داریم: 𝑥 = 𝑥𝑘 نقطه هر در لذا ،𝛿(۰)𝑖𝑗 = 𝛿(۰)𝑗𝑖 که آنجا از

𝑢𝑛(𝑥𝑘) =
𝑁

𝑖=−𝑁
𝑑𝑛𝑖 𝛿

(۰)
𝑘𝑖 . (۲۱)

میگیریم: مشتق 𝑥 به نسبت (۲۰) معادله از

𝑢𝑛𝑥 (𝑥) =
𝑁

𝑖=−𝑁
𝑑𝑛𝑖 𝜓

′(𝑥) 𝑑
𝑑𝜓𝑆𝑖(𝑥), (۲۲)

آوریم: می بدست 𝑥 = 𝑥𝑘 نقطه هر بازای 𝛿(۱)𝑖𝑘 = −𝛿(۱)𝑘𝑖 خاصیت به توجه با

𝑢𝑛𝑥 (𝑥𝑘) =
𝑁

𝑖=−𝑁
𝑑𝑛𝑖 𝜓

′(𝑥𝑘)
−𝛿(۱)𝑘𝑖
𝜏 , (۲۳)

داشت: خواهیم نیز 𝑥 = 𝑥𝑘 نقطه هر در دوم مرتبه مشتق برای ترتیب همین به

𝑢𝑛𝑥𝑥(𝑥𝑘) =
𝑁

𝑖=−𝑁
𝑑𝑛𝑖 𝜓″(𝑥𝑘)

−𝛿(۱)𝑘𝑖
𝜏 + (𝜓′(𝑥𝑘))۲ 𝛿

(۲)
𝑘𝑖
𝜏۲ . (۲۴)

همگرایی تحلیل .۵
مانده باقی جمله با شده ارایه طرح اجرای از حاصل تقریبی جواب یک 𝑢𝑛𝑁(𝑥) اگر باشد. (۱۷) دقیق جواب 𝑢𝑛(𝑥) کنیم فرض .۱ .۵ قضیه

آنگاه باشد. 𝑅𝑛
𝑁(𝑥)ⅼiⅿ

𝑁→∞
𝑅𝑛
𝑁(𝑥) → ۰
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داریم: (۱۷) در 𝑢𝑛𝑁(𝑥) تقریبی جواب جاگذاری با اثبات.

𝛾𝑢𝑛+۱
𝑁 (𝑥) − 𝐴(𝑥, 𝑡𝑛+۱)

𝑑
𝑑𝑥 𝑢𝑛+۱

𝑁 (𝑥) − 𝐵(𝑥, 𝑡𝑛+۱)
𝑑۲
𝑑𝑥۲ 𝑢𝑛+۱

𝑁 (𝑥) − 𝑞𝑛+۱,𝑛𝐺(𝑢𝑛+۱
𝑁 (𝑥)) =

𝛾𝑢𝑛𝑁(𝑥) − 𝛾
𝑛

𝜄=۱
𝜔𝜄 𝑢𝑛−𝜄+۱

𝑁 (𝑥) − 𝑢𝑛−𝜄𝑁 (𝑥) + 𝑝𝑛+۱,۰𝐺(𝑢۰
𝑁(𝑥))

+
𝑛

𝜄=۱
𝑝𝑛+۱,𝜄 + 𝑞𝑛+۱,𝜄−۱ 𝐺 𝑢𝜄𝑁(𝑥) + 𝐹(𝑥, 𝑡𝑛+۱) + 𝑅𝑛

𝑁(𝑥), (۲۵)

آید: می بدست زیر بصورت و بوده مانده باقی تابع 𝑅𝑛
𝑁(𝑥) اینجا در

𝑅𝑛
𝑁(𝑥) = −𝛾𝑒𝑛+۱

𝑁 (𝑥) + 𝐴(𝑥, 𝑡𝑛+۱)
𝑑
𝑑𝑥 𝑒𝑛+۱

𝑁 (𝑥) + 𝐵(𝑥, 𝑡𝑛+۱)
𝑑۲
𝑑𝑥۲ 𝑒𝑛+۱

𝑁 (𝑥) + 𝑞𝑛+۱,𝑛𝒴𝑛+۱
𝑁 𝐺 (𝑥)

+ 𝛾𝑒𝑛𝑁(𝑥) − 𝛾
𝑛

𝜄=۱
𝜔𝜄 𝑒𝑛−𝜄+۱

𝑁 (𝑥) − 𝑒𝑛−𝜄𝑁 (𝑥)

+
𝑛

𝜄=۱
𝑝𝑛+۱,𝜄 + 𝑞𝑛+۱,𝜄−۱ 𝒴𝜄

𝑁 𝐺 (𝑥), (۲۶)

آن در که
𝑒𝑖𝑁(𝑥) = 𝑢𝑖(𝑥) − 𝑢𝑖𝑁(𝑥)

و
𝒴𝑖
𝑁 𝐺 (𝑥) = 𝐺 𝑢𝑖(𝑥) − 𝐺 𝑢𝑖𝑁(𝑥) .

نوشت: توان می (۲۶) از

|𝑅𝑛
𝑁(𝑥)| ≤ |𝛾||𝑒𝑛+۱

𝑁 (𝑥)| + |𝐴(𝑥, 𝑡𝑛+۱)||
𝑑
𝑑𝑥 𝑒𝑛+۱

𝑁 (𝑥) | + |𝜆𝑞𝑛+۱,𝑛||𝒴𝑛+۱
𝑁 𝐺 (𝑥)|

+ |𝐵(𝑥, 𝑡𝑛+۱)||
𝑑۲
𝑑𝑥۲ 𝑒𝑛+۱

𝑁 (𝑥) | + |𝛾||𝑒𝑛𝑁(𝑥)| + |𝛾|
𝑛

𝜄=۱
|𝜔𝜄| |𝑒𝑛−𝜄+۱

𝑁 (𝑥)| + |𝑒𝑛−𝜄𝑁 (𝑥)|

+
𝑛

𝜄=۱
|(𝑝𝑛+۱,𝜄 + 𝑞𝑛+۱,𝜄−۱||𝒴𝑛+۱

𝑁 𝐺 (𝑥)|. (۲۷)

داریم: ۳ .۲ قضیه از

|𝑒𝑖𝑁(𝑥)| ≤ 𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)), 𝑖 = ۱, ۲, ⋯ , 𝑛 + ۱. (۲۸)

بطوریکه: دارد وجود �̂� مثل مثبتی ثابت بنابراین، کند. می صدق لیپشیتس شرط در 𝐺 تابع
|𝐺 𝑢𝑖(𝑥) − 𝐺 𝑢𝑖𝑁(𝑥)| ≤ �̂�|𝑢𝑖(𝑥) − 𝑢𝑖𝑁(𝑥)|, 𝑖 = ۱, ۲, ⋯ , 𝑛 + ۱, (۲۹)

شود: می حاصل زیر نامساوی ۳ .۲ قضیه و (۲۸) نامساوی، این از

|𝒴𝑖
𝑁 𝐺 (𝑥)| ≤ �̂�𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)), 𝑖 = ۱, ۲, ⋯ , 𝑛 + ۱. (۳۰)
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زیر: نتیجه دو حصول برای میکنیم استفاده ۴ .۲ قضیه از بار این

| 𝑑𝑑𝑥 𝑒𝑛+۱
𝑁 (𝑥) | = |𝑢𝑛+۱

𝑥 (𝑥) − 𝑑
𝑑𝑥𝑢

𝑛+۱
𝑁 (𝑥)| ≤ 𝑐۲𝑁

(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))۲ exp( −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)). (۳۱)

| 𝑑
۲

𝑑𝑥۲ 𝑒𝑛+۱
𝑁 (𝑥) | = |𝑢𝑛+۱

𝑥 𝑥(𝑥) − 𝑑۲
𝑑𝑥۲𝑢𝑛+۱

𝑁 (𝑥)| ≤ 𝑐۳𝑁۲
(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))۲ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)). (۳۲)
گیریم: می نتیجه (۳۲)−(۲۸) و فرض این از .𝐵۱ = ⅿax

𝑖=−𝑁,...,𝑁
|𝐵(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛+۱)| و 𝐴۱ = ⅿax

𝑖=−𝑁,...,𝑁
|𝐴(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛+۱)| کنیم فرض که دهید اجازه

|𝑅𝑛
𝑁(𝑥)| ≤ |𝛾|𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)) +
𝐴۱𝑐۲𝑁

(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)) exp( −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))

+ |𝑞𝑛+۱,𝑛|�̂�𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)) +

𝐵۱𝑐۳𝑁۲
(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))۲ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))

+ |𝛾|𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)) + |𝛾|

𝑛

𝜄=۱
|𝜔𝜄|۲𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))

+
𝑛

𝜄=۱
|(𝑝𝑛+۱,𝜄 + 𝑞𝑛+۱,𝜄−۱|�̂�𝑐۱ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))

≤ 𝜇 + 𝑐۲𝑁۲
(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))۲ exp( −𝜋𝑑𝑁

ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)).

داریم: 𝜆۲ = ∑𝑛
𝜄=۱ |(𝑝𝑛+۱,𝜄 + 𝑞𝑛+۱,𝜄−۱| و 𝜆۱ = ∑𝑛

𝜄=۱ |𝜔𝜄| گرفتن نظر در با

|𝑅𝑛
𝑁(𝑥)| ≤ |𝛾|𝑐۱ +

𝐴۱𝑐۲𝑁
(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)) + |𝑞𝑛+۱,𝑛|�̂�𝑐۱ +

𝐵۱𝑐۳𝑁۲
(ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗))۲

+ |𝛾|𝑐۱ + ۲|𝛾|𝜆۱𝑐۱ + �̂�𝑐۱𝜆۲ exp( −𝜋𝑑𝑁
ⅼog(۲𝑑𝑁/𝜗)).

است. تمام اثبات و ،𝑁 → ∞ وقتی 𝑅𝑛
𝑁(𝑥) → ۰ بنابراین

ها مثال و کاربرد .۶
خطاها محاسبه و دقیق جواب و تقریبی جواب مقایسه با را، قبل های بخش در شده ارایه روش دقت مثال، چند کردن مطرح با بخش، این در
و 𝑑 = 𝜋

۱۲ ،𝛼 = ۰٫۵ ،𝜗 = ۱ کنیم: می فرض ها مثال این تمامی در دهیم. می قرار بررسی مورد (𝐿∞ − 𝑁𝑜𝑟𝑚 و 𝐿۲ − 𝑁𝑜𝑟𝑚 )
.ℎ = ⅼog(𝜋𝑁۶ )/𝑁

گیریم می نظر در را زیر مساله مثال، اولین عنوان به .۱ .۶ مثال

𝒟𝛼۰,𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) + (𝑥 + ۱)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) +
𝑡

۰
𝑒𝑡−𝜉𝑢(𝑥, 𝜉) ۱ − 𝑢(𝑥, 𝜉) 𝑑𝜉 + 𝐹(𝑥, 𝑡), (۳۳)

و Ω × ℐ ∶= [۰, ۱] × [۰, ۱] آن در که
𝐹(𝑥, 𝑡) = (۲ + 𝑥 − 𝑥۲ + ۴𝑥۳ − ۲𝑥۴)𝑡 − (۱ − ۲𝑥 + 𝑥۲ − ۲𝑥۳ + 𝑥۴)𝑡۲

+ 𝑥(۱ − 𝑒−𝑡)(۳ − 𝑥 − ۴𝑥۲ + ۲𝑥۳).
از: عبارتست معادله این دقیق جواب

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥(۱ − 𝑥)𝑡.
شود. می ملاحظه روش همگرایی عملا 𝑁 مختلف مقادیر به توجه با است. شده درج ۱ جدول در مختلف، زمانی سطوح در مطلق خطای نرم⁃ ۲

برخوردارند. قبول قابل بسیار انطباق از دقیق جواب و شده ذکر روش از آمده بدست تقریبی جواب که دهد می نشان ۱ شکل
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.۱ .۶ مثال برای مختلف زمانی سطوح در 𝑁 مختلف مقادیر و 𝜏 = ۰٫۰۱ ازای به مطلق، خطای نرم⁃ ۲ :۱ جدول
𝑁 = ۲۰ 𝑁 = ۱۵ 𝑁 = ۱۰ 𝑁 = ۵ 𝑡

۸٫۵۴۴۱۵ × ۱۰−۸ ۸٫۲۹۳۱۵ × ۱۰−۷ ۵٫۳۲۰۱۲ × ۱۰−۶ ۱٫۷۸۶۷۳ × ۱۰−۳ ۰٫۱۵
۱٫۳۳۸۰۱ × ۱۰−۸ ۱٫۳۸۵۸۰ × ۱۰−۷ ۸٫۷۰۲۱۳ × ۱۰−۶ ۲٫۹۱۹۹۵ × ۱۰−۳ ۰٫۲۵
۲٫۴۲۳۷۱ × ۱۰−۷ ۲٫۹۷۰۶۸ × ۱۰−۷ ۱٫۷۶۶۶۷ × ۱۰−۶ ۵٫۹۱۹۵۳ × ۱۰−۳ ۰٫۵۰
۳٫۲۱۲۶۹ × ۱۰−۷ ۴٫۶۱۷۷۷ × ۱۰−۶ ۲٫۶۱۱۷۳ × ۱۰−۵ ۸٫۷۲۹۶۲ × ۱۰−۳ ۰٫۷۵
۷٫۸۱۳۰۸ × ۱۰−۷ ۶٫۴۳۵۴۲ × ۱۰−۶ ۳٫۴۶۹۱۳ × ۱۰−۵ ۱٫۱۵۷۷۴ × ۱۰−۲ ۱٫۰۰
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۱ .۶ مثال برای 𝜏 = ۰٫۰۱ و 𝑛 = ۱۶ ازای به تقریبی و دقیق جواب :۱ شکل

و 𝜑(𝑥) = (۵ − 𝑥)𝑆𝑖𝑛𝑥 ، 𝐵(𝑥, 𝑡) = 𝑥 ، 𝐴(𝑥, 𝑡) = (𝑥 + 𝑡۲) باشیم: داشته (۱) معادله برای کنیم فرض مثال، این در .۲ .۶ مثال
شرایط، این تحت باشند. 𝐺(𝑢(𝑥, 𝜉)) = 𝑢(𝑥, 𝜉) و 𝐾(𝑡, 𝜉) = 𝑡 + 𝜉 نیز معادله انتگرال داخل توابع بعلاوه . (𝑥, 𝑡) ∈ [۰, ۵] × [۰, ۱]

از: است عبارت معادله دقیق جواب
𝑢(𝑥, 𝑡) = (۵ − 𝑥) sin 𝑥 𝑒−𝛼𝑡.

بسیار همگرایی از حاکی که دهد، می نشان 𝜏 = ۰٫۰۲, ۰٫۰۱, ۰٫۰۰۵ و 𝑛 = ۲۰ ازای به را مطلق خطای همچنین تقریبی، و دقیق جواب ۲ شکل
است. شده ارایه روش خوب

است. شده درج 𝑡 = ۱ در 𝜏 = ۰٫۱, ۰٫۰۵, ۰٫۰۲۵ ، 𝑁 = ۲۰ ازای به تقریبی و دقیق جواب ۲ جدول در

مثال۶. ۲ برای 𝑡 = ۱ در 𝑁 = ۲۰ ازای به تقریبی و دقیق جواب :۲ جدول
تقریبی جواب دقیق جواب

𝜏 = ۰٫۰۲۵ 𝜏 = ۰٫۰۵ 𝜏 = ۰٫۱ 𝑥
۳٫۵۵۷۱۷ ۳٫۵۵۷۷۶ ۳٫۶۵۰۱۲ ۳٫۵۵۶۹۸ ۰٫۵
۵٫۷۶۶۲۲ ۵٫۷۵۶۶۷ ۵٫۷۵۸۴۶ ۵٫۷۵۶۰۷ ۱٫۵
۲٫۴۶۶۸۴ ۲٫۴۶۷۰۰ ۲٫۴۶۷۶۴ ۲٫۴۶۶۷۸ ۲٫۵

−۰٫۸۶۷۵۱۲ −۰٫۸۶۷۵۰۱ −۰٫۸۶۷۴۵۹ −۰٫۸۶۷۵۱۶ ۳٫۵
−۰٫۸۰۵۸۴ −۰٫۸۰۵۸۴۷ −۰٫۸۰۵۸۷۵ −۰٫۸۰۵۸۳۷ ۴٫۵

معادله حل سوم، مثال در .۳ .۶ مثال

𝒟𝛼۰,𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = (𝑥 + 𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) +
𝑡

۰
𝑡𝑒𝜉 𝑢𝑥(𝑥, 𝜉) + 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝜉) 𝑑𝜉 + 𝐹(𝑥, 𝑡), (۳۴)

و Ω × ℐ ∶= [۰, ۱] × [۰, ۱] آن در که دهیم می قرار هدف را

𝐹(𝑥, 𝑡) = ۱
√𝑥

۰٫۷۵𝑒−𝑡+𝑡𝑒−𝑡 − ۳𝑥 ۳
۲ + ۳٫۵𝑥۲ +

𝑡۲ ۰٫۷۵ − √𝑥 + ۱٫۵𝑥
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۲ .۶ مثال برای 𝜏 = ۰٫۰۲, ۰٫۰۱, ۰٫۰۰۵ و 𝑛 = ۲۰ ازای به مطلق خطای و تقریبی دقیق، جواب :۲ شکل

۳ .۶ مثال برای 𝑡 = ۰٫۵ در 𝑁 = ۲۰ ازای به مطلق خطای های نرم و همگرایی مرتبه :۳ جدول
همگرایی مرتبه نرم⁃ ۲ ∞− نرم 𝜏

− ۷٫۴۳۸۳۵ × ۱۰−۷ ۴٫۰۲۰۸۷ × ۱۰−۷ ۰٫۰۲
۲٫۱۴۹۵۳ ۳٫۱۴۰۰۳ × ۱۰−۷ ۲٫۴۱۲۲۵ × ۱۰−۷ ۰٫۰۱
۲٫۳۲۴۷۵ ۵٫۷۱۹۶۵ × ۱۰−۸ ۴٫۱۲۹۵۱ × ۱۰−۸ ۰٫۰۰۵
۲٫۵۱۰۳۱ ۷٫۸۳۱۰۷ × ۱۰−۹ ۵٫۴۷۶۰۷ × ۱۰−۹ ۰٫۰۰۲۵

𝜏 = و 𝑁 = ۲۰ ازای به ۳ جدول در است. شده داده نشان 𝑡 = ۱ در 𝑁 = ۵, ۱۰, ۱۵, ۲۰ ازای به مطلق خطای لگاریتم ۳ شکل در
گرفتن: نظر در با همگرایی مرتبه جدول این در است. شده آورده خطاها نرم ۰٫۰۲, ۰٫۰۱, ۰٫۰۰۵, ۰٫۰۰۲۵

ⅼog۲
𝑒۲(ℎ, 𝜏)
𝑒۲(ℎ,

𝜏
۲)

است. شده محاسبه

نتیجه .۷
ارایه متناهی تفاضلات اساس بر روشی کاپوتو⁃فابریزیو، زمانی کسری مشتقات با جزیی دیفرانسیل انتگرال⁃ معادلات حل جهت مقاله، این در
ای قضیه است. شده گرفته بکار سینک پایه توابع زمانی، مرحله هر در سازی گسسته از حاصل دیفرانسیل معادلات حل جهت است. گردیده

است. شده داده نشان مثال چند حل با شده، ارایه روش همگرایی و دقت پایان، در است. شده اثبات و بیان شده، ارایه روش همگرایی برای
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۳ .۶ مثال برای مطلق خطای لگاریتم :۳ شکل
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زمانی کسری مشتق با کان⁃هیلیارد معادله ⁃تحلیلی عددی حل
،آ محمدپور∗ علیرضا

ایران بابل، ریاضی، گروه بابل، واحد اسلامی، آزاد آدانشگاه

چکیده
با کان⁃هیلیارد معادله عددی − تحلیلی جواب یافتن برای شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل پایه بر روشی مقاله، این در
با هموتوپی، آنالیز روش از آمده بدست جواب با روش، این از حاصل جواب است. شده ارایه زمانی کسری مشتق
آمده بدست نتایج است. گرفته قرار وتحلیل تجزیه و مقایسه مورد کسری، مشتق مختلف های مرتبه گرفتن نظر در

دارند. خوبی بسیار مطابقت روش دو از حاصل های جواب روش، بودن تر ساده رغم علی که دهد می نشان

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

۱ کسری مشتقات
۲ انتشار معادلات

۳ دیفرانسیل تبدیل
2020 MSC:

26A33
35K57
35A22

مقدمه .۱
پدیده چنین سازی مدل در شوند. می ناشی واکنش۲ − انتشار و انتشار۱ − همرفت بین ما انفعالات و فعل از فیزیکی، های پدیده از بسیاری
نمایند. می ارایه بودن غیرخطی و انتشار تعاملات در جدیدی تفکرات که شوند می حاصل خطی غیر (PⅮEs) جزیی مشتقات با معادلات هایی،

یافت[۱۴]. سالیتون۳ نظریه در توان می را غیرخطی انتشار مسایل چنین تحلیلی⁃عددی های جواب اهمیت
آدومیان۴[۱۶]، تجزیه روش نمونه، عنوان به است. شده ارائه (PⅮEs) انواع حل برای محققین سوی از مختلفی روش های اخیر، سالهای در

غیره. و [۹] ۸ دیفرانسیل تبدیل روش هموتوپی۷[۶]، آنالیز روش تغییرات۶[۴]، تکراری روش هموتوپی۵[۳]، آشفتگی روش
و مشتق موضوع رو، این از می کنند[۱۵]. توصیف را آن بهتر خیلی کسری مشتق با نفوذ معادلات معمولا نفوذ، عادی غیر پدیدەهای تشریح در
تعریف را کسری مشتق خود، مقالات در زیادی محققین است. داده اختصاص خود به را محققین مقالات از توجهی قابل بخش کسری، انتگرال
دیفرانسیل تبدیل روش از مقاله این در غیره[۱۳]. ریمان⁃لیوویل۱۱و و والد⁃لتنیکوف۱۰ گران کاپوتو۹، کسری مشتق نمونه عنوان به اند. نموده

∗سخنران
محمدپور) (علیرضا mohammadpour@baboliau.ac.ir الکترونیک: پست

1Convection-diffusion
2Reaction-diffusion
3Soliton theory
4Adomian decomposition method (ADM)
5Homotopy perturbation method (HPM))
6variational iteration method (VIM)
7homotopy analysis method (HAM)
8Differential transform method(DTM)
9Caputo
10Grunwald-Letnikov
11Riemann-Liouville
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است. شده استفاده ، شده برگرفه دیفرانسیل تبدیل از که شده۱۲ اصلاح
این .[۱۷] شد ارائه الکتریکی مدارهای تحلیل در خطی غیر و خطی مسائل برخی حل برای ژو۱۳ توسط ۱۹۸۶ سال در دیفرانسیل تبدیل روش
.[۱۰ ،۱] شد داده توسعه خطی غیر و خطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات جواب های یافتن برای روش
به هم اوقات گاهی و تحلیلی⁃عددی یا و تحلیلی، بصورت می آیند، بدست اخیر روش از که جواب هائی که، کنیم بیان اینجا در است خوب

. [۱۷ ،۱۰] هستند بسته فرم صورت
توسط (Ⅽ−H)کان⁃هیلیارد معادله میلادی ۱۹۵۸ سال در شود. می پرداخته ۱۴ زمانی کسری مشتق با کان⁃هیلیارد معادله حل به مقاله، این در
فیزیکی، های پدیده از بسیاری بررسی در که است ریاضی فیزیک اهمیت پر معادلات از یکی معادله، این گردید. [۲]ارایه آمریکایی۱۵ دانشمند دو

شود. می مطرح مرحله۱۸ ترتیب دینامیک و ای۱۷ مرحله جداسازی اسپینودال۱۶، تجزیه نمونه بعنوان
خود به خود بطور دوتایی سیال یک جزء دو آن، در که باشد می ای مرحله جداسازی فرآیند توصیف ریاضی، فیزیک معادله این کاربردهای از یکی
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ [۰, 𝐿]×[۰, 𝑇]فرض با سیال، جریان استوکس۱۹ ناویر معادله جداسازی بخش کردن جفت در محقق چند اخیرا شوند. می جدا هم از

نمودند: مطرح صورت بدین را شده ذکر معادله سیال، غلظت عنوان به
𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 𝐷∇۲ 𝑢۳ − 𝑢 − 𝛾∇۲𝑢 + 𝛽𝜕𝑢𝜕𝑥 + 𝜔𝑢(۱ − 𝑢), (۱)

انتشار ضریب 𝐷 معادله این در شود. می نامیده واکنش۲۱ جمله نیز آخر قسمت و فرارفت۲۰ جمله به موسوم راست سمت دوم جمله آن، در که
شوند. می گرفته نظر در مختلف مدلهای در که هستند ثابتی ,𝜔ضرائب 𝛽, 𝛾 و

است. نموده پیدا مکانیک و فیزیک محققین و مهندسان میان در ای العاده فوق محبوبیت خطی، غیر های سیستم سازی مدل اخیر، های سال در
تصادفی ماهیت بخاطر کسری، مشتق با خطی غیر مسائل بخصوص، شوند. می بیان خطی غیر های سیستم با طبیعت در ها پدیده اغلب زیرا
بجای ۰ < 𝛼 < ۱ که 𝛼 مرتبه از کسری مشتق جایگذاری با کسری، انتشار معادلات اند. گرفته قرار تحقیق مورد تری گسترده ابعاد در خود،
خاصیت و کنند می ایجاد کسری۲۳ براونی حرکت دارند، مارکووی۲۲ غیر ماهیت اینها اینکه نظرگرفتن در با شوند. می حاصل اول مرتبه مشتق
هدف شد، بیان وار خلاصه که مواردی به عنایت با است. شده قبل از بیشتر بسیار هایی، سیستم چنین های ویژگی روی تحقیق دارند، حافظه۲۴

: کان⁃هیلیارد معادله کسری حالت حل مقاله، این در ما

𝐷𝛼
𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐷 𝜕۲

𝜕𝑥۲ 𝑢۳ − 𝑢 − 𝛾𝜕
۲𝑢
𝜕𝑥۲ + 𝛽𝜕𝑢𝜕𝑥 + 𝜔𝑢(۱ − 𝑢), (۲)

اولیه شرط با
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥. (۳)

.[۱۳ شود[۸، می آورده آن تعریف بعدی بخش در و بوده کاپوتو کسری مشتق 𝐷𝛼
𝑡 آن در که باشد، می

کسری حسابان از مختصری .۲
که بطوری باشد داشته وجود 𝜇 از بیشتر 𝑞 حقیقی عدد هرگاه، است 𝐶𝜇(𝜇 ∈ ℝ)به متعلق 𝑓(𝑥)(𝑥 > ۰) حقیقی تابع گوییم می .۱ .۲ تعریف

.𝑓 ∈ 𝐶𝑚𝜇 گوییم می 𝑓(𝑚) ∈ 𝐶𝜇(𝑚 ∈ ℕ) آن بر علاوه اگر .𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[۰, ∞] آن در که ،𝑓(𝑥) = 𝑥𝑞𝑔(𝑥)

12Modified differential transform method (MDTM)
13Zhou
14Fractional Chan-Hilliard Equation
15J W Cahn, J Hilliard
16spinodal decomposition
17phase separation
18phase ordering dynamics
19Navier–Stokes equation
20advection term
21reaction term
22non-Markovian nature
23fractional Brownian motion
24memory effect
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از: عبارتست 𝛼 مرتبه از ریمان⁃لیوویل کسری انتگرال عملگر ،𝑓 ∈ 𝐶𝜇(𝜇 ≥ −۱) تابع برای .۲ .۲ تعریف

𝐽𝛼𝑓(𝑥) = ۱
Γ(𝛼) ∫

𝑥
۰ (𝑥 − 𝑡)𝛼−۱𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝛼 > ۰, 𝑥 > ۰,

𝐽۰𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).
(۴)

است. زیر خاصیت دو دارای 𝐽𝛼 عملگر ، ∀𝛼, 𝛽 ∈ ℝ+ و 𝑓 ∈ 𝐶𝜇(𝜇 ≥ −۱) تابع برای [۱۳] .۳ .۲ گزاره
𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑥) = 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑥) �
𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑥) = 𝐽𝛽𝐽𝛼𝑓(𝑥) �

𝑓 ∈ 𝐶𝑚−۱ که 𝑓 توابع همه برای .𝑚−۱ < 𝛼 ≤ 𝑚 باشیم 𝑚داشته مثبت و صحیح عدد برای کنیم فرض کاپوتو) کسری (مشتق .۴ .۲ تعریف
کنیم: می تعریف

𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

⎧

⎨
⎩

۱
Γ(𝑚−𝛼) ∫

𝑡
۰

𝑓(𝑚)(𝜏)
(𝑡−𝜏)𝛼+۱−𝑚𝑑𝜏 𝑚 − ۱ < 𝛼 < 𝑚,

𝑑𝑚
𝑑𝑡𝑚 𝑓(𝑡) 𝛼 = 𝑚 ∈ ℕ

(۵)

[۱۳] کاپوتو مشتق خواص از برخی
ثابت 𝑐 ،𝐷𝛼

𝑡 𝑐 = ۰ �
ⅼiⅿ
𝛼→𝑛

𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑛)(𝑡) �

𝐷𝛼
𝑡 𝐷𝑚

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼+𝑚
𝑡 𝑓(𝑡), 𝑛 − ۱ < 𝛼 < 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁 �

�
𝐷𝛼
𝑡 𝑡𝛽 =

Γ(𝛽+۱)
Γ(𝛽−𝛼+۱) 𝑡

𝛽−𝛼 𝛽 > 𝛼 − ۱,

۰, 𝛽 ≤ 𝛼 − ۱
داریم: ،𝑚 − ۱ < 𝛼 < 𝑚 𝑚که طبیعی عدد برای ریمان⁃لیوویل) کسری انتگرال و کاپوتو کسری مشتق (ترکیب [۸] .۵ .۲ لم

𝐷𝛼
𝑡 𝐽𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) �

𝐽𝛼𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑𝑛−۱

𝑘=۰
𝑓(𝑘)(۰+)

𝑘! 𝑡𝑘 , 𝑡 ≥ ۰. �
این در ،𝐷𝑘𝛼

𝑡 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏) : باشیم داشته ۰ < 𝛼 < ۱ و 𝑘 = ۰, ۱, ⋯ , 𝑛 + ۱ ازای به کنیم فرض یافته] تعمیم تیلر [قضیه .۶ .۲ قضیه
صورت

𝑓(𝑥) =
𝑛

𝑘=۰

(𝑥 − 𝑎)𝑘𝛼
Γ(𝑘𝛼 + ۱)𝐷

𝑘𝛼
𝑡 𝑓(𝑎) + 𝐷(𝑛+۱)𝛼

𝑡 𝑓(𝜉)
Γ((𝑛 + ۱)𝛼 + ۱)(𝑥 − 𝑎)(𝑛+۱)𝛼 , 𝑎 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥, ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏] (۶)

.𝐷𝑛𝛼
𝑡 = 𝐷𝛼

𝑡 𝐷𝛼
𝑡 ⋯𝐷𝛼

𝑡 ( بار n ) آن در که
شود. مراجعه ۴ صفحه [۱۱] به اثبات.

شده: داده نقطه در تابع یک تقریب
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آنگاه 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] اگر .𝑘 = ۰, ۱, ⋯ , 𝑛 + ۱ ازای به ۰ < 𝛼 < ۱, 𝐷𝑘𝛼
𝑡 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏) کنیم فرض [۱۱] .۷ .۲ قضیه

𝑓(𝑥) ≅ 𝑃𝛼𝑁 (𝑥) =
𝑁

𝑘=۰

(𝑥 − 𝑎)𝑘𝛼
Γ(𝑘𝛼 + ۱)(𝐷

𝑘𝛼
𝑡 𝑓)(𝑎) (۷)

است. زیر بصورت به خطا جمله آن در که بطوری دارد وجود 𝑎 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥, 𝜉 مثل عددی بعلاوه،

𝑅𝛼𝑁(𝑥) =
(𝐷(𝑁+۱)𝛼

𝑡 𝑓)(𝜉)
Γ((𝑁 + ۱)𝛼 + ۱)(𝑥 − 𝑎)(𝑁+۱)𝛼. (۸)

شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل .۳
برده بکار متغیره دو توابع برای اصلاحاتی، با که است بعدی دو دیفرانسیل تبدیل روش همان حقیقت در شده، اصلاح دیفرانسیل تبدیل روش
از آن در بالا، های مرتبه مشتقات محاسبه بجای که است تیلر بسط با توابع تقریب مشابه معادلات، حل برای دیفرانسیل تبدیل روش شود. می

شود. می استفاده تقریب ای جمله چند ضرایب محاسبه برای بازگشتی رابطه
نمودند. ارائه کسری دیفرانسیل معادلات حل برای را یافته تعمیم دیفرانسیل تبدیل بار اولین [۱۲] در همکاران، و اُدیبات۲۵

از عبارتست 𝑓(𝑥) تابع مشتق اُمین 𝑘 یافته تعمیم دیفرانسیل تبدیل [۱۲] .۱ .۳ تعریف

𝐹𝛼(𝑘) =
۱

Γ(𝑘𝛼 + ۱) 𝐷
𝑘𝛼
𝑡 𝑓(𝑥)

𝑥=𝑥۰
, ۰ < 𝛼 ≤ ۱, 𝑘 = ۰, ۱, ⋯ , (۹)

.𝐷𝑘𝛼
𝑡 = 𝐷𝛼

𝑡 𝐷𝛼
𝑡 ⋯𝐷𝛼

𝑡 مرتبه) 𝑘 ) آن در که
از: عبارتست 𝐹𝛼(𝑘) معکوس دیفرانسیل تبدیل .۲ .۳ تعریف

𝑓(𝑥) =
∞

𝑘=۰
𝐹𝛼(𝑘)(𝑥 − 𝑥۰)𝑘𝛼. (۱۰)

داریم: ( ۱۰) در (۹) جاگذاری با

𝐹𝛼(𝑘) =
∞

𝑘=۰

۱
Γ(𝑘𝛼 + ۱) 𝐷

𝑘𝛼
𝑡 𝑓(𝑥)

𝑥=𝑥۰
(𝑥 − 𝑥۰)𝑘𝛼.

است. یافته تعمیم تیلور سری همان نوعی به کسری، دیفرانسیل تبدیل مفهوم که کرد ملاحظه می توان (۶) و اخیر تساوی از
کنیم. می بیان را شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل تعریف ،(۲) معادله حل جهت اکنون

تبدیل باشد، تعریفش دامنه از دلخواه نقطه یک 𝑥 و باشد 𝑡 به نسبت پیوسته مشتقات دارای و تحلیلی 𝑢(𝑥, 𝑡) متغیره دو تابع اگر .۳ .۳ تعریف
می شود: تعریف زیر بصورت و داده نمایش 𝑈𝑘(𝑥) با را 𝑢(𝑥, 𝑡) تابع (ⅯⅮT) شده اصلاح دیفرانسیل

𝑈𝑘(𝑥) =
۱

Γ(𝑘𝛼 + ۱)
𝜕𝑘𝛼
𝜕𝑡𝑘𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑡=𝑡۰

, (۱۱)

می شود. تعریف زیر بصورت 𝑈𝑘(𝑥) معکوس دیفرانسیل تبدیل همچنین،

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑘=۰
𝑈𝑘(𝑥)(𝑡 − 𝑡۰)𝑘𝛼 , (۱۲)

25Z. Odibat
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نوشت: می توان (۱۲) و (۱۱) روابط ترکیب از

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞

𝑘=۰

۱
Γ(𝑘𝛼 + ۱)

𝜕𝑘𝛼
𝜕𝑡𝑘𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑡=𝑡۰

(𝑡 − 𝑡۰)𝑘𝛼. (۱۳)

(ⅯⅮTⅯ) شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل روش از آمده بدست های جواب مقایسه به خواهیم می اینکه جهت به روش، کلیت دادن دست از بدون
بدست که هایی جواب دیگر، عبارت به باشد. می 𝑡۰ = ۰ فرض با آوریم می بدست که جوابهایی بپردازیم، (HAⅯ) هموتوپی آنالیز روش و

بود. خواهند زیر فرم به آورد، خواهیم

𝑈𝑘(𝑥) =
۱

Γ(𝑘𝛼 + ۱)
𝜕𝑘𝛼
𝜕𝑡𝑘𝛼 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑡=۰, (۱۴)

𝑢(𝑥, 𝑡) ≅ 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡) =
𝑁

𝑘=۰
𝑈𝑘(𝑥)𝑡𝑘𝛼. (۱۵)

اند. شده لیست ۱ جدول در است، آمده [۵] در آنها اثبات که شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل خواص از برخی

شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل خواص برخی :۱ جدول
اصلی تابع تبدیل تابع

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) ± 𝑤(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) = 𝑉𝑘(𝑥) ±𝑊𝑘(𝑥)
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) = 𝑐𝑉𝑘(𝑥) (𝑐ثابت)
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑚𝑡𝑛 𝑈𝑘(𝑥) = 𝑥𝑚𝛿(𝑘𝛼 − 𝑛) = 𝑥𝑚 𝑘𝛼=𝑛۰ 𝑘𝛼≠𝑛

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑚𝑡𝑛𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) = 𝑥𝑚𝑈𝑘𝛼−𝑛(𝑋)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)𝑤(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) =
𝑘
∑

𝑘۱=۰
𝑉𝑘۱(𝑥)𝑊𝑘−𝑘۱(𝑥) =

𝑘
∑

𝑘۱=۰
𝑊𝑘۱(𝑥)𝑉𝑘−𝑘۱(𝑥)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑚(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) =
𝑘
∑

𝑘𝑚−۱=۰
𝑘𝑚−۱
∑

𝑘𝑚−۲=۰
⋯

𝑘۳
∑

𝑘۲=۰
𝑘۲
∑

𝑘۱=۰
𝑉𝑘۱𝑉𝑘۲−𝑘۱ ⋯𝑉𝑘𝑚−۱−𝑘𝑚−۲𝑉𝑘−𝑘𝑚−۱

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑁𝛼
𝜕𝑡𝑁𝛼 𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) =

Γ(𝑘𝛼 + 𝑁𝛼 + ۱)
Γ(𝑘𝛼 + 𝛼) 𝑉𝑘+𝑁(𝑥)

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑚
𝜕𝑥𝑚 𝑣(𝑥, 𝑡) 𝑈𝑘(𝑥) =

𝜕𝑚
𝜕𝑥𝑚𝑉𝑘(𝑥)

کان⁃هیلیارد معادله حل .۴
کنیم: می اعمال (۲ ) معادله روی را شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل

𝑀𝐷𝑇 𝐷𝛼
𝑡 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑀𝐷𝑇 𝐷 𝜕۲

𝜕𝑥۲ 𝑢۳ − 𝑢 − 𝛾𝜕
۲𝑢
𝜕𝑥۲ +𝑀𝐷𝑇 𝛽𝜕𝑢𝜕𝑥 +𝑀𝐷𝑇 𝜔𝑢(۱ − 𝑢) . (۱۶)

بصورت: بازگشتی رابطه یک کردن، مرتب و جابجایی اندکی با عبارات، از هریک برای ۱ جدول در شده اشاره خواص گیری بکار از پس

𝑈𝑘+۱(𝑥) = Γ(𝑘𝛼 + ۱)
Γ(𝑘𝛼 + 𝛼 + ۱) 𝐷

𝑘

𝑘۲=۰

𝑘۲

𝑘۱=۰

𝜕۲
𝜕𝑥۲ 𝑈𝑘۱(𝑥)𝑈𝑘۲−𝑘۱(𝑥)𝑈𝑘−𝑘۲(𝑥)

−𝜔
𝑘

𝑘۱=۰
𝑈𝑘۱(𝑥)𝑈𝑘−𝑘۱(𝑥)

+ 𝜔 + 𝛽 𝜕
𝜕𝑥 − 𝐷 𝜕۲

𝜕𝑥۲ − 𝛾𝐷 𝜕۴
𝜕𝑥۴ 𝑈𝑘(𝑥) . (۱۷)



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ محمدپور علیرضا ۴۶

آید. می بدست
این نهایتا، آیند. می بدست 𝑈𝑘(𝑥) بعدی جملات متوالیا و 𝑈۱(𝑥) اخیر، رابطه در 𝑈۰(𝑥) = 𝑀𝐷𝑇 𝑢(𝑥, ۰) = 𝛿(𝑘𝛼)𝑥 جایگذاری با

دهند. می بدست (۱۵) سری بصورت را (۲) معادله جواب ضرایب،

همگرایی تحلیل .۵
مانده باقی جمله با 𝑀𝐷𝑇𝑀 از حاصل تقریبی جواب یک 𝑢𝑁(𝑥, 𝑡) اگر باشد. (۲) معادله دقیق جواب 𝑢(𝑥, 𝑡) کنیم فرض .۱ .۵ قضیه

آنگاه باشد. 𝑅𝑁(𝑥, 𝑡)ⅼiⅿ
𝑁→∞

𝑅𝑁(𝑥, 𝑡) → ۰
داریم: ۰ < 𝛼 < ۱ برای ریمان⁃لیوویل، انتگرال تعریف به بنا اثبات.

(𝐽𝑘𝛼𝐷𝑘𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡) − (𝐽𝑘𝛼+۱𝐷𝑘𝛼+۱

𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡)
= (𝐽𝑘𝛼𝐷𝑘𝛼

𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡) − 𝐽𝑘𝛼(𝐽𝛼𝐷𝑘𝛼+۱
𝑡 𝑢) (𝑥, 𝑡)

= 𝐽𝑘𝛼 (𝐷𝑘𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡) − (𝐽𝛼𝐷𝑘𝛼+۱

𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡)

= 𝐽𝑘𝛼 (𝐷𝑘𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡) − (𝐽𝛼𝐷𝛼

𝑡 )(𝐷𝑘𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡)

= 𝐽𝑘𝛼 (𝐷𝑘𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, ۰) دوم قسمت ۵ .۲ لم به توجه با

= ۱
Γ(𝛼 + ۱)𝐷

𝑘𝛼
𝑡 𝑢(𝑥, ۰)𝑡𝑘𝛼

= 𝑈𝑘(𝑥)𝑡𝑘𝛼. (۱۴) به توجه با
میکنیم: جاگذاری را اخیر تساوی از آن معادل ، 𝑢(𝑥, 𝑡)اُم𝑁 مرتبه تقریب بجای ادامه، در

𝑢𝑁(𝑥, 𝑡) =
𝑁

𝑘=۰
𝑈𝑘(𝑥)𝑡𝑘𝛼 =

𝑁

𝑘=۰
(𝐽𝑘𝛼𝐷𝑘𝛼

𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡) − (𝐽𝑘𝛼+۱𝐷𝑘𝛼+۱
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡)

= 𝑢(𝑥, 𝑡) − (𝐽(𝑁+۱)𝛼𝐷(𝑁+۱)𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝑡)

= 𝑢(𝑥, 𝑡) − ۱
Γ (𝑁 + ۱)𝛼

𝑡

۰
(𝐷(𝑁+۱)𝛼

𝑡 𝑢)(𝑥, 𝜉)
(𝑡 − 𝜉)۱−(𝑁+۱)𝛼 𝑑𝜉

= 𝑢(𝑥, 𝑡) − (𝐷(𝑁+۱)𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝜉)
Γ (𝑁 + ۱)𝛼

𝑡

۰
𝑑𝜉

(𝑡 − 𝜉)۱−(𝑁+۱)𝛼 انتگرال میانگین مقدار قضیه به بنا

= 𝑢(𝑥, 𝑡) − (𝐷(𝑁+۱)𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝜉)

Γ (𝑁 + ۱)𝛼 + ۱ 𝑡(𝑁+۱)𝛼.

بنابراین
||𝑅𝑁(𝑥, 𝑡)|| = 𝑢(𝑥, 𝑡) −

𝑁

𝑘=۰
𝑈𝑘(𝑥)𝑡𝑘𝛼 = (𝐷(𝑁+۱)𝛼

𝑡 𝑢)(𝑥, 𝜉)
Γ (𝑁 + ۱)𝛼 + ۱ 𝑡(𝑁+۱)𝛼 .

است. ماکزیمم نرم || ⋅ || آن در که
نتیجه در

‖𝑅𝑁(𝑥, 𝑡)‖ = sup
𝑡∈[۰,𝑇]

(𝐷(𝑁+۱)𝛼
𝑡 𝑢)(𝑥, 𝜉)

Γ (𝑁 + ۱)𝛼 + ۱ 𝑡(𝑁+۱)𝛼 ,

است. تمام اثبات و 𝑁 → ∞ هرگاه ‖𝑅𝑁(𝑥, 𝑡)‖ → ۰ و
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.𝛼 = ۰٫۷۵ ازای به 𝑡 = ۰٫۵, ۱ در روش دو از حاصل جوابهای :۲ جدول
ⅯⅮTⅯ روش HAⅯ روش 𝑥 𝑡
۵٫۰۰۰۳𝐸۵ ۵٫۰۰۰۲۹𝐸۵ 𝑥 = ۰٫۳
۵٫۰۰۰۶𝐸۵ ۵٫۰۰۰۰۶𝐸۵ 𝑥 = ۰٫۶ 𝑡 = ۰٫۵
۴٫۹۹۹۴۴𝐸۵ ۴٫۹۹۹۴۵𝐸۵ 𝑥 = ۰٫۹
۵٫۰۰۲۳۹𝐸۵ ۵٫۰۰۲۳𝐸۵ 𝑥 = ۰٫۳
۵٫۰۰۰۷۶𝐸۵ ۵٫۰۰۰۷۵𝐸۵ 𝑥 = ۰٫۶ 𝑡 = ۱
۴٫۹۹۶۰۷𝐸۵ ۴٫۹۹۶۱𝐸۵ 𝑥 = ۰٫۹

پردازیم. می (۲) معادله جواب محاسبه به است، شده محیا ⅯⅮTⅯ روش به تقریبی جواب محاسبه امکان اخیر، قضیه به توجه با که اکنون
جهت به است. شده بررسی و محاسبه 𝛽 = −۱ و 𝐷 = 𝛾 = ۱ فرض با تقریب، جمله چهار با HAⅯ روش به معادله این جواب ، [۱۴] در
مقاله، این در که است ذکر به لازم کرد. خواهیم عمال ا را مفروضات همین آمده، بدست جواب در نیز ما روش، دو از حاصل های جواب مقایسه
سری در آمده، بدست ضرایب از هریک جایگذاری با است. شده استفاده متمتیکا۲۶ افزار نرم از ،(۱۷) رابطه جملات از هریک محاسبه برای

شود: می حاصل زیر بصورت معادله جواب ،(۱۴) تقریب

𝑢(𝑥, 𝑡) =𝑥 + 𝑡𝛼
Γ(۱ + 𝛼) 𝛽 + 𝑥 𝜔 − 𝜔𝑥 + 𝑥۲)

+ 𝑡۲𝛼
Γ(۱ + ۲𝛼) 𝜔۲(−۱ + 𝑥)𝑥(−۱ + ۲𝑥) + 𝜔 ۲ + 𝛽(۲ − ۴𝑥) + (۴ − ۵𝑥)𝑥۳ + ۳𝑥(−۲ + ۲𝛽𝑥 + 𝑥۴)

+ 𝑡۳𝛼
Γ(۱ + 𝛼)۲Γ(۱ + ۳𝛼) − ۴𝛽۲(𝜔 − ۳𝑥) − ۳۶۰𝑥 − 𝜔۳(۱ − ۲𝑥)۲(−۱ + 𝑥)𝑥 − ۷۸𝑥۳ + ۹𝑥۷

+ 𝜔۲(−۱ + ۲𝑥) − ۸ + 𝑥۳(−۷ + ۸𝑥)
+ 𝛽 − ۱۸ + ۴𝜔(۶ − ۱۱𝑥)𝑥۲ + ۳۳𝑥۴ + 𝜔۲ ۳ + ۱۴(−۱ + 𝑥)𝑥
+ ۳𝜔 ۴۰ + 𝑥 − ۱۰ + ۲۶𝑥 + ۵𝑥۴ − ۷𝑥۵)

Γ(۱ + 𝛼)۲ − (𝜔 − ۳𝑥) 𝛽 + 𝑥(𝜔 − 𝜔𝑥 + 𝑥۲) ۲Γ(۱ + ۲𝛼)
+⋯ (۱۸)

همچنین است. شده داده نشان (𝜔 = ۰ ) واکنش جمله حضور عدم فرض با و 𝛼 مختلف مقادیر ازای به تقریبی های جواب نمودار ، شکل۱ در
یعنی واکنش جمله برای مختلف حالت سه در را HAⅯ و ⅯⅮTⅯ روش دو از حاصل های جواب خوب انطباق ،𝛼 = ۰٫۹ ازای به ،۲ شکل

دهد. می نشان 𝜔 = −۱, ۰, ۱
جواب تفاضل نیز ۳ شکل نمایید. مشاهده 𝜔 = ۱ و 𝛼 = ۰٫۷۵ ازای به 𝑡 = ۰٫۵, ۱ در را روش دو از حاصل جوابهای توانید می ۲ جدول در

دهد. می نشان 𝛼 = ۰٫۸ ازای به ،𝜔 = ۱ فرض با را روش دو از حاصل های

نتیجه .۶
است. گردیده ارایه شده اصلاح دیفرانسیل تبدیل اساس بر روشی کاپوتو، زمانی کسری مشتقات با کان⁃هیلیارد معادله حل جهت مقاله، این در
قرار مقایسه و بررسی مورد هموتوپی آنالیز روش و روش این با آمده بدست جواب آخر، در است. شده اثبات و بیان شده، ارایه روش همگرایی

دارد. خوبی مطابقت هموتوپی آنالیز روش با دقت، نظر از و کمتر، محاسبات با و تر ساده شده، ارائه روش که اند داده نشان نتایج گرفت.
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۵۵–۵۰ صص. ،NA–249 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

پایتون برنامەنویسی زبان با مربعات کمترین مسئله حل
کرم پورآ حبیب کردکندیآ، نظیری علی

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی، آگروه

چکیده
می     شود. مربعات کمترین مسئله تشکیل به منجر آمار و اقتصادی مهندسی، مختلف علوم در مسائل از بسیاری عددی حل
همچنین است. دور از سنجش و فتوگرامتری در تناظریابی های روش ترین دقیق از یکی مربعات کمترین تناظریابی
مسائل حل برای مسائل اغلب در شدە    است. پیشنهاد سوئیچینگ مدل     های حل برای بازگشتی مربعات کمترین الگوریتم
مسئله پایتون برنامە    نویسی زبان از استفاده با مقاله، این در شود. حل بالا ابعاد با معادله یک است لازم مربعات کمترین

گرفتە    است. قرار عددی تحلیل مورد چندجملە    ای و خطی رگرسیون معادلات حل در خطی مربعات کمترین

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
خطی رگرسیون

چندگانه رگرسیون
پایتون

مربعات کمترین مسئله

مقدمه .۱
این اساسی محدودیت های از یکی است. دور از سنجش و فتوگرامتری در تناظریابی روش های ترین دقیق از یکی ۱ مربعات کمترین تناظریابی
جدید روشی تحقیق این در است. جواب به دستیابی تا آن تکراری روند و مشاهدات معادلات بزرگ ابعاد دلیل به بالا محاسباتی پیچیدگی روش
شده ارائه ۲ سریع مربعات کمترین تناظریابی عنوان با جدیدی الگوریتمی مربعات، کمترین تناظریابی الگوریتم کارایی و سرعت بهبود منظور به
تناظریابی فرآیند کارایی افزایش منظور به مربعات کمترین سرشکنی در مشاهدات معادلات تعداد کاهش پیشنهادی روش در اساسی ایده است.
از مشخصی درصد و شده بندی رتبه استحکام عنوان با ویژه معیار یک از استفاده با تناظریابی پنجره در واقع پیکسل های منظور این برای است.
آنتروپی و فاز تناسب معیار ترکیب از پیکسل ها استحکام محاسبه منظور به شوند. می داده شرکت سرشکنی روند در استحکام بالاترین با پیکسل ها
سازی پیاده واقعی و شده سازی شبیه دسته دو در ای ماهواره و هوایی بردکوتاه، تصویر جفت هشت روی بر پیشنهادی روش است. شده استفاده

.[۴ ،۳] است تناظریابی فرآیند کیفیت حفظ با برابر) سه (حدود سرعت توجه قابل بهبود بیانگر نتایج و شده
بعدی سه بازسازی به می     توان تناظریابی مهم کاربردهای جمله از است. دور از سنجش و فتوگرامتری در اساسی پردازش     های از یکی تناظریابی
روش     های کلی طور به کرد. اشاره تصاویر در مکانی اهداف شناسایی و تغییرات سازی آشکار تصاویر، مرجع     سازی هم هوایی، مثلث     بندی متناظر،

.[۳] می     شوند دستە    بندی مبنا عارضه روش     های و مبنا ناحیه روش     های کلی دستە    ی دو به تناظریابی
که می     کند تعریف را هزینه تابع یک الگوریتم است.    این پارامترها تخمین برای روش     ها پرکاربردین و مهمترین از یکی ۳ مربعات کمترین الگوریتم
الگوریتم می     آید. بدست هزینه تابع از مشتق     گیری با پارامترها تخمین شدە    است. تشکیل شده پیش     بینی خروجی و واقعی خروجی بین خطاهای از
معکوس باید مربعات کمترین الگوریتم در این، بر علاوه دارد. زیادی عملیات حجم اما است بالایی بسیار همگرایی نرخ دارای مربعات کمترین

.[۷ ،۲] بود خواهد ناکارآمد مربعات کمترین الگوریتم باشد بالا بعد دارای یا حالت بد ماتریس صورتیکه در شود. محاسبه ماتریس یک
است. مناسبی بسیار پیشنهاد ۴ بازگشتی مربعات کمترین الگوریتم ماتریس معکوس محاسبه از ناشی مشکلات و عملیات حجم کاهش برای
مربعات کمترین الگوریتم در هزینه تابع واقع، در می     کند. رسانی روز به مرحله هر در را پارامترها تخمین بازگشتی مربعات کمترین الگوریتم

∗سخنران
1Least Square Matching
2Fast Least Square Matching
3least–square algorithm
4recursive least–square algorithm
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معکوس محاسبە     به نیازی الگوریتم این زیرا می     کند. استفاده شده جمع     آوری دادە    های از مجموعە    ای جای به داده مجموعه یک از فقط بازگشتی
است. کمتر مربعات کمترین الگوریتم به نسبت بازگشتی مربعات کمترین الگوریتم همگرایی نرخ دارد. کمتری عملیات حجم و ندارد ماتریس

مراتبی سلسله مربعات کمترین الگوریتم مانند زیادی الگوریتم     های و شده داده توسعه مربعات کمترین الگوریتم همگرایی، نرخ افزایش هدف با
.[۶ ،۵] شدە    اند ارائه زمینه این در ۶ چندگانه نوآورانه مربعات کمترین الگوریتم و ۵

می     توانند و هستند مناسبی همگرایی نرخ دارای شدە    اند مشتق الگوریتم این از که الگوریتم     هایی سایر و بازگشتی مربعات کمترین الگوریتم چند هر
باشد. واحد سیستم یک سیستم که هست مواردی برای روش     ها این برسند، جواب به بالایی همگرایی نرخ با

دارند. وسیعی کاربرد مهندسی علوم در سوئچینگ مدل     های هستند. ناکارآمد الگوریتم     ها این شود توصیف سوئچینگ مدل یک با سیستم اگر
دارند. مختلفی عملیاتی شرایط و هستند متفاوت داینامیکی خواص با حالت چندین دارای مدل     هایی چنین

مدل     ها شناسایی برای باشد. ناشناخته است ممکن مدل هویت     های و عملیاتی نقاط زمان که است این سوئچینگ مدل     های شناسایی در مشکل
کرد. تعیین را آن هویت     های و عملیاتی نقاط ابتدا، در باید سوئچینگ

هستند. سوئچینگ مدل     های در هویت تعیین و شناسایی برای ۸ انتظار بیشینە    سازی روش و ۷ خودسازماندهی بر مبتنی روش کلاسیک الگوریتم دو
هزینه تابع کمترین و است تکرار هر در مدل زیر یک با متناظر توابع یک هر که می     کند معرفی هزینه تابع چندین خودسازماندهی بر مبتنی روش

.[۴ ،۲] است نمونە    برداری هنگام در واقعی مدل به مربوط
می     شوند روزرسانی به EM-E مرحله در را هویت     ها این و می     گیرد نظر در پنهان متغیرهای عنوان به را مدل هویت     های انتظار بیشینە    سازی الگوریتم
همگرایی تا تعاملی صورت به هم با مرحله دو این می     گیرد. صورت EM-E مرحله در پارامترها تخمین شد زده تخمین مدل هویت اینکه از بعد
روش و کند محاسبه تکرار هر در را هزینه تابع چند باید خودسازماندهی بر مبتنی روش می     شوند. اجرا واقعی مقدار به شده زده تخمین     مقادیر

.[۶ ،۱] کند شناسایی را مدل هویت ابتدا در باید انتظار بیشینە    سازی
این آماری مدل     سازی در و ماشین یادگیری در باشیم. متغیرها بین رابطه یافتن برای تلاش در که می     گیرد قرار استفاده مورد زمانی رگرسیون مفهوم

کنیم. پیش     بینی بعدی مشابه رویدادهای برای را نتیجه می     دهد امکان ما به که متغیرهاست بین رابطه
دارد: وجود متغیر نوع دو کلی طور به ۹ خطی رگرسیون در .۱ .۱ تعریف

است. مستقل متغیر یک متراژ مثال این در می     شوند. داده نمایش 𝑋 با اغلب که مستقل متغیرهای ،noiteⅿsep(𝑖
این در می     شوند. داده نمایش 𝑌 با معمول طور به و می     شوند محاسبه مستقل متغیرهای نتیجه در که وابسته، متغیرهای ،noiiteⅿsep(𝑖𝑖

است. خانه قیمت وابسته متغیر مثال،
چند را ۱۱ خطی رگرسیون باشیم، داشته مستقل متغیر نوع چند اگر و ۱۰ ساده نوع از خطی رگرسیون باشیم، داشته مستقل متغیر نوع یک فقط اگر

باشد. محله و عمربنا متراژ، نظیر عواملی از برگرفته خانه نهایی قیمت مثال، عنوان به می     نامیم. گانه
وجود متوجه کنیم رسم نمودار روی بر را بالا جدول مقادیر اگر باشد. خانه چند قیمت و متراژ دهنده نشان زیر جدول کنید فرض .۲ .۱ مثال

۱ جدول
خانه متراژ خانه قیمت

۱ ۱
۲ ۳
۴ ۳
۳ ۲
۵ ۵

خطی رابطه یک که مواردی چنین در می     یابد. افزایش نیز قیمت متراژ افزایش نتیجه در طوریکه به می     شویم. قیمت و متراژ بین خطی رابطه یک
کنیم. استفاده خطی رگرسیون از جدید، مقادیر پیش     بینی برای می     توانیم دارد، وجود متغیرها بین

است: زیر صورت به ساده خطی رگرسیون کلی فرمول
𝑦 = 𝛽۰ + 𝛽۱ + 𝜀.

5algorithm     hierarchical RLS
6multi–innovation RLS Algorithm
7self–organizing model
8expectation–maximization
9Linear Regression

10Simple Linear Regression
11Multiple Linear Regression
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قیمت کنیم پیش     بینی می     خواهیم بالا فرمول آوردن بدست با کنیم. محاسبه را 𝑦 خروجی ،𝑥 ورودی هر ازای به می     توانیم فرمول این از استفاده با
زیر بصورت را 𝛽۱ و 𝛽۰ مقادیر و آوریم بدست را 𝑦 مقدار می     خواهیم و است ۶ برابر 𝑥 مقدار بالا فرمول در است. چند متری ۶ خانه یک

۱ شکل
می     کنیم: محاسبه

𝛽۰ = 𝑦 − 𝛽۱𝑥

و

𝛽۱ =
∑𝑛
𝑖=۱(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦)
∑𝑛
𝑖=۱(𝑥𝑖 − 𝑥)۲

داریم: بنابراین کنیم. حساب را 𝛽۰ سپس و کنیم حساب را 𝛽۱ باید ابتدا که است مشخص
𝑥 = ۱ + ۲ + ۴ + ۳ + ۵

۵ = ۳
و

𝑦 = ۱ + ۱ + ۳ + ۲ + ۵
۵ = ۲٫۸

داریم: بالا جدول به توجه با می     دهیم: تشکیل محاسبات انجام برای را زیر جدول
۲ جدول

(𝑥 − 𝑥)۲ (𝑥 − 𝑥) × (𝑦 − 𝑦) 𝑦 − 𝑦 (𝑦) Price 𝑥 − 𝑥 Area

۴ (−۲) × (−۱٫۸) = ۳٫۶ ۱ − ۲٫۸ = −۱٫۸ ۱ ۱ − ۳ = −۲ ۱
۱ (−۱) × (۰٫۲) = −۰٫۲ ۳ − ۲٫۸ = ۰٫۲ ۳ ۲ − ۳ = −۱ ۳
۱ (۱) × (۰٫۲) = ۰٫۲ ۳ − ۲٫۸ = ۰٫۲ ۳ ۴ − ۳ = ۱ ۳
۰ (۰) × (−۰٫۸) = ۰ ۲ − ۲٫۸ = −۰٫۸ ۲ ۳ − ۳ = ۰ ۲
۴ (۲) × (۲٫۲) = ۴٫۴ ۵ − ۳٫۸ = ۲٫۲ ۵ ۵ − ۳ = ۰ ۵

𝛽۱ =
۸
۱۰ = ۰٫۸

و
𝛽۰ = ۲٫۸ − (۰٫۸ × ۳) = ۰٫۴

داریم: نتیجه در
𝑦 = ۰٫۴ + ۰٫۸𝑥 + 𝜀
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اصلی نتایج .۲
یک چندجملە    ای خطی رگرسیون با ادامه در و شدە    است مدل     سازی پایتون با خطی رگرسیون مدل یک ابتدا مختلف مثال دو در قسمت، این در

شدە    است. حل مربعات کمترین مسئله
شدە    اند. ترسیم پایتون با خطی رگرسیون از استفاده با برازش خط همچنین و شده داده نقاط زیر در .۱ .۲ مثال

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 from scipy import stats
3

4 x = [4, 7, 6, 15, 4, 9, 5, 13, 10, 8, 7]
5 y = [80, 93, 83, 91, 99, 91, 83, 86, 91, 80, 90]
6

7 slope, intercept , r, p, std_err = stats.linregress(x, y)
8

9 def myfunc(x):
10 return slope * x + intercept
11

12 mymodel = list(map(myfunc, x))
13 plt.scatter(x, y)
14 plt.plot(x, mymodel)
15 plt.show()

۱ کد
می     بینید: زیر شکل در را فوق کد اجرای از حاصل نتیجه

۲ شکل

شدە    اند. ترسیم پایتون با دوم درجه چندجملە    ای رگرسیون از استفاده با برازش خط همچنین و شده داده نقاط زیر، مثال در .۲ .۲ مثال
می     بینید. ۳ شکل در را فوق کد اجرای از حاصل نتیجه

ترسیم ۴ شکل در پایتون با چهارم درجه چندجملە    ای رگرسیون از استفاده با برازش خط همچنین و ۲ .۲ مثال در شده داده نقاط .۳ .۲ مثال
شدە    اند.
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1 import numpy
2 import matplotlib.pyplot as plt
3

4 x = [1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22]
5 y = [100, 90, 80, 60, 60, 55, 60, 65, 70, 70,75, 76, 78, 79, 90, 99, 99, 100]
6

7 mymodel= numpy.poly1d(numpy.polyfit(x, y, 4))
8

9 myline = numpy.linspace(1, 22, 100)
10

11 plt.scatter(x, y)
12 plt.plot(myline, mymodel(myline))
13 plt.show()

۲ کد

۴ شکل ۳ شکل

نتیجەگیری .۳
به توجه با می     کند. برقرار ریاضی مدل     سازی اساس بر را وابسته و مستقل متغیرهای بین ارتباط برای که است آماری مفهومی رگرسیون
از حاصل مربعات کمترین مسئله جواب آوردن بدست برای شدە    است. ارائه رگرسیون برای متعددی الگوریتم     های متنوع مدل     سازی     های
برنامە    نویسی زبان با رگرسیون الگوریتم     های مقاله این در که شدە    است ارائه پایتون برنامە    نویسی زبان در متعددی کتابخانە    های رگرسیون الگوریتم     های

شدند. نویسی کد پایتون

سپاسگزاری
چهارمین در اجرائی و علمی محترم هیئت از نویسندگان می باشد. مقاله این دوم نویسنده ارشد کارشناسی پایان نامه از مستخرج پژوهشی مقاله، این

سپاسگزارند. و ممنون داشتەاند نقش همایش این برگزاری در که عزیزانی و دوستان سایر و کاووس گنبد دانشگاه آمار و ریاضی ملی همایش

مراجع
[1] Yunxia Ni, Lixing Lv, and Yuejiang Ji. Flexible least squares algorithm for switching models. Complexity, 2022, 2022. Article ID 2605570,

11 pages.
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چکیده
تلاش دلیل به اخیر سال های در ماشین یادگیری است. ماشین یادگیری مصنوعی هوش شاخەهای مهمترین از یکی
کلی تقسیم  بندی یک در است. گرفته قرار پژوهشگران توجه مورد بسیار خودکار و هوشمند سیستم های توسعه برای
رگرسیون سازی مدل است. الگوریتم چندین شامل شاخه هر و می شود تقسیم اصلی شاخه سه به ماشین یادگیری
مقاله، این در می شود. مربعات کمترین مسئله یک تشکیل به منجر ماشین یادگیری الگوریتم های از چندگانه خطی
برنامه زبان و شده مدل سازی چندگانه خطی رگرسیون مثال یک با ماشین یادگیری مختلف شاخەهای تشریح ضمن

است. گرفته قرار استفاده مورد عددی نتایج ارائه برای پایتون نویسی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

ماشین یادگیری
پایتون

رگرسیون
مربعات کمترین

مقدمه .۱
و بهتر ماشین های ساخت دنبال به مصنوعی هوش از استفاده با بشر دارد. مصنوعی هوش در ریشه که است مطالعاتی زمینه ماشین یادگیری
برنامەریزی در صورتیکه در بودند 𝑏 و 𝑎 بین مسیر کوتاهترین یافتن مانند ساده مسئله حل به قادر فقط ابتدا، در پژوهشگران است. هوشمند
شکل این بر مبتنی ادراکی بنابراین، بودند. ناتوان هستند همراه جدید چالش های با مداوم طور به که پیچیدەتری وظایف انجام برای ماشین ها

.[۱] بگیرند یاد خودشان از بتوانند که هست ماشین هایی طراحی مهم، این به بخشیدن تحقق برای ممکن راه تنها که گرفت
شد. مطرح رایانەها برای جدید توانایی یک عنوان به ماشین یادگیری بنابراین، می آموزد. خودش از که است کودکی همانند رویکرد این در ماشین
در وجودش از اغلب افراد که است شده زیاد قدری به آن از بهرەگیری و می گیرد قرار استفاده مورد فناوری مهم بخش های در علم این امروزه

.[۳ ،۱] هستند بی خبر روزمره لوازم و ابزارها
واقع، در بیاموزند. و کنند تجربه کسب موجود، عددی دادەهای از استفاده با که می پردازد سیستم هایی طراحی موضوع به ۱ ماشین یادگیری
برنامەریزی صریح طور به آنکه بدون باشد قادر که کند طراحی شکلی به را ماشین یک الگوریتم ها، از بهرەگیری با دارد قصد ماشین یادگیری

.[۲] کند عمل و بیاموزد شود، دیکته آن به اقدامات تک تک و شود
دادەهایی اساس بر که است الگوریتم این و می شوند دادە عمومی الگوریتم یک به دادەها چیز، همه برای برنامەریزی جای به ماشین یادگیری در
بدون شده، نظارت یادگیری به می توان جمله آن از که دارد گوناگونی روش های ماشین یادگیری می سازد. را خود منطق است شده داده آن به که
می گیرند. قرار دسته سه این از یکی در می گیرند قرار استفاده مورد ماشین یادگیری در که الگوریتم هایی تمام کرد. اشاره تقویتی یادگیری و نظارت

نظارت بدون یادگیری .۲
نشده نظارت یادگیری ریاضی، بیان به باشد. دادەها در موجود جالب ساختارهای دنبال به تنهایی به خود باید الگوریتم نشده، نظارت یادگیری در
نوع این به باشد. نداشته وجود خروجی داده متغیر هیچ و باشند داشته وجود 𝑋 ورودی متغیرهای فقط داده مجموعه در که است زمانی به مربوط

∗سخنران
1Machine Learning
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پاسخ دنبال به باید خود ماشین و ندارد وجود شدەای داده صحیح پاسخ هیچ یادگیری این در واقع، در می گویند. نظارت بدون یادگیری یادگیری،
باشد.

یادگیری برای دیگری مکانیزم از است، خروجی) (متغیر برچسب دار دادەهای فاقد که می برد بهره مجموعەای از الگوریتم که هنگامی دیگر، بیان به
دسته دو به تقسیم قابل نشده، نظارت یادگیری الگوریتم های می گویند. نشده نظارت یادگیری یادگیری، نوع این به می کند. استفاده تصمیم گیری و

هستند: زیر
را دادەها از بزرگی بخش که باشد قواعدی کردن کشف هدف که می شود محسوب انجمنی قوانین هنگامی یادگیری مسئله یک انجمنی: قوانین

کند. خریداری نیز را ب کالای دارد تمایل می کند، خریداری را الف کالای که شخصی مثال، عنوان به می کنند. توصیف
بگنجند خاص گروه یک در باید که دادەهایی یعنی ذاتی، گروەهای کشف قصد که می شود محسوب خوشەبندی هنگامی مسئله یک خوشەبندی:

می گیرد. صورت آن ها خرید رفتار اساس بر مشتریان برای که گروەبندی مثال، عنوان به باشد. داشته را

شده نظارت یادگیری .۳
نمونەهای از تا می کند تلاش سیستم شده، نظارت ماشین یادگیری در می کنند. استفاده شده نظارت یادگیری از ماشین یادگیری روش های اغلب
شده داده مثال های اساس بر را الگوها تا می کند تلاش سیستم یادگیری، نوع این در دیگر، بیان به است. گرفته قرار آن اختیار در که بیاموزد پیشین
حصول برای الگوریتم یک از آن ها اساس بر می توان و موجودند 𝑦 خروجی متغیر و 𝑥 ورودی متغیر که هنگامی ریاضی، بیان به بگیرد. فرا آن به

است. 𝑦 = 𝑓(𝑥) صورت به نگاشت تابع است. شده نظارت یادگیری واقع در کرد استفاده خروجی به ورودی نگاشت تابع یک
این می دهد. شکل را خود منطق دادەها مجموعه آن اساس بر ماشین و می شود داده الگوریتم به دادەهایی مجموعه ماشین یادگیری در واقع، در
برای هستند. دادەها نمونه نماینده می شود، یاد نیز نمونه و رکورد عنوان به آن ها از که سطرها است. ستون هایی و سطرها دارای داده مجموعه
خصیصه، عنوان با آن ها از که ستون ها و است خاص بازی یک اطلاعات حاوی سطر یک باشد، فوتبال بازی های به مربوط داده مجموعه اگر مثال،

می کنند. توصیف را داده نمونه هر که هستند ویژگی هایی می شود، یاد نیز مشخصه و ویژگی
عدم یا بارش مه، وجود عدم یا وجود نبودن، یا بودن آفتابی نبودن، یا بودن ابری شامل هوا وضعیت مانند مواردی شد، بیان پیش تر که مثالی در
عنوان به داده مجموعه این در اگر حال می کنند. توصیف را فوتبال مسابقه یک وضعیت که هستند ویژگی هایی جمله از بازی تاریخ و باران باارش
نشده یا شده انجام فوتبال بازی خاص نمونه آن برای موجود جوی شرایط در داده نمونه هر برای کند مشخص که باشد داشته وجود ستونی مثال،
آموخته آن به و شود استفاده دادەای مجموعه چنین از الگوریتم آموزش برای اگر است. برچسب دار داده مجموعه می گوئیم صورت این در که
می گوئیم اصطلاح در کند، تصمیم گیری است، نشده یا شده انجام فوتبال بازی است، مشخص آن ها وضعیت که دادەهایی نمونه اساس بر که شود

گرفته است. صورت نظارت با یادگیری
هستند. رگرسیون و دستەبندی دسته دو به تقسیم قابل شده نظارت ماشین یادگیری مسائل

به نمونه یک تعلق برای مثال، عنوان به باشد. گروه یا دسته یک خروجی متغیر که می شود محسوب دستەبندی هنگامی مسئله، یک دستەبندی:
کرد. استفاده دستەبندی از می توان غیرهزرنامه یا هرزنامه به ایمیل یک و سفید یا سیاه دستەهای

در و گسسته متغیر با دستەبندی در واقع، در باشد. قد مانند حقیقی مقدار یک خروجی متغیر که است رگرسیون هنگامی مسئله یک رگرسیون:
می شود. کار پیوسته مقادیر با رگرسیون

تقویتی یادگیری .۴
با می گیرد. قرار استفاده مورد متوالی تصمیم گیری های با مسائل حل برای که است ماشین یادگیری در مهم روش های از یکی تقویتی یادگیری
به را نظر مورد تجمی پاداش و دهد تشخیص را بهینه سیاست حالت، هر در می تواند تقویتی یادگیری عامل ناشناخته محیط یک در اولیه تعامل

برساند. حداکثر
کودک است، اتاق یک در کودکی کنید تصور می گیرد. نشات خود تجربیات اسیاس بر اساس بر یادگیری و محیط با بشر تعامل از تقویتی یادگیری

می  شود. نزدیک آن به و می بیند را شومینه
همگرایی مانند اشکالاتی دارای چند هر است. تقویتی یادگیری الگوریتم های جدیدترین و موفق ترین از (DQN) عمیق Q-network الگوریتم
همگرایی سرعت دارای و هستند برخوردار بهتری پایداری از که خطی تقریب توابع با موجود الگوریتم های مقابل، در است. ناپایداری و کند

.[۲] دارند بالایی عملیات حجم می باشند، بیشتری
خطی تقریب توابع با الگوریتم هایی مزایای از ندرت به اما گرفتەاست. صورت Q-network الگوریتم در زیادی پیشرفت های اخیر، سال های در

است. شده استفاده Q-network الگوریتم عملکرد و کارایی بهبود برای
نام Q-learning مربعات کمترین ریزدستەای الگوریتم که است شده معرفی خطی تقریب توابع با Q-learning جدید الگوریتم فصل، این در
و یادگیری مکانیسم می شود. داده نشان (MRLS-Q) با اختصار به Minibatch recursive least squares Q-learning کامل نام که دارد
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با (DQN) عمیق  Q-network الگوریتم شبیه بیشتر خطی، تقریب تابع با Q-learning روش های سایر برخلاف جدید، الگوریتم مدل ساختار
.[۲] است خطی خروجی لایه یک و ورودی لایه یک

اصلی نتایج .۵
چندگانه خطی رگرسیون .۱ .۵

متغیر بین خطی رابطه یک رگرسیونی، تحلیل اساس بر است. ۲ چندگانه خطی رگرسیون تکنیک چندمتغیره، تحلیل در مرسوم روش های از یکی
.[۷ ،۴] می گویند نیز ۶ مستقل متغیرهای به و ۵ وابسته متغیر پاسخ متغیر به گاهی البته می شود. برقرار ۴ توصیفی متغیر چند یا یک با ۳ پاسخ

کار به صورت در ولی می نامند. ۷ ساده خطی رگرسیون را رگرسیون تکنیک شود، برقرار مستقل متغیر یک و پاسخ متغیر یک بین خطی رابطه اگر
می گویند. ۸ چندگانه را رگرسیونی روش رگرسیونی، مدل در مستقل یا توصیفی متغیر چندین گیری

مالی دادەهای روند پیشگویی برای همچنین می شود. استفاده شیمی و فیزیک بخصوص علوم شاخەهای از بسیاری در چندگانه خطی رگرسیون از
می گیرند. بهره چندگانه رگرسیون از

مدل خطی، رگرسیون در می شوند. برآورد متغیرها، مقدارهای و هدف تابع یک کمک به خطی مدل یک پارامترهای چندگانه، خطی رگرسیون در
.[۶ ،۵] است مدل پارامترهای حسب بر خطی رابطه یک شده، گرفته نظر در

مدل از می تونیم کنیم. برقرار 𝑦 پاسخ متغیر با خطی رابطه یک بخواهیم و باشیم داشته 𝑋 بعدی 𝑝 مستقل متغیر از مشاهده 𝑛 اگر ترتیب، این به
کنیم: استفاده زیر خطی رگرسیون

𝑦𝑖 = 𝛽۰ + 𝛽۱𝑥𝑖۱ +⋯+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝 + 𝜀𝑖 , (𝑖 = ۱, … , 𝑛).

است مشخص کردەایم. جایگزین جایگزین بعدی یک مستقل متغیر یک با بعد هر در را آن مقدار است، 𝑝 بعد دارای 𝑋 مستقل متغیر آنجائیکه از
.[۱] می شود محسوب رگرسیونی مدل خطای جمله 𝜀 نیز انتها در می دهد. نشان را مشاهده شماره نیز 𝑖 اندیس که

۱ شکل
با مستقل متغیر دو اگر چندگانه، رگرسیون در می شود. بیان خط یک معادله صورت به وابسته و مستقل متغیر بین رابطه ساده، خطی رگرسیون در
مدل در مستقل متغیر دو از بیش صورتیکه در آمد. خواهد در ۹ صفحه یک صورت به رابطه این شکل باشند، خطی رابطه در وابسته متغیر یک

می شود. ظاهر ۱۰ ابرصفحه یک شکل به مدل روند، کار به خطی رگرسیون

2Multiple Linear Regression
3response variable
4explanatory variable
5dependent variable
6independent variable
7simple linear regression
8multiple linear regression
9plane
10hyperplane
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چندگانه خطی رگرسیون سازی مدل .۲ .۵
نوشت: می توان نیز برداری رابطه یک صورت به را خطی رگرسیون مدل

𝑦𝑖 = 𝑥𝑇𝑖 𝛽 + 𝜀𝑖 , (𝑖 = ۱, … , 𝑛),

داخلی ضرب 𝑥𝑇𝑖 𝛽 از منظور است. ستون 𝑝 دارای که است بردار یک نیز 𝛽 همچنین است. ستون 𝑝 دارای که است بردار یک 𝑥𝑇𝑖 آن در که
خطای میزان با را 𝑦𝑖 یعنی پاسخ متغیر مقدار می توان باشند مشخص 𝛽 و 𝑥𝑖 بردارهای اگر است. اسکالر یک آن حاصل که است بردار دو این

کرد. برآورد مشاهده هر براساس ،𝜀 متوسط
ترتیب همین به باشد. پاسخ متغیر مشاهدات بردار 𝑦 کنید فرض نوشتەاند. نیز یکجا مشاهدات همه برای و ماتریسی صورت به را محاسبات این
را خطی رگرسیون مدل بنامیم. 𝜀 نیز را خطا بردار اگر باشد. سطر 𝑝 با مدل پارامترهای نیز 𝛽 و بعدی 𝑝 مستقل متغیر به مربوط ماتریس نیز 𝑥

کرد: بازنویسی زیر صورت به بردارها و ماتریس زبان به می توان
𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀.

هستند. مشاهده قابل ادامه در بالا رابطه در رفته کار به بردارهای و ماتریس ها

𝑦 =
𝑦۱
𝑦۲
⋮
𝑦𝑛 𝑛×۱

, 𝛽 =
𝛽۰
𝛽۱
⋮
𝛽𝑝 (𝑝+۱)×۱

, 𝜀 =
𝜀۱
𝜀۲
⋮
𝜀𝑛 𝑛×۱

و

𝑋 =
𝑋𝑇۱
𝑋𝑇۲
⋮
𝑋𝑇𝑛 𝑛×(𝑝+۱)

=
۱ 𝑥۱۱ ⋯ 𝑥۱𝑝۱ 𝑥۲۱ ⋯ 𝑥۲𝑝
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
۱ 𝑥𝑛۱ ⋯ 𝑥𝑛𝑝 𝑛×(𝑝+۱)

.

پرداخت. خواهیم بالا رابطه در استفاده مورد بردار و ماتریس بررسی به ادامه در
این به است. شده تشکیل 𝑦𝑖ها یعنی و مشاهده هر برای پاسخ هر برای پاسخ متغیر مقدارهای از بردار این :(𝑦) پاسخ متغیر مشاهدات بردار
است. سطری 𝑛 بردار یک 𝑦 پس است. 𝑖م مشاهده برای پاسخ متغیر مقدار 𝑦𝑛 نیز انتها در و 𝑖م مشاهده برای پاسخ متغیر مقدار 𝑦۱ ترتیب
مربوط اول سطر ترتیب این به است. شده تشکیل مستقل متغیرهای مشاهدات مقدار از ماتریس، این سطرهای :(𝑋) مستقل متغیرهای ماتریس
ماتریس این ستون های تعداد است، مستقل متغیر 𝑝 دارای مشاهده هر آنجائیکه از است. اول مشاهده برای مستقل متغیرهای مقدارهای به

است. (𝑝 + ۱) × ۱ صورت به می توان را ماتریس این ابعاد پس باشد. 𝑛 به توجه با طرفی از است. 𝑝 + ۱ با برابر نیز
تکنیک از مدل این پارامترهای برآورد روش های از یکی شد، اشاره که همانگونه بگیرید. نظر در را خطی رگرسیون ماتریسی و برداری مدل
می پردازیم. خطی رگرسیون مدل پارامترهای برآورد منظور به روش این بررسی به قسمت این در است. ۱۱ خطا مربعات کمینەسازی یا OLS
تا است مشاهدات مقدار حسب بر 𝛽 بردار محاسبه خطی، رگرسیونی مدل پارامترهای برآورد از هدف کنیم، معرفی زیر صورت به را 𝑆(𝛽) اگر

شود. ممکن حداقل 𝑆(𝛽)

𝑆(𝛽) =
𝑛

𝑖=۰
𝑦𝑖 −

𝑝

𝑗=۱
𝑋𝑖𝑗𝛽𝑗

۲

= ‖𝑦 − 𝑋𝛽‖۲.

مدل، پارامترهای می دهیم، نشان �̂� با را پارامترها بردار برآرود اگر است. اقلیدسی نرم یا فاصله مربع ‖𝑦 − 𝑋𝛽‖۲ از منظور که است مشخص
کنند. صدق زیر رابطه در که هستند مقادیری

�̂� = arg ⅿin 𝑆(𝛽)
بود. خواهد زیر صورت به پارامترها برآورد ماتریسی، معادلات حل و مشتق گیری کمک به

�̂� = (𝑋𝑇𝑋)−۱𝑋𝑇𝑦.

11ordinary least square
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سری دارد. وجود جملەای ها چند وسیله به مثلثاتی توابع زدن تقریب امکان که می دانیم خطی). رگرسیون بوسیله سینوس تابع (تخمین ۱ .۵ مثال
می شود: نوشته زیر صورت به سینوس تابع برای تیلور

sin(𝑥) = 𝑥 − 𝑥۳
۳! +

𝑥۵
۵! − ⋯

و شده بیشتر برآوردها دقت کنیم، استفاده تیلور سری از بیشتری جملات از و بگیریم نظر در بیشتر را متغیرها تعداد اگر خطی رگرسیون مدل در
می شویم. نزدیک بیشتر زاویه هر سینوس واقعی مقدار به

مقدار همچنین و رادیان) حسب (بر مختلف زاویەهای از پنج) و سه (یک، فرد توان های مقدار اساس بر که است دادەهایی به مربوط زیر جدول
دقت با تا کنیم محاسبه را تیلور سری به مربوط ضرائب چندگانه، خطی رگرسیون مدل بوسیله است، قرار است. شده ساخته زاویەها آن سینوس
اندازەگیری را خطا مقدار می توانیم است، مشخص قبل از زاویه هر سینوس مقدار که آنجا از البته آوریم. بدست را زاویه هر سینوس مقدار مناسب

بگیریم. تصمیم مدل) خطای بودن (کم مدل بودن مناسب به نسبت و کرده

۱ جدول
𝑦 = sin  (𝑥) 𝑥۳ 𝑥

۰ ۰ ۰
۰٫۲ ۰٫۰۰۸ ۰٫۲
۰٫۳۹ ۰٫۰۶۴ ۰٫۴
۰٫۵۶ ۰٫۲۱۶ ۰٫۶
۰٫۷۲ ۰٫۵۱۲ ۰٫۸
۰٫۸۴ ۱ ۱

تشکیل را 𝛽 و 𝑦 بردارهای و 𝑋 ماتریس ابتدا است لازم کرد. خواهیم استفاده 𝑥۳ و 𝑥 متغیرهای از سینوس تابع مقدار برآورد برای آنجائیکه از
دهیم.

𝑦 =
⎛
⎜
⎜

⎝

۰
۰٫۲
۰٫۳۹
۰٫۵۶
۰٫۷۲
۰٫۸۴

⎞
⎟
⎟

⎠۶×۱
و

𝑋 =
⎛
⎜
⎜

⎝

۰ ۰
۰٫۲ ۰٫۰۰۴
۰٫۴ ۰٫۰۶۴
۰٫۶ ۰٫۶۱۲
۰٫۸ ۰٫۵۱۲
۱ ۱

⎞
⎟
⎟

⎠۶×۱

هستیم. زیر ضرائب آوردن بدست دنبال به واقع، در

𝛽 = 𝛽۱
𝛽۲

داریم: لازم محاسبات انجام با

𝑋𝑇𝑋 = ۲٫۲ ۱٫۵۶۶۴
۱٫۵۶۶۴ ۱٫۳۱۲۹۶
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و

(𝑋𝑇𝑋)−۱ = ۳٫۰۱۹ −۳٫۶۰۱۷
−۳٫۶۰۱۷ ۵٫۰۵۸۶

داریم: نهایت در

𝑋𝑇𝑦 = ۱٫۹۴۸
۱٫۳۵۶۲

بنابراین:
𝛽۱
𝛽۲

= (𝑋𝑇𝑋)−۱𝑋𝑇𝑦 = ۰٫۹۹۶۴
−۰٫۱۵۵۹

این واقعیت اما بودند. نزدیک ما انتظار مورد به بسیار آمده بدست ضرائب که کردیم مشاهده پایتون نویسی برنامه زبان از استفاده بدون محاسبه با
نویسی برنامه زبان از بنابراین، است. همراه بسیاری های پیچیدگی با اوقات اغلب در و نیست ممکن و ساده دستی محاسبات همیشه که است

است. شده ارائه ادامه در کد می گیریم. کمک مسئله این حل برای پایتون
1 import numpy as np
2 from sklearn import linear_model
3

4 X = np.array([[0, 0],
5 [0.2, 0.008],
6 [0.4, 0.064],
7 [0.6, 0.216],
8 [0.8, 0.512],
9 [1,1]])

10 y = np.array([0, 0.2, 0.39, 0.56, 0.72, 0.84])
11

12 r = linear_model.LinearRegression()
13 r.fit(x, y)
14

15 predict1 = r.predict([[0.8, 0.512]])
16 print(predict1)

۱ کد
آخر دستور ادامه در نتیجه در و می کنیم استفاده خطی رگرسیون مدل عددی تحلیل برای پایتون sklearn و numpy کتابخانەهای از کد، این در

است. نزدیک بسیار خود واقعی مقدار به که می دهد بدست مقداری تقریب برای

نتیجەگیری .۶
مربوط های الگوریتم از یک است. متعددی الگوریتم های دارای روش هر شدەاند. تبیین ماشین یادگیری مختلف روش های انواع مقاله، این در
بر مسئله یک مدل بندی از حاصل نتایج می شود. مربعات کمترین معادله تشکیل به منجر که است چندگانه خطی رگرسیون نظارت با یادگیری به
ماشین یادگیری الگوریتم های برای پایتون تسهیلات به توجه با و شده  اند عددی تست پایتون نویسی برنامه زبان با چندگانه خطی رگرسیون اساس

گیرد. قرار استفاده مورد عددی تحلیل برای است بهتر

سپاسگزاری
چهارمین در اجرائی و علمی محترم هیئت از نویسندگان می باشد. مقاله این دوم نویسنده ارشد کارشناسی پایان نامه از مستخرج پژوهشی مقاله، این

سپاسگزارند. و ممنون داشتەاند نقش همایش این برگزاری در که عزیزانی و دوستان سایر و کاووس گنبد دانشگاه آمار و ریاضی ملی همایش
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تحلیل کووید⁃ ۱۹: شیوع دوره در تهران بهادار اوراق بورس دادەهای در کاوش
مصنوعی هوش های روش با اثرات

،آ زاده∗ شیخ جواد محمد
ايران كاووس، گنبدكاووس،گنبد دانشگاه مهندسي، فني و پايه علوم دانشکده كامپيوتر، آگروه

چکیده
کردن محدود و کارها و کسب از برخی تعطیلی شهرها، قرنطینه مانند اقداماتی کووید⁃ ۱۹، همەگیری تأثیر تحت
کاهش و نقدینگی جریان قطع خطر با شرکت ها شد. تولید کاهش باعث گستردەای طور به عمومی، حمل ونقل
و دید آسیب دنیا اقتصادهای شد، تامین زنجیره و تولید محیط کلی وخامت باعث که بودند مواجه خرید تقاضای
و نبود امان در همەگیری این از نیز تهران بورس بازار آمد. وجود به جهان سراسر سهام بازارهای در ناامنی از موجی
روش های از استفاده با پژوهش این در بنابراین بود. نظارەگر سهام اکثر قیمت در را شدیدی ریزش ماهه چند تاخیر با
است. شده بررسی تهران بهادار اوراق بورس بازار روند بر واکسیناسیون میزان و کویید⁃ ۱۹ تاثیر ماشین، یادگیری
بهداشت جهانی سازمان و تهران بهادار اوراق بورس فناوری مدیریت شرکت دادەهای از استفاده با پژوهش این در
بورس شاخص کل بر واکسینایسون میزان و کووید⁃ ۱۹ همەگیری تاثیر ماشین، یادگیری الگوریتم های از بهرەگیری و
جهت واکسیناسیون و میر و مرگ ابتلا، میزان دادەهای از استفاده که داد نشان نتایج شد. بررسی تهران بهادار اوراق

می دهد. افزایش محسوسی بطور را پیش بینی دقت شاخص کل روند پیش بینی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

شاخص کل
کووید⁃ ۱۹

ماشین یادگیری
مصنوعی هوش

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
یافت. گسترش دنیا کشور ۲۰۰ حدود در سرعت به و یافته شیوع ۲۰۱۹ دسامبر پایان در (کووید⁃ ۱۹) کرونا ویروس تنفسی حاد سندرم اپیدمی
پزشکی اقدامات بر علاوه شد. تعیین واقعی همه⁃گیر بیماری یک عنوان به بهداشت جهانی سازمان توسط کووید⁃ ۱۹ ،۲۰۲۰ مارس ۱۱ در
کارخانه و مدارس تعطیلی بیماران، کردن ایزوله شهرها، قرنطینه مانند غیرپزشکی سیاست های دولت ها واکسن، ساخت و بیماری درمان مانند
سریع گسترش از جلوگیری به سیاست ها این اگرچه .(۲۰۲۰ Erⅽoⅼano، & Aⅼfano)کردند اتخاذ را غیره و تجمع ممنوعیت سفر، لغو ها،
به را اقتصادی رکودهای بدترین از یکی و کردند وارد اقتصادی فعالیت های به زیادی آسیب متأسفانه اما کردند، کمک کووید⁃ ۱۹ همەگیری
شدەاند. متحمل اخیر قرن یک در که است چیزی هر از بیشتر بسیار کشورها، از بسیاری اقتصاد بر همەگیر بیماری این منفی تأثیر آوردند. وجود
به افراد از برخی آن در که است کرده ایجاد را شرایطی همەگیر بیماری این می شود. احساس همه توسط مختلف طرق کووید⁃ ۱۹به منفی تأثیر
خطر عوامل معمولا اینها دارند. شدید بیماری تجربه برای بیشتری احتمال می دهد، افزایش را آنها ی ابتلا خطر که پزشکی شرایط داشتن دلیل
et (Wiⅼⅼiaⅿson نمود اشاره بارداری و خاص مشاغل جمعیت، ازدحام فقر، جنسیت، نژاد، سن، به می توان مثال عنوان به شوند. می نامیده
شده تعریف پیامدهای سایر یا سلامت وضعیت در تغییر ایجاد پتانسیل که هستند تعریفی قابل های موجودیت اپیدمیولوژیک عوامل .(۲۰۲۰ aⅼ.،
جمعیت جای به اقتصاد یک از وسیعی جمعیت از که است شرایطی یا روند اقتصادی کلان عوامل که حالی در ،(۲۰۲۰ aⅼ.، et (Xie دارند را
نرخ کار، و کسب چرخه اشتغال، نرخ داخلی، ناخالص تولید از عبارتند کلان اقتصاد رایج عوامل می شود. اعمال آن برای یا می شود ناشی محدود
و کشورها از بسیاری در کشنده ویروسی بیماری این شیوع از جلوگیری برای جدی چالشی .(۲۰۲۰ Fatine، & (Firano پول عرضه و تورم

∗سخنران
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آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ زاده شیخ جواد محمد ۶۴

بیماری این اوج دوران در .(۲۰۱۹ aⅼ.، et (Roush است داشته اجتماعی و تجاری مالی، اقتصادی، توسعه بر زیادی تأثیر که شد ایجاد مناطق
بدون یا کم تأثیر با کسب وکارها می شود باعث که کردەاند استفاده بسته مدیریت تکنیک های از جهان مختلف کشورهای در شهرها اکثر همەگیر،
et (Ekaneⅿ است بیماران بیشتر ابتلای احتمال کاهش و ویروس بیشتر انتقال از جلوگیری کار این از هدف کنند. فعالیت خارج دنیای از تأثیر
جهان، کشورهای بیشتر در صنعتی و تجاری فعالیت های کاهش دلیل به کرونایی، محدودیت های ایجاد با .(۲۰۲۰ aⅼ.، et Obioⅿa ۲۰۲۰؛ aⅼ.،
تأثیر همچنین و داشته پی در را متعددی مالی و اقتصادی اجتماعی، مشکلات امر این و شدند محبوس خود خانەهای در فقیر مردم از زیادی تعداد
شرکت دادەهای از استفاده با پژوهش این در .(۲۰۲۰ aⅼ.، et (Obioⅿa است داشته جهان کشورهای مالی و اقتصادی توسعه بر زیادی بسیار
و کووید⁃ ۱۹ همەگیری تاثیر ماشین، یادگیری الگوریتم های از بهرەگیری و بهداشت جهانی سازمان و تهران بهادار اوراق بورس فناوری مدیریت
هفتگی و روزانه زمانی بازه در پیشنهادی مدل شد. بررسی تهران بهادار اوراق بورس هم وزن شاخص⁃کل و شاخص کل بر واکسینایسون میزان
واکسیناسیون و میر و مرگ ابتلا، میزان دادەهای از استفاده که داد نشان نتایج گرفت. قرار بررسی مورد ۱۴۰۱ ماه اردیبهشت الی ۱۳۹۸ ماه دی از
تأثیر احساسات، تئوری اساس بر می دهد. افزایش محسوسی بطور را پیش بینی دقت مذکور، زمان مدت در شاخص کل روند پیش بینی جهت
منفی اخبار کلی، طور به .(۲۰۲۰ Ⅽhoi، & (Ⅼee است متفاوت ای گسترده طور به مالی بازارهای و گذاران سرمایه مختلف احساسات بر اخبار
توجه همەگیری توسعه روند به رسانەها ،۱۹ کووید مورد در .(۲۰۲۰ Ho، & (Iyke شود می سهام بازار نوسانات باعث مثبت اخبار از بیشتر
سهام بازار در اطمینان عدم و نوسانات افزایش و وحشت و ترس باعث که کردند منتقل سرمایەگذاران به را منفی اخبار بعضاً و داشته زیادی
سرمایه⁃گذاری دارند حق بازار، در اطمینان عدم با مواجهه هنگام در سرمایەگذاران واقعی، گزینه تئوری اساس بر .(۲۰۲۰ (Narayan، شد
سرمایەگذاری ریسک از تا کنند سازماندهی مجددا را خود سبد و دارایی تخصیص و دهند تغییر را بازار در سرمایه توزیع بیندازند، تعویق به را
سیاست های سری یک نهایت در ها دولت می شود. سهام قیمت کاهش به منجر نهایت در این که .(۲۰۱۵ Peⅾersen، & (Uhⅼ کنند جلوگیری
همراه به کوتاەمدتی اقتصادی نامطلوب اثرات سیاست ها این اجرای اگرچه کردند. اتخاذ را سفر محدودیت های و انسداد مانند شدن، بسته و مهار
این به می توانستند که را بیشتری افراد جان ،(۲۰۲۰ (Ashraf، دهد کاهش را کووید⁃ ۱۹ اپیدمی آلودگی میزان می تواند اقدامات این اما داشت،
سرمایەگذاران اعتماد اپیدمی، بیشتر کنترل با ترتیب، این به کند. کمک اپیدمی کنترل و پیشگیری به و دهد نجات بمیرند، یا شده مبتلا بیماری
.(۲۰۲۱ aⅼ.، et (Ⅽhang می یابد افزایش سهام بازار بازده متعاقباً و می یابد افزایش شرکت ها عملکرد بهبود و آینده اقتصادی توسعه و بهبود به
۲۰۲۱؛ aⅼ.، et (Feng است کرده جلب خود به را محققان از بسیاری توجه نیز مالی بازارهای و اجتماعی اقتصادهای بر کووید⁃ ۱۹ اپیدمی تأثیر
Yiⅼⅿazkuⅾay، ۲۰۲۱؛ aⅼ.، et (Ⅽhang اند کرده بحث سهام بازار بر کووید⁃ ۱۹ گیر همه تأثیر مورد در برخی .(۲۰۲۱ Ⅽhang، & Fu
همەگیری شدت به را سهام بازار اسپانیایی، آنفولانزای جمله از مسری ویروس هیچ شیوع کنون تا (۲۰۲۰) همکاران و بیکر عقیده به .(۲۰۲۳
درصد ۲۳ ترتیب به ۱۰۰ FTSE و داوجونز صنعتی میانگین که دادند گزارش ۲۰۲۰ مارس ۳۱ در رسمی منابع است. نکرده مختل کووید⁃ ۱۹
که داد دست از درصد ۲۰ زمان همان در نیز ۵۰۰ S&P است. تاکنون ۱۹۸۷ سال از ماهه سه افت بزرگترین که کردەاند سقوط درصد ۲۵ و
گیر همه بیماری این که داد گزارش جهانی اقتصاد انداز چشم در (۲۰۲۰) پول المللی بین صندوق بود. ۲۰۰۸ مالی بحران زمان از ضرر بدترین
اشاره همچنین گزارش این در بود. خواهد ۱۸۷۰ سال از کاهش بزرگترین جهانی سرانه تولید کاهش و می کشاند رکود به را جهان اقتصادهای اکثر
نوظهور اقتصادهای و پیشرفته اقتصادهای برای ارقام این بود. خواهد درصد ۵̸۲ واقعی داخلی ناخالص تولید در جهانی انقباض که است شده
امر این که شد، مالی بازارهای در وحشت ایجاد باعث تقاضا و عرضه در شوک ایجاد بود. خواهد درصد ۲̸۵ و ۷ ترتیب به توسعه حال در و
نوسانات بر مثبت بازده های شوک از بیش منفی بازده شوک های که دریافتند (۱۹۹۳) جی ان و انگل شد. سهام بازار در نوسانات شدت باعث
بازار نوسانات بر خوب اخبار با مقایسه در منفی اخبار بیشتر تأثیر بر مبنی شواهدی (۲۰۲۰) همکاران و بورجیگین همچنین می گذارد. تأثیر بازار
داشت خواهد اشتغال و تولید سرمایەگذاری، بر مخربی تأثیر سهام بازار نوسانات بالاتر سطوح که دریافتند (۲۰۱۶) همکاران و بیکر کردند. پیدا
قابلیت با مطمئن سیستم یک ایجاد شده باعث سهام دادەهای ناپایدار و پویا غیرخطی، طبیعت می دهد. افزایش را سیاست ها اطمینان عدم و
عوامل است. آماری دادەهای از تر پیچیده بسیار سهام بازار دادەهای نامنظم، تغییرات دلیل به باشد. دشوار بسیار سهام قیمت دقیق پیش بینی
سهام بازار پیش بینی برای .(۲۰۲۰ (Ⅽhanⅾar، هست تاثیرگذار سهام قیمت روی بر روندها و فصلی اقتصادی، سیاسی، شرایط همچون بسیاری
آنها پیادەسازی و بوده خطی آماری مدل های می شوند. تقسیم ماشین یادگیری مدل های و آماری مدل های به که دارد وجود زیادی روش های
.(۲۰۱۸ Shin، & (Ⅽhung نیستند سهام بازار دادەهای غیرخطی ساختار در موجود مخفی اطلاعات شناسایی به قادر مدل ها این اما است. ساده
مالی بازارهای پیش بینی آنها، مهمترین از یکی که می شود استفاده ماشین یادگیری و مصنوعی هوش روش های از آماری مسائل از بسیاری در اخیراً
کرد، اشاره آنها بودن خودسازماندهی و خودانطباقی خودآموزی، بودن، غیرخطی به می توان روش ها این ویژگی های از است. سهام بازار جمله از
شناسایی است، مشکل بسیار تابعی روابط کشف که مواردی در حتی را ورودی دادەهای در موجود مخفی اطلاعات بتوانند تا می شود باعث که
عصبی شبکه ، موجک عصبی شبکه ، عملکردی   پیوند مصنوعی عصبی شبکه ، پس انتشار عصبی شبکه به می توان الگوریتم ها این جمله از کنند.
هسته اصلی مؤلفەهای تحلیل و تجزیه ، المان عصبی شبکه خاکستری⁃ گرگ سازی بهینه ، شعاعی به محدود همسایه نزدیکترین ، بازگشتی
۲۰۱۸؛ Ⅼei، ۲۰۱۰؛ Wang، anⅾ Ⅼiao ۲۰۱۴؛ aⅼ.، et Ray ۲۰۱۸؛ Ⅼyhyaoui، anⅾ (Nahiⅼ کرد اشاره بیز نیو و پشتیبان بردار ماشین ،
با مختلف حوزەهای در مسائل حل به قادر ماشین یادگیری الگوریتم های .(۲۰۱۳ aⅼ.، et Guo ۲۰۱۹؛ Rahiⅿunnisa، ۲۰۲۰؛ Ⅽhanⅾar،
مالی و اقتصادی مشکلات حل برای ماشین یادگیری های الگوریتم از محققان از بسیاری هستند. دادەها از زیادی مقادیر تفسیر و تحلیل و تجزیه
یافته سوم بخش در می دهد. شرح را پژوهش روش و دادەها جمع آوری دوم بخش است: شده سازماندهی زیر شرح به مقاله بقیه می برند. بهره

است. آینده کارهای برای توصیەهایی و نتیجەگیری شامل چهارم بخش و شده ارائه تجربی های
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پژوهش روش .۲
الگوریتم های از بهرەگیری و بهداشت جهانی سازمان و تهران بهادار اوراق بورس فناوری مدیریت شرکت دادەهای از استفاده با پژوهش این در
هشت تعداد منظور بدین شد. بررسی تهران بهادار اوراق بورس شاخص کل بر واکسینایسون میزان و کووید⁃ ۱۹ همەگیری تاثیر ماشین، یادگیری
اولین قیمت شامل: گرفت قرار استفاده مورد و محاسبه تهران بهادار اوراق بورس هم وزن شاخص کل و شاخص کل روند پیش بینی برای ویژگی
و مرگ تعداد کویید، روزانه مبتلایان تعداد روز، معاملات حجم روز، قیمت کمترین روز، قیمت بیشترین روز، معامله آخرین قیمت روز، معامله
(Biau& تصادفی جنگل دستەبندی روش از شده، انتخاب ویژگی های کیفیت ارزیابی برای کویید. روزانه واکسیناسیون تعداد و کویید روزانه میر
aⅼ.، et (Bouⅽkaert شد استفاده Ⅽross−Vaⅼiⅾation −Foⅼⅾ۱۰ روش از نیز الگوریتم  این اعتبارسنجی برای شد. استفاده (۲۰۱۶ Sⅽornet،
طور به را هم وزن شاخص کل و شاخص کل روزانه معاملات تاریخچه که شد پیادەسازی و طراحی جاوا بر مبتنی نرم افزاری منظور بدین .(۲۰۱۶
از را واکسیناسیون و میر و مرگ ابتلا، میزان به مربوط دادەهای همچنین می کند، دریافت تهران بورس فناوري مديريت شركت سایت از برخط
برای را دستەبندی نتایج نهایت در و شده اعمال دادەها روی دستەبندی مانند پردازشی عملیات و کرده دریافت بهداشت جهانی سازمان سایت
و روزانه معاملات تاریخچه شامل تحقیق این در استفاده مورد بورس به مربوط دادەهای می⁃کند. ذخیره اکسل فایل یک صورت به نماد هر
تهران بهادار اوراق بورس فناوری مدیریت شرکت سایت از که است، کاری روز ۵۳۵ و ۱۴۰۱ اردیبهشت تا ۱۳۹۸ ماه دی از شاخص کل هفتگی
سازمان داده پایگاه از مطالعه این در استفاده مورد کویید⁃ ۱۹ به مربوط دادەهای همچنین است. شده دریافت http:̸̸tsetⅿⅽ.ⅽoⅿ آدرس به
معیارهای از الگوریتم ها کارایی ارزیابی جهت است. شده دریافت ۲۰۲۲ اکتبر ۲۰ در .who.int̸ⅾata)۱۹(https:̸̸ⅽoviⅾ بهداشت جهانی
را واقعی مقدار و شده پیش بینی مقدار بین تفاضل قدرمطلق میانگین مطلق، خطای میانگین می شوند: معرفی ادامه در که شد استفاده متعددی

.(۲۰۲۰ (Ⅽhanⅾar، می کند محاسبه

𝑀𝐴𝐸 = ۱
𝑁

𝑁

𝑘=۱
|𝐴𝑘 − 𝑃𝑘| (۱)

.(۲۰۲۰ (Ⅽhanⅾar، می کند محاسبه را واقعی ومقدار شده پیش بینی مقدار بین فاصله مربعات میانگین ریشه خطا، مربعات میانگین ریشه

𝑅𝑀𝑆𝐸 = ۱
𝑁

𝑁

𝑘=۱
(𝐴𝑘 − 𝑃𝑘)۲ (۲)

:(Van− ۱۰۰ در نتیجه ضرب و شده انجام پیش بینی های کل تعداد به شده پیش بینی درست نمونەهای تعداد نسبت با است برابر دستەبندی دقت
(۲۰۲۱ Ⅽhikkaⅿannur، anⅾ ⅾana

𝐴𝐶𝐶 = 𝑇
𝑁 ∗ ۱۰۰ (۳)

است. نمونەها کل تعداد N و شدەاند دستەبندی درست که است نمونەهایی تعداد T که جایی

پژوهش یافتەهای .۳
است. ۱۴۰۱ ماه اردیبهشت الی ۱۳۹۸ ماه دی از کویید⁃ ۱۹ روزانه آمار و تهران بهادار اوراق بورس کل شاخص بین همبستگی بیانگر ۱ جدول
جنگل دستەبندی نتایج ۲ جدول دارد. وجود شده انجام واکسیناسیون میزان و کل شاخص بین زیادی نسبتا همبستگی که می دهد نشان دادەها این

مطالعه مورد زمانی بازه در کل شاخص و کویید⁃ ۱۹ روزانه آمار همبستگی :۱ جدول
کل شاخص واکسیناسیون جدید مبتلایان میر و مرگ

۲۹۲̸۰ ۱۳۰̸۰ ۶۶۱̸۰ ۱ میر و مرگ
۱۲۷̸۰ ۰۳۲̸۰ ۱ ۶۶۱̸۰ جدید مبتلایان
۶۸۸̸۰ ۱ ۰۳۲̸۰ ۱۳۰̸۰ واکسیناسیون

۱ ۶۸۸̸۰ ۱۲۷̸۰ ۲۹۲̸۰ کل شاخص

معاملات روند می توان که است آن بیانگر یافتەها این می دهد. نشان را تهران بهادار اوراق بورس بازار هفتگی و روزانه دادەهای روی بر تصادفی
روزانه زمانی بازه به نسبت بیشتری دقت با هفتگی زمانی بازه در پیش بینی که است آن بیانگر همچنین کرد. پیش بینی مناسب نسبتا دقتی با را آتی
دادەهای بعلاوه تهران بهادار اوراق بورس بازار هفتگی و روزانه دادەهای روی بر تصادفی جنگل دستەبندی نتایج بیانگر ۳ جدول می شود. انجام
دقت کویید⁃ ۱۹، به مربوط دادەهای از استفاده که می دهد نشان نتایج این است. کویید⁃ ۱۹ روزانه واکسیناسیون و میر و مرگ مبتلایان، به مربوط

می دهد. افزایش محسوسی طور به را بازار روند پیش بینی
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کویید⁃ ۱۹ دادەهای از استفاده بدون تصادفی جنگل الگوریتم دستەبندی نتایج :۲ جدول
دستەبندی دقت ⅯAE RⅯSE زمانی نماد⁃دوره

۴۳۸̸۷۰ ۳۶۱̸۰ ۴۵۰̸۰ کل⁃هفتگی شاخص
۵۶۹̸۵۶ ۴۶۱̸۰ ۵۱۹̸۰ کل⁃روزانه شاخص

کویید⁃ ۱۹ دادەهای از استفاده با تصادفی جنگل الگوریتم دستەبندی نتایج :۳ جدول
دستەبندی دقت ⅯAE RⅯSE زمانی نماد⁃دوره

۳۱۴̸۸۶ ۲۲۶̸۰ ۳۱۳̸۰ کل⁃هفتگی شاخص
۷۶۶̸۶۰ ۴۲۳̸۰ ۴۸۶̸۰ کل⁃روزانه شاخص

پیشنهادها و نتیجەگیری .۴
ابتدای در اما شدند. مواجه سهام ارزش ریزش با دنیا بورس های اکثر کشورها، اقتصاد بر آن نامطلوب تاثیر و کویید⁃ ۱۹ همەگیری شروع با
و درآمد کاهش مخارج، افزایش رشد این دلیل عمده داد. ادامه خود رشد به و نشد متاثر بورس ها سایر از تهران بهادار اوراق بورس بحران،
افزایش طریق از نمی توانست که دولت بنابراین بود. کویید⁃ ۱۹ شیوع اثر در شده تحمیل هزینەهای و تحریم شرایط از ناشی دولت بودجه کسری
بخش آورد. روی بازار این در خود سهام فروش و سرمایه بازار از حمایت به کند، تامین را خود بودجه کسری مالیات افزایش یا و نفت فروش
بیشتری بازده که کردند منتقل سهام بازار به را خود سرمایه افراد از بسیاری بنابراین شدند، مواجه درآمد کاهش با کارها و کسب از عمدەای
همچنین و کارها و کسب اغلب و جهانی بازار در رکود کویید⁃ ۱۹، شیوع تداوم با شد. سهام بازار بیشتر رشد باعث موضوع این که داشت،
شدند وارد خودرو و مسکن مانند موازی بازارهای به و خارج سهام بازار از شده، وارد سرمایەهای از بسیاری بورس، از دولت حمایت کاهش
با که مبتلایان آمار کاهش و واکسیناسیون انجام با یافت. افزایش بازارها سایر در تورم و سفتەبازی و کرده ریزش سهام شاخص نتیجه در و
بین زیادی نسبتا همبستگی که است این بیانگر دادەها بررسی یافت. بهبود حدی تا سهام بازار وضعیت بود، همراه نیز جهانی بازارهای در بهبود
تهران بهادار اوراق بورس فناوری مدیریت شرکت دادەهای از استفاده با پژوهش این در دارد. وجود شده انجام واکسیناسیون میزان و کل شاخص
بورس شاخص کل بر واکسینایسون میزان و کووید⁃ ۱۹ همەگیری تاثیر ماشین، یادگیری الگوریتم های از بهرەگیری و بهداشت جهانی سازمان و
معاملات روند می توان که می دهد نشان تجربی نتایج گردید. انجام هفتگی و روزانه زمانی بازه در پیش بینی ها شد. بررسی تهران بهادار اوراق
روزانه زمانی بازه به نسبت بیشتری دقت با هفتگی زمانی بازه در پیش بینی که است آن بیانگر همچنین کرد. پیش بینی مناسب نسبتا دقتی با را آتی
فراوانی نویزهاي روزانه، اخبار از ناشی مدت کوتاه نوسان هاي وجود علت به معمولا روزانه زمانی بازه در که دلیل این به احتمالا می شود. انجام
در گلەای رفتار اینکه دیگر دلیل باشد. نداشته قبولی قابل نتایج مدت کوتاه زمانی بازەهاي در پیش بینی می شود باعث نویزها این که دارد، وجود
را خود شخصی تحلیل های و اطلاعات معاملەگران از بسیاری آن در که است، رایج ماهانه یا هفتگی معاملات از بیشتر بسیار روزانه معاملات
رفتار و جعلی اخبار می پندارند. مطلع را آنها که می پردازند معاملەگرانی از تقلید به که شکلی به می آورند، روی گلەای حرکات به و گرفته نادیده
کمتر بسیار هفتگی زمانی بازه در که بەطوری می باشد، کوتاه بسیار نوسانات این تأثیر اما می کنند، نوسان ایجاد بازار در گاه، ناآ معاملەگران گلەای
دقت واکسیناسیون) آمار و جدید میر و مرگ تعداد جدید، مبتلایان (تعداد کویید⁃ ۱۹ همەگیری به مربوط دادەهای از استفاده با می شود. دیده
تاثیر تهران بهادار اوراق بورس بازار بر کویید⁃ ۱۹ به مربوط دادەهای که است نکته این بیانگر که یافت، افزایش محسوسی شکل به پیش بینی
دقت بیشتر بهبود برای عمیق یادگیری مانند ماشین، یادگیری پیشرفتە تکنیک های از آتی تحقیقات در می شود پیشنهاد است. داشته توجهی قابل
عوامل سایر بررسی باشد. مفید می تواند رگرسیون مانند روش هایی از استفاده همچنین شود. استفاده سهام روند پیش بینی مدل های کارایی و
قابل پتانسیل کلی، طور به باشد. کننده کمک کویید⁃ ۱۹ و بازار دادەهای کنار در می تواند نیز فلزات و کانی ها نفت، طلا، ارز، نرخ مانند تاثیرگذار

دارد. وجود سهام بازار پیش بینی و تحلیل عملکرد بهبود و ارزشمند بینش های آوردن دست به برای زمینه این در تحقیقات ادامه برای توجهی
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چندکها نسبت اساس بر جدید نابرابری شاخص مجانبی توزیع
،آ میرزائی∗ شهریار
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چکیده
بەویژه اقتصادی، تحقیقات در اغلب که شود می تعریف ها چندک نسبت  بر مبتنی درآمد نابرابری معیار مقاله این در
سپس داده، قرار بررسی مورد را نابرابری شاخص این ویژگیهای برخی می شود. استفاده درآمد توزیع تحلیل برای
این برآوردگر مجانبی توزیع بودن نرمال خاصیت و برآوردگر سازگاری کنیم. می تعریف را آن با متناظر برآوردگر

شود. می تعریف جدید نابرابری شاخص این اساس بر تصادفی ترتیبهای آن بر علاوه شود. می اثبات شاخص
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مقدمه .۱
یا جزئی میانگین نسبت اساس بر نابرابری شاخص های بیشتر است. شده معرفی درآمد نابرابری گیری اندازه زمینه در معیار و شاخص چندین
توجه مورد کمتر مذکور نابرابری معیارهای در بالا درآمدهای تأثیر بنابراین . [۵] و [۱] می شوند تعریف کل به درآمد کم افراد جزئی مجموع
دهنده نشان تواند نمی معیارها این و شود نمی گرفته نظر در ها شاخص این در خوبی به بالا درآمدهای تاثیر مواردی چنین در است. گرفته قرار
مفهوم به توجه با توزیع تابع های چندک کند. می ایفا درآمد نابرابری موضوع در مهمی بسیار نقش چندک تابع باشد. جامعه افراد طبقاتی تفاوت
این نسبت از استفاده با و درآمد توزیع پایین و بالا های چندک مقایسه با درآمدی نابرابری معیارهای از بسیاری شوند. می تعریف ترتیبی آمار
به ها چندک اساس بر نابرابری معیارهای است. بیشتر درآمد توزیع نابرابری باشند، دورتر یک هااز نسبت این چه هر آیند. می دست به ها چندک
اختصاص درآمد سهم نسبت از که است [۲] پالما شاخص شاخصها این مهمترین از دارند. ای ساده اقتصادی تفسیر و آیند می دست به راحتی

میشود. استفاده نابرابری شفاف و معنادارتر شاخص عنوان به و میشود تعریف پایین درصد ۴۰ به نسبت بالا درصد ۱۰ توسط شده داده
و جدید نابرابری شاخص ابتدا پژوهش این در است، اهمیت حائز آماری استنباط های انجام جهت برآوردگر مجانبی نرمال خاصیت که آنجا از
نرمال مجانبی توزیع همچنین می نماییم. اثبات برآوردگررا این سازگاری سپس میکنیم، تعریف چندکها نسبت اساس بر را آن با متناظر برآوردگر

می آوریم. دست به را برآورد این

∗سخنران
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اصلی نتایج .۲
نابرابری اندازەگیری برای را آن بتوان که باشد داشته باید نابرابری شاخص هر که است ویژگی هایی تعیین نابرابری شاخص های مباحث از یکی
می شود. محسوب مناسب تری شاخص باشد، داشته را بیشتری ویژگی های شاخص چه هر مقایسەای، طور به اما داد. قرار مطالعه مورد درآمد
کنیم می بیان را خواص این از برخی این جا در ندارند. را می کنیم اشاره آن ها به ادامه در که ویژگی ها این تمام نابرابری، شاخص های از بسیاری

معروفند. نابرابری شاخص های بر حاکم اصول به اقتصادی ادبیات در که
بهنجارسازی اصل ●

جامعه افراد همه یعنی کامل، برابری حالت در شاخص اندازه باشد. [۰, ۱] فاصله در باید نابرابری شاخص دامنه که کند می بیان اصل این
یک برابر دهد، اختصاص خود به را جامعه درآمد کل فرد یک زمانی که کامل، نابرابری حالت در و صفر برابر باشند، داشته یکسان درآمد

است.
مقیاس پایایی اصل ●

مستقل نابرابری شاخص که می کند بیان خاصیت این نکند. تغییر نابرابری شاخص شود، ضرب 𝑐 مثبت مقدار در افراد همه درآمد هرگاه
است. گیری اندازه مقیاس از

ثابت مقدار افزودن به حساسیت ●
درآمدها همه به اگر که می کند بیان ویژگی این است. ثابت مقدار یک افزودن به حساسیت یا مکان پایایی عدم شاخص این ویژگی های دیگراز یکی

نمود. خواهد تغییر درآمد نابرابری مقدارشاخص شود، افزوده ثابت مقدار یک
جدید نابرابری شاخص معرفی .۱ .۲

و باشند ۰ < 𝛼 < 𝛽 < ۱ کنید فرض
𝑄(𝑢) = inf{𝑥|𝐹(𝑥) ≥ 𝑢} ۰ < 𝑢 < ۱,

دهیم می قرار است. 𝑋 درآمد نابرابری تصادفی متغیر چندک تابع 𝑄(.) و تجمعی توزیع تابع 𝐹(.) آن در که

𝑟𝛼,𝛽 = 𝑄(𝛽)
𝑄(𝛼)

شود. می تعریف 𝐹(.) تجمعی توزیع تابع از (𝑄(𝛼)) پائینی چندک و (𝑄(𝛽)) بالایی چندک نسبت اساس بر نابرابری شاخص این
شده تعریف درآمد توزیع تابع پایینی و بالایی چندک های نسبت اساس بر که جدید نابرابری شاخص برای مطلوب خواص ذیل گزارەهای در

می گیرد. قرار بررسی مورد است،
شاخص صورت این در باشد. 𝑟𝛼,𝛽 نسبت شاخص با ۰ < 𝛼 < 𝛽 < ۱ ازای به و درآمد نامنفی تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض .۱ .۲ گزاره

است. بهنجارسازی خاصیت دارای نسبت
شاخص صورت این در باشد. 𝑟𝛼,𝛽 نسبت شاخص با ۰ < 𝛼 < 𝛽 < ۱ ازای به و درآمد نامنفی تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض .۲ .۲ گزاره

است. مقیاس پایایی خاصیت دارای نسبت
نسبت شاخص صورت این در باشد. 𝑟𝛼,𝛽 نسبت شاخص با ۰ < 𝛼 < 𝛽 < ۱ ازای به و نامنفی تصادفی متغیر یک 𝑋 کنید فرض .۳ .۲ گزاره

است. مکان پایایی عدم خاصیت دارای یا حساس ثابت مقدار یک افزودن به

نابرابری نسبت شاخص برآوردگر .۲ .۲
متناظرش مرتب آمارەهای 𝑋۱∶𝑛 ≤ … ≤ 𝑋𝑗∶𝑛 ≤ … ≤ 𝑋𝑛∶𝑛 و 𝐹 احتمال توزیع تابع از 𝑛 حجم به تصادفی نمونه یک 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 کنید فرض

بصورت شاخص این برآوردگر باشند.
�̂�𝛼,𝛽 =

𝑋⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛
𝑋⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛

,

شود. می تعریف
�̂�𝛼,𝛽 برآوردگر ، ۰ < 𝛼 < 𝛽 < ۱ ازای به صورت این در باشد. متناهی ریاضی امید با درآمد نابرابری تصادفی متغیر 𝑋 کنید فرض .۴ .۲ قضیه

است. 𝑟𝛼,𝛽 نابرابری شاخص برای سازگار برآوردگر یک
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و 𝑄(𝛼) چندکهای برای سازگار قوی برآوردگرهای 𝑋⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛 و 𝑋⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛 داریم: ( [۳] ) مرتب های آماره خاصیت از استفاده با اثبات.
میشود. حاصل نتیجه اسلاتسکی قضیه بکارگیری با هستند. 𝑄(𝛽)

آمارەهای 𝑋۱∶𝑛 ≤ … ≤ 𝑋𝑗∶𝑛 ≤ … ≤ 𝑋𝑛∶𝑛 و 𝐹 احتمال توزیع تابع از 𝑛 حجم به تصادفی نمونه یک 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 کنید فرض .۵ .۲ قضیه
است. نرمال توزیع دارای مجانبی طور به �̂�𝛼,𝛽 برآوردگر ۰ < 𝛼 < 𝛽 < ۱ ازای به باشند. متناظرش مرتب

کنید فرض نیز و 𝑌𝑖∶𝑛 = 𝑙𝑛𝑋𝑖∶𝑛 اینصورت: در 𝑌𝑖 = 𝑙𝑛𝑋𝑖 دهید قرار اثبات.

√𝑛
𝑌⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛 − 𝛾𝑌𝛼
𝑌⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛 − 𝛾𝑌𝛽

→ 𝑁۲(
۰
۰ ,

𝛼(𝛼−۱)
(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛼 ))۲

𝛼(۱−𝛽)
(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛼 )𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛽 ))

𝛼(۱−𝛽)
(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛼 )𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛽 ))

𝛽(𝛽−۱)
(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛽 ))۲

)

√𝑛 [(𝑌⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛 − 𝑌⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛) − (𝛾𝑌𝛽 − 𝛾𝑌𝛼 )] → 𝑁(۰, 𝜎۲)
آن در که

𝜎۲ = 𝛽(𝛽 − ۱)
(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛽 ))۲ +

𝛼(𝛼 − ۱)
(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛼))۲ − ۲ 𝛼(۱ − 𝛽)

(𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛼)𝑓𝑌(𝛾𝑌𝛽 ))
.

√𝑛 [ⅼn 𝑋⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛
𝑋⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛

− (𝛾𝑌𝛽 − 𝛾𝑌𝛼 )] → 𝑁(۰, 𝜎۲)

داریم: 𝑔(𝑡) = 𝑒𝑡 فرض با و دلتا روش با

√𝑛 [ⅼn 𝑋⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛
𝑋⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛

− 𝑒𝛾
𝑌
𝛽−𝛾𝑌𝛼 ] → 𝑒𝛾

𝑌
𝛽−𝛾𝑌𝛼𝑁(۰, 𝜎۲)

داریم: این بنابر 𝛾𝑌𝛼 = ⅼn 𝛾𝛼 داگوم درآمد نابرابری توزیع در

√𝑛[
𝑋⌊𝑛𝛽⌋+۱∶𝑛
𝑋⌊𝑛𝛼⌋+۱∶𝑛

− (
𝛾𝛽
𝛾𝛼

)] → (
𝛾𝛽
𝛾𝛼

)𝑁(۰, 𝜎۲)

بنابراین
√𝑛(⌢𝑟𝛼,𝛽 − 𝑟𝛼,𝛽) → 𝑟𝛼,𝛽𝑁(۰, 𝜎۲)

آن در که

𝜎۲ = ۱
(𝑎𝜐)۲ (

۱ − 𝛽
𝛽

۱
(۱ − 𝛽

۱
𝑎 )۲

+ ۱ − 𝛼
𝛼

۱
(۱ − 𝛼

۱
𝑎 )۲

− ۲۱ − 𝛽
𝛽

۱
(۱ − 𝛼

۱
𝑎 )

۱
(۱ − 𝛽

۱
𝑎 )
).

جدید شاخص اساس بر تصادفی ترتیبهای .۳
ترتیب های به مربوط درآمد نابرابری شاخص های از اساسی و مهم نتیجه یک دارند. درآمد نابرابری بحث در بسزایی نقش نابرابری شاخص های
آماری توزیع های مقایسه به که می آورد وجود به را امکان این نابرابری شاخص های با تصادفی ترتیب های است. شاخص ها این براساس تصادفی
در توزیع پارامترهای نقش که می کند فراهم را امکان این درآمد توزیع یک در نابرابری مقایسه بەخصوص بپردازیم. درآمد نابرابری برحسب

. می پردازیم جدید نابرابری شاخص اساس بر تصادفی ترتیب مفهوم تشریح به این جا در .[۴] کنیم مطالعه را جامعه آن نابرابری
این در باشند. متناهی و مثبت میانگین های و 𝐹۲ و 𝐹۱ ترتیب به توزیع، توابع با نا منفی تصادفی متغیر دو 𝑋۲ و 𝑋۱ کنید فرض .۱ .۳ تعریف

اگر تنها و اگر می دهیم، نشان 𝑋۱≤𝐼𝑋۲ با را آن و است کوچکتر 𝑋۲ از نسبت شاخص ترتیب در 𝑋۱ گوییم صورت
𝐼𝑋۱ ≤ 𝐼𝑋۲ ,

دو در درآمد متغیرهای 𝑋۲ و 𝑋۱ اگر که است مفهوم بدین این هستند. 𝑋۲ و 𝑋۱ نسبت نابرابری شاخص های ترتیب به 𝐼𝑋۲ و 𝐼𝑋۱ آن در که
است. دوم جامعه در نابرابری از کمتر اول جامعه در نابرابری باشند، جامعه
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مقدمه .۱
به کرد. کنترل و بیان خاص چارچوبی در را پدیدەها گونه این بتوان تا شوند معرفی آماری الگوهای که بود انگیزەای تصادفی پدیدەهای رفتار
دادەهای برای مناسب الگوهای بەعنوان و گرفتند قرار توجه مورد بتا و وایبول نرمال، لگ گاما، نمایی، مانند مهمی پایەا ی توزیع های ترتیب این
جدید مسایل جواب گوی پایه الگوهای مختلف، رشتەهای در علوم گسترش و علم پیشرفت با اما شدند. معرفی آزمایشگاهی و عمر طول اقتصادی،
انعطاف پذیری دارای و بوده پایەای های توزیع شامل که طوری به نمایند معرفی جدیدی مدل های تا داشت آن بر را آماردانان مسأله این نبودند،

پرداختند. پایەای الگوهای تعمیم به آمار علم پژوهشگران راستا، این در باشند. بیشتری
پژوهشگران اند. گرفته قرار استفاده مورد درآمد واقعی دادەهای به برازش در آنها یافته تعمیم فرم های و آماری توزیع های کلاسیک اخیرا مدل  های
رقیب مدل های نیز و پایەای مدل های به نسبت مدل ها این که بیابند آمار پایەای و کلاسیک مدل های از توسیعی یا تعمیم که درصددند همواره

.( [۲] کاتز(۲۰۰۳) و (کلیبر کنند عمل بهتر درآمد دادەهای به برازش در قبلی
داده تحلیل و تجزیه برای عمده طور به توزیع این است. درآمد ای داده به برازش برای پذیر انعطاف آماری پایەای مدل یک نرمال لگ توزیع
بدست اقتصادی و پزشکی شناسی، زیست تحقیقات و مطالعات در معمولا ها داده این گیرد. می قرار استفاده مورد راست به چوله و مثبت های
در می کنیم. تمرکز نرمال لگ کلاسیک توزیع از دیگر تعمیمی به مقاله این در داد. ارائه نرمال لگ توزیع از تعمیمی [۳] (۱۹۸۳) ویانلی آیند. می

دهیم. می قرار مقایسه و بررسی مورد ویانلی یافته تعمیم و ای پایه مدل با را آن عملکرد درآمد واقعی های داده به برازش

اصلی نتایج .۲
احتمال چگالی تابع با نرمال لگ توزیع دارای 𝑋 چگالی تابع آنگاه باشد، 𝜎 و 𝜇 پارامترهای با نرمال توزیع دارای ⅼog(𝑋) گاه هر

𝑓(𝑥) = ۱
𝑥√۲𝜋𝜎 exp{− ۱

۲𝜎(ⅼog(𝑥) − 𝜇)۲}, 𝑥 > ۰.

∗سخنران



۷۳ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ میرزائی شهریار

سه یافته تعمیم نرمال لگ توزیع [۳] (۱۹۸۳) ویانلی است. توزیع مقیاس پارامتر 𝜎 > ۰ و مکان پارامتر 𝜇 ∈ (−∞, +∞) آن در که است
احتمال چگالی تابع با را پارامتری

𝑓(𝑥) = ۱
۲𝑥𝑟 ۱

𝑟𝜎𝑟Γ(۱ + ۱
𝑟 )

exp{−۱
𝑟 |

ⅼog(𝑥) − 𝜇
𝜎𝑟

|𝑟}, 𝑥 > ۰. (۱)

توزیع خاص حالت توزیع این توزیع اند. مقیاس پارامتر 𝜎𝑟 = [𝐸|𝑋 − 𝜇|𝑟]
۱
𝑟 و شکل پارامتر 𝑟 > ۰ ، مکان پارامتر 𝜇 آن در که نمود. تعریف

می شود. حاصل ۱ چگالی تابع در 𝑟 = ۱ ازای به لاپلاس لگ آماری مدل همچنین است. 𝑟 = ۲ ازای به نرمال لگ
نرمال لگ جدید یافته تعمیم احتمال چگالی تابع به می توان ۱ معادله احتمال چگالی تابع در 𝑌 = ⅼog(𝑋) متغیر تغییر با

𝑓(𝑦) = ۱
۲𝑟 ۱

𝑟𝜎𝑟Γ(۱ + ۱
𝑟 )

exp{−۱
𝑟 |
𝑦 − 𝜇
𝜎𝑟

|𝑟}, 𝑦 > ۰. (۲)

توزیع اند. مقیاس پارامتر 𝜎𝑟 و شکل پارامتر 𝑟 > ۰ ، مکان پارامتر 𝜇 نیز مدل این در که یافت دست
واقعی های داده به جدید مدل برازش .۱ .۲

تجزیه ۲۰۰۶ سال در اتریشی خانوار ۱۴۸۲۷ درآمد براساس نشده، ردەبندی درآمد دادەهای به را نرمال لگ جدید یافته تعمیم مدل بخش، این در
است. دسترس در 𝑅 افزار نرم بسته در بەدست آمده دادەهای مجموعه می کند. کار چگونه عمل در جدید مدل دهیم نشان تا می کنیم تحلیل و

(۲(GⅬN مطروحه یافته تعمیم نرمال لگ نیز و (۱(GⅬN ویانلی یافته تعمیم نرمال لگ ، (ⅬN) نرمال لگ های توزیع با ها داده ۱ شکل در
شدند. داده برازش

داد. تشخیص درآمد های داده به برازش در را جدید توزیع بهتر عملکرد و برتری توان نمی بصری بصورت که شود می ملاحظه ۱ شکل در
سازگار کائیکه آ اطلاع نیز و (HQIⅭ) هان⁃کوین اطلاع ،(BIⅭ) بیزی اطلاع ،(AIⅭ) کائیکه آ اطلاع معیارهای مقادیر از دقیق تر، مقایسه برای
از استفاده که می دهند نشان و می روند بەکار برازش نیکویی سنجش برای آنتروپی مفهوم اساس بر معیارها این .[۱] می شود استفاده (ⅭAIⅭ)

از: عبارتند ملاک ها این می شود. اطلاعات رفتن دست از باعث میزان چه به مدل یک
𝐴𝐼𝐶 = −۲�̂� + ۲𝑘,
𝐵𝐼𝐶 = −۲�̂� + 𝑘 ⅼog(𝑛),

𝐻𝑄𝐼𝐶 = −۲�̂� + ۲𝑘 ⅼog[ⅼog(𝑛)],
𝐶𝐴𝐼𝐶 = −۲�̂� + ۲𝑘𝑛

(𝑛 − 𝑘 − ۱) ,

تعاریف به توجه با است. شده برآورد مدل برای درستنمایی تابع لگاریتم ماکسیمم مقدار ̂𝑙 و نمونه اندازه 𝑛 مدل، پارامترهای تعداد 𝑘 آن ها در که
درستنمایی، ماکسیمم روش به پارامترها برآورد مقادیر ۱ جدول در باشد. کمتری برازش نیکویی ملاک های مقادیر دارای که است بهتر مدلی فوق،

است. شده گزارش برازش نیکویی سنجش ملاک های نیز و
شدند. برازش (۲(GⅬN مطروحه یافته تعمیم نرمال لگ نیز و (۱(GⅬN ویانلی یافته تعمیم نرمال لگ ، (ⅬN) نرمال لگ های توزیع با ها داده
۱ جدول در کائیک آ مقادیر کنیم. می استفاده مدل بودن مناسب تعیین برای برازش توزیع تابع و تجربی توزیع تابع بین کائیک آ معیارهای از ما

است. شده ارائه

اتریشی خانوارهای درآمد دادەهای برای برازش نیکوئی های ملاک و پارامترها مقادیر :۱ جدول
برازش نیکویی ملاک های پارامترها

ⅭAIⅭ HQIⅭ BIⅭ AIⅭ �̂� �̂� �̂� مدل
۳۱۳۴۸۳ ۳۱۳۴۸۸ ۳۱۳۴۹۸ ۳۱۳۴۸۳ − ۲۲۴۷۲ ۰۱۲̸۲ ⅬN
۳۱۲۱۵۲ ۳۱۲۱۵۹ ۳۱۲۱۷۵ ۳۱۲۱۵۲ ۶۵۶۹̸۱ ۲۲۱۲۸ ۴۲۱̸۱ ۱GⅬN
۳۱۱۹۹۸ ۳۱۲۰۰۸ ۳۱۰۲۴۵ ۳۱۱۷۶۵ ۵۵۸۰̸۱ ۲۱۴۷۹ ۳۷۹̸۱ ۲GⅬN

دیگر مدل دو از بهتر ۲GⅬN با ها داده این که دهد می نشان که است دیگر مدل دو از کوچکتر ۲GⅬN برای کائیک آ برازش نیکویی مقادیر
دارند. برازش
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Histogram and theoretical densities
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ها داده هیستوگرام به ها مدل برازش :۱ شکل

سازی شبیه با برآورد روش های مقایسه .۲ .۲
با جدید توزیع از متفاوت اندازەهای با نمونەهایی ،𝑟 جدید پارامتر برآورد در درستنمایی ماکسیمم و گشتاوری روش های دقت بررسی برای
بار ۱۰۰۰۰ در برآورد متوسط و خطا مربع میانگین اریبی، مقادیر می کنیم. تولید 𝑟 =۲ ،۳ ،۵ مختلف مقادیر و 𝜎 =۲۰۰۰۰ ،𝜇 =۲ پارامترهای

شدەاند. گزارش ۲ جدول در درستنمایی ماکسیمم و گشتاوری برآوردیابی روش دو برای سازی شبیه تکرار
همان گونه می کنند. برآورد آن واقعی مقدار از بیشتر را 𝑟 پارامتر یعنی مثبت اند، اریبی دارای روش دو که است واضح ۲ جدول یافتەهای به توجه با
درستنمایی ماکسیمم روش آن، بر علاوه می یابد. کاهش برآورد خطای مربع میانگین و اریبی مقدار نمونه اندازه افزایش با است انتظار مورد که
در بهتری عملکرد دارای روش این بنابراین است. کمتری خطای مربع میانگین و اریبی دارای ،𝑟 پارامتر برآورد در گشتاوری روش به نسبت

است. 𝑟 جدید پارامتر برآورد



۷۵ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ میرزائی شهریار

𝑟 پارامتر برآورد در درستنمایی ماکسیمم و گشتاوری روش های مقایسه :۲ جدول
گشتاوری درستنمایی ماکسیمم

خطا مربع میانگین اُریبی برآورد متوسط خطا مربع میانگین اُریبی برآورد متوسط 𝑛 𝑟

۹۳۵۱۰۴̸۰ ۵۰۶۶̸۰ ۵۰۶۶̸۲ ۱۰۱۲۳۸۷̸۰ ۰۴۰۶̸۰ ۰۴۰۶̸۲ ۳۰۰
۳۸۰۶۹۵̸۰ ۳۷۱۰̸۰ ۳۷۱۰̸۲ ۰۵۵۴۶۵۶̸۰ ۰۱۳۱̸۰ ۰۱۳۱̸۲ ۵۰۰ ۲
۳۰۹۱۶۷̸۰ ۳۵۳۵̸۰ ۳۵۳۵̸۲ ۰۴۴۲۵۹۴̸۰ ۰۰۲۳̸۰ ۰۰۲۳̸۲ ۷۰۰
۲۰۳۸۹۲̸۰ ۲۷۶۵̸۰ ۲۷۶۵̸۲ ۰۳۴۹۰۶۰̸۰ ۰۰۱۷̸۰ ۰۰۱۷̸۲ ۱۰۰۰
۵۵۶۱۴۲̸۰ ۳۸۸۶۷۵̸۰ ۳۸۸۶۷۵̸۳ ۱۷۶۸۳۸̸۰ ۰۵۲۲۱۳̸۰ ۰۵۲۲۱۳̸۳ ۳۰۰
۳۰۵۳۸۶̸۰ ۲۹۲۸۱۷̸۰ ۲۹۲۸۱۷̸۳ ۰۹۸۵۹۰̸۰ ۰۱۶۷۲۴̸۰ ۰۱۶۷۲۴̸۳ ۵۰۰ ۳
۲۵۴۳۴۷̸۰ ۲۹۴۴۹۸̸۰ ۲۹۴۴۹۸̸۳ ۰۷۶۵۷۴̸۰ ۰۲۹۰۹۹̸۰ ۰۲۹۰۹۹̸۳ ۷۰۰
۱۶۹۰۲۳̸۰ ۲۳۷۳۵۲̸۰ ۲۳۷۳۵۲̸۳ ۰۵۲۲۸۲̸۰ ۰۰۱۹۷۰̸۰ ۰۰۱۹۷۰̸۳ ۱۰۰۰
۶۱۴۴۱۳̸۰ ۴۰۱۸۶۶̸۰ ۴۰۱۸۶۶̸۵ ۲۱۷۴۳۰̸۰ ۰۶۲۰۲۷̸۰ ۰۶۲۰۲۷̸۵ ۳۰۰
۳۶۷۴۵۴̸۰ ۱۳۲۴۲۷̸۰ ۱۳۲۴۲۷̸۵ ۱۲۰۵۶۵̸۰ ۰۲۲۶۶۴̸۰ ۰۲۲۶۶۴̸۵ ۵۰۰ ۵
۲۷۵۹۲۴̸۰ ۳۱۴۲۰۱̸۰ ۳۱۴۲۰۱̸۵ ۰۹۳۸۶۲̸۰ ۰۳۶۳۴۹̸۰ ۰۳۶۳۴۹̸۵ ۷۰۰
۱۹۴۷۳۳̸۰ ۲۶۸۲۵۷̸۰ ۲۶۸۲۵۷̸۵ ۰۶۴۰۰۵̸۰ ۰۰۶۵۶۴̸۰ ۰۰۶۵۶۴̸۵ ۱۰۰۰
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توزیع میانگین ماتریس اشتاین نااریب مخاطره موجکی بیزتعمیم یافته آستانه برآورد
متغیر ماتریس نرمال

کرمی کبیرآ حمید ،آ، افشاری∗ محمود بتوندیآ، زیبا
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چکیده
کوواریانس ماتریس و Θ میانگین ماتریس با ماتریس متغیر نرمال توزیع با 𝑝×𝑚 تصادفی ماتریس یک X کنید فرض
تعمیم یافته بیز برآورد مقاله این در هستند. معلوم مثبت معین کوواریانس ماتریس های � و � آن در که باشد، �⊗�
مطالعه و بررسی مورد 𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین توزیع براساس و تعادل زیان تابع تحت Θ میانگین ماتریس موجکی
تعیین روش و تعادل زیان تابع در هدف برآوردگر بەعنوان تعمیم یافته بیز برآوردگر از استفاده با ابتدا می گیرد. قرار
پیشنهادی آستانه بەکارگیری با سپس می آید. بەدست موجکی تعمیم یافته بیز آستانه اشتاین، نااریب مخاطره آستانه
استفاده با پایان در می شود. حاصل میانگین ماتریس اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز برآوردگر جدید،
مثال  و شبیەسازی نتایج است. شده بررسی شده معرفی برآوردگر عملکرد کاربردی مثال یک و شبیەسازی مطالعه از
موجکی برآوردگر چهار به نسبت اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز برآوردگر برتری بیانگر کاربردی

است. کلاسیک انقباضی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

نرم آستانه
موجکی تعمیم یافته بیز برآوردگر

اشتاین نااریب مخاطره برآورد
ماتریس متغیر نرمال توزیع

میانگین ماتریس
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
مهم فرآیند یک مربوطه دادەهای پردازش در و می باشد ویژگی یا متغیر چندین از متاثر واقعی دنیای در پدیدەها از بسیاری خصوصیات بیان
ماتریس های یا بردارها از می توان آن ها نمایش برای دادەها نوع این ذاتی ویژگی توجه با می باشد. متغیرها این بین احتمالی روابط توصیف
است ماتریسی تصادفی ماتریس می کنند. پیروی ماتریس متغیر یا چندمتغیره الگوهای از دادەها این گفت می توان عبارتی به گرفت، کمک تصادفی
که متغیر زیادی تعداد روابط درک لزوم دلیل به ماتریس متغیر توزیع های پارامتر برآورد هستند. تصادفی متغیرهای عناصر همه یا برخی آن در که
قرار بررسی و توجه مورد کمتر جبرخطی اطلاعات به نیاز و ماتریسی محاسبات پیچیدگی همچنین و می سازد مشکل ذاتی بەطور را تحلیل ها
بسیاری که چرا است آماری توزیع های پرکاربردترین نرمال توزیع است. ویژەای اهمیت دارای توزیع ها نوع این پارامترهای برآورد لذا است گرفته
توزیع از تعمیمی ماتریس متغیر نرمال توزیع شوند. فرض نرمال مرکزی حد قضیه اساس بر می توانند یا دارند نرمال توزیع یا واقعی دادەهای از
توزیع دارای مجانبی طور به مشاهدات از بسیاری اینکه و محاسباتی قابلیت های بعلت چندمتغیره نرمال توزیع مانند که می باشد چندمتغیره نرمال

است. توجه مورد هستند نرمال
کسینوس) سینوس، (توابع مختلط نمایی توابع مجموع صورت به می تواند تناوبی تابع هر که داد نشان فرانسوی ریاضیدان فوریه ۱۹ قرن در
می رود بین از زمان اطلاعات تبدیل انجام از پس و نیست موضعی آن عملکرد حوزەی که است این فوریه تبدیل ضعف یک شود. داده نمایش
ندارد. خوبی عملکرد صوتی سیگنال های مانند ایستا غیر سیگنال های روی بر فوریه تبدیل طرفی از است. صفر آن زمانی وضوح بەعبارتی

∗سخنران
کرمی کبیر) (حمید h_karamikabir@pgu.ac.ir افشاری)، (محمود afshar@pgu.ac.ir بتوندی)، (زیبا zibatvandi@gmail.com الکترونیک: پست
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نمی دهد نمایش بەخوبی را تابع از بخش این فوریه تبدیل دارند شدید و ناگهانی تغییرات زمان ها برخی در که ( سیگنال یا ) توابعی در همچنین
ضعف های کردن برطرف برای دهد. نمایش را آن بتواند فوریه تبدیل تا گیرد قرار استفاده مورد سینوسی پایه توابع از زیادی بسیار تعداد باید زیرا
صفر خود دامنه نقاط از بسیاری در که گذرا پدیدەهای تحلیل برای موجک ها کردند. ارائه و معرفی را موجک تبدیلات محققین فوریه تبدیل
ندارد وجود تابع مشتق که نقاطی در موجک ها همچنین می روند. بەکار دارند سریع تغییرات زمان ها از بعضی در که توابعی تحلیل برای یا هستند
می کنند. فراهم نیز را غیرپایا توابع تحلیل امکان موجک ها دارند. بالاتری همگرایی سرعت و بهتر عملکرد فوریه به نسبت است ناپیوسته تابع یا
[۷] جانستون و داناهو داد. نشان را سیگنال پردازش و موجک ها بین رابطه [۲۴] مالات که شد جلب موجک ها به زمانی آماری جوامع توجه
معرفی را بقا تابع و چگالی توابع موجکی برآوردگرهای [۱۳] پاتیل و هال دارند. مطلوبی آماری بهینه خواص موجکی آستانەهای دادند نشان
،[۱] افشاری . کردند بررسی راست شده سانسور دادەهای برای را خطر تابع و چگالی تابع موجکی برآوردگر [۲] همکاران و آنتونیادیس کردند.
برای تصادفی رگرسیون تابع و چگالی تابع مشتق و چگالی تابع برآوردگر با رابطه در مطالعاتی [۴] همکاران و چائوبی و [۸] همکاران و دوستی
همکاران و کرمی کبیر کردند. ارائه را موجکی ضرایب مجانبی توزیع همچنین و برآوردگرها همگرایی نرخ و داده انجام آمیخته تصادفی متغیرهای
مجهول کواریانس ماتریس با چندمتغیره نرمال توزیع شده محدود میانگین بردار برای اشتاین نااریب مخاطره برآوردگرهای موجکی آستانه [۱۶]
کرمی کبیر به می توان موجک روش های توسط مکان پارامتر برآورد زمینه در دادند. قرار مطالعه مورد دو درجه وزنی تعادل زیان تابع اساس بر را

نمائید. مراجعه [۳۰] ویداکوییک به آمار در موجک ها کاربرد با رابطه در بیشتر جزئیات از اطلاع برای کرد. مراجعه [۲۰] [۱۸]و افشاری و
استراتژی این [۶] جانستون و داناهو است. معین تابع یک از غیرخطی برآورد یک آوردن بەدست برای ناپارامتری روش یک انقباضی موجک
حفظ بەخوبی را اصلی دادەهای فرد به منحصر اطلاعات حال عین در و کرد سرکوب زیادی حد تا را ۱ نوفه می توان بەطوری که کردند ارائه را
کم اهمیت ضرایب دسته دو به موجکی ضرایب آن اساس بر که است مقداری آستانه دارد. بستگی آستانه تابع و آستانه انتخاب به روش این کرد.
این غیر در و پراهمیت ضرایب دسته به متعلق باشد آستانه مقدار از بیشتر موجکی ضریب اگر که این صورت به می شوند، تقسیم پراهمیت و
ارائه سخت و نرم آستانه تابع قبیل از مختلفی آستانه توابع توابع، بهتر برآورد به دستیابی برای بود. خواهد کم اهمیت ضرایب دسته جزو صورت
مقدار بەاندازه را پراهمیت ضرایب و صفر را کم اهمیت ضرایب تابع این است. ارائه شده [۷] جانستون و داناهو توسط نرم آستانه تابع شدەاند.

است: زیر فرم به 𝜆 آستانه با نرم آستانه تابع می کاهد. آستانه
Soft(x,�) = sgn(x)ⅿax(۰, |x| − �).

ریسک به نزدیک ریسکی دارای انقباضی موجک برآورد کلی؛ توابع از کلاسی برای و زیان توابع از وسیعی دامنه یک برای است ذکر به لازم
موجک بکارگیری با باشد. 𝜖 نوفه شامل Θ پارامتر واقعی مقدار آن در که بگیرید درنظر را X = Θ + 𝜖 نوفەدار دادەهای مدل است. مینیماکس
زیر بەصورت اختصار به نرم انقباضی موجک مراحل می گردد. Θ پارامتر برآوردگر بعنوان Θ̂ به دستیابی جهت X از نوفه حذف در سعی انقباضی

است.
X = Θ+𝜖 بەصورت مشاهدات تابع 𝑊و گسسته موجکی تبدیل ماتریس این که فرض با باشند. نوفه به آلوده دادەهای 𝑥𝑖ها، کنید فرض .۱

می آیند. بەدست 𝛿 = 𝑊X = 𝑊Θ+𝑊𝜖 موجکی تبدیل از موجکی ضرایب باشد،
می شوند. اصلاح ضرائب نرم آستانه تابع براساس سپس می شوند. تعیین کم اهمیت ضرایب و پراهمیت ضرایب آستانه، مقدار از استفاده با .۲
است. شده بهسازی داده حاصل، دادەهای می شود. گرفته معکوس موجک تبدیل قبل مرحله از حاصل شده اصلاح موجکی ضرائب از .۳

برآوردگر این که صورتی در می شود. نامیده انقباضی موجکی برآوردگر می کند، برآورد را پارامتر انقباضی موجک روش از استفاده با که برآوردگری
باشد 𝑝 ×𝑚 تصادفی ماتریس یک X اگر گویند. ۲ نرم انقباضی موجکی برآوردگر آن به کند، استفاده 𝜆 > ۰ دلخواه آستانه با نرم آستانه تابع از

بەطوری که باشد Θ میانگین ماتریس برآوردگر 𝛿(X) و

𝛿(X) =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝛿۱۱(𝑥) 𝛿۱۲(𝑥) ⋯ 𝛿۱𝑚(𝑥)
𝛿۲۱(𝑥) 𝛿۲۲(𝑥) ⋯ 𝛿۲𝑚(𝑥)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝛿𝑝۱(𝑥) 𝛿𝑝۲(𝑥) ⋯ 𝛿𝑝𝑚(𝑥)

⎤
⎥
⎥
⎦

نوشت: زیر بەصورت می توان را 𝜃𝑖𝑗 نرم انقباضی موجکی برآوردگر

𝛿𝑆𝑜𝑓𝑡𝑖𝑗 (𝑥) = (𝑥𝑖𝑗 − 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑖𝑗)𝜆)𝐼(|𝑥𝑖𝑗| > 𝜆), 𝜆 ≥ ۰ 𝑖 = ۱⋯𝑝 𝑗 = ۱⋯𝑚. (۱)

1Noise
2Soft shrinkage wavelet estimator
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نوشت. زیر بەشرح می توان را Θ میانگین ماتریس نرم انقباضی موجکی برآوردگر بنابراین
𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡(X) = X + g(X),

آن در که
g(X) = [𝑔(𝑋𝑖𝑗)], 𝑖 = ۱, … , 𝑝 𝑗 = ۱, … ,𝑚, (۲)

و
𝑔(𝑋𝑖𝑗) = −𝜆𝑠𝑔𝑛(𝑋𝑖𝑗)𝐼(𝑋𝑖𝑗 > 𝜆) − 𝑋𝑖𝑗𝐼(|𝑋𝑖𝑗| ≤ 𝜆). (۳)

،𝐸|𝑔′| < ∞ بەطوری که 𝑔 ∶ 𝑅 → 𝑅 پیوستە توابع تمام ازای به آن گاه باشد، استاندارد نرمال توزیع دارای 𝑋 متغیر اگر داد نشان اشتاین .۱ .۱ لم
است. برقرار زیر رابطه

𝐸[𝑔′(𝑋)] = 𝐸[𝑋𝑔(𝑋)]. (۴)
کنید. مراجعه [۲۷] اشتاین به اثبات.

لم آن گاه است، معلوم 𝜎۲ بطوریکه باشد، 𝑔 ∶ 𝑅𝑝 → 𝑅𝑝 و 𝑋 ∼ 𝑁𝑝(𝜃, 𝜎۲𝐼𝑝) نرمال توزیع دارای 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض .۲ .۱ لم
می شود. داده تعمیم زیر صورت به اشتاین

𝐸 (𝑋 − 𝜃)𝑇𝑔(𝑋) = 𝜎۲𝐸[∇ ⋅ 𝑔(𝑋)].

می شود. تعریف زیر فرم به که است 𝑋 متغیر به نسبت واگرایی عملگر معرف ∇ ⋅ 𝑔(𝑋) آن در که

∇ ⋅ 𝑔(𝑋) =
𝑝

𝑖=۱

𝜕
𝜕𝑋𝑖

𝑔𝑖(𝑋).

فرض کردند. معرفی اشتاین نااریب مخاطره برآوردگر رساندن بەحداقل با را اشتاین نااریب مخاطره آستانه تعیین تکنیک [۷] جانستون و داناهو
برآوردگر در 𝑔 = 𝑔𝑖𝑝𝑖=۱ تابع اگر باشد. 𝜃 میانگین بردار برآوردگر 𝛿(𝑋) بردار و .𝑋𝑖 ∼ 𝑁(𝜃𝑖 , ۱), 𝑖 = ۱, … , 𝑝 و 𝜃 = (𝜃۱, … , 𝜃𝑝)𝑇 کنید
۲ .۱ اشتاین لم تعمیم از استفاده با دوم، درجه زیان تابع در 𝜎۲ = ۱ ازای به آن گاه باشد، ضعیف مشتق پذیر ،𝛿(𝑋) = 𝑋 + 𝑔(𝑋) انقباضی

داریم. را زیر مخاطره
𝑅(𝜃, 𝛿(𝑋)) = 𝐸𝜃 ‖𝛿(𝑋) − 𝜃‖۲ = 𝑝 + 𝐸𝜃 ‖𝑔(𝑋)‖۲ + 𝐸𝜃 (۲∇ ⋅ 𝑔(𝑋)) . (۵)

می شود. تعریف زیر بەصورت 𝑔(𝑋𝑖) که ،𝑔(𝑋) = (𝑔(𝑋۱), 𝑔(𝑋۲), … , 𝑔(𝑋𝑝)) تابع کنید فرض حال

𝑔(𝑋𝑖) =
𝜆 𝑋𝑖 < −𝜆,
−𝑋𝑖 |𝑋𝑖| ≤ 𝜆,
−𝜆 𝑋𝑖 > 𝜆.

۲ .۱ لم از استفاده با است ضعیف مشتق پذیر 𝛿(𝑋) این که بەدلیل است. 𝑋 + 𝑔(𝑋) شکل به نرم انقباضی موجکی برآوردگر حالت این در باشد،
می آید: بدست زیر عبارت (۵) مخاطرەی برای

𝑆𝑈𝑅𝐸(𝑋, 𝜆) = 𝑝 − ۲
𝑝

𝑖=۱
𝐼(|𝑋𝑖| ≤ 𝜆) +

𝑝

𝑖=۱
(|𝑋𝑖| ∧ 𝜆)۲, (۶)

نوشت: می توان لذا است. مخاطره برای نااریب برآورد یک که
𝑅(𝜃, 𝛿(𝑋)) = 𝐸𝜃 ‖𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡(𝑋) − 𝜃‖۲ = 𝐸𝜃 [𝑆𝑈𝑅𝐸 (𝑋, 𝜆)] . (۷)



۷۹ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸

کرد. استفاده زیر بەصورت (۶) در 𝑆𝑈𝑅𝐸(𝑋, 𝜆) مخاطره نااریب برآوردگر از می توان جدید، آستانه یک آوردن بەدست برای
𝜆𝑠𝑢𝑟𝑒 = arg ⅿin۰≤𝜆≤𝜆𝑈 𝑆𝑈𝑅𝐸 (𝑋, 𝜆) ,

به 𝑓(⋅) تابع arg ⅿin مقدار صورت این در باشد. شده تعریف 𝑓 ∶ 𝒳 → 𝒴 دلخواه تابع و باشند دلخواه مجموعه دو 𝒴 و 𝒳 اگر بەطوری که
می شود: تعریف زیر صورت

arg ⅿin
𝑥∈𝒳

𝑓(𝑥) = {𝑥|∀𝑦 ∈ 𝒳 ∶ 𝑓(𝑦) ≥ 𝑓(𝑥)}.

معیار دو همزمان بەطور زیان تابع این است. تعادل زیان تابع زیان، توابع انواع از یکی است. زیان تابع بر مبتنی روش یک بیز برآورد تکنیک
تعادل زیان تابع از مقاله این در می گیرد. درنظر را (𝛿(𝑋) − 𝜃) برآورد خطای و (𝛿(𝑋) − 𝛿۰(𝑋)) برازش نیکویی
𝐿(𝛿; Θ) = 𝜔𝑡𝑟(𝛿 − 𝛿۰)𝑇Q(𝛿 − 𝛿۰) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(𝛿 − Θ)𝑇Q(𝛿 − Θ), (۸)

است. گردیده معرفی [۳۳] همکاران و زین الدینی توسط زیان تابع این باشد. 𝑝 × 𝑝 مثبت معین ماتریس یک Q و ۰ ≤ 𝜔 < ۱ بەطوری که
مسائل حوزه در توجه قابل پتانسیل با حوزه دو این تحقیقات برای را جدیدی انگیز هیجان زمینەهای موجک ها و بیزی مدل سازیهای اتصال
خاصی نوع یافتن جهت خطی نمایی زیان تابع تحت چندمتغیره نرمال توزیع در انقباضی موجک بررسی به [۱۴] هوآنگ کرد. ایجاد کاربردی
نیز مینیماکس و مجاز بهینه خواص دارای برآوردگر این که پرداخت تعمیم یافته بیز برآوردگر از استفاده با مکان پارامتر موجکی نرم برآوردگر از
بیز برآوردگر [۱۵] افشاری و کرمی کبیر دادند. تعمیم مقیاس آمیخته چندمتغیره نرمال توزیع برای را هوآنگ مقاله [۲۸] آرشی و تورەزاده بود.
و کرمی کبیر همچنین دادند. قرار بررسی مورد را نمایی خطی زیان تابع تحت را بیضوی توزیع خانواده پارامترهای موجکی انقباضی تعمیم یافته
تحقیق و مطالعه مورد تعادل زیان تابع اساس بر کروی توزیع های خانواده در موجکی بیزی رویکرد با را مکان پارامتر بردار برآورد [۱۷] افشاری
در ماتریس متغیر نرمال توزیع مکان ماتریس برآورد همچنین دهند. ارائه مکان پارامتر برای مینیماکس و مجاز برآوردگر یک توانستند و دادند قرار
دو براساس را ماتریس متغیر نرمال توزیع میانگین ماتریس برآورد [۳۳] همکاران و زین الدینی است. بوده پژوهشگران توجه مورد اخیر سال های
بکار زیان تابع یافته بسط که بود تعادلی زیان تابع یک اول زیان تابع براساس آن ها دادند. قرار مطالعه مورد مختلف کلاسیک و متعادل زیان تابع
می کنند. غلبه احتمال حداکثر برآوردگر بر که کردند ارائه تجربی بیز برآوردگرهای از کلاسی بود [۳] پور فارسی و اصغرزاده توسط شده گرفته
برآوردگرهای از کلاسی نیز درجەدوم زیان تابع براساس آوردند. بدست اشتاین تکنیک استفاده با مینیماکس برآوردگرهای از کلاسی آن ها همچنین
میانگین ماتریس برآورد [۳۲] همکاران و الدینی زین شد. معرفی نیز دارد برتری احتمال حداکثر برآوردگر بر که میانگین ماتریس مینیماکس
و چانگ توسط شده مطرح زیان تابع چندمتغیره بسط آن ها دادند. ارائه را مجهول واریانس با تعادل زیان تابع تحت ماتریس متغیر نرمال توزیع
معرفی میانگین ماتریس برای را مینیماکس تعمیم یافته بیز بهینه برآوردگرهای از دامنەای و دادند قرار استفاده مورد تحقیق این در [۵]را چانسو
و مطالعه مورد را پایا دو درجه زیان تابع تحت مجهول کواریانس با ماتریس متغیر نرمال توزیع میانگین ماتریس برآورد [۲۹] تسوکوما کردند.
انقباضی پایا برآوردگر یک که شد معرفی میانگین ماتریس تعمیم یافته بیز برآوردگر مراتبی سلسله تعمیم یافته بیز روش اساس بر داد. قرار تحقیق
نرمال توزیع میانگین ماتریس مینیماکس برآوردگرهای از کلاس دو [۲۲] کونو است. مینیماکس برآوردگر این که داد نشان شرایطی تحت و است
کرمی کبیر گرفت. درنظر مجهول را توزیع کواریانس ماتریس او کرد. ارائه دو درجه زیان تابع تحت را X ∼ 𝑁𝑝,𝑚(𝛽, I𝑚⊗�) ماتریس متغیر
مورد را بالا ابعاد و شده محدود حالت در را ماتریس متغیر نرمال توزیع میانگین ماتریس نرم آستانه انقباضی موجکی برآورد [۱۹] همکاران و
توسط مختلفی برآوردگرهای ماتریس متغیر نرمال توزیع مکان پارامتر ماتریس بهینه برآوردگر به دستیابی زمینه در دادند. قرار تحقیق و بررسی

کرد. مراجعه [۱۰] شیه و قوش به می توان که گردید معرفی محققین
که دادیم قرار بررسی مورد را بیز برآوردگر و انقباضی موجک تکنیک بکارگیری با ماتریس متغیر نرمال توزیع مکان ماتریس برآورد مسئله ما
بررسی را دو درجه زیان تابع تحت چندمتغیره نرمال توزیع مکان بردار انقباضی موجک برآورد آنها است. جانستون و داناهو نتایج از تعمیمی
همچنین می کنیم. بررسی (۸) تعادل زیان تابع تحت ماتریس متغیر نرمال توزیع مکان ماتریس موجکی بیزی برآورد تحقیق این در ما کردند.
زیان تابع هدف تابع بعنوان را مکان ماتریس تعمیم یافته بیز برآوردگر تحقیق این در مکان، ماتریس موجکی بیزی برآوردگر به دستیابی جهت
ماتریس متغیر نرمال توزیع مکان ماتریس تعمیم یافته بیز برآوردگر ابتدا دادیم. قرار استفاده مورد موجکی آستانه مقدار تعیین برای (۸) تعادل
تعیین روش و تعمیم یافته بیز برآوردگر از استفاده با سپس می کنیم. تعیین را 𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین توزیع تحت X ∼ 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �)
موجکی تعمیم یافته بیز براوردگر و می کنیم معرفی را اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه مقدار یک اشتاین نااریب مخاطره آستانه
پیشینه و مقدمه به ۱ بخش در است. زیر بەشرح مقاله ساختار می دهیم. ارائه را ماتریس متغیر نرمال توزیع میانگین ماتریس اشتاین نااریب مخاطره
گرفتن درنظر با می دهیم. ارائه 𝑁𝑝,𝑚(۰,� ⊗ �) پیشین توزیع تحت را Θ مکان ماتریس 𝛿𝐵(𝑋) بیز برآوردگر ۲ بخش در پرداختیم. تحقیق
اشتاین نااریب مخاطره آستانه تعیین روش براساس و 𝛿۰ = 𝛿𝐺𝐵(𝑋) بەصورت تعادل زیان تابع در هدف تابع بعنوان تعمیم یافته بیز برآوردگر
موجکی بیزی آستانه عملکرد ارزیابی جهت کاربردی مثال های و کارلو مونت شبیەسازی مطالعه می گردد. معرفی موجکی تعمیم یافته بیز آستانه

می پردازد. نتیجەگیری و بحث به پایانی بخش می شوند. ارائه ۴ و ۳ بخش های در انقباضی



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ۸۰

اشتاین نااریب مخاطره انقباضی موجکی تعمیم یافته بیز آستانه برآورد .۲

متغیر ماتریس نرمال توزیع دارای X تصادفی ماتریس باشد. X =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝑋۱۱ 𝑋۱۲ ⋯ 𝑋۱𝑚
𝑋۲۱ 𝑋۲۲ ⋯ 𝑋۲𝑚
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑝۱ 𝑋𝑝۲ ⋯ 𝑋𝑝𝑚

⎤
⎥
⎥
⎦

بەصورت 𝑝 × 𝑚 ماتریس یک X کنید فرض

اگر هستند مثبت معین ماتریس های � ∈ ℝ𝑚×𝑚 و � ∈ ℝ𝑝×𝑝 آن در که است. �⊗� کوواریانس واریانس ماتریس و Θ میانگین ماتریس با
باشد.  زیر فرم به آن احتمال چگالی تابع

𝑓X(x) = (۲𝜋)−۱
۲ 𝑚𝑝𝑑𝑒𝑡(�)−۱

۲ 𝑚𝑑𝑒𝑡(�)−۱
۲ 𝑝𝑒𝑥𝑝 𝑡𝑟 −۱

۲ �−۱(X − Θ)�−۱(X − Θ)𝑇 ,

ماتریس بیز برآوردگر تعیین برای می شود. داده نمایش X ∼ 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �) بەصورت توزیع این .X ∈ ℝ𝑝×𝑚 , Θ ∈ ℝ𝑝×𝑚 آن در که
۲ .۲ قضیه در سپس می کنیم. تعیین ۱ .۲ لم در را پسین توزیع ابتدا 𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین توزیع براساس تعادل زیان تابع تحت Θ میانگین

می گردد. معرفی Θ مکان ماتریس تعمیم یافته بیز برآوردگر
𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین توزیع تحت است. 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �) ماتریس متغیر نرمال توزیع دارای X تصادفی ماتریس کنید فرض .۱ .۲ لم

از است عبارت پسین توزیع
Θ|X ∼ 𝑁𝑝,𝑚(X,� ⊗ �).

رابطه از 𝜋(Θ|X) پسین توزیع تعیین ،𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین توزیع و X|Θ ∼ 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �) تصادفی متغیر توزیع براساس اثبات.
می گردد. تعیین زیر

𝜋(Θ|X) ∝ 𝑓(X|Θ)𝜋(Θ)

∝ 𝑒𝑥𝑝 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 −۱
۲ �−۱(Θ − X)�−۱(Θ − X)𝑇

∝ 𝑒𝑥𝑝 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 −۱
۲ �−۱(Θ − X)�−۱(Θ − X)𝑇 .

از: است عبارت پسین توزیع لذا
Θ|X ∼ 𝑁𝑝,𝑚(X,� ⊗ �).

𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین توزیع تحت است. 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �) ماتریس متغیر نرمال توزیع دارای X تصادفی ماتریس کنید فرض .۲ .۲ قضیه
می آید. بدست زیر بەصورت (۸) تعادل زیان تابع براساس Θ مکان ماتریس تعمیم یافته بیز برآورد ،

𝛿𝐺𝐵(𝑋) = 𝜔X + (۱ − 𝜔)𝐸(Θ|X) = X. (۹)
از: است عبارت 𝛿(𝑋) دلخواه برآوردگر پسین زیان تابع پسین، توزیع تحت اثبات.

𝜌 (𝜋(Θ|𝑋), 𝛿) = 𝐸 𝐿(𝛿, Θ)|𝑋

= 𝐸 𝜔𝑡𝑟(𝛿 − X)𝑇Q(𝛿 − X) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(𝑒𝑙𝑡𝑎 − Θ)𝑇Q(𝛿 − Θ)|X .

می شود. حاصل زیر بەصورت تعمیم یافته بیز برآوردگر لذا
𝜕𝜌 (𝜋(Θ|𝑋), 𝛿)

𝜕𝛿 = 𝐸 𝜔 (𝛿 − X)Q + (𝛿 − X)Q𝑇)
+(۱ − 𝜔) (𝛿 − Θ)Q + (𝛿 − Θ)Q𝑇) |𝑋

= 𝐸 𝛿(Q + Q𝑇) − 𝜔X(Q + Q𝑇) − (۱ − 𝜔)Θ(Q + Q𝑇)|X = ۰,
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از: است عبارت ۱ .۲ لم نتایج و (۸) زیان تابع تحت تعمیم یافته بیز برآوردگر بنابراین
𝛿𝐺𝐵(𝑋) = 𝜔X + (۱ − 𝜔)𝐸(Θ|X) = X.

می گردد. اثبات و بررسی (۸) تعادل زیان تابع تحت 𝛿𝐺𝐵(𝑋) = X تعمیم یافته بیز برآوردگر بودن مینیماکس بعد قضیه در
توزیع تحت باشد، � و � معلوم ماتریس های با 𝑁𝑝,𝑚(Θ,�⊗�) ماتریس متغیر نرمال توزیع دارای X تصادفی ماتریس کنید فرض .۳ .۲ قضیه
زیان تابع تحت (۹) در 𝛿𝐺𝐵(𝑋) = X تعمیم یافته بیز برآوردگر داد نشان می توان 𝛿۰(𝑋) = X هدف برآوردگر و 𝜋(Θ) = ۱ ناسره پیشین

است. مینیماکس (۸) تعادل
باشد. زیر پارامترهای با ماتریس متغیر نرمال توزیع دارای Θ کنید فرض اثبات.

Θ ∼ 𝑁𝑝,𝑚(۰, 𝑚P ⊗ �),
از: است عبارت پسین توزیع لذا است. مثبت معین ماتریس یک P بەطوری که

Θ|X ∼ 𝑁𝑝,𝑚((I𝑝 − (�−۱ + P−۱
𝑚 )−۱ P−۱

𝑚 )X, (�−۱ + P−۱
𝑚 )−۱ ⊗ �).

است. زیر بەصورت (۸) تعادل زیان تابع تحت بیز برآوردگر بنابراین

𝛿𝐵(𝑋) = 𝜔X + (۱ − 𝜔)𝐸(Θ|X) = (I𝑝 − (۱ − 𝜔)(�−۱ + P−۱
𝑚 )−۱ P−۱

𝑚 )−۱)X.

با: است برابر 𝛿𝐵(𝑋) بیز برآوردگر بیز مخاطره

𝑟𝑚 = (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q(�−۱ + P−۱
𝑚 )−۱) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(Q� P−۱

𝑚 )(�−۱ + P−۱
𝑚 )−۱),

پس
ⅼiⅿ
𝑚→∞

𝑟𝑚 = (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q�).
با: است برابر 𝛿𝐺𝐵(𝑋) = X بیز برآوردگر مخاطره چون

𝑅(X, Θ) = 𝐸X[(𝐿(X, Θ)] = (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q�),

𝑅(X, Θ) = 𝐸X[(𝐿(X, Θ)]
= 𝐸[(۱ − 𝜔)𝑡𝑟((X − Θ)𝑇Q(X − Θ)]
= 𝐸[𝐿(X, Θ) = 𝐸((۱ − 𝜔)𝑡𝑟(X − Θ)𝑇Q(X − Θ)] = 𝐸[(۱ − 𝜔)𝑡𝑟(Y𝑇QY)].

از: است عبارت Y𝑇QY ماتریس درایه امین (𝑖, 𝑗) لذا ، Q = [𝑞𝑖𝑗] و Y = [𝑌𝑖𝑗] کنید فرض
𝑝

𝑘=۱

𝑝

𝑡=۱
𝑌𝑡𝑖𝑞𝑡𝑘𝑌𝑘𝑗 ,

از است عبارت Y𝑇QY ماتریس اثر بنابراین
𝑚

𝑖=۱

𝑝

𝑘=۱

𝑝

𝑡=۱
𝑌𝑡𝑖𝑞𝑡𝑘𝑌𝑘𝑖 ,

با: است برابر X احتمال حداکثر برآوردگر مخاطره درنتیجه و
𝑅(X, Θ) = 𝐸[(۱ − 𝜔)𝑡𝑟(Y𝑇QY)]
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= 𝐸((۱ − 𝜔)
𝑚

𝑖=۱

𝑝

𝑘=۱

𝑝

𝑡=۱
𝑌𝑡𝑖𝑞𝑡𝑘𝑌𝑘𝑖) = (۱ − 𝜔)

𝑚

𝑖=۱

𝑝

𝑘=۱

𝑝

𝑡=۱
𝐸(𝑌𝑡𝑖𝑞𝑡𝑘𝑌𝑘𝑖)

= (۱ − 𝜔)
𝑚

𝑖=۱
Ψ𝑖𝑖

𝑝

𝑘=۱

𝑝

𝑡=۱
𝑞𝑡𝑘𝜎𝑡𝑘 = (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q�).

درنتیجه
ⅼiⅿ
𝑚→∞

𝑟𝑚 = sup
Θ
𝑅(X, Θ). (۱۰)

است. مینیماکس برآوردگر یک 𝛿𝐺𝐵(𝑋) ،[۲۳] کسلا و لهمن ۱۲ .۱ قضیه اساس بر
نرمال توزیع در موجکی تعمیم یافته بیز آستانه و می شود گرفته درنظر هدف برآوردگر بعنوان (۹) در 𝛿𝐺𝐵 تعمیم یافته بیز برآوردگر بخش این در

می گردد. معرفی (۸) زیان تابع تحت اشتاین نااریب مخاطره روش مبنای بر 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �) ماتریس متغیر
تابع تحت باشد. � و � معلوم ماتریس های با 𝑁𝑝,𝑚(Θ,�⊗�) ماتریس متغیر نرمال توزیع دارای X تصادفی ماتریس کنید فرض .۴ .۲ قضیه
برای اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه می باشد، مینیماکس برآوردگر یک که 𝛿۰ = 𝛿𝐺𝐵 = X هدف برآوردگر با (۸) زیان

از: است عبارت 𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 = X + g(X) نرم انقباضی موجکی برآوردگر
𝜆𝐺.𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠−𝑠𝑢𝑟𝑒 = arg ⅿin

۰≤𝑡≤ ۲ ⅼog𝑝
𝑆𝑈𝑅𝐸(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵),

بەطوری که
𝑆𝑈𝑅𝐸(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵) = 𝑡𝑟 g𝑇(X)Qg(X) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q�)

−۲(۱ − 𝜔)
𝑝

𝑖=۱

𝑚

𝑗=۱
𝐼(|𝑋𝑖𝑗| ≤ 𝑡).

می شود. محاسبه زیر بەصورت مخاطره ابتدا اثبات.

𝑅(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵 , Θ) = 𝐸 𝐿(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵 , Θ)
= 𝐸 𝜔𝑡𝑟 g𝑇(X)Qg(X) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟 (X − Θ)𝑇Q(X − Θ)

+(۱ − 𝜔)𝑡𝑟 g𝑇(𝑋)Qg(X) + ۲(۱ − 𝜔)𝑡𝑟 g𝑇(X)Q(X − Θ)

= 𝐸 𝑡𝑟 g𝑇(X)Qg(X) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q�) + ۲(۱ − 𝜔)
𝑚

𝑗=۱
▿𝑔(Xj) ,

𝑆𝑈𝑅𝐸(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐵) = 𝑡𝑟 g𝑇(X)Qg(X) + (۱ − 𝜔)𝑡𝑟(�)𝑡𝑟(Q�)
−۲(۱ − 𝜔)

𝑝

𝑖=۱

𝑚

𝑗=۱
𝐼(|𝑋𝑖𝑗| ≤ 𝑡),

داریم: می باشد مخاطره نااریب برآوردگر 𝑆𝑈𝑅𝐸(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵) چون

𝐸 𝐿(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵 , Θ) = 𝐸 𝑆𝑈𝑅𝐸(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵) ,

.𝜆𝐺.𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠−𝑠𝑢𝑟𝑒 = arg ⅿin
۰≤𝑡≤ ۲ ⅼog𝑝

𝑆𝑈𝑅𝐸(𝛿𝑠𝑜𝑓𝑡 , 𝛿𝐺𝐵) و
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به متقابل اعتبار و بیز جهانی، نرم و سخت اشتاین، نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانەهای خطای مربعات میانگین مقدار :۱ جدول
.𝑁𝑝,𝑚(۰, ۳𝐼𝑝 ⊗ ۲𝐼𝑚) توزیع در 𝑚 و 𝑝 مختلف ابعاد ازای

متقابل اعتبار بیز جهانی جهانی اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز 𝑝 𝑚
نرم سخت 𝜔 = ۰٫۸ 𝜔 = ۰٫۵ 𝜔 = ۰٫۲

۳۷ .۲ ۵۵ .۲ ۳۷ .۲ ۰۱ .۲ ۴۸ .۰ ۴۹ .۰ ۵۶ .۰ ۴
۹۳ .۴ ۹۳ .۵ ۲۰ .۶ ۸۱ .۴ ۹۷ .۰ ۰۰ .۱ ۱۵ .۱ ۸
۴۵ .۵ ۲۲ .۵ ۷۶ .۳ ۹۷ .۳ ۳۲ .۰ ۳۳ .۰ ۳۹ .۰ ۱۶ ۸
۱۵ .۵ ۶۸ .۴ ۰۷ .۵ ۸۲ .۳ ۵۶ .۰ ۵۸ .۰ ۶۶ .۰ ۳۲
۴۵ .۵ ۹۷ .۴ ۵۸ .۵ ۲۵ .۴ ۰۰۷ .۰ ۰۶ .۰ ۰۸ .۰ ۶۴
۸۰ .۰ ۳۰ .۱ ۵۰ .۱ ۹۱ .۰ ۲۴ .۰ ۲۵ .۰ ۲۹ .۰ ۴
۲۱ .۴ ۱۳ .۴ ۲۳ .۴ ۹۱ .۳ ۴۸ .۰ ۵۰ .۰ ۵۸ .۰ ۸
۹۳ .۷ ۵۳ .۷ ۷۴ .۷ ۲۹ .۷ ۹۶ .۰ ۹۸ .۰ ۱۳ .۱ ۱۶ ۱۶
۸۹ .۷ ۸۷ .۱ ۰۶۴ .۸ ۰۹۶ .۷ ۹۵ .۰ ۹۷ .۰ ۱۳ .۱ ۳۲
۴۷ .۶ ۹۵ .۶ ۴۰ .۷ ۱۹ .۶ ۹۳ .۰ ۹۴ .۰ ۰۸ .۱ ۶۴
۰۳ .۱ ۳۳ .۱ ۱۶ .۱ ۰۲ .۱ ۱۲۰ .۰ ۱۲۴ .۰ ۱۴ .۰ ۴
۱۴ .۲ ۱۶ .۲ ۲۲ .۲ ۱۴ .۲ ۲۴ .۰ ۲۵ .۰ ۲۹ .۰ ۸
۲۸ .۴ ۲۸ .۴ ۳۵ .۴ ۰۶ .۴ ۴۷ .۰ ۴۸ .۰ ۵۷ .۰ ۱۶ ۳۲
۸۰ .۷ ۰۳ .۸ ۲۹ .۸ ۵۵ .۷ ۹۴ .۰ ۹۶ .۰ ۱۲ .۱ ۳۲
۲۰ .۸ ۷۳ .۷ ۳۶ .۸ ۹۹ .۷ ۹۲ .۰ ۹۳ .۰ ۰۷ .۱ ۶۴
۵۷ .۰ ۵۶ .۰ ۵۶ .۰ ۵۵ .۰ ۰۵ .۰ ۰۶ .۰ ۰۷ .۰ ۴
۱۳ .۱ ۱۳ .۱ ۱۴ .۱ ۰۸۷۲۹۸ .۰ ۱۱ .۰ ۱۲ .۰ ۱۴ .۰ ۸
۲۱ .۲ ۲۵ .۲ ۲۶ .۲ ۰۴ .۲ ۲۳ .۰ ۲۴ .۰ ۲۸ .۰ ۱۶ ۶۴
۲۴ .۴ ۱۹ .۴ ۳۱ .۴ ۰۶ .۴ ۴۶ .۰ ۴۷ .۰ ۵۶ .۰ ۳۲
۸۷ .۸ ۷۲ .۸ ۰۰ .۹ ۶۸ .۹ ۹۳۰ .۰ ۹۳۶ .۰ ۰۶ .۱ ۶۴

شبیەسازی مطالعه .۳
قرار بررسی مورد شبیەسازی مطالعه کمک به را قبل بخش در شده معرفی اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانەی قسمت این در
𝑁𝑝,𝑚(Θ,�⊗�) متغیر ماتریس نرمال توزیع مکان ماتریس پارامتر برآورد برای کلاسیک موجکی آستانه چهار با را آستانه این عملکرد و می دهیم
،𝜔 = ۰٫۲, ۰٫۵, ۰٫۸ مقادیر ازاء به اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه از عبارتند بررسی مورد موجکی آستانەهای می کنیم. مقایسه
معرفی ۴ .۲ قضیه در اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه جهانی. سخت و نرم آستانەهای و بیزی آستانه متقابل، اعتبار آستانه
شایان گردید. انجام 𝑚𝑣𝑡𝑛𝑜𝑟𝑚 و 𝑤𝑎𝑣𝑒𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ ، 𝑀𝑖𝑥𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 بستەهای از استفاده با 𝑅 − ۳٫۶٫۱ افزار نرم با محاسبات کلیه است. شدە
شد. گرفته درنظر 𝑚 = ۱۰۰ برابر شبیەسازی تکرار تعداد شد. استفاده موجکی شبیەسازی های کلیه انجام برای دوبیچز موجک از است ذکر
طریق از 𝑚 = ۴, ۸, ۱۶, ۳۲, ۶۴ و 𝑝 = ۸, ۱۶, ۳۲, ۶۴ ابعاد با 𝑁𝑝,𝑚(Θ,� ⊗ �) ماتریس متغیر نرمال توزیع از تصادفی ماتریس یک ابتدا
شد. افزوده شبیەسازی از حاصل دادەهای به 𝑁𝑝,𝑚(۰, 𝐼𝑝 ⊗ 𝐼𝑚) استاندارد ماتریس متغیر نرمال توزیع با نوفه ادامه در شد. تولید شبیەسازی
انقباضی موجک روش توسط ضرائب اصلاح از پس و شدند تبدیل موجکی ضرائب به گسسته موجک تبدیل بابکارگیری نوفەدار دادەهای سپس
مربعات میانگین شاخص شد. حاصل اولیه دادەهای از تخمینی معکوس گسسته موجک تبدیل از استفاده با موردنظر، آستانه بەکارگیری با نرم

گردید. استفاده مدل عملکرد اندازەگیری برای نیز خطا
شده ارائه موردنظر آستانه پنج برای 𝑁𝑝,𝑚(۰, ۳𝐼𝑝 ⊗ ۲𝐼𝑚) ماتریس متغیر نرمال توزیع برای خطا مربعات میانگین شاخص مقدار ۱ جدول در
بهتری بسیار عملکرد اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانە گرفت نتیجه می توان خطا مربعات میانگین مقادیر به توجه با است.
بوده 𝜔 = ۰٫۸ برای خطا مربعات میانگین مقدار کمترین که شده بررسی نیز مختلف 𝜔 های برای آستانه این است. داشتە دیگر آستانه چهار از
تعمیم یافته بیز آستانه عملکرد نیز ماتریس ابعاد تمامی در دادەاند. نشان خود از بهتری عملکرد 𝜔 = ۰٫۸ در آستانه این که مفهوم بدین است

است. بوده اشتاین نااریب مخاطره موجکی بیزی آستانه از بهتر اشتاین نااریب مخاطره موجکی
بەصورت � کوواریانس واریانس ماتریس که ،𝑁𝑝,𝑚(۰,� ⊗ 𝐼𝑚) ماتریس متغیر نرمال توزیع از شده شبیەسازی داده مجموعه یک ایجاد با
گردید. ارائه ۲ جدول در و محاسبه مدنظر موجکی آستانه پنج برای خطا مربعات میانگین مقادیر است، گردیده تولید ویشارت توزیع از تصادفی
نشان خود از آستانەها سایر به نسبت بهتری بسیار عملکرد اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه ۱ جدول در حاصله نتایج مشابه
𝑝 = ۶۴ حالت در و دارد 𝜔 = ۰٫۸ مقدار برای را خطا مربعات میانگین مقدار کمترین آستانه این 𝑝 = ۴, ۸, ۱۶, ۳۲ ابعاد در همچنین است. داده

نمی کند. تغییری خطا مربعات میانگین مقدار 𝜔 مقدار سه هر برای

کاربردی مثال .۴
روش مشابه می شود. ارائه اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانە عملکرد بررسی برای واقعی دادەهای براساس قسمت این در
بازسازی اصلی دادەهای شد سعی گسسته، موجک تبدیلات کمک با و شد اضافه دادەها مجموعه ,𝑁𝑝,𝑚(۰به 𝐼𝑝⊗𝐼𝑚) توزیع با خطا شبیەسازی

گردید. محاسبه آستانەها دقت بررسی برای خطا مربعات میانگین شاخص مقدار نهایت در شوند.
بتن فشاری مقاومت دادەهای مجموعه .۱ .۰ .۴

مقاومت دادەهای مجموعه است. دهنده تشکیل مواد و سن از غیرخطی تابع یک بتن فشاری مقاومت است. عمران مهندسی در ماده مهمترین بتن
کرد: مشاهده زیر لینک طریق از می توان را دادەها است. بتن نمونه ۱۰۳۰ از واقعی متغیر ۹ شامل [۳۱] yeh از بتن فشاری
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به متقابل اعتبار و بیز جهانی، نرم و سخت اشتاین، نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانەهای خطای مربعات میانگین مقدار :۲ جدول
.𝑁𝑝,𝑚(۰,� ⊗ 𝐼𝑚) توزیع در 𝑚 و 𝑝 مختلف ابعاد ازای

متقابل اعتبار بیز جهانی جهانی اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز 𝑝 𝑚
نرم سخت 𝜔 = ۰٫۸ 𝜔 = ۰٫۵ 𝜔 = ۰٫۲

۴۱ .۲۵ ۹۷ .۲۴ ۴۱ .۲۵ ۴۱ .۲۵ ۵۱ .۰ ۵۵ .۰ ۶۲ .۰ ۴
۰۲ .۱۱۳ ۷۱ .۱۰۱ ۹۸ .۱۰۱ ۱۹ .۹۳ ۹۷ .۰ ۹۸ .۰ ۹۹ .۰ ۸
۹۷ .۱۱۱ ۴۶ .۱۲۱ ۹۵ .۱۴۰ ۳۲ .۱۰۰ ۰۱ .۱ ۰۱ .۱ ۰۱۸ .۱ ۱۶ ۸
۷۸ .۱۱۰۳ ۸۲ .۱۲۰۲ ۸۲ .۱۲۸۳ ۶۰ .۱۰۲۰ ۰۰۹ .۰ ۰۰۹۴ .۰ ۰۰۹ .۰ ۳۲
۳۷ .۵۱۷۰ ۲۵ .۴۹۷۰ ۵۳ .۵ ۴۱ .۴۵۹۱ ۲۳ .۰ ۲۳ .۰ ۲۳ .۰ ۶۴

۶۴ .۴ ۱۳ .۱۰ ۴۴ .۹ ۳۰ .۵ ۲۵ .۰ ۲۶ .۰ ۳۱ .۰ ۴
۱۹ .۴۲ ۴۰ .۴۴ ۶۲ .۵۳ ۷۰ .۴۱ ۴۸ .۰ ۴۹ .۰ ۵۰ .۰ ۸
۹۵ .۲۵۰ ۹۲ .۲۴۱ ۷۸ .۲۴۹ ۷۰ .۲۱۱ ۹۹۳۳ .۰ ۹۹۳۶ .۰ ۹۹۵۰ .۰ ۱۶ ۱۶
۵۴ .۲۱۰۹ ۴۸ .۲۰۹۴ ۷۸ .۲۲۷۵ ۱۴ .۱۸۴۹ ۹۹ .۰ ۰۰۲ .۱ ۰۰۸ .۱ ۳۲

۸۰ .۶۸۵۰ ۸۰ .۶۸۳۷ ۰۹ .۵۶۸۱ ۰۰ .۱ ۰۰ .۱ ۰۰ .۱ ۶۴
۳۷ .۶ ۲۸ .۶ ۳۷ .۶ ۳۷ .۶ ۱۲ .۰ ۱۳ .۰ ۱۵ .۰ ۴
۰۰ .۲۶ ۹۴ .۲۳ ۰۰ .۲۶ ۰۰ .۲۶ ۲۵۰ .۰ ۲۵۰ .۰ ۲۵۴ .۰ ۸
۹۱ .۱۵۲ ۵۸ .۱۴۶ ۲۰ .۱۵۷ ۳۶ .۱۴۵ ۴۹۵۰ .۰ ۴۹۵۰ .۰ ۴۹۵۶ .۰ ۱۶ ۳۲
۰۳ .۲۰۶۰ ۳۷ .۱۹۴۸ ۰۲ .۲۱۵۳ ۹۴ .۱۹۶۲ ۹۹۴ .۰ ۹۹۶ .۰ ۰۰ .۱ ۳۲
۶۷ .۷۴۳۷ ۹۳ .۷۶۹۱ ۵۲ .۷۸۸۲ ۶۶ .۷۲۲۰ ۰۰۹ .۱ ۰۰ .۱ ۰۰ .۱ ۶۴

۹۰ .۳ ۷۹ .۳ ۹۰ .۳ ۸۷ .۳ ۰۶۲ .۰ ۰۶۴ .۰ ۰۷۱ .۰ ۴
۳۹ .۱۵ ۳۷ .۱۵ ۳۸ .۱۵ ۲۴ .۱۵ ۱۲۳۷ .۰ ۱۲۳۸ .۰ ۱۲۵ .۰ ۸
۵۱ .۱۰۷ ۶۵ .۱۰۷ ۴۳ .۱۰۹ ۳۰ .۱۰۴ ۲۴۸ .۰ ۲۴۸ .۰ ۲۴۹ .۰ ۱۶ ۶۴
۶۷ .۷۴۳۷ ۹۳ .۷۹۶۱ ۵۱ .۷۸۸۲ ۶۶ .۷۲۲۰ ۰۰ .۱ ۰۰ .۱ ۰۰ .۱ ۳۲
۷۳ .۷۴۷۵ ۷۲ .۷۴۹۱ ۶۱ .۷۶۹۱ ۰۸ .۷۳۴۷ ۹۹۸ .۰ ۹۹۸ .۰ ۹۹۸ .۰ ۶۴

Ⅽonⅽrete Ⅽoⅿpressive Strenght Ⅾata Set
استفاده ۲۰۰ نمونه حجم با (X۴) بتن فشاری مقاومت و (X۳) سن ،(X۲) ریز سنگدانه ،(X۱) درشت سنگدانه متغیر چهار از ما سادگی برای

کردیم.
نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانە و بیزی آستانه متقابل، آستانه سخت، و نرم جهانی آستانەهای برای خطا مربعات میانگین مقدار
نیز دادەها مجموعه این نتایج قبل، مثال همچنین و شبیەسازی نتایج مشابه شد. ارائه ۳ جدول در و آمد دست به 𝜔 مختلف مقادیر برای اشتاین

می دهد. نشان را اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه بهتر عملکرد

متقابل اعتبار و بیز جهانی، نرم و سخت اشتاین، نااریب مخاطره یافته تعمیم بیزی موجکی آستانەهای خطای مربعات میانگین مقدار :۳ جدول
بتن. فشاری مقاومت دادەهای مجموعه برای

متقابل اعتبار بیز جهانی جهانی نااریباشتاین مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز
نرم سخت 𝜔 = ۰٫۸ 𝜔 = ۰٫۵ 𝜔 = ۰٫۲

۰۵۴ .۱ ۰۷۸ .۱ ۹۹۰ .۰ ۹۷۵ .۰ ۸۹۹ .۰ ۸۲۹ .۰ ۸۶۳ .۰

نتیجەگیری .۵
محققین دارد. ویژەای اهمیت واقعی دنیای مسائل در آن ها وسیع کاربرد گرفتن درنظر با ماتریس متغیر و چندمتغیره توزیع های پارامتر برآورد
موجک است. برآوردیابی در پرکاربرد و توانمند کلاسیک ابزار یک بیزی رویکرد کردند. معرفی پارامترها برآورد برای را مختلفی روش های
بهینه برآوردگر یک به دستیابی برای می دهد. ارائه را دلخواه تابع هر از غیرخطی برآوردی که است نوین ناپارامتری شیوەی یک نیز انقباضی
مکان ماتریس بیز برآوردگر ابتدا گرفت. قرار مدنظر انقباضی موجکی بیزی برآورد تکنیک مقاله این در ماتریس متغیر نرمال توزیع مکان ماتریس
هدف تابع بعنوان تعمیم یافته بیز برآوردگر گرفتن درنظر با بعد مرحله در شد. تعیین تعادل زیان تابع و ماتریس متغیر نرمال پیشین توزیع تحت
معرفی اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه اشتاین، نااریب مخاطره آستانه مقدار تعیین روش بکارگیری و تعادل زیان تابع در
شاخص شد. استفاده کاربردی مثال یک و شبیەسازی مطالعه از اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه عملکرد ارزیابی برای گردید.
مطالعه شد. برده بکار موجکی کلاسیک آستانه چهار و اشتاین نااریب مخاطره موجکی تعمیم یافته بیز آستانه مقایسه برای خطا مربعات میانگین

دادند. نشان موجکی آستانەهای سایر به نسبت را اشتاین نااریب مخاطره تعمیم یافته بیز آستانه بهتر عملکرد کاربردی مثال و شبیەسازی
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درستنمایی حداکثر روش از استفاده با عمیق یادگیری در زیان توابع آوردن دست به
کلانتری∗ مهدی

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه آمار، گروه

چکیده
شاخەهای در مختلفی و فراوان کاربردهای که آمار حوزه در طولانی قدمتی با است روشی درستنمایی حداکثر روش
یادگیری از شاخەای که عمیق، یادگیری حوزه در روش این جذاب و مهم کاربردهای از یکی دارد. آمار علم متنوع
و معروف زیان تابع چهار می توان چگونه که داد خواهیم نشان مقاله این در می باشد. است، مصنوعی هوش و ماشین
آنتروپی و دودویی متقابل آنتروپی خطا، مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان میانگین شامل عمیق یادگیری در پرکاربرد

آورد. دست به درستنمایی حداکثر روش از استفاده با را طبقەای متقابل

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
مصنوعی هوش
ماشین یادگیری
عمیق یادگیری

درستنمایی حداکثر روش
زیان تابع

2020 MSC:
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68T99

مقدمه .۱
توضیحاتی ادامه در کرد. خواهیم اشاره مختلف حوزەهای در آن از کاربردهایی به سپس و شده آشنا مصنوعی۱ هوش مفهوم با ابتدا بخش، این در

می کنیم. بیان را مصنوعی هوش با آنها ارتباط و داد خواهیم عمیق۳ یادگیری و ماشین۲ یادگیری مورد در
چیست؟ مصنوعی هوش .۱ .۱

هوش تعریف است. نشده ارائه باشد حوزه این دانشمندان توافق مورد که آن از جامعی و دقیق تعریف هنوز که است مبحثی مصنوعی هوش
و پژوهشی زمینه به توجه با نیز مختلف دانشمندان است. متفاوت می شود، استفاده آن در فناوری این که زمینەای و سازمان به بسته مصنوعی
۲۰۱۹ سال در ۴ اقتصادی توسعه و همکاری سازمان که تعریفی اساس بر دادەاند. ارائه مصنوعی هوش از متفاوتی تعاریف متنوع، کاربردهای
توسط شده تعریف اهداف از معینی مجموعه برای می تواند که ماشین بر مبتنی سیستم «یک از: است عبارت مصنوعی هوش است، کرده ارائه

دهد». انجام را مجازی یا واقعی محیطهای بر موثر گیری تصمیم یا توصیه بینی، پیش انسان،
کردند مطرح را پرسش این رایانه نوظهور علم پیشگامان از شماری انگشت تعداد زمان آن در نهاد. عرصه به پا ۱۹۵۰ دهه در مصنوعی هوش
برای «تلاش از: است عبارت داد ارائه می توان مصنوعی هوش از که کوتاهی تعریف نمود. کردن» «فکر به وادار را رایانەها می توان چگونه که

.[۱] می شود» انجام انسان توسط معمول طور به که هوشمند کارهای خودکارسازی

∗سخنران
کلانتری) (مهدی kalantarimahdi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست

1Artificial Intelligence (AI)
2Machine Learning (ML)
3Deep Learning (DL)
4Organization for Economic Co-operation and Development (OECD)



۸۷ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ کلانتری مهدی

کرده تجربه را خوش بینی موج چندین آن از پس سال های در و شد دانشگاهی پژوهشی حوزه یک به تبدیل ۱۹۵۶ سال در مصنوعی هوش
و آمده آن پی در جدیدی فناوری های سپس می گویند. مصنوعی» هوش «زمستان آن به که شده بودجه کمبود و ناامیدی امواج دچار مجدد و
و بازی ها ماشینی انجام روی بر مصنوعی هوش در اولیه پژوهشی کارهای بیشتر گشتەاند. احیا مجدداً حوزه این تحقیقاتی بودجەهای و موفقیت
گرفتن بهره با تنها را فعالیت هایی چنین بود خواهند قادر رایانەها که می آمد نظر به چنین آغاز در بود. رایانەها کمک با ریاضی قضیەهای اثبات نیز
نسبتاً مدت به رسانند. انجام به آن ها حل برای روش بهترین انتخاب سپس و مساله حل مسیرهای برای جستجو و کشف زیادی بسیار تعداد از
از بزرگی بسیار مجموعه که است دستیابی قابل صورتی در انسان سطح در مصنوعی هوش که بودند باور این بر متخصصین از بسیاری طولانی،
شناخته نمادین۵ مصنوعی هوش نام به رویکرد این شطرنج. بازی مثل شود، ارائه نویس ها برنامه توسط دانش با کار برای روشن و صریح قواعد
دهه طول در خبره۶ سیستم های رونق هنگام آن محبوبیت اوج بود. مصنوعی هوش عمده الگوی ۱۹۸۰ دهه اواخر تا ۱۹۵۰ دهه از و می شود

بود[۶]. ۱۹۸۰
اینترنتی جستجوی موتورهای در استفاده از: عبارتند مصنوعی هوش کاربردهای مهمترین از تعدادی دارد. متنوعی کاربردهای مصنوعی هوش
گوگل دستیار ،Siri (همچون انسان ها زبان فهم شدەاند)، استفاده نتفلیکس و آمازون یوتیوب، توسط (که توصیەگر سامانه گوگل)، (مثل پیشرفته
قضیەهای اثبات هنری، آثار خلق پزشکی، تشخیص های تسلا)، (مثل خودران اتومبیل های و پهپادها) (مثل خودگردان نقلیه وسایل ،(Alexa و
پیش بینی و قراردادها تهیه انرژی، ذخیره صداها، و چهره) (تشخیص تصاویر هویت تعیین ،(Go و شطرنج (مثل فکری بازی های انجام ریاضی،
انتشار و هرزنامه از جلوگیری انسانی، رفتاری الگوهای تشخیص برای اینستاگرام، یا توئیتر مانند مطرح اجتماعی شبکەهای در قضایی. آرای
اجتماعی شبکه ربات های از برخی همچنین، می شود. استفاده مصنوعی هوش از تبلیغات، برای هدف مخاطبان شناسایی نیز و مجرمانه محتوای

نمایند. شبیەسازی را انسانی رفتارهای سطوح، بالاترین در تا می کنند فعالیت مصنوعی هوش پایه بر
چیست؟ ماشین یادگیری .۲ .۱

قواعد تشخیص و سنجش در بود، مناسب کاملا شطرنج بازی مانند منطقی» و شده «تعریف مسائل حل برای نمادین مصنوعی هوش اینکه با
مشکل، این حل راه بود. اعمال قابل سختی به زبان ترجمه و گفتار تشخیص تصاویر، بندی دسته مانند پیچیدەتر مسائل حل برای مشخص
آیا آمد: وجود به پرسش این به پاسخ در ماشین یادگیری بود. نمادین مصنوعی هوش با جایگزینی برای ماشین یادگیری نام به جدیدی رویکرد
نویس ها برنامه اینکه جای به دهد؟ انجام باید چگونه را خاص کار یک که بگیرد یاد خودش می دهیم» فرمان ما «آنچه از فراتر می تواند کامپیوتر
برنامه در بگیرد؟ یاد خودکار صورت به را قوانین این دادەها بررسی با می تواند کامپیوتر آیا کنند، ایجاد دستی صورت به را دادەها پردازش قوانین
می کنند وارد شوند پردازش قوانین این اساس بر باید که را دادەهایی و (برنامه) قوانین افراد، نمادین؛ مصنوعی هوش الگوی همان یا سنتی نویسی
و شده استنتاج قوانین و می کنند وارد را می رود انتظار دادەها از که پاسخهایی نیز و دادەها افراد، ماشین؛ یادگیری در می آیند. دست به پاسخها و

آورد[۶]. دست به را اصلی پاسخهای و نموده اعمال جدید دادەهای مورد در را قوانین این می توان سپس، می آیند. دست به
آن اختیار در وظیفه یک با مرتبط زیادی نمونەهای می شود. داده آموزش مشخص، و معین نویسی برنامه جای به ماشین یادگیری سامانه یک
بسازد. وظایف خودکارسازی برای را قوانینی می تواند نهایت در و کرده کشف را مثال ها این در موجود آماری ساختار سامانه می شود؛ داده قرار
مورد چهره آن افراد، قبلا که بدهید را تصاویری از زیادی نمونەهای ماشین یادگیری سامانه به باید خودکار، چهره تشخیص برای مثال، عنوان به
گفت می توان بنابراین می گیرد. یاد را نظر مورد چهره به تصاویر دادن ارتباط برای آماری قوانین سامانه ترتیب بدین باشند. داده تشخیص را نظر
برنامەریزی بدون تصمیم گیری یا پیش بینی منظور به آموزشی دادەهای یا نمونه دادەهای اساس بر ریاضی مدل یک ماشین یادگیری الگوریتم های

می کنند. ایجاد آشکار،
از است. شده بدل مصنوعی هوش شاخه موفق ترین و محبوب ترین به سرعت به اما شد، مطرح ۱۹۹۰ دهه از ماشین یادگیری اینکه وجود با
ماشین یادگیری است. بوده بزرگتر دادەهای مجموعه همچنین و سریع تر و بالا پردازش قدرت با افزارهایی سخت به دسترسی آن، علل جمله
و بزرگ دادەهای مجموعه با ماشین یادگیری آمار، خلاف بر است. آمار از متفاوت مهم مورد چند در اما دارد، ریاضی و آمار با تنگاتنگی ارتباط
چنین در بیزی۷ تحلیل مانند سنتی آماری تحلیل که دارد سروکار دارند) پیکسل هزار دەها کدام هر که تصویر میلیون ها داده مجموعه (مانند پیچیده
مهندسی بر مبتنی و بوده برخوردار کم) خیلی (شاید کمی ریاضیاتی نظریه از نسبی طور به ماشین یادگیری نتیجه، در است. ناکارآمد مواردی

نظری[۱]. تا می شوند تایید عملی صورت به بیشتر ایدەها آن در که است تجربی رهیافتی ماشین یادگیری است.
مصنوعی هوش از شاخه این دارد. کاربرد پزشکی و صنعت اقتصاد، زبان شناسی، تجارت، مهندسی، جمله از زمینەها بسیاری در ماشین یادگیری
می کنند. استفاده ماشین یادگیری از گوگل در اینترنتی جستجوی موتورهای مثال، عنوان به شده است. وارد روزمره زندگی جنبەهای بسیاری در
از هم ایمیل در هرزنامەها پالایش است. ماشین یادگیری از نوعی می کند، شناسایی را افراد تصاویر که اپل عکس برنامه یا فیس بوک همین طور

است. ماشین یادگیری کاربردهای
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دادەها از بازنمایی یادگیری .۳ .۱
می کند. کشف را قوانین می رود، انتظار آنچه با ارتباط در مثال هایی از استفاده با دادەها، پردازش برای ماشین یادگیری شد، اشاره قبلا که همانطور

داریم: نیاز مورد سه به ماشین یادگیری انجام برای بنابراین
که صورتی در باشد. افراد زدن حرف صوتی فایل می توانند دادەها است، گفتار تشخیص هدف اگر مثال عنوان به ورودی۸: نمونەهای .۱

باشند. تصاویر می توانند دادەها باشد، تصاویر کردن تگ هدف
تصاویر، برای باشد. افراد صوتی فایل های ضبط بر مشتمل می تواند نمونەها گفتار، تشخیص برای انتظار۹: مورد خروجی از مثال هایی .۲

باشد. غیره و «گل» ، «خودرو» مانند تگ هایی می تواند انتظار مورد خروجی
آن انتظار مورد خروجی و الگوریتم حاضر خروجی بین فاصله تعیین برای کار این الگوریتم: عملکرد درستی سنجش برای روشی .۳
همان تنظیم، مرحله این می رود. کار به الگوریتم کارکرد چگونگی تنظیم برای بازخورد سیگنال عنوان به سنجش این دارد. ضرورت

می شود. نامیده «یادگیری۱۰» که است چیزی
شده شناخته مثال های با مواجهه واسطه به که فرایندی می کند، تبدیل معنادار خروجی های به را خود ورودی نمونەهای ماشین، یادگیری مدل یک
یاد دیگر، عبارت به است. معنادار صورت به دادەها تبدیل ماشین یادگیری در اصلی مساله بنابراین، می شود». «یادگرفته خروجی ها و ورودی ها
شیوه بازنمایی واقع در می کنند. نزدیکتر انتظار مورد خروجی به را ما که بازنمایی هایی دسترس؛ در ورودی نمونەهای مفید «بازنمایی۱۱» گرفتن
رنگ اشباع (مقدار HSV فرمت یا (قرمز⁃سبز⁃آبی) RGB فرمت با می توان را رنگی تصویر یک مثال، عنوان به است. دادەها به متفاوت نگاه
ممکن می نماید، مشکل بازنمایی یک با که کارهایی از برخی می باشند. یکسان دادەهای از متفاوت بازنمایی نوع دو اینها کرد. کدگذاری مایه)
«اشباع که حالی در است. آسان تر RGB فرمت در قرمز» پیکسل های تمامی «انتخاب مثال، عنوان به گیرد. انجام آسان تر دیگر بازنمایی با است

است[۱]. آسان تر HSV فرمت در تصویر» کمتر
برای که گونەای به دادەها تبدیل یعنی است؛ ورودی شان نمونەهای برای مناسب بازنمایی های کردن پیدا ماشین یادگیری مدل های تمامی کار
تمامی می دهد. توضیح را بهتر بازنمایی های برای خودکار جستجوی فرایند ماشین، یادگیری حیطه در یادگیری باشد. مناسب تر جاری مساله
تبدیل مشخص کار یک برای بهتر بازنمایی های به را دادەها که است تبدیل هایی خودکار کردن پیدا بر مشتمل ماشین یادگیری الگوریتم های
تعریف پیش از ممکن حالات از فضایی در ورودی، نمونەهای برای مناسب بازنمایی جستجوی یعنی ماشین یادگیری فنی نظر از بنابراین، می کنند.

بازخورد[۱]. سیگنال کمک با شده
چیست؟ عمیق یادگیری .۴ .۱

دادەها از معنادار بازنمایی متوالی لایەهای۱۲ یادگیری برای جدیدی برداشت روش، این است. ماشین یادگیری از خاصی شاخه عمیق یادگیری
طریق از همواره) (تقریباً لایه به لایه بازنمایی های این عمیق، یادگیری در است. پیشین لایەهای از غنی تر معنایی لحاظ به لایه هر که است
در مرحلەای چند عصارەگیری عملیات یک را عمیق عصبی شبکه می توان می شوند. نامیده عصبی۱۳ شبکەهای که می شوند گرفته یاد مدل هایی
فنی نظر از بنابراین می آیند. بیرون نظر) مورد کار با (متناسب خالص کاملا و کرده عبور متوالی صافی چندین از اطلاعات آن در که گرفت نظر
به عمیق یادگیری در عمیق کلمه که است ذکر به لازم دادەها. بازنمایی های گرفتن یاد برای مرحلەای چند روش از است عبارت عمیق یادگیری

می شود[۱]. نامیده مدل عمق۱۴ هستند، مدل سازنده که لایەهایی تعداد دارد. اشاره بازنمایی ها متوالی لایەهای
می گیرد. انجام اهداف و ورودی از بسیاری نمونەهای مشاهده با که است اهداف به ورودی ها نگاشت درباره ماشین یادگیری شد، اشاره که همانطور
در 𝑦 = 𝑓(𝑥) تابع صورت به می توان را عمیق عصبی شبکه ریاضی، نظر از باشد. ماشین یادگیری مدل یک اهداف 𝑦 و ورودی 𝑥 کنید فرض
نزدیک اهداف به می دهیم، نشان 𝑦 با که عصبی شبکه خروجی های که طوری به است 𝑓(𝑥) تابع از تقریب بهترین یافتن هدف، گرفت. نظر
مدل احتمالاتی عمیق یادگیری در دیگر، عبارت به می شود. گرفته نظر در نیز نوفه۱۵ یا (𝜀) تصادفی خطای احتمالاتی، عمیق یادگیری در باشند.

می گیریم: نظر در را زیر
𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝜀 (۱)

واسطه به دادەها تبدیل و می دهند انجام (لایەها) ساده دادەهای تبدیل عمیق دنباله طریق از را هدف به ورودی نگاشت عمیق، عصبی شبکەهای
می شود ذخیره لایه همان وزن۱۶ در می دهد، انجام ورودی اش نمونەهای با لایه یک که کارهایی جزئیات می شود. گرفته یاد نمونەها با مواجهه

8Input Data Points
9Expected Output
10Learning
11Representation
12Layers
13Neural Networks (NN)
14Depth
15Noise
16Weight



۸۹ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ کلانتری مهدی

از می کند. پارامتربندی می دهد انجام لایه یک که را تبدیل هایی لایه)، (پارامتر لایه وزن تخصصی، بیان به هستند. اعداد از دسته یک اصل در که
نمونەهای درستی به شبکه که گونەای به است، شبکه در لایەها تمامی وزن های برای مقادیر از مجموعەای یافتن معنای به یادگیری دیدگاه، این

نماید[۱]. نگاشت مرتبط اهداف به را ورودی
هدف دستەبندی، مسائل در رگرسیون۱۸. و دستەبندی۱۷ از عبارتند آنهاست حل به قادر خوبی به عمیق یادگیری که مسائلی مهمترین از نوع دو
عددی مقدار یک پیش بینی هدف رگرسیونی، مسائل در است. موجود دسته 𝑘 از یک کدام به متعلق ورودی یک کنیم مشخص که است این

بهادار[۲]. اوراق آتی قیمت پیش بینی یا فردا هوای دمای پیش بینی مثل است؛ پیوسته
درستنمایی. حداکثر روش بر داشت خواهیم مروری نیز ۳ بخش در و شده معرفی عمیق یادگیری در پرکاربرد و معروف زیان تابع چهار ،۲ بخش در

است. شده داده شرح تفصیل به ۴ بخش در درستنمایی۱۹ حداکثر روش از استفاده با نظر مورد زیان تابع چهار استخراج نحوه

زیان تابع چهار معرفی .۲
تابع وسیله به سنجش این سنجید. انتظار مورد خروجی با را آن خروجی تفاوت میزان بتوان باید عمیق عصبی شبکه یک خروجی کنترل برای
تابع بنامیم. نیز خطا۲۴ تابع یا زیان۲۳ تابع هزینه۲۲، تابع را آن است ممکن آن روی کمینەسازی انجام هنگام می شود. انجام معیار۲۱ یا هدف۲۰
می کند محاسبه را فاصله۲۵ میزان و گرفته را می خواهیم) شبکه از خروجی عنوان به که (چیزی واقعی هدف و عصبی شبکه پیش بینی های هدف،

می کند. مشخص را شبکه کار کیفیت ترتیب بدین و
(MAE) خطا۲۷ مطلق قدر میانگین و (MSE) خطا۲۶ دوم توان میانگین به می توان دارند کاربرد رگرسیونی مسائل در که زیانی توابع مهمترین از
زیادی کاربردهای (CCE) طبقەای۲۹ متقابل آنتروپی و (BCE) دودویی۲۸ متقابل آنتروپی زیان تابع دو نیز دستەبندی مسائل در کرد. اشاره

پرداخت. خواهیم زیان توابع این از یک هر معرفی به حال دارند.
MAE و MSE زیان توابع .۱ .۲

صورت به MSE زیان تابع می کند. فراهم 𝑦 واقعی مقدار برای پیش بینی یک که بوده عصبی شبکه خروجی 𝑦 رگرسیونی مساله یک در کنید فرض
می شود: تعریف زیر

𝑀𝑆𝐸 = ۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)

۲ (۲)

می گردد: تعریف زیر صورت به نیز MAE زیان تابع است. آموزشی۳۰ دادەهای تعداد با برابر 𝑛 که وقتی

𝑀𝐴𝐸 = ۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
|𝑦𝑖 − 𝑦𝑖| (۳)

CCE و BCE زیان توابع .۲ .۲
در باشد. داشته ،۱ و ۰ مثلا مقدار، دو می تواند که بوده دسته برچسب دهنده نشان 𝑦 گسسته متغیر دودویی، دستەبندی مساله یک در کنید فرض
واضح .۱ برچسب با دستەای به تعلق (شرطی) احتمال یعنی ،𝑝۱(𝑥) = 𝑃𝑟(𝑦 = ۱|𝑥; 𝑤) از است عبارت عصبی شبکه خروجی حالت این

17Classification
18Regression
19Maximum Likelihood
20Objective Function
21Criterion
22Cost Function
23Loss Function
24Error Function
25Distance Score
26Mean Squared Error (MSE)
27Mean Absolute Error (MAE)
28Binary Cross Entropy (BCE)
29Categorical Cross Entropy (CCE)
30Training Data
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وزن دهنده نشان 𝑤 پارامتر .𝑝۰(𝑥) = 𝑃𝑟(𝑦 = ۰|𝑥; 𝑤) = ۱ − 𝑝۱(𝑥) با است برابر صفر برچسب با دستەای به تعلق احتمال که است
است. لایەها

می شود: تعریف زیر صورت به BCE زیان تابع دودویی دستەبندی مسائل در

𝐵𝐶𝐸 = −۱
𝑛

𝑖∶𝑦𝑖=۰
ⅼog(𝑝۰(𝑥𝑖)) +

𝑖∶𝑦𝑖=۱
ⅼog(𝑝۱(𝑥𝑖)) (۴)

عصبی شبکه خروجی حالت این در باشد. داشته ۰, ۱, … , 𝑘 − ۱ مثل مقدار چندین می تواند 𝑦 گسسته متغیر کلاسی، چند دستەبندی مساله در
تابع .∑𝑘−۱

𝑗=۰ 𝑝𝑗(𝑥) = ۱ که است واضح .𝑗 برچسب با دستەای به تعلق (شرطی) احتمال یعنی ،𝑝𝑗(𝑥) = 𝑃𝑟(𝑦 = 𝑗|𝑥; 𝑤) از است عبارت
می گردد: تعریف زیر صورت به دارد، کاربرد کلاسی چند دستەبندی مساله در که CCE زیان

𝐶𝐶𝐸 = −۱
𝑛

𝑖∶𝑦𝑖=۰
ⅼog(𝑝۰(𝑥𝑖)) + ⋯ +

𝑖∶𝑦𝑖=𝑘−۱
ⅼog(𝑝𝑘−۱(𝑥𝑖)) (۵)

.𝑘 = ۲ دهیم قرار کافیست است. CCE زیان تابع از خاصی حالت BCE زیان تابع می رود، انتظار که همانطور

درستنمایی حداکثر روش .۳
نمونه 𝑛 تعداد از مجموعەای است. درستنمایی حداکثر روش آماری، مدل یک پارامترهای (تخمین) برآورد برای روش ها مهمترین از یکی
کمیت باشند. 𝑝 (𝑥; 𝜃) احتمال توزیع دارای کدام هر و بوده مستقل نمونەها این می شود فرض بگیرید. نظر در را 𝑆 = {𝑥۱, … , 𝑥𝑛} تصادفی
هستیم پارامتر از مقادیری یافتن دنبال به درستنمایی حداکثر روش در است. آماری) (مدل مذکور احتمال توزیع مجهول پارامتر دهنده نشان 𝜃
با که درستنمایی حداکثر برآوردگر دیگر، عبارت به باشد. داشته را مقدار بیشترین 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 تصادفی نمونه 𝑛 مشاهده احتمال آن، ازای به که

می گردد: تعریف زیر صورت به می شود، داده نشان 𝜃𝑀𝐿 نماد
𝜃𝑀𝐿 = argⅿax

𝜃
𝑝 (𝑆; 𝜃) (۶)

داشت: خواهیم تصادفی نمونه 𝑛 استقلال به توجه با

𝜃𝑀𝐿 = argⅿax
𝜃

𝑛

𝑖=۱
𝑝 (𝑥𝑖; 𝜃) (۷)

مختلفی دلایل به می تواند (۷) رابطه در احتمال چندین روی ضرب از استفاده یک، و صفر بین است عددی همواره احتمال مقدار اینکه دلیل به
ارز، هم و مناسب تر بهینەسازی مساله یک به دستیابی برای شود[۴]. عددی پاریز۳۲ یا و سرریز۳۱ مستعد می تواند محاسبات مثلا باشد. نامناسب
مجموع به ضرب حاصل راحتی به و نداده تغییر را آن argmax ،(۷) رابطه در درستنمایی تابع از لگاریتم گرفتن که می کنیم توجه نکته این به

می شود: تبدیل

𝜃𝑀𝐿 = argⅿax
𝜃

𝑛

𝑖=۱
ⅼog (𝑝 (𝑥𝑖; 𝜃)) (۸)

است: زیر بهینەسازی معادل (۸) رابطه در بهینەسازی مساله

𝜃𝑀𝐿 = argⅿin
𝜃

−
𝑛

𝑖=۱
ⅼog (𝑝 (𝑥𝑖; 𝜃)) (۹)

ℒ = −∑𝑛
𝑖=۱ ⅼog (𝑝 (𝑥𝑖; 𝜃))کمیت آن ازای به 𝜃که پارامتر از مقداری با است 𝜃برابر پارامتر درستنمایی حداکثر برآوردگر که می دهد نشان (۹) رابطه

می توان نیز شرطی احتمال توزیع های پارامترهای برآورد برای درستنمایی حداکثر روش از که باشید داشته توجه باشد. داشته را مقدار کمترین
کرد. استفاده

آورد. دست به درستنمایی حداکثر روش از استفاده با را ۲ بخش در شده معرفی زیان توابع می توان چگونه که می دهیم نشان ۴ بخش در
31Overflow
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درستنمایی حداکثر روش از استفاده با زیان توابع آوردن دست به .۴
روش از عصبی شبکەهای بیشتر امروزه .[۵ دهد[۳، قرار تاثیر تحت را مدل خروجی می تواند عمیق یادگیری در شده انتخاب زیان تابع نوع
هر برای زیان توابع طراحی بار که است این عمیق یادگیری در روش این از استفاده مزایای از یکی می شوند. داده آموزش درستنمایی حداکثر
حداکثر روش از استفاده با را ۳ بخش در شده معرفی زیان توابع می توان چطور که داد خواهیم نشان بخش این در .[۷] می کند طرف بر را مدل

آورد. دست به درستنمایی
باشد 𝜎 معلوم معیار انحراف و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای (۱) رابطه در (𝜀) تصادفی نوفه که کنیم فرض اگر رگرسیونی، مساله یک در
صورت به 𝑥 شرط به 𝑦 شرطی احتمال چگالی تابع نتیجه در بود. خواهد 𝜎 معیار انحراف و 𝑦 میانگین با نرمال ،𝑥 شرط به 𝑦 شرطی توزیع آنگاه

بود: خواهد زیر

𝑝 (𝑦|𝑥; 𝑤) = ۱
𝜎√۲𝜋𝑒

−۱
۲

𝑦−𝑦
𝜎

۲
, 𝑥 ∈ ℝ (۱۰)

سازیم: کمینه را زیر عبارت کافیست 𝑤 درستنمایی حداکثر برآورد آوردن دست به برای هستند. عصبی شبکه وزن های 𝑤 که وقتی

ℒ = −
𝑛

𝑖=۱
ⅼog (𝑝 (𝑦𝑖|𝑥𝑖; 𝑤)) = −

𝑛

𝑖=۱
ⅼog ۱

𝜎√۲𝜋 − ۱
۲

𝑦𝑖 − 𝑦𝑖
𝜎

۲
(۱۱)

درستنمایی حداکثر برآورد آوردن دست به برای ندارند، کمینەسازی مساله در تاثیری نیز ثابت مقادیر و شده فرض معلوم 𝜎 پارامتر اینکه دلیل به
تعریف (۲) رابطه در که MSE زیان تابع همان اخیر، عبارت میانگین گرفتن نظر در با سازیم. کمینه را ∑𝑛

𝑖=۱ (𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)
۲ عبارت کافیست 𝑤

می آید. دست به است، شده
به 𝑦 شرطی توزیع آنگاه باشد 𝜎 معلوم مقیاس پارامتر و صفر مکان پارامتر با لاپلاس۳۳ توزیع دارای 𝜀 که کنیم فرض رگرسیونی مساله در اگر
خواهد زیر صورت به 𝑥 شرط به 𝑦 شرطی احتمال چگالی تابع بنابراین بود. خواهد 𝜎 مقیاس پارامتر و 𝑦 مکان پارامتر با لاپلاس توزیع ،𝑥 شرط

بود:

𝑝 (𝑦|𝑥;𝑤) = ۱
۲𝜎𝑒

− |𝑦−𝑦|
𝜎 , 𝑥 ∈ ℝ (۱۲)

سازیم: کمینه را زیر عبارت کافیست 𝑤 درستنمایی حداکثر برآورد آوردن دست به برای

ℒ = −
𝑛

𝑖=۱
ⅼog (𝑝 (𝑦𝑖|𝑥𝑖; 𝑤)) = −

𝑛

𝑖=۱
ⅼog ۱

۲𝜎 − ۱
𝜎 |𝑦𝑖 − 𝑦𝑖| (۱۳)

درستنمایی حداکثر برآورد آوردن دست به برای ندارند، کمینەسازی مساله در تاثیری نیز ثابت مقادیر و شده فرض معلوم 𝜎 پارامتر اینکه به توجه با
شده تعریف (۳) رابطه در که MAE زیان تابع همان نیز، اخیر عبارت از میانگین گیری با سازیم. کمینه را ∑𝑛

𝑖=۱ |𝑦𝑖 − 𝑦𝑖| عبارت کافیست 𝑤
می آید. دست به است،

عصبی شبکه خروجی کند، اختیار ۱ و ۰ مقدار دو می تواند فقط 𝑦 گسسته متغیر که دودویی دستەبندی مساله در شد، اشاره قبلا که همانطور
برابر نیز صفر برچسب با دستەای به تعلق احتمال .۱ برچسب با دستەای به تعلق احتمال یعنی ،𝑝۱(𝑥) = 𝑃𝑟(𝑦 = ۱|𝑥; 𝑤) از است عبارت

سازیم: کمینه را زیر عبارت کافیست 𝑤 درستنمایی حداکثر برآورد آوردن دست به برای .𝑝۰(𝑥) = ۱ − 𝑝۱(𝑥) با است

ℒ = −
𝑛

𝑖=۱
ⅼog (𝑝 (𝑦𝑖|𝑥𝑖; 𝑤)) = −

𝑖∶𝑦𝑖=۰
ⅼog(𝑝۰(𝑥𝑖)) +

𝑖∶𝑦𝑖=۱
ⅼog(𝑝۱(𝑥𝑖)) (۱۴)

رسید. خواهیم است، شده تعریف (۴) رابطه در که BCE زیان تابع به (۱۴) رابطه از میانگین گیری با نیز اینجا در

33Laplace
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حالت این در باشد. داشته ۰, ۱, … , 𝑘 − ۱ مثل مقدار چندین می تواند 𝑦 گسسته متغیر کلاسی، چند دستەبندی مساله در که کردیم اشاره قبلا
آوردن دست به برای نیز اینجا در .𝑗 برچسب با دستەای به تعلق احتمال یعنی ،𝑝𝑗(𝑥) = 𝑃𝑟(𝑦 = 𝑗|𝑥; 𝑤) با است برابر عصبی شبکه خروجی

سازیم: کمینه را زیر عبارت کافیست 𝑤 درستنمایی حداکثر برآورد

ℒ = −
𝑛

𝑖=۱
ⅼog (𝑝 (𝑦𝑖|𝑥𝑖; 𝑤)) = −

𝑖∶𝑦𝑖=۰
ⅼog(𝑝۰(𝑥𝑖)) + ⋯ +

𝑖∶𝑦𝑖=𝑘−۱
ⅼog(𝑝𝑘−۱(𝑥𝑖)) (۱۵)

رسید. خواهیم است، شده تعریف (۵) رابطه در که CCE زیان تابع به (۱۵) رابطه از میانگین گیری با حال

نتیجەگیری .۵
مطلق قدر میانگین خطا، دوم توان میانگین شامل عمیق یادگیری در پرکاربرد و معروف زیان تابع چهار می توان چگونه که دادیم نشان مقاله این در
این از استفاده مزایای از یکی آورد. دست به درستنمایی حداکثر روش از استفاده با را طبقەای متقابل آنتروپی و دودویی متقابل آنتروپی خطا،
توزیع تعیین با باشیم. مناسب زیان تابع یک یافتن دنبال به جداگانه طور به مدل هر برای نیست نیازی که است این عمیق یادگیری در روش

یافت. را مناسب زیان تابع ℒ = −∑𝑛
𝑖=۱ ⅼog (𝑝 (𝑦𝑖|𝑥𝑖; 𝑤)) کمیت از استفاده با می توانیم راحتی به 𝑝(𝑦|𝑥; 𝑤) شرطی
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براونی حرکت در گذر اولین زمان احتمال توزیع عنوان به معکوس گوسی توزیع
ریابیآ اول یعقوبی مهدی ،آ، حسین  زاده∗ علیرضا

ایران گناباد، اسلامی، آزاد دانشگاه گناباد، واحد آمار، آگروه

چکیده
حرکت از توصیفی عنوان به که است کاربردی آمار و احتمال نظریه در تصادفی فرآیندهای مهمترین از یکی وینر فرآیند
انگلیسی گیاەشناس براون روبرت توسط ۱۸۲۸ سال در که براونی حرکت است. گرفته سرچشمه فیزیک در براونی
این برخورد اثر بر گاز)، یا (مایع سیال یک در غوطەور کوچک ذرات تصادفی حرکت از است عبارت شده کشف
مکانی موقعیت یک از وینر فرآیند گذر اولین زمان توزیع حاضر مقاله در سیال. آن مولکول های یا اتم ها با ذرات

نمود. خواهیم استنتاج را می  کند، پیروی معکوس گوسی توزیع از که مفروض،

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

وینر فرآیند
معکوس گوسی توزیع

لاپلاس تبدیل
مشخصه تابع
پایدار توزیع

مقدمه .۱
مختلف های عرصه در توزیع این فراوان کاربردهای دلیل به ۱است. معکوس گوسی توزیع احتمال و آمار در پیوسته کلاسیک توزیع های از یکی
متعددی مقالات تاکنون یافته، تعمیم  خطی مدل های و لوی فرآیندهای هیدرولوژی، زیست شناسی، سهام، بازار قیمت های اعتماد، قابلیت مانند

است. شده نوشته آماری مهم توزیع این خصوص در پژوهشگران توسط
گردید استخراج می رسد” معینی قیمت به بار اولین برای سهام یک که عنوان”زمانی تحت باچلیه۲ لوئیس توسط سال۱۹۰۰ در بار اولین توزیع این
در گذر اولین زمان ”توزیع عنوان تحت آن فیزیکی مهم خواص دلیل به اتریشی، فیزیکدان ، شرودینگر۳ اروین توسط ۱۹۱۵ سال در بعدها و
احتمال نسبت آزمون حدی” فرم عنوان به را توزیع این والد۴ آبراهام ۱۹۴۴ سال در و بار دومین برای گرفت. قرار استفاده مورد براونی” حرکت
سال در تویدی۷ توسط معکوس گوسی نام است. مشهور نیز والد۶ توزیع به معکوس گوسی توزیع جهت، این از آورد. دست به ” دنبالەای۵
سال در را توزیع این او گردید. پشنهاد گوسی) (توزیع نرمال توزیع و توزیع این انباشتگی مولد تابع بین معکوس ارتباطی وجود دلیل به ۱۹۴۵

نمود. استخراج را آن آماری ویژگی های برخی و بررسی ۱۹۵۷
و نظری دیدگاه از (۱۹۹۹ و ۱۹۸۳) سشادری۱۰ و (۱۹۸۹ و ۱۹۷۴) فولکز۹ و چیکارا۸ توسط پارامتری دو معکوس گوسی توزیع های خانواده

∗سخنران
حسین  زاده) (علیرضا hoseinzade1@yahoo.com الکترونیک: پست
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توزیع برای یافتەای تعمیم صورت مسلسل کسرهای کمک به (۱۹۸۳) سشادری و لتاک۱۱ گرفتەاند. قرار بررسی و بحث مورد آماری کاربردهای
معکوس گوسی توزیع از دیگر تعمیمی عنوان به را معکوس –گوسی 𝛼 توزیع های ،(۱۹۹۲) سادیش۱۳ و پیلای۱۲ نمودند. ارائه معکوس گوسی
علیزاده اند. داده انجام تحقیقاتی ،(۲۰۱۱) همکاران و وکسلر۱۴ معکوس، گوسی توزیع برازش نیکویی آزمون خصوص در آوردند. دست به
داد. قرار بررسی مورد آنتروپی بر مبتنی های آزمون کمک به را مجهول پامترهای با معکوس گوسی توزیع برازش نیکویی مسئله (۲۰۱۷) نوقابی
(۲۰۲۲) همکاران و  جیمز۱۵ توسط معکوس گوسی توزیع برای توزیع، تابع مشخص سازی بر مبتنی برازش نیکویی آزمون های از کلاسی اخیرا
دادند. قرار مطالعه مورد را آن تعمیم  های و معکوس گوسی توزیع تفصیل به (۱۳۷۳) زاده حسین و (۱۳۶۵) پور فارسی سنجری است. شده ارائه
ویژگی های و وینر فرآیند تعریف سپس می پردازیم. آن مهم ویژگی های از پارەای بیان و معکوس گوسی توزیع معرفی به ابتدا حاضر مقاله در
استنتاج مفروض” مکانی موقعیت یک از وینر فرآیند گذر اولین زمان توزیع عنوان” به را معکوس گوسی توزیع پایان در و می کنیم مرور را آن

می کنیم.

معکوس گوسی توزیع .۲
، 𝑋 ∼ 𝐼𝐺 (𝜇, 𝜆) می نویسیم و است 𝜆و 𝜇 پارامترهای با معکوس گوسی توزیع دارای 𝑋 مثبت و پیوسته تصادفی متغیر گوییم

باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر

𝑓 (𝑥) =
𝜆

۲𝜋𝑥۳

۱
۲ 𝑒𝑥𝑝 −𝜆(𝑥−𝜇)۲

۲𝜇۲𝑥 , 𝑥 > ۰, 𝜇 > ۰, 𝜆 > ۰,
۰, 𝑥 ≤ ۰.

مولد تابع و واریانس و میانگین این بر علاوه دارد. تعلق پارامتری دو نمایی خانواده یک به فوق توزیع های خانواده که داد نشان می توان راحتی به
بود: خواهند محاسبه قابل زیر روابط از توزیع گشتاور

𝐸 (𝑋) = 𝜇, 𝑉𝑎𝑟 (𝑋) = 𝜇۳
𝜆 ,𝑀𝑋 (𝑡) = exp 𝜆

𝜇 ۱ − ۱ − ۲𝜇۲𝑡
𝜆

۱
۲

, 𝑡 < 𝜆
۲𝜇۲ .

۳
√𝜑

و ۱۵
𝜑 برابر ترتیب به است، احتمال چگالی تابع شکل دهنده نشان که فیشر کشیدگی و چولگی ضرایب آنگاه ، 𝜑 = 𝜆

𝜇 کنیم تعریف اگر
تک  توزیع یک معکوس گوسی توزیع می گویند. نیز توزیع شکل پارامتر اوقات گاهی 𝜑 به بنابراین و وابستەاند 𝜑 پارامتر به فقط که بود خواهند

می باشد. راست به کشیده آن چگالی تابع منحنی لذا است مثبت چولگی با نمایی

براونی حرکت و وینر فرآیند .۳
حرکت متوجه که بود آب ظرف یک در معلق گرده دانەهای مطالعه مشغول خود آزمایشگاه در انگلیسی براون۱۶گیاەشناس رابرت ۱۸۲۸ سال در
حرکت علت ۱۹۰۵ سال در اینکه تا بیابد آن برای پاسخی نتوانست اما برانگیخت را او کنجکاوی حرکات این شد. آب ظرف در دانەها این
توسط که است ضربەهایی به مربوط گردەها حرکت علت که کرد مشخص او گردید. بیان انیشتن۱۷، آلبرت آلمانی، فیزیکدان توسط گرده دانەهای
به اندازه یک با تقریبا و مختلف جهات از ضربەها این است، نموده احاطه را گرده دانەهای مایع چون می شوند. وارد آن به آب مولکول های
تغییر این پیوستن هم به از و می کند ایجاد دانه در کوچکی مکان تغییر ضربەها این برآیند لحظه هر در و می شوند وارد گرده دانه به مداوم طور
آن ریاضی مدل سازی هنوز اما بود براون کنجکاوی به پاسخگویی در بزرگ گامی حرکت، علت شدن روشن می گیرد. شکل دانه حرکت مکان ها
قوانین و نموده روشن کاملا ریاضی نظر از را حرکت این توانست ۱۹۲۳ سال در آمریکایی وینر۱۸ریاضیدان نوربرت انجام سر نبود. پذیر امکان 

می نامند. وینر۱۹نیز فرآیند را براونی حرکت فرآیند ریاضی، مدل های در رو این از نماید. معین را آن بر حاکم احتمالی
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16Robert Brawn
17Albert Einstein
18Norbert Wiener
19Wiener Process
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پارامترها مختلف مفادیر برای معکوس گوسی چگالی تابع نمودار :۱ شکل

می نامیم. وینر فرآیند یک را زیر ویژگی های ،با 𝜎۲ واریانس و ν شناوری ضریب دارای {𝑋 (𝑡) = 𝑋𝑡; 𝑡 ≥ ۰} تصادفی فرآیند ۱ .۳ تعریف
. 𝑋 (۰) = ۰ الف)

(𝑡۱, 𝑡۲) هم از جدا زمانی فواصل در فرآیند نموهای ، 𝑡۱ < 𝑡۲ < … < 𝑡𝑛 هر و 𝑛 ≥ ۱ هر برای یعنی باشد. مستقل نموهای دارای فرآیند ب)
باشند. مستقل تصادفی متغیرهای تصادفی، متغیر 𝑛 − ۱ عنوان به (𝑡𝑛−۱, 𝑡𝑛) و ... و

در که داریم توجه باشند. توزیع هم  𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑠+ℎ و 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 تصادفی متغیرهای ℎ, 𝑠, 𝑡 هر برای یعنی باشد. مانا نموهای دارای فرآیند ج)
باشند. توزیع هم طول، هم  بازەهای روی فرآیند نموهای باید واقع در باشند. هم از جدا بازەها نیست لازم نموها استقلال مانند اینجا

باشد. 𝜎۲𝑡 واریانس و ν𝑡 میانگین با نرمال توزیع دارای 𝑋𝑡 تصادفی متغیر 𝑡 ≥ ۰ هر برای د)
می نامند. استاندارد وینر فرآیند یک را فرآیند آنگاه باشند، یک و صفر برابر ترتیب به واریانس و شناوری ضریب اگر که کنید توجه

است. استنتاج قابل زیر گزارەهای وینر فرآیند تعریف از
مبدا در ذره که است معنی بدان 𝑋 (۰) = ۰ می کند، مشخص را 𝑡 زمان در ذره موقعیت عبارتی به یا و حرکت مسیر 𝑋𝑡 که این به توجه با (۱

است. نموده حرکت به شروع مکان مبدا از زمان
مستقلند. 𝑋𝑡−𝑋𝑠 و 𝑋𝑣−𝑋𝑢 تصادفی متغیرهای آنگاه ، 𝑠 < 𝑡 < 𝑢 < 𝑣 اگر دیگر عبارت به مستقلند. هم از جدا زمان های در مکان تغییر (۲

است. 𝜎۲(𝑡 − 𝑠) واریانس و ν(𝑡 − 𝑠) میانگین با نرمال توزیع دارای 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 یعنی (𝑠, t) زمانی بازه در مکان تغییر (۳
از فرآیند، ویژگی های به توجه با البته باشد. 𝑡 از پیوسته تابعی باید بنابراین و می کند مشخص را ذره حرکت مسیر ، 𝑡 از تابعی عنوان به 𝑋𝑡 (۴

است. 𝑡 از پیوسته تابعی 𝑋𝑡 که می شود ثابت ریاضی لحاظ
اما گردد. محاسبه زمان به نسبت ذره حرکت مسیر مشتق یعنی ، 𝑑𝑋𝑡

𝑑𝑡 باید سرعت تعریف به بنا 𝑡 زمان در ذره سرعت آوردن دست به برای (۵
اینکه محض به زیرا است. انتظار قابل شهودی طور به براونی حرکت مسیر نداشتن مشتق ندارد. وجود نقطەای هیج در مشتق این که می شود ثابت
می کنند. تولید را دندانەای حرکت مسیر یک نتیجه در و می شکنند را آن مسیر بعدی ضربەهای برآیند می کند، انتخاب حرکت برای را مسیری ذره

می کند. مشخص را ذره مکان عمودی محور و زمان افقی محور می دهد. نشان را براونی) (حرکت وینر فرآیند یک حرکت مسیر زیر شکل
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وینر فرآیند در گذر اولین زمان توزیع عنوان به معکوس گوسی توزیع .۴
𝑋 (۰) = 𝑥۰ یعنی شود شروع 𝑥۰ نقطه از فرآیند اگر بالا تعریف به توجه با باشد. وینر تصادفی فرآیند یک {𝑋 (𝑡) = 𝑋𝑡; 𝑡 ≥ ۰} کنید فرض
حالت این در لذا و بود خواهد 𝜎۲𝑡 واریانس و 𝑥۰ + ν𝑡 میانگین با نرمال توزیع دارای 𝑋 (𝑡) تصادفی متغیر وینر، فرآیند (د) ویژگی بر بنا  آنگاه

بود: خواهد زیر صورت به 𝑋 (𝑡) احتمال چگالی تابع

𝑓 (𝑥; 𝑥۰, 𝑡) =
۱

√۲𝜋𝑡𝜎 exp −(𝑥 − 𝑥۰ − ν𝑡)۲

۲𝜎۲𝑡 , 𝑥𝜖ℝ.

عبارت به می گذرد. ( 𝑎 > 𝑥۰ ) ، 𝑎 موقعیت از زمان این در بار اولین برای فرآیند که باشد زمانی دهنده نشان 𝑇 تصادفی متغیر کنید فرض حال
کنید: فرض دیگر

𝑋 (𝑡) < 𝑎, ۰ < 𝑡 < 𝑇,
𝑋 (𝑡) = 𝑎, 𝑡 = 𝑇, و 𝑋 (۰) = 𝑥۰.

چگالی تابع 𝑔 (𝑡; 𝑥۰, 𝑎) کنید فرض اساس این بر است. 𝑇 تصادفی متغیر احتمال توزیع آوردن بدست ما هدف ، 𝑇 < ∞ فرض با اکنون
تبدیلات دهنده نشان ترتیب به 𝐺 (𝜃; 𝑥۰, 𝑎) و 𝐹 (𝑥; 𝑥۰, 𝜃) کنید فرض همچنین باشد. 𝑇 < ∞ فرض با 𝑇 تصادفی متغیر شرطی احتمال

داریم: لاپلاس تبدیل تعریف بر بنا لذا باشند. 𝑡 زمان متغیر به نسبت 𝑔 (𝑡; 𝑥۰, 𝑎) و 𝑓 (𝑥; 𝑥۰, 𝑡) توابع لاپلاس

𝐹 (𝑥; 𝑥۰, 𝜃) =
∞

۰
𝑒−𝜃𝑡𝑓 (𝑥; 𝑥۰, 𝑡) 𝑑𝑡,

𝐺 (𝜃; 𝑥۰, 𝑎) =
∞

۰
𝑒−𝜃𝑡𝑔 (𝑡; 𝑥۰, 𝑎) 𝑑𝑡.

𝐺 (−𝜃; 𝑥۰, 𝑎) و 𝐺 (۰; 𝑥۰, 𝑎) = ۱ لذا است، 𝑇 < ∞ فرض با 𝑇 تصادفی متغیر شرطی احتمال تابعچگالی 𝑔 (𝑡; 𝑥۰, 𝑎) چون که داریم توجه
یعنی: بود. خواهد 𝑇 < ∞ فرض با 𝑇 تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع واقع در

𝐺 (−𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = 𝐸[𝑒𝜃𝑇|𝑇 < ∞].

توزیع فرد به منحصر طور به تصادفی متغیر یک گشتاور مولد تابع چون حال می شود. واقع مفید فوق گشتاور مولد تابع کردن پیدا در زیر قضیه
شد. خواهد مشخص نظر مورد توزیع حاصله، گشتاور مولد تابع از تبعیت به لذا می کند مشخص را متغیر آن
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داریم: 𝑥۰ < 𝑎 < 𝑥 برای .۱.۴ قضیه
𝑃 (𝑇 < ∞) × 𝐺 (𝜃; 𝑥۰, 𝑎) =

𝐹 (𝑥; 𝑥۰, 𝜃)
𝐹 (𝑥; 𝑎, 𝜃) .

است. آمده (۲) در بالا قضیه اثبات
داشت: سادهخواهیم انتگرالینسبتا محاسبات پارەای از پس نماییم. محاسبه را 𝐹 (𝑥; 𝑥۰, 𝜃) است کافی بالا قضیه به توجه با اکنون

𝐹 (𝑥; 𝑥۰, 𝜃) =
۱

√𝜈۲ + ۲𝜎۲𝜃
exp −𝑥 − 𝑥۰

𝜎۲ 𝜈۲ + ۲𝜎۲𝜃 − 𝜈 .

می آوریم: بدست (۱ .۴) قضیه به مربوط کسر در جایگذاری و بالا رابطه در 𝑎 به 𝑥۰ تبدیل با حال

𝑃 (𝑇 < ∞) × 𝐺 (𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = exp 𝑥۰ − 𝑎
𝜎۲ 𝜈۲ + ۲𝜎۲𝜃 − 𝜈 . (۱)

دست به را 𝑇 < ∞ فرض با 𝑇 شرطی توزیع حالت هر در و گرفته نظر در را صفر و منفی مثبت، حالت سه ν شناوری ضریب برای اکنون
می آوریم.

نوشت: زیر صورت به می توان را (۱) رابطه صورت این در باشد مثبت ν شناوری ضریب اگر حالت۱)

𝑃 (𝑇 < ∞) × 𝐺 (𝜃; 𝑥۰,𝑎) = exp (𝑎 − 𝑥۰)𝜈
𝜎۲ ۱ − ۱ + ۲𝜎۲𝜃

𝜈۲

۱
۲

.

خواهیم نتیجه در 𝑃 (𝑇 < ∞) = ۱ . می آوریم، دست به 𝐺 (۰; 𝑥۰, 𝑎) = ۱ که نکته این به توجه و بالا تساوی در 𝜃 = ۰ جایگذاری با حال
داشت:

𝐺 (𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = exp (𝑎 − 𝑥۰)𝜈
𝜎۲ ۱ − ۱ + ۲𝜎۲𝜃

𝜈۲

۱
۲

.

بود: خواهد زیر صورت به 𝑇 < ∞ فرض با 𝑇 گشتاور مولد تابع 𝜇 = 𝑎−𝑥۰
𝜈 و 𝜆 = 𝑎−𝑥۰

𝜎

۲ دادن قرار با

𝐺 (−𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = exp 𝜆
𝜇 ۱ − ۱ − ۲𝜇۲𝜃

𝜆

۱
۲

.

است. 𝐼𝐺 (𝜇, 𝜆) توزیع به مربوط فوق گشتاور مولد تابع نمودیم، بیان قبلا که گونه همان
شد: خواهد تبدیل زیر صورت به (۱) رابطه صورت این در باشد منفی ν شناوری ضریب اگر قبل حالت مشابه حالت۲)

𝑃 (𝑇 < ∞) × 𝐺 (𝜃; 𝑥۰,𝑎) = exp 𝜆
𝜇 ۱ + ۱ + ۲𝜇۲𝜃

𝜆

۱
۲

.

بودن منفی علت به حالت این در که کنید توجه 𝑃 (𝑇 < ∞) = exp ۲𝜆
𝜇 . می آوریم، دست به بالا تساوی در 𝜃 = ۰ ازای به حالت این در

داریم: لذا بود. خواهد ۰ < exp ۲𝜆
𝜇 < ۱ نتیجه در و منفی 𝜇 = 𝑎−𝑥۰

𝜈 نسبت ν

𝐺 (𝜃; 𝑥۰,𝑎) = exp −𝜆
𝜇 ۱ − ۱ + ۲𝜇۲𝜃

𝜆

۱
۲

.

بود: خواهد زیر صورت به گشتاور مولد تابع −𝜃 به 𝜃 تبدیل با

𝐺 (−𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = exp −𝜆
𝜇 ۱ − ۱ − ۲𝜇۲𝜃

𝜆

۱
۲

.
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است. 𝐼𝐺 (−𝜇, 𝜆) توزیع به مربوط فوق گشتاور مولد تابع حالت این در
شد: خواهد تبدیل زیر صورت به (۱) رابطه صورت این در باشد منفی ν شناوری ضریب اگر قبل حالت مشابه حالت۳)

𝑃 (𝑇 < ∞) × 𝐺 (𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = exp 𝑥۰ − 𝑎
𝜎۲ ۲𝜎۲𝜃 = 𝑒𝑥𝑝 −√۲𝜆𝜃 .

صورت به حالت این در گشتاور مولد تابع نتیجه در 𝑃 (𝑇 < ∞) = ۱ می آوریم،. دست به 𝜃 = ۰ برای (۱) حالت مشابه نیز حالت این در
بود: خواهد زیر

𝐺 (−𝜃; 𝑥۰, 𝑎) = 𝑒𝑥𝑝 −√−۲𝜆𝜃 .

تابع یعنی است. پایدار توزیع یک هدف متغیر توزیع حالت این در که شده ثابت نیست. معکوس گوسی فرم به دیگر فوق گشتاور مولد تابع
است. موهومی ثابت یک 𝛾𝛼 و 𝛼 = ۰٫۵ آن در که نوشت 𝑒𝑥𝑝 −𝛾𝛼 |𝜃|

𝛼 صورت به می توان را 𝑇 تصادفی متغیر مشخصه

نتیجه .۵
در مثال عنوان به می کند. خودنمایی کاربردی موضوعات از بسیاری در که است تصادفی فرآیندهای در کلاسیک موضوعی گذر، اولین مسئله
اگر است. نمایان قیمت گذاری مانع گزینەهای همچنین و اعتباری ریسک سازی مدل مانند موضوعاتی قلب در گذر، اولین مسئله مالی ریاضیات
واقع در دارد قرار آن در که وضعیتی از فرآیند خروج اولین زمان یا گذر اولین زمان باشد 𝑋 (۰) = 𝑥۰ اولیه وضعیت با تصادفی فرآیند یک 𝑋𝑡
آن، واریانس و میانگین نتیجه در و گذر اولین زمان توزیع می کند. گذر مفروض موقعیت این از بار اولین برای فرآیند که است توقف زمان یک
با است. برخوردار ویژەای اهمیت از زمان این مرزی مسائل در و است توجه مورد بسیار باشد، انتشار فرآیند یک بررسی تحت فرآیند که هنگامی
خروج، زمان کاربردی اهمیت دلیل به و است تصادفی متغیری خروج زمان آنگاه باشد پیوسته مسیرهای دارای فرآیندی اگر که نکته این به توجه

نمودیم. استنتاج را مفروض مکانی موقعیت یک از وینر فرآیند گذر اولین زمان احتمال توزیع وینر، فرآیند اجمالی بررسی ضمن مقاله این در
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چکیده
انجام متغیره چند سازی آستانه شیوه اساس بر و موجک روش به احتمال چگالی تابع برآورد بر مروری مقاله این در
بر را برآوردگرها این همگرایی نرخ همچنین شود. می معرفی دوتایی سازی آستانه شیوه خاص طور به و گیرد می
برای خطا مربعات کمترین معیار اساس بر بالا کران یک و داده قرار بررسی مورد آماری توابع از بزرگی کلاس روی

می آید. بدست آنها
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مقدمه .۱
برابر فاصله در که 𝑌𝑖 اغتشاش به آمیخته مشاهدات اساس بر 𝑓 ∶ [۰, ۱] → 𝑅 احتمال چگالی تابع برآورد ناپارامتری رگرسیون در مهم مسئله یک

می گیریم نظر در را زیر رگرسیونی مدل اساس این بر باشد. می اند گرفته قرار هم از

𝑌𝑖 = 𝑓( 𝑖𝑛) + 𝜀𝑖; 𝑖 = ۱, ..., 𝑛 (۱)

و (𝜀𝑖)𝑛𝑖=۱ توام توزیع به توجه با موجک، روش به 𝑓 چگالی تابع برآورد بحث در می باشد. 𝐸(𝜀𝑖) = ۰ با تصادفی متغیرهای ها 𝜀𝑖 که طوری به
مشاهده (برای است شده مطرح موجکها ضرایب روی بر سازی آستانه بحث جمله از مختلفی روشهای ،𝑓 تابع همواری میزان گرفتن نظر در با

شود). مراجعه [۹] به بیشتر جزئیات
که می باشد 𝑊 ماتریس با مقیاسی چند متعامد خطی تبدل یک از استفاده طریق از (۱) مدل موجکی تبدیل اساس بر روشها این اکثر اصلی ایده

داد نشان زیر صورت به را (۱) مدل موجکی تبدیل توان می توضیحات این پایه بر می گویند. (ⅮWT) گسسته خطی موجک تبدیل آن به
𝜉𝑗,𝑘 = 𝛽𝑗,𝑘 + 𝜀𝑗,𝑘; 𝑗 = ۰, ..., 𝑙𝑜𝑔𝑛−۱۲ , 𝑘 = ۱, ..., ۲𝑗 , (۲)

شوند. برآورد باید که هستند 𝑓 تابع موجک ضرایب 𝛽𝑗,𝑘 و 𝑌𝑖 از تجربی موجک ضرایب 𝜉𝑗,𝑘 و مکان و مقیاس پارامترهای ترتیب به 𝑘 و 𝑗 که
هستند. 𝑁(۰, 𝜎۲) توزیع با مستقل قبل مشابه ها 𝜀𝑗,𝑘 همچنین
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از یک هر سخت، آستانەای روش جمله از است گرفته قرار بررسی و بحث مورد تاکنون که موجک ضرایب سازی آستانه روشهای از بسیاری در
مورد مشخص آستانه مقدار یک با فردی صورت به و می شود برآورد 𝜉𝑗,𝑘 یعنی متناظرش تجربی موجک ضرایب از استفاده با تنها 𝛽𝑗,𝑘 ضرایب
که می سازد مطمئن را پزوهشگر روش این می شود. مدل وارد آن مقدار مشخص، آستانه مقدار از شدن بزرگتر صورت در که می گیرد قرار مقایسه
(IⅮWT) معکوس گسسته موجک تبدیل یک انجام با نهایت در همچنین .([۴] به شود (مراجعه می شود خارج 𝜀𝑗,𝑘 اغتشاش از عمدەای بخش
که می شود گفته نیز متغیره تک سازی آستانه ضرایب، سازی آستا شیوه این به می آید. بدست 𝑓 تابع برآورد شده، سازی آستانه ضرایب روی بر

.[۵] و [۴] ،[۳] آنها مهمترین جمله از کرد اشاره توان می خصوص این در مختلفی مراجع به
شده گیری اندازه مقدار اساس بر تنها مدل به ورود برای ضرایب ارزیابی متغیره تک سازی آستانه روش در شد، اشاره بالا در که همانطور
همسایگی در که ضرایبی اصولا زیرا می شود. برآورد فرآیند در مفید اطلاعات برخی دادن دست از باعث موضوع این و آنهاست با متناظر برآورد
دیگری ای شیوه بسیاری نویسندگان اینرو، از هستند. بررسی تحت تابع یک بهتر برآورد برای بیشتری تکمیلی اطلاعات دارای می گیرند قرار هم
در قضاوت روش این اساس بر می شود. معرفی متغیره چند آستانەای روش عنوان تحت که اند داده قرار مطالعه مورد را ضرایب سازی آستانه از
از بلکه نمی گیرد، صورت 𝜉𝑗۰ ,𝑘۰ یعنی برآوردش در موجود اطلاعات اساس بر تنها مدل از 𝛽𝑗۰ ,𝑘۰ همانند مشخص ضریب یک حذف خصوص

می شود. استفاده نیز 𝑗۰ = ۰ مقیاس همان در آن همسایگی ضرایب در موجود اطلاعات
داد. قرار متوالی بلوک های درون گروهی صورت به را 𝜉𝑗,𝑘 موجک تجربی ضرایب می توان شده بیان [۱] کای در آنچه بر بنا اساس این بر

صورت به ،𝑙 طول با نامتداخل بلوک های در را 𝑘 صحیح مقادیر 𝑗 تفکیک پذیری سطح هر در اساس، همین بر
Γ𝑗𝑡 = {𝑘 ∶ (𝑡 − ۱)𝑙 + ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑡𝑙, −∞ < 𝑡 < ∞}

صورت به بلوک هر ضرایب دوم توان میانگین ،Γ𝑗𝑡 بلوک هر درون سپس و داده قرار

�̂�𝑗𝑡 = 𝑙−۱
𝑘∈𝐵(𝑡)

𝜉۲
𝑗𝑘 (۳)

قرار Γ𝑘𝑡 بلوک در که است 𝑘 اندیس های مجموعه دهنده نشان 𝐵(𝑡) اینجا در می شود. مقایسه 𝜆 جدید آستانه مقدار یک با و می شود محاسبه
در بلوک، در موجود ضرایب کلیه باشد، بیشتر مدل آستانه مقدار از خاص بلوک یک به مربوط ضرایب دوم توان میانگین که صورتی در دارند.

می گردند. حذف مدل از این صورت غیر در و می مانند باقی مدل
صورت به بلوکی آستانەای روش به چگالی تابع موجک برآوردگر می توان ، [۱] کای در موجک ضرایب حذف دستورالعمل اساس بر بنابراین

نمود: تعریف زیر

̂𝑓𝑛(𝑥) =
۲𝓁−۱

𝑗=۱
�̂�𝓁𝑗𝜙𝓁𝑗(𝑥) +

𝑅

𝑗=𝓁 𝑡 𝑘∈𝐵(𝑡)
𝜉𝑗𝑘𝐼 �̂�𝑡𝑘 > 𝜆 𝜓𝑗𝑘(𝑥) (۴)

که است شده گرفته نظر در 𝐶۰𝑛−۱ برابر 𝜆 آستانه مقدار و می باشد جزئیات۲ پذیری تفکیک سطح بالاترین با مرتبط ،𝑅 هموارسازی۱ پارامتر که
می شود. نامیده آستانه ثابت یک 𝐶۰کردەاند کار می شود، شناخته بلوکی سازی آستانه روش عنوان تحت بیشتر که شیوه، این به ضرایب برآورد ریسک خصوص در که مقالاتی جمله از

را 𝑂 𝑛−۲𝑠/(۱+۲𝑠) بهینه همگرایی نرخ برآوردگر این اولیه، شرایط برخی تحت که دادند نشان آنها کرد. اشاره [۲] و [۸] ،[۷] به می توان
است. بررسی تحت چگالی تابع همواره درجه 𝑠 پارامتر که می آورد بدست

روش همانند نیز روش این در شد. خواهیم آشنا تایی دو سازی آستانه عنوان تحت ضرایب بندی خوشه از دیگری متفاوت شیوه با ما مقاله این در
نمی گیرد صورت 𝜉𝑗۰ ,𝑘۰ یعنی متناظرش تجربی موجک ضرایب از استفاده با تنها 𝛽𝑗۰ ,𝑘۰ مشخص موجک ضرایب از هریک حذف بلوکی، آستانەای
برآورد برای است، آمده بدست 𝜉𝑗۰ ,𝑘۰ همسایگی از که است، محلی اطلاعات حاوی که ، 𝜉∗𝑗۰ ,𝑘۰ همانند دیگر ابتکاری کمیت یک معرفی با بلکه
است. 𝜉𝑗,𝑘 همسایه ضریب 𝜉∗𝑗,𝑘 که می شود استفاده 𝜉∗𝑗,𝑘 و 𝜉𝑗,𝑘 برآوردگر دو از ،𝛽𝑗,𝑘 ضرایب برآورد برای دیگر سخن به می شود. استفاده 𝛽𝑗۰ ,𝑘۰

تایی دو سازی آستانه از مهم شیوه دو با سوم بخش در و می دهیم شرح کامل طور به را تایی دو سازی آستانه روش دوم بخش در ادامه در
معرفی آنها اساس بر مهم نتایج و شد خواهیم آشنا بررسی تحت نمودار بهتر برآورد انجام جهت به ها سیگنال از اغتشاش عامل حذف جهت به

شد. خواهند
1Smoothing parameter
2Highest detail resolution
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تایی دو سازی نه آستا روش .۲
می گیریم. نظر در دهد، می نشان را چگالی تابع اصلی ضرایب و تجربی ضرایب بین ارتباط چگونگی که (۲) مدل مجددا روش این با آشنایی برای

باشد. می 𝛽𝑗,𝑘 اصلی ضرایب برآورد هدف ،𝑘 و 𝑗 مقدار هر ازای به دانیم می
ماتریس و 𝛽 میانگین با متغیره دو نرمال توزیع دارای (𝜉, 𝜉∗) اینصورت در باشد، نرمال توزیع با کمیت یک 𝜉∗ اینکه فرض با منظور بدین

صورت به که می باشد Σ کواریانس
𝛽 = (𝛽, 𝛽′)𝑇

Σ = 𝜎۲ = ۱ 𝜌
𝜌 ۱

می شود تعریف زیر صورت به دوتایی ای آستانه روش به 𝛽 ضرایب بردار برآورد فوق، تعاریف اساس بر حال
�̂�𝐵𝑇(𝜆) = 𝜉𝐼 (𝜉, 𝜉∗)Σ−۱(𝜉, 𝜉∗)𝑇 > 𝜆۲ (۵)

سخت شیوه به متغیره تک آستانەای روش بین ساده مقایسه یک انجام با اینجا در است. ترانهاده علامت 𝑇 و آستانه پارامتر 𝜆 فوق رابطه در که
تعریف زیر صورت به دو این برای معیار این مقدار که کنیم می مشاهده ،(𝑀𝑆𝐸) خطا مربعات کمترین معیار پایه بر دوتایی آستانەای روش با

می شود

𝑅𝐻𝛽,𝜎(𝜆) = 𝐸 �̂�𝐻(𝜆) − 𝛽 ۲ (۶)

𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) = 𝐸 �̂�𝐵𝑇(𝜆) − 𝛽 ۲ (۷)
آستانەای روشهای بین ساده قیاس یک ارائه برای ادامه در حال می باشد. 𝐵𝐻(𝜆) = 𝜉𝐼 𝜉۲/𝜎۲ > 𝜆۲ مقدار (۶) رابطه در ،[۱۰] اساس بر که

کنید. توجه زیر ساده مثال به موجک، ضرایب ارزیابی در دوتایی و سخت
و 𝜉 های میانگین یعنی باشد 𝛽 = 𝛽′ همچنین باشد. 𝜎۲ = ۱ و 𝜌 = ۰ که طوری به باشند ناهمبسته 𝜉∗ و 𝜉 ضرایب کنید فرض .۱ .۲ مثال
عددی حل کمک به ،𝛽 مقابل در 𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) و 𝑅𝐻𝛽,𝜎(𝜆) نمودارهای رسم و 𝜆 = ۱, ۲, ۳, ۴ مقادیر گرفتن نظر در با حال باشد. برابر هم با 𝜉∗

نمود. رسم را زیر نمودار می توان ،(۷) و (۶) روابط در موجود انتگرالهای

موارد در مگر است بیشتر توجهی قابل مقدار به 𝜆 مقادیر تمامی در 𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) به نسبت 𝑅𝐻𝛽,𝜎(𝜆) ریسک مقدار که می کنیم مشاهده (۱) شکل در
گیری نتیجه چنین می توان کلی حالت در بنابراین است. اغماض قابل هم آن که 𝛽 کوچک مقادیر برخی برای و 𝜆 = ۱ مقدار در جمله از نادر

است. برخوردار بالاتری کارایی از متغیره، تک آستانەای حالت به نسبت تایی دو آستانەای روش همواره ،𝜆 مقدار از نظر صرف که کرد

متغیره چند آستانەای روش مقابل در دوتایی آستانەای روش .۳
این کارایی که هستیم آن دنبال به بخش این در متغیره، تک روش به نسبت دوتایی آستانەای روش بالاتر کارایی دادن نشان از پس قبل بخش در
مجددا دهیم. نشان را می گیرند، قرار ارزیابی مورد تایی 𝑚 بلوک های در موجک ضرایب آن در که متغیره چند آستانەای حالت به نسبت را روش
یک ادامه در منظور بدین می شوند. شناخته نیز بلوکی آستانەای روش های عنوان تحت متغیره چند آستانەای روش های که می کنیم نشان خاطر

می آوریم. بدست 𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) برای بالا کران
داریم همچنین و 𝐸(𝑈) = 𝜉" اینصورت در کنیم. تعریف را 𝑈 = (𝜉∗ − 𝜌𝜉)/(۱ − 𝜌۲)۱/۲ جدید متغیر کنید فرض اساس این بر

داریم جدید تعاریف اساس بر ادامه در .𝑉𝑎𝑟(𝑈) = 𝜎۲ و 𝐶𝑜𝑣(𝜉, 𝑈) = ۰ ،𝜉" = (𝛽∗ − 𝜌𝛽)/(۱ − 𝜌۲)۱/۲

�̂�𝐵𝑇(𝜆) = 𝜉𝐼 𝜉۲ + 𝑈۲ > 𝜆۲𝜎۲

شد خواهد تعریف زیر صورت به 𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) دوتایی ریسک مربع میانگین فوق، تعاریف اساس بر که

𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) = 𝜎۲ +
𝑡۲+𝑢۲≤𝜆۲𝜎۲

{𝛽۲ + (𝑡 − 𝛽)۲}𝑓𝜉,𝑈(𝑡, 𝑢)𝑑𝑡𝑑𝑢 (۸)
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𝜆 مختلف مقادیر ازای به پیوسته) (خطوط 𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) و چین) نقطه 𝑅𝐻𝛽,𝜎(𝜆)(خطوط نمودارهای :۱ شکل

�̃�𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) مقدار که می آید بدست 𝑅𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) ≤ �̃�𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) صورت به بالا کران یک فوق، تعاریف به توجه با که است شده داده نشان [۶] مقاله در
با است برابر

�̃�𝐵𝑇𝛽,𝜎(𝜆) =
�̃�𝐵𝑇۱
𝛽,𝜎 (𝜆) 𝑖𝑓 𝛿 < 𝜆𝜎,

�̃�𝐵𝑇۲
𝛽,𝜎 (𝜆) 𝑖𝑓 𝛿 ≥ 𝜆𝜎.

می شوند محاسبه زیر صورت به ترتیب به �̃�𝐵𝑇۲
𝛽,𝜎 (𝜆) و �̃�𝐵𝑇۱

𝛽,𝜎 (𝜆) مقادیر و است 𝛿 = {𝛽۲ + 𝜉"۲}۱/۲ بالا رابطه در که

𝑅𝐵𝑇۱
𝛽,𝜎 (𝜆) = 𝛽۲ ۱ − exp{−(𝜆𝜎 + 𝛿)۲

۲𝜎۲ } + 𝜎۲ exp{−(𝜆𝜎 + 𝛿)۲
۲𝜎۲ }{−(𝜆𝜎 − 𝛿)۲

۲𝜎۲ + ۱} (۹)

𝑅𝐵𝑇۲
𝛽,𝜎 (𝜆) =

𝛽۲𝜆𝜎
۲𝛿 exp{−(𝜆𝜎 + 𝛿)۲

۲𝜎۲ } − exp{−(𝜆𝜎 − 𝛿)۲
۲𝜎۲ } + 𝜎۲ (۱۰)

می آید. بدست فوق بالای کران (۱۰) و (۹) ،(۸) روابط به توجه با که
کرد معرفی دوتایی آستانەسازی روش اعمال جهت جدید برآوردگرهای تعیین منظور به الگوریتم دو [۶] برآورد، از اغتشاش حذف منظور به

است. شده معرفی بهینه به نزدیک آمده بدست همگرایی نرخ روش دو هر اساس بر که ، (۹ ص [۶] به شود (مراجعه

گیری نتیجه
𝑀𝑆𝐸 معیار اساس بر بهینه همگرایی نرخ به دستیابی قابلیت تایی دو آستانەای روش به نسبت بلوکی روشهای که شد داده نشان بررسی این در
آستانەای روش از بهتر ،𝑚 > ۲ با متغیره 𝑚 سازی آستانه روش اینکه بر مبنی محکمی شواهد هیچ که است داده نشان [۶] ولی می باشند. دارا را
دارای متغیره چند آستانەای روش که است داده نشان محدود، نمونه حجم با عملی مباحث در موارد برخی در حتی و ندارد وجود باشد، تایی دو
کارایی و داده قرار بررسی مورد دقیقتر صورت به را مطلب این آینده پژوهشی کار در دارد نظر در نویسنده است. تر پایین مراتب به کارایی

دهد. قرار بیشتر کنکاش مورد کاربردی مثالهای قالب در را دوتایی آستانەسازی شیوه با مقایسه در بلوکی برآوردگرهای
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نرمال چوله توزیع در چولگی پارامتر برآورد روشهای انواع
،آ رامیانی∗ سعیدی فرهاد
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چکیده
را توزیع این مهم خواص برخی و پرداخت خواهیم متغیره تک حالت در نرمال چوله توزیع معرفی به مقاله این در ما
جهت متفاوتی روشهای می باشد، توزیع این پارامتر مهمترین که آن چولگی پارامتر برای همچنین کرد. خواهیم بیان

نمود. خواهیم معرفی برآورد

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
گشتاور مولد تابع
چوله نرمال توزیع

ماکزیمم نمایی درست
بیزی برآورد

مقدمه .۱
گفته توزیع میانگین آن به که عددی حول که می کنیم تصور را شکلی وزنگی متقارن منحنی واقع در کنیم می صحبت نرمال توزیع از که هنگامی
است. کرده پیدا چولگی که باشد می نرمال توزیع همان واقع در کرد، خواهیم بحث آن مورد در که را توزیعی . باشد تقارن دارای شود، می
را منفی) ) چپ چولگی یا ( مثبت ) راست چولگی توانند می ها توزیع است. احتمال توزیع در شده مشاهده تقارن عدم درجه آمار، در چولگی

دهد. می نشان را صفر چولگی نرمال توزیع یک دهند. نشان مختلف درجات به
برازش برای توزیع این ، شود می گرفته نظر در ها داده تحلیل در فرض پیش توزیع یک عنوان به نرمال توزیع آماری، های پژوهش از بسیاری در

؟ گرفت نظر در را بودن نرمال فرض همیشه توان می واقعا آیا که است این شود می مطرح که سوالی اما باشد. می مناسب متقارن، های داده
بودن نرمال ، پرت های داده یا کنند پیروی نامتقارن های مدل از بررسی مورد تصادفی های متغیر است ممکن زیرا باشد می خیر سوال جواب
های توزیع خانواده معروفترین از یکی . باشد داشته را نرمال توزیع خواص که کنیم استفاده توزیعی از توانیم می ولی کند رد را ها داده توزیع
جایگزین توزیع این نباشد، درست ها داده بودن نرمال فرض که زمانی . است چوله نرمال توزیع گرفته، قرار آماردانان توجه مورد که چوله

است. نرمال توزیع برای مناسبی
توزیع مشابه خواص دارای که باشد داشته وجود نامتقارنی توزیع اگر است. نیز ممکن غیر عمل در دشوار کاری گاها مناسب تبدیل کردن پیدا
قرار توجه مورد و شده معرفی اخیرا که ها توزیع این از یکی کند. ایفا نامتقارن های داده تحلیل در اساسی نقشی تواند می توزیع این باشد، نرمال

است. شده معروف چوله⁃نرمال توزیع به دارد، نرمال توزیع مشابه خواصی و است گرفته
در عطفی نقطه ۱۹۸۵ سال در آزالینی مقاله . گرفت قرار زیادی توجه مورد چوله یا نامتقارن های توزیع بسط و بررسی بیستم قرن دوم نیمه در
یک در نرمال توزیع احتمال چگالی تابع ضرب حاصل از که کرد معرفی را نرمال چوله متغیره یک توزیع او . است هایی خانواده چنین شناسایی
کرد درست مشابه خواص با هایی توزیع توان می دیگری متقارن چگالی هر به نرمال چگالی تابع تغییر با البته ، شود می ایجاد کننده چوله تابع
اطلاعات که است شده ساخته نوع این از مختلفی های توزیع خانواده شود. می نامیده ( (SS چوله⁃متقارن های توزیع آنها به مجموع در که

. است شده آورده ( ۲۰۰۴) جنتون کتاب در باره این در بیشتری

∗سخنران
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که را چوله⁃تی⁃نرمال توزیع ۲۰۰۳ سال در آنها همچنین اند، کرده معرفی را نرمال چوله متغیره چند توزیع کاپیتانیو و آزالینی ۱۹۹۹ سال در
توزیع با هایی داده بندی مدل برای است، نرمال چوله توزیع به نسبت تر وسیع برد با کشیدگی و چولگی ضرایب و تر کلفت های دم دارای

. کنید مراجعه ۲۰۱۴ آزالینی کتاب به توانید می کاربردها این مشاهده برای شود. می استفاده نامتقارن
متغیره چند های توزیع از خانواده یک ( ۲۰۰۰) بیویر و آرنولد . است شده معرفی اخیر سالیان در چوله های توزیع از مختلفی های تعمیم

. کردند معرفی چوله⁃کشی
و کابرال ، ۲۰۱۲ سال در همچنین . نمودند معرفی آزالینی چوله⁃نرمال توزیع با مرتبط چوله⁃کشی توزیع یک ( ۲۰۰۶ ) همکاران و بهبودیان

. دادند قرار مطالعه مورد را نرمال چوله توزیع مقیاسی آمیخته متغیره چند های توزیع همکارانش
. نمود استفاده بیمه و بورس های داده به برازش برای چوله⁃تی و چوله⁃نرمال های توزیع از ( ۲۰۱۲ ) الینگ

و چوله نرمال تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع چوله⁃نرمال، توزیع خواص به سوم بخش در و چوله⁃نرمال توزیع معرفی به ما دوم بخش در
و گشتاوری برآورد روش، دو به پارامتری تک چوله نرمال توزیع در چولگی برآورد به چهارم بخش در سپس چوله، نرمال توزیع گشتاورهای

. پردازیم می (ⅯⅬE) ماکزیمم نمایی درست

چوله نرمال توزیع .۲
برخورد باشند، می نیز چولگی دارای که شکل ای زنگوله های داده با ( ... و روانشناسی و اقتصاد مانند ) کاربردی های تحقیق در ها وقت بعضی

. باشد می چوله⁃نرمال توزیع باشند می مفید ها داده گونه این بندی مدل برای که هایی توزیع از یکی . کنیم می
: احتمال چگالی تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک Z اگر

𝑓𝑍(𝑧, 𝜆) = ۲ ۱
√۲𝜋𝑒

𝑧۲
۲

𝜆𝑧

−∞

۱
√۲𝜋𝑒

𝑧۲
۲ 𝑑𝑡 = ۲𝜑(𝑍)𝜙(𝜆𝑍)

و است چولگی پارامتر � هستند استاندارد نرمال تصادفی متغیر احتمال توزیع و احتمال چگالی توابع ترتیب به 𝜙(۰)و 𝜑(۰) آن در که باشد،
این . داشت خواهیم چپ به چولگی توزیع ،𝜆 < برای۰ و راست به چولگی توزیع ،𝜆 > برای۰ که کند می مشخص را چولگی میزان و جهت

گردید. ارائه آزالینی توسط بار اولین را توزیع

چوله⁃نرمال خواصتوزیع .۳
دهیم. می قرار بررسی مورد را چوله نرمال توزیع خواص از برخی بخش این در

𝑆𝑁 (۰) 𝑑= 𝑁 (۰, ۱) است λ = ۰ که زمانی است چوله نرمال توزیع از خاصی حالت استاندارد نرمال توزیع .۱
−𝑍 ∼ 𝑆𝑁(−𝜆) آنگاه 𝑍 ∼ 𝑆𝑁(𝜆) ۲.اگر

. باشد می 𝑍𝜆 𝑑−→ |𝑋| آنگاه ، 𝜆 → ±∞ و 𝑋 ∼ 𝑁(۰, ۱) ۳.اگر
. است چوله۱ نرمال تجمعی توزیع تابع Φ(𝑧, 𝜆) که 𝜙(𝑧, −𝜆) = ۱− 𝜙(−𝑧, 𝜆) .۴

. باشد می 𝑓𝑧 (𝑧) = 𝑒
−𝑧
۲ /√۲𝜋𝑧 ≥ ۰ چگالی تابع کای⁃دو۲با توزیع دارای 𝑍۲ آنگاه باشد، 𝑍 ∼ 𝑆𝑁(𝜆) ۵.اگر

𝜙(𝑧, ۱) = [𝜙(𝑧)]۲ .۶
است. 𝑍 از مقعر۳ تابع یک ⅼog𝜙(𝑧, 𝜆) که طوری به است، مدی تک 𝜙(𝑧, 𝜆) چگالی تابع ، 𝜆 ∈ ℝ ثابت برای .۷

می کنیم. استفاده زیر قضیه از چوله نرمال تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع آوردن بدست برای ادامه در
: است زیر صورت به 𝑍 تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع آنگاه 𝑍 ∼ 𝑆𝑁(𝜆) اگر : ۱ قضیه

𝑀𝑍 (𝑡) = ۲exp 𝑡۲
۲ 𝜙 𝜆𝑡

√۱ + 𝜆۲

1- Cumulative Distribution Function
2- Chi-square Distribution
3- Concave Function
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امید محاسبه .برای کنیم محاسبه نرمال⁃چوله توزیع برای را کشیدگی و چولگی واریانس، ریاضی۴، امید توانیم می گشتاور مولد تابع اساس بر
کنیم. محاسبه صفر نقطه در را گشتاور مولد تابع اول مشتق است کافی ریاضی

𝐸 (𝑍) = 𝑀′ (۰) = 𝜆
√۱ + 𝜆۲

۲
𝜋

. کنیم می کم صفر نقطه در را گشتاور مولد تابع دوم مشتق از را ریاضی امید دوم توان واریانس، محاسبه برای

𝐸 𝑍۲ = 𝑀″ (۰) = ۱
𝑉𝑎𝑟 (𝑍) = 𝐸 𝑍۲ − 𝐸۲ (𝑍) = ۱ − ۲

𝜋
𝜆۲

۱ + 𝜆۲ = ۱ − ۲𝜆۲
𝜋 (۱ + 𝜆۲)

. آوریم می بدست صفر نقطه در را گشتاور مولد تابع سوم مشتق ، چولگی محاسبه برای
: آوریم می بدست محاسبه با

𝛾۱ (𝑍) =
۱
۲ (۴ − 𝜋) 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝜆)

{𝐸(𝑍)}۲

𝑉𝑎𝑟(𝑍)

۳
۲

محاسبه برای همچنین شد. خواهد (𝐸(𝑍))۳ < ۰ نتیجه در و 𝐸(𝑍) < ۰ باشد 𝜆 < ۰ اگر که است این شده استفاده 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜆) از که این دلیل
: رابطه در جایگذاری با و صفر نقطه در گشتاور مولد تابع چهارم مشتق محاسبه با چوله نرمال توزیع کشیدگی

𝛾۲ (𝑍) =
𝐸(𝑍 − 𝜇)۴
(𝑉𝑎𝑟(𝑍))۲

: داشت خواهیم
𝛾۲ (𝑍) = ۲ (𝜋 − ۳) (𝐸(𝑍))۲

𝑉𝑎𝑟(𝑍)

۲

پارامتری تک چوله نرمال توزیع در چولگی پارامتر برآورد .۴
می قرار بررسی مورد را پارامتر این متفاوت برآورد روش بخشچند این در که است چولگی پارامتر برآورد مسئله مهمترین چوله نرمال توزیع در

دهیم.
گشتاوری۵ روش به برآورد .۱ .۴

: ریاضی امید به توجه با

𝐸𝜆 (𝑋) =
𝜆

۱ + �̃�۲
۲
𝜋

: گرفت نتیجه توان می پس
۱
𝑛

𝑛

𝑖=۱
𝑋𝑛 = 𝑋𝑛 =

𝜆
۱ + �̃�۲

۲
𝜋

: داریم ساده ای محاسبه با و

�̃� = 𝜋𝑋
۲
𝑛

۲ − 𝜋𝑋
۲
𝑛

داشت. خواهیم گشتاوری برآورد یک 𝑋۲
𝑛 <

𝜋
۲ شرط با قبل فرمول در

4- Expected Value
5Method of Moments
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( ⅯⅬE ) ماکزیمم نمایی درست روش به برآورد .۲ .۴
نمونه بردار بر متعامدی برداری۶ توابع توسط 𝑆𝑁(𝜆) توزیع در 𝜆 پارامتر برآورد برای نمایی درست ی معادله که دهیم می نشان قسمت این در

شود. می تولید
صورت به 𝜆 پارامتر برای نمونه این اساس ۷بر نمایی درست تابع آنگاه باشد، توزیع این از تصادفی نمونه یک 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 و 𝑋 ∼ 𝑆𝑁(𝜆) اگر

: باشد می زیر

𝐿 (𝜆) =
𝑛

𝑖−۱
۲𝜙 (𝑥𝑖) 𝜑 (𝜆𝑥𝑖)

𝑙 (𝜆) = ⅼog𝐿 (𝜆) = 𝑛ⅼog۲ +
𝑛

𝑖=۱
ⅼog𝜙 (𝑥𝑖) +

𝑛

𝑖=۱
ⅼog𝜑 (𝜆𝑥𝑖)

: بنابراین
𝜕𝑙(𝜆)
𝜕𝜆 = ∑𝑛

𝑖=۱
𝜙(𝜆𝑥𝑖)
𝜑(𝜆𝑥𝑖)

𝑥𝑖 = ∑𝑛
𝑖=۱𝑅 (𝑖) 𝑥𝑖

. 𝑅 (𝑖) = 𝜑(𝜆𝑥𝑖)
𝜙(𝜆𝑥𝑖)

آن در که
𝑅 = که کنیم پیدا طوری را 𝑅(𝑖) باید یعنی کنیم. حل را ∑𝑛

𝑖=۱𝑅(𝑖)𝑥𝑖 = ۰ معادله که است کافی 𝜆 برآورد آوردن بدست برای پس
: می نویسیم بنابراین است. 𝜆 از تابعی 𝑅′𝑋 که دانیم می باشد. عمود 𝑋 = (𝑥۱, … , 𝑥𝑛)′ بردار بر (𝑅(۱), … , 𝑅(𝑛))′

𝑓(𝜆) = 𝑅′𝑋

می پیوسته 𝜆 مقادیر تمام برای که است واضح تابع این کند. می عمود هم بر Rرا و Xبردارهای 𝜆 ماکزیمم نمایی درست برآوردگر بنابراین
بررسی باشد داشته واحد ریشه یک 𝑓(𝜆) = 𝑅′𝑋 معادله اینکه برای را شرایطی زیر قضیه باشد.

کند. می
دارد. یکتا حقیقی ریشه یک 𝑓(𝜆) = ۰ آنگاه ، 𝑥𝑘 > ۰ و 𝑥𝑗 < ۰ بطوریکه باشد داشته وjوجود 𝑘 و 𝑋 = (𝑥۱, … , 𝑥𝑛)′ قضیه۲:اگر

(ⅯBE) بیزی۸ روش به برآورد .۳ .۴
و بوده نامعلوم و ثابت بررسی مورد پارامتر کلاسیک رویکرد در کنند. می استفاده بیزی و کلاسیک رویکرد دو از ها داده تحلیل در آماردانان
یک از تحققی بررسی، مورد پارامتر بیزی رویکرد در که است حالی در این شود. می گیری تصمیم آن مورد در تصادفی ای نمونه اساس بر
قبلی تجربیات اساس بر توزیع این شود. می توصیف پیشین، توزیع عنوان تحت احتمال، توزیع یک توسط آن تغییرات که است تصادفی متغیر
پسین توزیع را جدید مشاهدات اساس بر شده اصلاح پیشین توزیع اصطلاحا شود. می روز به تصادفی نمونه اساس بر و شده تعیین آزمایشگر
فرض .( ۲۰۰۷ وف و گلدستین ،۲۰۰۴ بولستند ،۲۰۰۳ دان کونگ ) شود. می انجام آن اساس بر مدل های پارامتر مورد در گیری تصمیم و نامیده

صورت به توان می را پسین توزیع باشد. 𝑓(𝑦 |𝜃 ) توزیع از تصادفی ای نمونه مشاهدات بردار 𝑦 = (𝑦۱, 𝑦۲, … , 𝑦𝑛) کنید

𝜋 (𝜃|𝜆) = 𝑓(𝑦|𝜃)𝜋(𝜃)
𝑚(𝑦) ∝ 𝑓 (𝑦|𝜃) 𝜋 (𝜃)

دارای که پذیر انعطاف خانواده یک از پیشین توزیع معمولا بیزی رویکرد در است. 𝑦 کناری توزیع 𝑚(𝑦) = ∫𝑓(𝑦, 𝜃)𝑑𝜃 آن در که نوشت،
است برداری یا حقیقی مقدار با پارامتری 𝛾 آن در که است، 𝜋(𝜃 𝛾) صورت به 𝜃 پیشین توزیع یعنی شود. می انتخاب است، پارامتر چند یا یک
بحث در بنابراین باشد. خاص توزیع یک با تصادفی متغیری یا و ثابت تواند می باشد نامعلوم که حالتی در باشد. نامعلوم یا معلوم تواند می و
تصادفی متغیری و نامعلوم 𝛾 حالت این در ) مراتبی۱۰ سلسله بیز ،( است معلوم 𝛾 مقدار حالت این در ) پیشین۹ تک با بیز روش سه بیزی آمار
می برآورد پیشین توزیع فرم و نمونه توسط که ثابت و نامعلوم 𝛾 حالت این در ) تجربی۱۱ بیز و ( باشد می خاص توزیع یک دارای که است

شود. می مطرح ( گردد

6- Vector Functions
7- Likelihood Function
8Method Bayes Estimation
9-Single Prior Bayes
10-Hierarchical Bayes
11-Empirical Bayes
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پسین توأم و پیشین های توزیع از استفاده با پارامتر برآورد .۱ .۳ .۴
توزیع، آنگاه باشند، استاندارد نرمال توزیع دارای و مستقل 𝑋۱, 𝑋۲ اگر که است این کرد ثابت (۲۰۰۵) آزالینی که مهمی خصوصیت به توجه با

تصادفی متغیر
𝑌 = 𝜆 |𝑋۱| + 𝑋۲

معادلات دسته فرم به را نرمال چوله چگالی تابع توان می حال است. 𝜆 پارامتر با استاندارد نرمال چوله توزیع دارای
𝑓𝜃(𝑦 𝑡) ∼ 𝑁(𝑦 − 𝜇 − 𝜆 |𝑡| , 𝜎۲

𝑓(𝑡) ∼ 𝑁(۰, 𝜎۲)

𝑓𝜃(𝑦, 𝑡) = 𝑓𝜃(𝑦 𝑡) × 𝑓(𝑡)
صورت به را پسین توزیع توان می 𝜃 = (𝜇, 𝜎۲, 𝜆) گرفتن نظر در با همچنین نوشت.

𝜋 (𝜃| 𝑦, 𝑡) ∝ ۱
𝜎۲

𝛼𝜎+𝑛+۱
exp −

∑𝑛
𝑖=۱(𝑦𝑖 − 𝜇 − 𝜆 |𝑡𝑖|)۲

۲𝜎۲ −
∑𝑛
𝑖=۱𝑡۲

𝑖
۲𝜎۲ −

(𝜇 − 𝜇𝜇)۲
۲𝜎۲𝜇

− (𝜆 − 𝜇𝜆)۲
۲𝜎۲

𝜆
− 𝛽𝜎
𝜎۲

از عبارتند ها پارامتر کامل شرطی های توزیع حال آورد. دست به

𝜆|𝑦, 𝜎۲, 𝜇, 𝑡 ∼ 𝑁
𝜇𝜆
𝜎۲
𝜆
+ ∑𝑛𝑖=۱ 𝑡𝑖 (𝑦𝑖−𝜇)

𝜎۲
∑𝑛𝑖=۱ 𝑡𝑖
𝜎۲ + ۱

𝜎۲
𝜆

,
∑𝑛
𝑖=۱ |𝑡𝑖|
𝜎۲ + ۱

𝜎۲
𝜆

𝜇|𝑦, 𝜎۲, 𝜆, 𝑡 ∼ 𝑁⎛

⎝

𝜇𝜇
𝜎۲𝜇

+ 𝑛𝑦−𝜆∑𝑛𝑖−۱ 𝑡𝑖
𝜎۲

𝑛
𝜎۲ +

۱
𝜎۲𝜇

, 𝑛𝜎۲ +
۱
𝜎۲𝜇
⎞

⎠
۱
𝜎۲ |𝑦, 𝜆, 𝜇, 𝑡 ∼ Γ 𝛼𝜎 + 𝑛 + ۰/۵, ۰/۵

𝑛

𝑖=۱
(𝑦𝑖 − 𝜇 − 𝜆|𝑡𝑖|)

۲ +
𝑛

𝑖=۱
𝑡۲
𝑖 + 𝛽𝜎

نتیجەگیری .۵
شود. می استفاده آماری های تحلیل و واقعی های داده برازش برای نرمال توزیع از آماری های استنباط از بسیاری در دانیم می که طور همان
تحلیل دقت تا کردیم سعی چوله نرمال توزیع معرفی با دلیل همین به بود، نخواهد برخوردار لازم دقت از موارد از بسیاری در نرمال توزیع کاربرد
بررسی که شرایطی در و باشد واقعی های داده به برازش در نرمال توزیع برای مناسبی جایگزین تواند می توزیع این دهیم. افزایش را آماری های
چوله نرمال توزیع از استفاده باشد چولگی دارای ها داده نمودار اگر شود. محسوب مناسبی انتخاب می تواند نبوده میسر دادەها بودن نرمال فرض

باشد. می نظری دیدگاه از دادەها تغییرات توضیح برای مناسب راهکار یک
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ایران گناباد، اسلامی، آزاد دانشگاه گناباد، واحد آمار، آگروه

چکیده
میزان اندازەگیری و تحلیل و تجزیه برای ابزارها پرکاربردترین و متداول ترین از جینی ضریب و لورنتس منحنی
جنبەهای از و متعدد محققین توسط که جینی ضریب ویژه به می روند. شمار به جامعه یک در درآمد توزیع نابرابری
مفهومی که است لورنتس منحنی بر مبتنی جینی ضریب شهودی ارائەهای بیشتر است. گرفته بررسی مورد متفاوت
این از تنها و می برند بهره آن آماری و مفهومی مزایای از ندرت به گزارشگران و سیاست گذاران است. انتزاعی نسبتاً
بیشتر جامعه آن در درآمد نابرابری باشد، بیشتر هدف جامعه در شاخص این مقدار چقدر هر که می کنند استفاده واقعیت
دیدگاه از جینی ضریب عملکرد با ارتباط در شبهاتی ایجاد به منجر عینی، تفسیرپذیری فقدان این برعکس. و است
ضریب مانند آماری شاخص های که می کنند ادعا منتقدین از برخی که گونەای به شده کارشناسان و سیاست گذاران
(۲۰۱۸) ایسکادرو از تبعیت به حاضر مقاله می دهند. ارائه جامعه در درآمد نابرابری از عقیم و انتزاعی دیدگاهی جینی
ارائه لورنتس، منحنی به توسل بدون جامعه، اعضاء درآمدهای اختلاف میانگین  اساس بر جینی ضریب از سادەای بیان

می کند.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

لورنتس منحنی
جینی ضریب

نابرابری منحنی های
نابرابری شاخص های

مقدمه .۱
هرچه اساس این بر می کنند. ارزیابی را درآمد توزیع الگوی نسبی پراکندگی میزان که هستند آمارەهایی درآمد توزیع نابرابری شاخص های اساساً

برعکس. و است بیشتر جامعه آن در درآمد نابرابری که است معنی این به باشند بزرگتر شاخص ها این اندازه
راحتی جهت به شاخص ها این از برخی است. شده ارائه متفاوتی شاخص های جامعه یک در درآمد توزیع نابرابری میزان اندازەگیری برای کنون تا
تقسیم  یک در شدەاند. معرفی دارند اجتماعی رفاه و مساوات عدالت، از که مفهومی به بنا نیز برخی و آماری ملاحظات جهت به برخی محاسبه، در
شاخص های بندی تقسیم این مطابق می کنند. تقسیم قیاسی شاخص های و عینی شاخص های گروه دو به را نابرابری شاخص های کلی، بندی
میزان تعیین و درآمد الگوی تحلیل و تجزیه به جامعه افراد درآمد پراکندگی میزان اندازەگیری مبنای بر که هستند آماری معیارهای و ابزارها عینی
قیاسی شاخص های توجه عکس، بر ندارند. اجتماعی رفاه تابع و فردی رفاه تابع جامعه، های مطلوبیت به مستقیم توجه و پرداخته آن نابرابری
اندازەگیری اجتماعی و فردی رفاه تابع برای فرض هایی گرفتن نظر در با را درآمد توزیع در نابرابری شاخص ها این که می شود باعث رفاه تابع به

نمایند.
چون هست، نیز قیاسی شاخص یک عینی شاخص هر معتقدند برخی که طوری به ندارد وجود طبقه دو این بین صریحی و مشخص مرز و حد

هستند. اجتماعی رفاه توابع از خاصی اشکال بردارنده در نیز شاخص ها این
درآمد او کرد. ابداع را درآمد توزیع بر حاکم ساده الگوی او، درآمد توزیع قانون که است کسی اولین ایتالیایی اقتصاددان (۱۸۹۸) پارتو۱ ویلفرد
جامعه افراد اکثریت و زیاد درآمد دارای مردم از اندکی تعداد که دریافت و داد نشان عمودی محور روی بر را جمعیت و افقی محور روی را فردی

∗سخنران
حسین  زاده) (علیرضا hoseinzade1@yahoo.com الکترونیک: پست

1Pareto



۱۱۱ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ریابی اول یعقوبی مهدی حسین  زاده، علیرضا

اقتصاددان (۱۹۰۵) لورنتس۲ اتو    مکس  توسط مشابه تئوری یک شد. ابداع وی توسط پارتو نمودار ترتیب این به و هستند اندکی درآمد دارای
سهم بیشترین که داشتند اشاره محقق هردو نمود. پیشنهاد را جامعه در درآمد توزیع نحوه از تصویری ارائه یک آن در و گردید بیان آمریکایی

دارد. تعلق مردم از کمی بسیار تعداد به ثروت، یا درآمد
متداول ترین که است شده تعریف لورنتس منحنی اساس بر جامعه درآمد نابرابری میزان اندازەگیری برای متنوعی و متعدد شاخص های کنون تا
ضریب محاسبه در شد. معرفی ایتالیایی آماردان (۱۹۱۲) جینی۳ کورادو توسط بار اولین شاخص این است. جینی ضریب آنها پرکاربردترین و

می شود. سنجیده دیگر فرد هر از بلکه جامعه، میانگین از نه درآمدها تفاضل جینی
زنگا۵ توسط زنگا شاخص و منحنی همچنین گردید. پیشنهاد بن فرنی۴ (۱۹۳۰) توسط جالب ویژگی های داشتن با بن فرنی شاخص و منحنی
به دسترسی برای هستند. مرتبط جینی شاخص و لورنتس منحنی با شاخص ها و منحنی ها این شد. بررسی آن ویژگی های و معرفی (۱۹۸۴)  
سادەای بیان (۲۰۱۸) ایسکادرو۷ از تبعیت به حاضر مقاله در کنید. مراجعه (۱۹۹۸) ایتزاکی۶ به می توانید جینی شاخص زمینه در بیشتر اطلاعات

می کنیم. ارائه لورنتس، منحنی به توسل بدون جامعه، اعضاء درآمدهای اختلاف میانگین  اساس بر جینی ضریب از

جینی ضریب لورنتسو منحنی .۲
می کند. مرتبط جمعیت تجمعی درصد با را درآمد تجمعی درصد جامعه، در درآمد توزیع نمایش مهم ابزارهای از یکی عنوان به لورنتس منحنی
تعریف واحد مربع در که است جمعیت تجمعی درصد افقی محور و درآمد تجمعی درصد عمودی محور لورنتس، منحنی نمایش صفحه در لذا
عدالت خط یا برابری خط آن به که بود خواهد منطبق واحد مربع قطر بر لورنتس منحنی باشد، عادلانه کاملا درآمد توزیع که حالتی در می شود.

می گویند.
باشد. صعودی صورت به شده مرتب درآمدهای ، 𝑥(۱) ≤ 𝑥(۲) ≤ … ≤ 𝑥(𝑛) و جامعه فرد 𝑛 نامنفی درآمدهای معرف 𝑥𝑛 , … , 𝑥۱ کنید فرض

نمود: تعریف زیر صورت به می توان را گسسته) یکنواخت توزیع (با تجربی لورنتس تابع

𝐿 𝑘
𝑛 =

∑𝑘
𝑖=۱𝑥(𝑖)
𝑛𝑥 ,𝑘 = ۰,۱,۲, … ,𝑛, (۱)

و مختصات دستگاه یک در 𝑘
𝑛 , 𝐿

𝑘
𝑛 نقاط نمودن مشخص با است. 𝐿 (۱) = ۱ و 𝐿 (۰) = ۰ و درآمدی گروەهای تعداد 𝑘 آن در که

می گویند. لورنتس منحنی آن به که می شود حاصل محدبی منحنی یکدیگر به نقاط اتصال
زیر صورت به (۱) رابطه به توجه با لورنتس منحنی نقاط آنگاه باشند ۱۱ ، ۵ ، ۳ ، ۱ اعداد عضوی چهار جامعه یک درآمدهای اگر مثال عنوان به

بود: خواهند
(۰ ،۰) و (۰̸۲۵ ،۰̸۰۵) و (۰̸۵ ،۰̸۲) و (۰̸۷۵ ،۰̸۴۵) و (۱ ،۱)

شد. خواهد حاصل زیر صورت به لورنتس منحنی نمودار مختصات، دستگاه یک در بالا نقاط رسم با
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آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ریابی اول یعقوبی مهدی حسین  زاده، علیرضا ۱۱۲

𝑝 هر برای را 𝐿 (𝑝) لورنتس تابع بخواهیم اگر حال می کند. مشخص گسسته حالت در ۰, ۱
𝑛 ,

۲
𝑛 , … , ۱ مقادیر ازاء به را لورنتس تابع (۱) رابطه

شد. خواهد ممکن امر این زیر رابطه کمک به نماییم، مشخص [۰, ۱] بازه در

𝐿 (𝑝) = ۱
𝑛𝑥

[𝑛𝑝]

𝑖=۱
𝑥(𝑖) + (𝑛𝑝 − [𝑛𝑝]) 𝑥([𝑛𝑝]+۱) , ۰ ≤ 𝑝 ≤ ۱, (۲)

می باشد. 𝑛𝑝 مساوی یا کوچکتر صحیح عدد بزرگترین معرف [𝑛𝑝] آن در که
استاندارد ناقص گشتاورهای از دنبالەای بعنوان (۱) رابطه گرفتن نظر در با احتمال، توزیع یک لورنتس منحنی برای مناسبی تعریف ارا  ئه منظور به
منحنی برای را زیر تعریف توان می اول، مرتبه گشتاور عنوان به 𝜇 = 𝐸 (𝑋) = ∫۱

۰𝐹−۱ (𝑡) 𝑑𝑡 تعریف به توجه همچنین و اول مرتبه شده
نمود. بیان (۱) رابطه بازنویسی با لورنتس

𝐿 (𝑝) = ۱
𝜇

𝑝

۰
𝐹−۱ (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑝𝜖 [۰, ۱] , (۳)

می شود: تعریف زیر صورت به که است چندکی تابع 𝐹−۱ آن در که
𝐹−۱ (𝑡) = 𝑠𝑢𝑝 {𝑥|𝐹 (𝑥) ≤ 𝑡} , 𝑡 ∈ [۰, ۱] .

می دهد. نشان را لورنتس منحنی یک از نمونەای زیر شکل

3 
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𝑥 درآمد سطح در درآمدی شکاف 𝐵𝐶 پارەخط اندازه و درآمد توزیع کامل برابری خط 𝑂𝐴 خط لورنتس، منحنی 𝑂𝐴 منحنی شکل، این در
نمود: اشاره می توان زیر موارد به لورنتس منحنی خواص از . 𝐹 (𝑥) = 𝑝۰ که است 𝑝۰ با متناظر

نظر در توزیع تابع یک عنوان به می توان را 𝐿 (𝑝) واقع در . 𝐿 (۱) = ۱ ، 𝐿 (۰) = ۰ و است پیوسته [۰, ۱] بازه بر 𝐿 (𝑝) لورنتس تابع . ۱
گرفت.

ندارد. بستگی درآمد اندازەگیری واحد به و است محدب و صعودی تابع یک 𝐿 (𝑝) . ۲
نمود: استنتاج زیر فرم به را لورنتس تابع دیگر شکل می توان 𝑦 = 𝐹−۱ (𝑡) متغیر تغییر اعمال با .۳

𝐿 (𝑝) = ۱
𝜇

𝐹−۱(𝑝)

۰
𝑦𝑑𝐹 (𝑦) , 𝑝 ∈ [۰, ۱] . (۴)

است: حصول قابل زیر نتیجه نامساوی این طرفین از انتگرالگیری با که ، ۰ ≤ 𝐿 (𝑝) ≤ 𝑝 داریم وضوح به ۰ ≤ 𝑝 ≤ ۱ هر برای .۴

۰ ≤
۱

۰
𝐿 (𝑝) 𝑑𝑝 ≤ ۱

۲ .



۱۱۳ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ریابی اول یعقوبی مهدی حسین  زاده، علیرضا

قدرمطلق میانگین اساس بر که شاخص این است. جینی ضریب درآمد توزیع نابرابری میزان اندازەگیری و تحلیل و تجزیه شاخص متداول ترین
مقایسەی رو این از ناورداست. جامعه تکرارهای تحت که است نسبی شاخص یک می شود بنا درآمدی مشاهدات جفت تمامی بین اختلافات
شکاف های به شاخص این با شده اندازەگیری نابرابری بعلاوه می سازد. ممکن را متفاوت جمعیت های و مختلف درآمدهای با جوامع بین نابرابری
عادلانەتر درآمد توزیع باشد، نزدیکتر صفر به شاخص این مقدار چه هر است. [۰, ۱] بازه شاخص این تغییرات دامنه دارد. بستگی جامعه درآمدی
درآمد افراد همه که است معنی این به صفر جینی ضریب بود. خواهد درآمد توزیع در بیشتر نابرابری معرف باشد، نزدیکتر یک به چه هر و است
و دارد تعلق نفر یک به تنها جامعه درآمد تمامی که معنی این به است، مطلق نابرابری معنی به یک جینی ضریب و مطلق) (برابری دارند یکسان

است: زیر صورت به جینی ضریب ندارند.فرمول درآمدی هیچ افراد مابقی

𝐺 = ۱
۲𝑛۲𝑥

𝑛

𝑖=۱
𝑛

𝑗=۱
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 . (۵)

می دهد نشان را عدالت خط زیر کل مساحت به لورنتس منحنی و عدالت خط بین محصور مساحت نسبت جینی ضریب لورنتس، منحنی اساس بر
ضریب آنگاه باشد احتمال توزیع یک لورنتس منحنی 𝐿 (𝑝) اگر یعنی است. عدالت خط و لورنتس منحنی بین محصور ناحیه برابر دو معادل که

بود: خواهد محاسبه قابل زیر دستور از جینی

𝐺 = ۲
۱

۰
(𝑝 − 𝐿 (𝑝)) 𝑑𝑝 = ۱ − ۲

۱

۰
𝐿 (𝑝) 𝑑𝑝. (۶)

از: عبارتند آنها از برخی است. شده ارائه محققین توسط جینی ضریب برای متفاوتی بیان های کنون تا

𝐺 = ۱
𝑛 𝑛 + ۱ − ۲∑

𝑛
𝑖=۱(𝑛 + ۱ − 𝑖)𝑥(𝑖)

𝑛𝑥 . (۷)

𝐺 =
۲∑𝑛

𝑖=۱𝑖𝑥(𝑖)
𝑛۲𝑥 − 𝑛 + ۱

𝑛 . (۸)

𝐺 =
∑𝑛
𝑖=۱(۲𝑖 − 𝑛)𝑥(𝑖)

𝑛۲𝑥 − ۱
𝑛 . (۹)

است. ۴ .۰ برابر ۱۱ ، ۵ ، ۳ ، ۱ درآمدهای با عضوی چهار جامعه جینی ضریب اخیر فرمول سه اساس بر
و 𝐹 مشترک توزیع تابع با توزیع هم و مستقل نامنفی تصادفی متغیر دو 𝑌, 𝑋 اگر که کرد ثابت می توان بالا های فرمول بر علاوه نظری لحاظ به

داریم: آنگاه باشند 𝐸 (𝑋) = 𝜇

𝐺 = 𝐸 |𝑋 − 𝑌|
۲𝜇 .

انتخاب جامعه از تصادفی طور به که خانوار دو یا فرد دو بین درآمد نسبی تفاوت میانگین واقع در جینی ضریب گفت، می توان اساس این بر
ضریب مثال عنوان به ندارد. بستگی درآمد پولی واحد به لذا است نسبی شاخص یک جینی ضریب چون که داریم توجه می کند. بیان را می شوند
طور به که خانوار دو یا فرد دو آمدهای در انتظار مورد نسبی تفاوت آنگاه باشد تومان ۱۰۰۰ جامعه درآمد متوسط اگر که می کند بیان ۰̸۴۵ جینی

بود. خواهد تومان برابر۴۵۰ می شوند انتخاب جامعه از تصادفی
می کنیم. اشاره آنها از برخی به ذیلا که است معایبی حال عین در و ویژگی ها دارای جینی ضریب

درآمدهای برای که است قابلیت این دارای همچنین نیست. وابسته درآمد اندازەگیری واحد به رو این از و است نسبی شاخص یک جینی ضریب
همه تغییر با جینی ضریب هستند. قابلیت این فاقد نابرابری سنجش ابزارهای دیگر که است حالی در این کرد. استفاده آن از توان می نیز منفی
اندازه آن ها از شدن کم یا درآمدها همه به معینی مقدار شدن افزوده با که ترتیب این می دهد.به نشان حساسیت معین اندازه یک به درآمدها
تبدیلات به نسبت چون اما نیست. پایا مکانی تبدیلات به نسبت جینی ضریب که است آن خاطر به این می یابد. افزایش یا کاهش جینی شاخص

ندارد. تأثیری جینی ضریب اندازه در مثبت و ثابت مقدار یک در درآمدها همه ضرب لذا پایاست، مقیاس
جامعه اگر که می کند بیان اصل این نمود. اشاره جمعی پذیری تجزیه اصل با آن سازگاری عدم به می توان جینی ضریب عمده معایب ازجمله
به کنیم ایجاد گروەها داخل در افراد از جدیدی ترتیب اگر آنگاه باشد شده افراز متفاوت درآمدی میانگین های و حجم ها با مجزا گروه چند به
مجموع به بتوان باید را کل نابرابری یعنی یابد. افزایش جامعه کل نابرابری باید آنگاه یابد افزایش گروەها این از کدام هر در نابرابری که طوری
گروەهای از کدام هر در نابرابری افزایش با و کند نمی صدق اصل این در جینی ضریب اما کرد، تجزیه جامعه گروەهای داخل و بین نابرابری

یابد. کاهش است ممکن حتی و نکرده تغییر جینی ضریب جامعه،
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را یکدیگر جمعیت دو لورنتس منحنی اگر کرد. استفاده جمعیدت دو نابرابری میزان مقایسه برای می توان خاص موارد در تنها جینی ضریب از
این با جمعیت ها رتبەبندی صورت این غیر در کرد. آن استفاده نابرابری شدت رتبەبندی و مقایسه برای جینی ضریب از می توان آنگاه نکنند قطع

داشت. خواهد دنبال به گمراەکنندەای و اشتباه نتایج ضریب
پیش در را سیاستی درآمد توزیع وضع بهبود جهت دولتی است ممکن نتیجه در می دهد. درآمد توزیع دم های به را کمی خیلی وزن جینی ضریب
در تأثیری سیاست این اما شود، دو هر یا و بالا درآمد با اقشار درآمد کاهش یا درآمد، کم خیلی اقشار درآمد افزایش باعث سیاست این که گیرد

آید. پیش سیاستی چنین اعمال از سرخوردگی موجبات ضریب این به دولت اعتماد با و نداشته جینی ضریب اندازه

جینی ضریب از سادەای بیان .۳
مبتکرانەای روش های دنبال به علمی شاخه هر در متخصصان برخوردارند. ویژەای اهمیت از دادەها دارد، نام اطلاعات عصر که حاضر عصر در
فاقد تنهایی به و خود خودی به دادەها اما دهند. ارائه آنها برای مناسبی نمایش و نموده اندازەگیری را دادەها از وسیعی طیف روزانه تا هستند
الگوها این در نهفته معانی و شناسایی را آنها بین روابط و الگوها دادەها، به عمیق نگاهی با و علمی روشهای با بتوان اینکه جز به هستند، ارزش
آسان نمایشی جینی، ضریب انتزاعی دیدگاه از فارغ داریم (۲۰۱۸)بنا ازایسکادرو تبعیت به و بخش این در نمود. تحلیل دیگران به ارائه جهت را

دهیم. ارائه آن برای فهم قابل و
این در باشد. درآمدها کل جمع 𝑇 = ∑𝑛

𝑖=۱𝑥𝑖 و درآمدها حسابی میانگین 𝑥 و جامعه فرد 𝑛 نامنفی درآمدهای معرف 𝑥𝑛 , … , 𝑥۱ کنید فرض
است: محاسبه قابل زیر رابطه از ها داده جینی ضریب صورت

𝐺 = ۱
۲𝑛۲𝑥

𝑛

𝑖=۱
𝑛

𝑗=۱
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 .

یعنی: باشد. جامعه ازواج درآمدی تفاوت های مطلق قدر میانگین دهنده نشان نماد 𝑃𝐷 کنید فرض

𝑃𝐷 = ۱
𝑛۲

𝑛

𝑖=۱
𝑛

𝑗=۱
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 .

خواهد پذیر امکان زیر صورت به 𝑑𝑖𝑗 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 عمومی درایه با 𝑀 نابرابری ماتریس تعریف طریق از 𝑃𝐷 نمایش برای آسان روش یک
بود:

𝑀 =
𝑑۱۱ ⋯ 𝑑۱𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑑𝑛۱ ⋯ 𝑑𝑛𝑛

.

است. 𝑀 ماتریس درایه 𝑛۲ میانگین برابر 𝑃𝐷 وضوح به
کاملا جامعه یک در می کند. اندازەگیری نسبی معنای به را درآمد نابرابری ماتریس این بودن ”بزرگ” میزان جینی ضریب شهودی، طور به
است فرد یک به متعلق ثروت و درآمد تمام کامل نابرابری حالت در صفرند. همگی 𝑀 عناصر لذا و دارند یکسان درآمد افراد همه عدالت خواه
تحویل 𝑀𝑇 ماتریس به حالت این در 𝑀 ماتریس بگیریم. نظر در فرد آخرین را فرد این می توانیم شود کاسته موضوع کلیت از اینکه بدون و

است: زیر صورت به که شد خواهد

𝑀𝑇 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

۰ ۰ … ۰ 𝑇
۰ ۰ … ۰ 𝑇
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
۰ ۰ … ۰ 𝑇
𝑇 𝑇 … 𝑇 ۰

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

با را 𝑃𝐷 کامل نابرابری حالت در اگر است. صفر برابر 𝑃𝐷 مقدار خواه عدالت کاملا جامعه در که است واضح طبیعی طور به و بالا نمایش با
داشت: خواهیم دهیم نمایش 𝑃𝐷𝑇

𝑃𝐷𝑇 =
۲ (𝑛 − ۱) 𝑇

𝑛۲ = ۲𝑛 − ۱
𝑛

𝑇
𝑛 ∼ ۲𝑥.

شد: خواهد بیان زیر صورت به جینی ضریب حالت این در لذا بود. خواهد معتبر 𝑛 بزرگ مقادیر برای آخر تقریبی تساوی که داریم توجه
. 𝐺 = 𝑃𝐷

𝑃𝐷𝑇ضریب نتیجه در و 𝑃𝐷𝑇 = ۵̸۳۳ و 𝑃𝐷 = ۳̸۵۵ و 𝑇 =۱۲ و 𝑥 = ۴ آنگاه باشد دلار ۹ ، ۲ ، ۱ عضوی سه جامعه یک درآمد اگر مثال عنوان به
است. شده استفاده 𝑃𝐷𝑇 دقیق فرمول از 𝑛 بودن کوچک دلیل به که داریم توجه بود. خواهد ۰̸۶۶ برابر جینی
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) کامل نابرابری حالت در همچنین است. صفر جینی ضریب مقدار جدید، نمایش در که می شود ملاحظه وضوح به کامل برابری حالت در
است. یک برابر جینی ضریب مقدار ( 𝑃𝐷 = 𝑃𝐷𝑇راحتی به مثلث نامساوی کمک به باشند نامنفی درآمدها همه اگر است. محرز وضوح به 𝑃𝐷 بودن نامنفی واسطه به جینی ضریب بودن نامنفی

. ۰ ≤ 𝐺 ≤ ۱ بنابراین و 𝑃𝐷 ≤ 𝑃𝐷𝑇 که دید می توان

نتیجه .۴
مقاله این در لذا است برخوردار ویژەای اهمیت از اقتصادی عرصەهای در درآمد توزیع نابرابری تحلیل و تجزیه و اندازەگیری مسئله که آنجایی از
از سادەای بیان لورنتس، منحنی بر مبتنی انتزاعی نگاه از فارغ و آن معایب و ویژگی ها برخی بیان و جینی نابرابری شاخص اجمالی معرفی ضمن
اختلاف بر مبتنی جینی شاخص محاسبه که است ذکر به لازم نمودیم. معرفی را جامعه افراد زوجی درآمدهای اختلاف بر مبتنی جینی ضریب
سازگار برآوردگرهای به آنها همه زیرا ندارد. لورنتس منحنی بر مبتنی فرمول های سایر به نسبت آشکاری مزیت هیچ جامعه افراد زوجی درآمدهای

می شوند. منتهی جامعه جینی ضریب
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متغیر − زمان مفصل تابع از استفاده با خطر معرض در ارزش برآورد
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چکیده
تابع شود. می استفاده مفصل تابع از سبدسهام خطر معرض در ارزش برآورد برای گذاری سرمایه مبحث در امروزه
کند توصیف ها آن ای حاشیه های توزیع از مستقل و خوبی به را تصادفی متغیرهای وابستگی ساختار تواند می مفصل
معمولا خطر، معرض در ارزش برآورد در است. یکنواخت ای حاشیه توزیع با چندمتغیره توزیع تابع یک واقع در و
داده برازش GARⅭH مدل های های مانده باقی اگر و هستند زمانی سری صورت به تصادفی متغیرهای مشاهدات
باقی تصادفی رفتار توجیه برای مناسب های توزیع از یکی باشند سنگین دم با چوله های توزیع دارای آن ها، به شده

است. توکی g−h توزیع ها مانده
با و میشود معرفی توکی g−h حاشیهای های توزیع با زمان⁃متغیر مفصل تابع با GARⅭH مدل پژوهش، این در
معرض در ارزش مورد در روش این عملی کاربرد شود. می ارائه خطر معرض در ارزش برآورد روش آن، از استفاده

شود می داده نشان فولاد و فملی فخوز، های شرکت سهام شامل سهام سبد خطر

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

خطر معرض در ارزش
توکی g−h یافته تعمیم توزیع تابع

زمان⁃متغیر مفصل تابع
GARⅭH مدل

2020 MSC:
62H10
62P05
62M10

مقدمه .۱
۱(VaR) خطر معرض در ارزش محاسبه آن، گیری اندازه های روش از یکی است. بوده مهم موضوعات از یکی همیشه مالی بازار در ریسک
از مستقل ها بازده شود می فرض معمولا است. مالی های دارایی آتی بازده احتمال توزیع تخمین برای کلیدها از یکی VaR دقیق محاسبه است.
نامتقارن ها بازده توزیع و بوده زمانی سری صورت به ها بازده اغلب نیست. چنین عمل در اما کنند، می پیروی نرمال توزیع از و هستند یکدیگر
توزیع اند. گرفته قرار استفاده مورد توکی g−h و ، تی توزیع لجستیک، توزیع مانند سنگین، دم های توزیع اخیر های سال در هستند. سنگین دم و
می ۲GARⅭH مدل باشد. داشته مالی های دارایی بازده سری سنگین دم ویژگی و تقارن عدم ویژگی برای خوبی برازش تواند می توکی g−h
هم به را ها آن ای حاشیه های توزیع و توام توزیع تواند می مفصل تابع و کند توصیف را ها دارایی بازده سریالی وابستگی جامع طور به تواند
پژوهش هایی در اند. رفته کار به [۶] و [۸] ،[۴] ،[۳] مانند های پژوهش در مفصل تابع و GARⅭH مدل توکی، g−h توزیع کند. متصل

است. شده پرداخته ای هسته چگالی تابع ناپارامتری برآورد با مسئله این به که است بهینه مفصل تابع انتخاب مهم مسئله [۲] مانند
ساخت و مالی های دارایی بازده توام توزیع کشیدن تصویر به در مفصل تابع و GARⅭH مدل توکی، g−h توزیع قوت ازنقاط پژوهش، این در
استفاده دهد، نشان را ها بازده زمان با متغیر نوسانات سنگین، دم و کشیدگی تقارن، عدم تواند می همزمان طور به که زمان⁃متغیر مفصل تابع

∗سخنران
شمس)، (صدیقه s.shams@alzahra.ac.ir ،( پور علی سارینا ) sarina.1376 .alipour@gmail.com الکترونیک: پست

محمدی) علی (مهدی m.alimohammadi.stat@alzahra.ac.ir
1Value at Risk
2Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity
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مفصل تابع بر مبتني GARⅭH مدل دوم بخش در شوند. مي ارائه پژوهش موضوع به مربوط مفاهيم و تعاريف بخش این درادامه شود. می
آخر بخش در شود. مي داده شرح [۱] در شده ذکر روش از استفاده با VaR محاسبه سوم بخش در و شود. مي ساخته متغيره چند زمان⁃متغير

شود. می داده نشان فولاد و فملی فخوز، های شرکت سهام شامل سهام سبد خطر معرض در ارزش برآورد مورد در روش این عملی کاربرد
همبسته زماني، سري يک ذاتي طبيعت است. شده آوري جمع منظمي و مساوي زماني فواصل در که است مشاهدات از اي مجموعه زمانی، سري
از هدف ترين مهم کرد. اشاره وکنترل بینی پیش تشریح، توصیف، به توان می زمانی های سری وتحلیل تجزیه اهداف از است. مشاهدات بودن
هم و زماني سري رفتار بندي مدل و توصيفي بررسي اساس بر بيني پيش اين است. آينده مقادير بيني پيش زمان، قلمرو در زماني هاي سري تحليل
سري، عناصر بين موجود هاي وابستگي مطالعه براي راستا، اين در شود. مي انجام سري عناصر درازمدت و مقطعي تغييرات کردن لحاظ چنين
هاي زمينه از بسياري در گستردهاي طور به زماني سري تحليل و تجزيه باشد. مي توجه مورد جزئي خودهمبستگي و خودهمبستگي توابع تحليل
به توان می را زماني سري باشد، بردار یک 𝑋 اگر گيرد. مي قرار استفاده مورد زيست محيط علوم و مالي نجوم، اقتصاد، مباحث جمله از علمي
تعریف قابل نیز 𝑡۰ زمان تعریف، این طبق است. متغیرتصادفی یک نیز 𝑋 و زمان بیانگر 𝑡 آن در که داد. نشان {𝑋𝑡 , 𝑡 = ۱, ۲, ۳, ...} صورت

است. شده ثبت لحظه آن در اطلاعات اولین که باشد هنگامی یا پدیده یک تولد زمان میتواند لحظه این است.
حقیقی اعداد (𝑝, 𝑑, 𝑞) آن در که می شود، داده نشان 𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝, 𝑑, 𝑞) صورت به ۳ ARIⅯA اتورگرسیو بسته جمع متحرک میانگین مدل
خود قبلی مقدار 𝑝 براساس متغیر دهد می نشان که است، مدل 𝑝 مرتبه بودن خودهمبسته دهنده نشان مدل، در 𝐴𝑅(𝑝) بخش هستند. غیرمنفی
ترکیب یک واقع در رگرسیون خطای دهد می نشان که است، مدل میانگین⁃متحرک بخش دهنده نشان مدل، در 𝑀𝐴(𝑞) بخش کند. می پسرفت
بین تفاضل معنای به و می شود، شناخته تفاضلی بخش عنوان به ، مدل در (” بسته جمع ”) 𝐼(𝑑) بخش است. قبل زمان خطاهای 𝑞 از خطی

است. زمانی سری یک متوالی داده های
شود. می تعریف زیر صورت به 𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝, 𝑑, 𝑞) فرآیند .۱ .۱ تعریف

(۱ −
𝑝

𝑖=۱
𝜙𝑖𝐵𝑖)(۱ − 𝐵)𝑑𝑋𝑡 = 𝜇 + (۱ +

𝑞

𝑖=۱
𝜃𝑖𝐵𝑖)𝜖𝑡 (۱)

. 𝐵𝑖𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−𝑖 و هستند 𝜎۲ یکسان واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای ها، 𝜖𝑡 آن در که
شویم. می مواجه واریانس ناهمسانی با گاهی عمل در اما اند، شده بنا واریانس پایداری فرض پایه بر معمولا زمانی سری به مربوط های تحلیل
باشند. واریانس ناهمسانی به مشروط که کنیم استفاده هایی مدل از یا آید دست به واریانس پایدار تا کنیم تبدیل نحوی به را ها داده باید رو این از

شوند. می نامیده ۴ ARⅭH خودبازگشتی شرطی واریانس ناهم های مدل ها مدل این
صورت به 𝜎۲

𝑡 سری و است سفید نوفه فرآیند متغیرتصادفی 𝑧𝑡 آن در و 𝜖𝑡 = 𝜎۲
𝑡 𝑧𝑡 از است عبارت 𝜖𝑡 عبارت 𝐴𝑅𝐶𝐻 درمدل .۲ .۱ تعریف

شود: می سازی مدل زیر

𝜎۲
𝑡 = 𝛼۰ +

𝑄

𝑖=۱
𝛼𝑖𝜖۲

𝑡−𝑖 (۲)

شود: می مدلسازی زیر صورت به 𝜎۲
𝑡 سري 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 يافته تعميم خودبازگشتی شرطی واریانس ناهم های مدل در .۳ .۱ تعریف

𝜎۲
𝑡 = 𝜔 +

𝑄

𝑖=۱
𝛼𝑖𝜖۲

𝑡−𝑖 +
𝑃

𝑖=۱
𝛽𝑖𝜎۲

𝑡−𝑖 (۳)

تابع از است. [۰, بازه[۱ در یکنواخت توزیع متغیرها، از یک هر ای حاشیه احتمال توزیع که است متغیره چند تجمعی توزیع تابع یک مفصل تابع
را 𝑋′ = (𝑋۱, ....𝑋𝑛) تصادفی بردار یک شود. می استفاده تصادفی) متغیرهای بین (همبستگی وابستگی مدلسازی یا توصیف برای مفصل،
به 𝑈𝑖 = 𝐹𝑖(𝑋𝑖) و هستند 𝐹𝑖(𝑥𝑖) = 𝑃(𝑋𝑖 ≤ 𝑥𝑖) پیوسته ای حاشیه توزيع توابع و 𝐹 توام توزیع تابع دارای که کنید فرض بگیرید، نظر در

که دارد وجود 𝐶 تابع [۷] اسکلار قضيه مطابق صورت اين در ،𝑖 = ۱, ..., 𝑛 ازاي
𝐶(𝑢۱, ...., 𝑢𝑛) = 𝑃(𝐹۱(𝑋۱) ≤ 𝑢۱, ..., 𝐹𝑛(𝑋𝑛) ≤ 𝑢𝑛) (۴)

3AutoRegressive Integrated Moving Average
4AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity
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و
𝐹(𝑥۱, ...., 𝑥𝑛) = 𝐶(𝐹۱(𝑥۱), ..., 𝐹𝑛(𝑥𝑛)) (۵)

گاه: آن باشد، 𝑓چگالی تابع دارای 𝐹 متغیره چند توزیع تابع اگر . یکتاست([۵]) 𝐶 گاه آن باشد، پیوسته 𝐹 اگر

𝑓(𝑥۱, ..., 𝑥𝑛) = 𝑐(𝐹۱(𝑥۱), ..., 𝐹𝑛(𝑥𝑛))
𝑛

𝑖=۱
𝑓𝑖(𝑥𝑖) (۶)

. 𝑐(𝑢۱, ..., 𝑢𝑛) =
𝜕𝑛𝐶(𝑢۱ ,....,𝑢𝑛)
𝜕𝑢۱...𝜕𝑢𝑛

و 𝑋𝑖 تصادفي متغير چگالي تابع 𝑓𝑖(𝑥𝑖) آن در که
طوری که: به است 𝐶 ∶ 𝕀 × 𝕀 → 𝕀 از متغیره دو تابع یک دوبعدی مفصل تابع یک .𝕀 = [۰, ۱] کنید فرض دوبعدی) مفصل (تابع .۴ .۱ تعریف

،𝑢, 𝑣 ∈ 𝕀 هر برای یعنی باشند، یکنواخت حاشیەای ها .۱
𝐶(𝑢, ۰) = ۰, 𝐶(𝑢, ۱) = 𝑢, 𝐶(۰, 𝑣) = ۰, 𝐶(۱, 𝑣) = 𝑣 (۷)

،𝑣۱ ≤ 𝑣۲ و 𝑢۱ ≤ 𝑢۲ طوری که به 𝑢۱, 𝑢۲, 𝑣۱, 𝑣۲ ∈ 𝕀 هر برای یعنی باشد، ۵ دو⁃افزایشی .۲
𝐶(𝑢۲, 𝑣۲) − 𝐶(𝑢۲, 𝑣۱) − 𝐶(𝑢۱, 𝑣۲) + 𝐶(𝑢۱, 𝑣۱) ≥ ۰ (۸)

تابع باشند. 𝑘 = ۱, ......., 𝑛 ازای به ،{(𝑋𝑘 , 𝑌𝑘)} تصادفی نمونه با مرتبط 𝑅𝑘)}رتبەهای , 𝑆𝑘)} کنید فرض تجربی) مفصل (تابع .۵ .۱ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به مربوطه 𝐶𝑛 تجربی مفصل

𝐶𝑛(𝑢, 𝑣) =
۱
𝑛

𝑛

𝑘=۱
۱( 𝑅𝑘
𝑛 + ۱ ≤ 𝑢, 𝑆𝑘

𝑛 + ۱ ≤ 𝑣) (۹)

است. شاخص تابع یک ۱ و 𝑢, 𝑣 ∈ 𝕀 آن در که
تعریف برای .( [۵] به شود (رجوع دارند مفیدی بسیار ویژگی های که می شود، نامیده ارشمیدسی مفصل توابع مفصل، توابع از خاصی کلاس زیر

داریم: نیاز مولد تابع تعریف به ابتدا ارشمیدسی، مفصل تابع
𝛾−۱ که کنید فرض هم چنین 𝛾(۱)؛ = ۰ با باشد، کاهشی اکیداً و پیوسته 𝛾 طوری که به 𝛾 ∶ 𝕀 → [۰, ∞] کنید فرض (وارون نما) .۶ .۱ تعریف

می شود: ارائه زیر صورت به 𝛾[−۱] ∶ [۰, ∞] → 𝕀 یعنی 𝛾 تابع وارون نمای باشد. 𝛾 تابع عادی وارون

𝛾[−۱](𝑡) = 𝛾−۱(𝑡) ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝛾(۰)
۰ 𝛾(۰) ≤ 𝑡 ≤ ∞ . (۱۰)

و 𝕀 بر 𝛾[−۱](𝛾(𝑡)) = 𝑡 هم چنین، است. اکید کاهشی [۰, 𝛾(۰)] بر و است، ناپارامتری و پیوسته [۰, ∞] بر 𝛾[−۱] که باشید داشته توجه
𝛾(𝛾[−۱](𝑡)) = ⅿin {𝑡, 𝛾(۰)} (۱۱)

.𝛾[−۱] = 𝛾−۱ آن گاه ،𝛾(۰) = ∞ اگر وضوح، به
شود ارائه زیر صورت به 𝐶 ∶ 𝕀 × 𝕀 → 𝕀 که کنید فرض ارشمیدسی) مفصل (تابع .۷ .۱ تعریف

𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝛾[−۱](𝛾(𝑢) + 𝛾(𝑣)), (۱۲)
.([۵]) باشد محدب 𝛾 اگر، تنها و اگر است، ارشميدسي دوبعدی مفصل تابع یک 𝐶 آن گاه باشند. ۶ .۱ تعریف همانند 𝛾[−۱] ،𝛾 آن در که

۱ جدول دارد. فراوان کاربرد مدل سازی برای وجود این با نمی گیرد، بر در را مفصل تابع خانوادەهای تمام ارشمیدسی مفصل توابع اگرچه
می دهد. ارائه آن ها متناظر مولد تابع ۲ جدول و دومتغیره، ارشمیدسی مفصل توابع پرکاربردترین

52-increasing
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ارشیدسی مفصل توابع از نمونەای :۱ جدول
𝜃 𝐶𝜃(𝑢, 𝑣) خانواده

𝜃 ∈ [−۱, ۱) 𝑢𝑣
۱−𝜃(۱−𝑢)(۱−𝑣) علی⁃میکائیل⁃حق

𝜃 ∈ [−۱, ∞)\{۰} [ⅿax {𝑢−𝜃 + 𝑣−𝜃 − ۱; ۰}]−۱/𝜃 کلایتون
𝜃 ∈ ℝ\{۰} − ۱

𝜃 ⅼog(۱ + (𝑒−𝜃𝑢−۱)(𝑒−𝜃𝑣−۱)
𝑒−𝜃−۱ ) فرانک

𝜃 ∈ [۱, ∞) exp −((− ⅼog𝑢)𝜃 + (− ⅼog 𝑣)𝜃)۱/𝜃 گامبل
𝜃 ∈ [۱, ∞) ۱ − [(۱ − 𝑢)𝜃 + (۱ − 𝑣)𝜃 − (۱ − 𝑢)𝜃(۱ − 𝑣)𝜃]۱/𝜃 جو

𝑢𝑣 مستقل

۱ جدول در ارشمیدسی مفصل توابع با متناظر مولد توابع :۲ جدول
𝛾−۱(𝑡) 𝛾(𝑡) خانواده

۱−𝜃
𝑒𝑡−𝜃 ⅼog( ۱−𝜃(۱−𝑡)

𝑡 ) علی⁃میکائیل⁃حق
(۱ + 𝜃𝑡)−۱/𝜃 ۱

𝜃 (𝑡
−𝜃 − ۱) کلایتون

− ۱
𝜃 ⅼog(۱ + exp(−𝑡)(exp(−𝜃) − ۱)) − ⅼog 𝑒−𝜃𝑡−۱

𝑒−𝜃−۱ فرانک
exp(−𝑡۱/𝜃) (− ⅼog 𝑡)𝜃 گامبل

۱ − (۱ − exp(−𝑡))۱/𝜃 − ⅼog(۱ − (۱ − 𝑡)𝜃) جو
exp(−𝑡) − ⅼog 𝑡 مستقل

به بیضوی توابع توسط متغیره یک حاشیهای های توزیع آنها در که هستند توابعی ، بیضوی مفصل توابع بیضوی) مفصل (تابع .۸ .۱ تعریف
است. t مفصل تابع و نرمال مفصل تابع خانواده، این اعضای مهمترین از تا دو شوند. می مرتبط یکدیگر

ميشود: تعريف زیر صورت به نرمال مفصل تابع
𝐶Σ(𝑢۱, ..., 𝑢𝑑) = ΦΣ(Φ−۱(𝑢۱), ..., Φ−۱(𝑢𝑑)) (۱۳)

است. استاندارد نرمال توزیع تابع وارون Φ−۱ و Σ کوواریانس واریانس ماتریس با نرمال متغیره چند توزیع تابع ΦΣ آن در که
ميشود: تعريف زیر صورت به تی مفصل تابع

𝐶Σ,𝜈(𝑢۱, ..., 𝑢𝑑) = ΦΣ,𝜈(Φ−۱
𝜈 (𝑢۱), ..., Φ−۱

𝜈 (𝑢𝑑)) (۱۴)
آزادی درجه 𝜈 با تی توزیع تابع وارون Φ−۱

𝜈 آزادی درجه 𝜈 و Σ کوواریانس واریانس ماتریس با تی متغیره چند توزیع تابع ΦΣ, 𝜈 آن در که
است.

ویژگی های اگر است، وابستگی اندازه 𝐶 مفصل تابع با 𝑌 𝑋و پیوسته تصادفی متغیر دو بین 𝛿𝑋,𝑌 عددی اندازه یک وابستگی) (اندازه .۹ .۱ تعریف
باشد: دارا را زیر

باشد. شده تعریف پیوسته تصادفی متغیرهای از (𝑋, 𝑌) زوج هر برای 𝛿 .۱
۰؛ ≤ 𝛿𝑋,𝑌 ≤ ۱ .۲
𝛿𝑋,𝑌 = 𝛿𝑌,𝑋 .۳

باشند. مستقل 𝑌 و 𝑋 اگر فقط و اگر ،𝛿𝑋,𝑌 = ۰ .۴
باشد. دیگری از یکنوا اکیداً تابع یک مطمئن تقریباً طور به 𝑌 و 𝑋 از یک هر اگر فقط و اگر ،𝛿𝑋,𝑌 = ۱ .۵

.𝛿𝛼(𝑋),𝛽(𝑌) = 𝛿𝑋,𝑌 آن گاه باشند، 𝑌 برد و 𝑋 برد بر ترتیب به اکید یکنوای توابع مطمئن تقریباً طور به 𝛽 و 𝛼 اگر .۶
تابع یک به نقطەای همگرای {𝐶𝑛} اگر و باشند 𝐶𝑛 مفصل تابع با پیوسته تصادفی متغیرهای از دنباله یک 𝑛 ∈ ℕ برای {(𝑋𝑛 , 𝑌𝑛)} اگر .۷

آن گاه: باشد، 𝐶 مفصل
ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝛿𝑋𝑛 ,𝑌𝑛 = 𝛿𝑋,𝑌.
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𝑌 و 𝑋 که این بر دلالت 𝜌𝑝(𝑋, 𝑌) = ۰ حقیقت در نیست؛ وابستگی اندازه یک 𝜌𝑝 پیرسن همبستگی خطی ضریب بالا مفهوم در که کنید توجه
می شود: تعریف زیر صورت به 𝜌∗𝑝 بیشینه همبستگی ضریب با وابستگی اندازه یک مقابل، در ندارد. مستقلند،

𝜌𝑝∗ = sup
𝑓,𝑔

𝜌𝑝(𝑓(𝑋), 𝑔(𝑌)), (۱۵)

اگرچه است. شده گرفته است، خوش تعریف 𝜌𝑝(𝑓(𝑋), 𝑔(𝑌)) همبستگی آن ها برای که 𝑔 و 𝑓 اندازەپذیر بورل توابع روی سوپریمم آن در که
شود. محاسبه مؤثری صورت به نمی تواند و است یک با مساوی اغلب اندازه این

زیر تفاوت باشند. هم توزیع و مستقل پیوسته تصادفی متغیرهای از بردارهایی (𝑋۲, 𝑌۲) و (𝑋۱, 𝑌۱) کنید فرض (𝜏𝑘 کندال (تاو .۱۰ .۱ تعریف
می شود: تعریف 𝜏𝑘 جمعیتی نسخه عنوان به

𝜏𝑘 = ℙ{(𝑋۱ − 𝑋۲)(𝑌۱ − 𝑌۲) > ۰} − ℙ{(𝑋۱ − 𝑋۲)(𝑌۱ − 𝑌۲) < ۰} (۱۶)
آن گاه: باشد، 𝑌 و 𝑋 مفصل تابع 𝐶 اگر معلوم، قرار از

𝜏𝑋,𝑌𝑘 = 𝜏𝐶𝑘 = ۴
𝕀۲
𝐶(𝑢, 𝑣)𝑑𝐶(𝑢, 𝑣) − ۱ (۱۷)

می شود: بیان زیر صورت به 𝐶 از 𝛾 مولد تابع به توجه با 𝜏𝑘 ارشمیدسی، مفصل تابع مورد در ویژه به

𝜏𝐶𝑘 = ۱ + ۴
۱

۰
𝛾(𝑡)
𝛾′(𝑡)𝑑𝑡 (۱۸)

باشند. متداول توأم پیوسته توزیع با مستقل تصادفی بردار سه (𝑋۱, 𝑌۱) و (𝑋۲, 𝑌۲) و (𝑋۳, 𝑌۳) کنید فرض (𝜌𝑠 اسپیرمن (روی .۱۱ .۱ تعریف
می شود: تعریف 𝜌𝑠 جمعیتی نسخه زیر اختلاف

𝜌𝑠 = ۳(ℙ{(𝑋۱ − 𝑋۲)(𝑌۱ − 𝑌۳) > ۰} − ℙ{(𝑋۱ − 𝑋۲)(𝑌۱ − 𝑌۳) < ۰}) (۱۹)
نتیجه: در هستند. مستقل 𝑌۳ و 𝑋۲ زیرا ،(𝑋۲, 𝑌۳) ∼ Π۲ اما ،(𝑋۱, 𝑌۱) ∼ 𝐶 آن گاه باشد، (𝑋, 𝑌) مفصل تابع 𝐶 اگر معلوم قرار از

𝜌𝑋,𝑌𝑠 = 𝜌𝐶𝑠 = ۳𝑄(𝐶, Π۲) (۲۰)
نوشت: زیر صورت به می توان ممکن ریاضی امید نظر از را 𝜌𝑠 اغلب

𝜌𝐶𝑠 = ۱۲
𝕀۲
𝑢𝑣𝑑(𝑢, 𝑣) − ۳ = ۱۲𝔼(𝑢𝑣) − ۳ (۲۱)

می آید: دست به زیر صورت به بالا فرمول بازنویسی از 𝜌𝑠 از عملی تفسیر یک

𝜌𝐶𝑠 = ۱۲
𝕀۲
[𝐶(𝑢, 𝑣) − 𝑢𝑣]𝑑𝑢𝑑𝑢 (۲۲)

داده نمايش f با كه ها خسارت مجموع چگالي تابع به توجه با سبدسهام يك ممکن خسارت حداكثر خطر) معرض در (ارزش .۱۲ .۱ تعریف
ديگر عبارت به است، f) چگالی تابع به (تحت 𝛼 بحراني سطح در چندك حقيقت در خطر معرض در ارزش شود. مي گيري اندازه شود، مي

𝑃(𝐿𝑜𝑠𝑠 ≤ 𝑉𝑎𝑅) =
𝑉𝑎𝑅

۰
𝑓(𝐿)𝑑𝐿 = ۱ − 𝛼 (۲۳)

متقارن چگالی تابع با یک) واریانس صفر، (میانگین شده استاندارد تصادفی متغیر 𝑈 کنید فرض توکی) g−h یافته تعمیم (توزیع .۱۳ .۱ تعریف
و باشد مبدا حول

𝑇𝑔,ℎ(𝑈) =
۱
𝑔(𝑒

𝑔𝑢 − ۱)𝑒 ℎ𝑈۲
۲ (۲۴)

دهنده نشان ترتیب به ℎ و 𝑔 پارامترهای مینامند. توکی g−h یافته تعمیم توزیع تابع را 𝑇𝑔,ℎ(𝑈) متغیر توزیع تابع .ℎ ∈ 𝑅 و 𝑔 ≠ ۰ آن در که
هستند. توکی g−h یافته تعمیم توزیع های دم کشیدگی و چولگی
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چندمتغیری GARⅭH مدل .۲
همچنین شود. داده نشان 𝑟𝑡 = {𝑟۱,𝑡 , 𝑟۲,𝑡 , ..., 𝑟𝑝,𝑡} صورت به ، 𝑡 زمان در ریسک 𝑝 های دارایی بازده به مربوط زمانی سری کنید فرض
آن در که باشد 𝐼𝑡−۱ = {𝑟𝑡−۱, ℎ𝑡−۱, 𝑟𝑡−۲, ℎ𝑡−۲, ...} = ∏𝑝

𝑖=۱ 𝐼𝑖,𝑡−۱ از: باشد عبارت است، داشته وجود 𝑡 زمان از قبل که اطلاعاتی مجموعه
تابع 𝐶(.|𝐼𝑡−۱) کنيد فرض است. 𝐼𝑖,𝑡−۱ شرط به 𝑟𝑖,𝑡 شرطي نواسانات دهنده نشان ℎ𝑖,𝑡 و است 𝐼𝑖,𝑡−۱ = {𝑟𝑖,𝑡−۱, ℎ𝑖,𝑡−۱, 𝑟𝑖,𝑡−۲, ℎ𝑖,𝑡−۲, صورت{... اين در باشد. 𝑖ام ريسک شرطي اي حاشيه توزيع تابع 𝐹𝑖(𝑟𝑖,𝑡|𝐼𝑖,𝑡−۱) تابع و شرطي متغيره 𝑝 مفصل

𝐹(𝑟𝑡|𝐼,𝑡−۱) = 𝐶(𝐹۱(𝑟۱,𝑡|𝐼۱,𝑡−۱), ..., 𝐹𝑝(𝑟𝑝,𝑡|𝐼𝑝,𝑡−۱)) (۲۵)
فرض این طبق میکند. پیروی 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻(۱, ۱) مدل از های دارایی بازده سری که میدهد نشان تجربی شواهد بر مبتنی مطالعات از بسیاری

داريم:
𝑟𝑖,𝑡 = 𝜇𝑖 + 𝜖𝑖,𝑡 ,
𝜖𝑖,𝑡 = ℎ𝑖,𝑡𝑧𝑖,𝑡 ,
ℎ𝑖,𝑡 = 𝜔𝑖 + 𝛼𝑖𝜖۲

𝑖,𝑡−۱ + 𝛽𝑖ℎ𝑖,𝑡−۱,
𝐹(𝑧𝑡|𝐼,𝑡−۱) = 𝐶(𝐹۱(𝑧۱,𝑡|𝐼۱,𝑡−۱), ..., 𝐹𝑝(𝑧𝑝,𝑡|𝐼𝑝,𝑡−۱))

(۲۶)

حاشيه توزيع توابع و تی مفصل تابع گرفتن نظر در با کند. مي پيروي توکي 𝑔−ℎ یافته تعمیم توزيع از 𝑧𝑡 سري و 𝜔𝑖 , 𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 > ۰ روابط اين در
داشت: خواهيم ۶ رابطه از استفاده و توکي 𝑔 − ℎ اي

𝑐𝑡𝜂,𝜌𝑡(𝑢۱, .., 𝑢𝑝) =
𝑓𝑡𝜂,𝜌𝑡(𝑓−۱

𝜈۱ (𝑢۱,𝑡), ..., 𝑓−۱
𝜈𝑝 (𝑢𝑝,𝑡)

∏𝑝
𝑖=۱ 𝑓𝜂(𝑓−۱𝜈𝑖 (𝑢𝑖,𝑡))

(۲۷)

هستند. 𝜌𝑡 = (𝜌𝑖,𝑗,𝑡)𝑝𝑥𝑝 زمان⁃متغير همبستگي ماتريس و آزادي درجه 𝜈 با تی توزيع توام چگالي تابع 𝑓𝑡𝜂,𝜌𝑡 آن در که
برآورد باشند، شده تولید زمان، 𝑇 در سهم دارایی های بازده نمونەهای و نشان دهد را مدل توسط شده تعریف پارامتر فضای Θ اینکه فرض با

است: صورت به پارامتر بردار درستنمایی حداکثر

�̂� = 𝑎𝑟𝑔ⅿax
𝜃∈Θ

𝑇

𝑡=۱
𝑓𝜌𝑡|𝐼𝑡−۱(𝑟𝑡|𝐼𝑡−۱, 𝜃) (۲۸)

توزيع پارامترهاي بردار �r و مفصل تابع پارامترهاي بردار �ⅽ آن در که شود، تفکيک � = (�ⅽ,�r) قسمت دو به � پارامتر بردار که است لازم
از: عبارتند برآوردها ۶ IFⅯ اي مرحله دو روش با اين بنابر است. اي حاشيه هاي

�̂𝑟𝑖 = 𝑎𝑟𝑔ⅿax𝜃𝑟𝑖
𝑇

𝑡=۱
ⅼog 𝑓𝑖,𝑡(𝑟𝑖,𝑡|𝜃𝑟𝑖), 𝑖 = ۱, ..., 𝑝

�̂𝑐 = 𝑎𝑟𝑔ⅿax𝜃𝑟𝑖
𝑇

𝑡=۱
ⅼog 𝑐𝜃(𝐹۱,𝑡(𝑟۱,𝑡|�̂𝑟۱), ..., 𝐹𝑝,𝑡(𝑟𝑝,𝑡|�̂𝑟𝑝)).

(۲۹)

خطر معرض در ارزش نرخ برآورد .۳
گیری اندازه را خطر معرض در ارزش نرخ توان می زمان⁃متغیر، مفصل تابع بر مبتنی متغیره چند 𝐺𝐴𝑅𝐶𝐻 مدل یک پارامترهای برآورد از بعد
دارای وزن 𝜆𝑖 ، بطوریکه شود، داده نشان ∑𝑝

𝑖=۱ 𝜆𝑖𝑟𝑖,𝑡 صورت به 𝑡 زمان در ریسک 𝑝 های دارایی سهام سبد وزنی مجموع کنید فرض کرد.
𝑉𝑎𝑅𝑡 نماد با ،𝑡 زمان در 𝑞 اطمینان سطح تحت سهام سبد خطر معرض در ارزش کند. صدق ∑𝑝

𝑖=۱ 𝜆𝑖 = ۱ شرط در باید و باشد 𝑖ام، سهم
کند. مي صدق 𝑃(∑𝑑

𝑖=۱ 𝜆𝑖𝑟𝑖,𝑡 ≤ 𝑉𝑎𝑅𝑡) = 𝑞 رابطه در و شود مي داده نشان

6Inference For Margins



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ محمدی علی مهدی و شمس صدیقه پور، علی سارینا ۱۲۲

برآورد برای زیر الگوریتم زمان⁃متغیر، مفصل تابع بر مبتنی GARⅭH مدل براساس است، مشکل زمان⁃متغیربسیار مفصل تابع از چندک تعیین
رود. مي کار به 𝑉𝑎𝑅

شوند. مي برآورد مدل پارامترهاي و شده داده برازش ها داده به ۲۶ مدل −۱
شوند. مي برآورد آن پارامترهاي و شده داده برازش 𝑇 مفصل تابع {𝑧۱,𝑡 , ..., 𝑧𝑝,𝑡} هاي مانده باقي به 𝑡 = ۱, ..., 𝑇 ازاي به .۲

ساخته [𝑟۱,𝑇+۱, ..., 𝑟𝑝,𝑇+۱] مقادير ۲۶ مدل از و شود. مي توليد ۲ مرحله مفصل تابع از [𝑧۱,𝑇+۱, ..., 𝑧𝑝,𝑇+۱] تصادفي بردار 𝑀گروه تعداد به .۳
شوند. مي

شود. مي گرفته نظر در 𝑉𝑎𝑅 برآورد عنوان به مقادير اين 𝑞ام چندک و شده محاسبه ∑𝑝
𝑖=۱ 𝜆𝑖𝑟

(𝑚)
𝑖,𝑇+۱ مقادير 𝑚 = ۱, .., 𝑀 ازاي به .۴

فخوز و فملي فولاد، هاي شرکت فلزات سهام سبد خطر معرض در ارزش نرخ برآورد .۴
روزانه بازده لگاریتم مقادیر کنيم. مي برآورد را فولاد و فملی فخوز، هاي شرکت سهام شامل سبد يک خطر معرض در ارزش نرخ بخش، این در
جدول ایم. کرده محاسبه را تهران بورس فناوری مدیریت شرکت رسمی سایت وب از مستخرج ۱۴۰۱/۲۹/۱۲ الی ۱۳۹۰/۰۱/۰۱ زمانی بازه در

دهد. مي نشان را ها داده توصيفي آمار ۳

سهام بازده لگاريتم توصيفي آمار :۳ جدول
کشيدگي ضريب چولگي ضريب معيار انحراف ميانگين سهام نام

۱۳۲٫۱۴ ۰٫۱۰ ۰٫۵۰ −۰٫۰۰۰۰۱۴ فخوز
۲۷۱٫۸۱ −۱٫۵۸ ۰٫۳۸ −۰٫۰۰۰۹۷ فملي
۱۷۰٫۱۷ −۱٫۶۴ ۰٫۳۹ ۰٫۰۰۰۲۲ فولاد

طور سهم سه هر کشیدگی مقدار و است صفر از کمتر فولاد و فملی سهام روزانه بازده لگاریتم چولگی که شویم می متوجه ۳ جدول به توجه با
نیستند. استاندارد نرمال توزیع دارای فولاد و فملی فخور، سهام که میدهد نشان نتایج این است. استاندارد نرمال توزیع از بالاتر توجهی قابل

نمودارهاي هستند. فخوز شرکت سهام بازده لگاريتم جزئي همبستگي خود و همبستگي خود زماني، سري نمودارهاي ترتيب، به ۳ و ۲ ،۱ نمودارهاي
و ۸ ،۷ نمودارهاي هستند. فملی شرکت سهام بازده لگاريتم جزئي همبستگي خود و همبستگي خود زماني، سري نمودارهاي ترتيب، به ۶ و ۵ ،۴

هستند. فولاد شرکت سهام بازده لگاريتم جزئي همبستگي خود و همبستگي خود زماني، سري نمودارهاي ترتيب، به ۹

 

فخوز شرکت سهام بازده لگاریتم زمانی سری :۱ شکل
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فخوز شرکت سهام بازده لگاریتم خودهمبستگی نمودار :۲ شکل
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فخوز شرکت سهام بازده لگاریتم جزئی خودهمبستگی نمودار :۳ شکل

به 𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴 های مدل زمانی، های سری این سازی مدل برای سهام از یک هر بازده لگاریتم زمانی های سری به مربوط نمودارهای از استفاده با
𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(۵, ۰, ۰) ،𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(۳, ۰, ۲) مدل از ترتیب به فولاد و فملی فخوز، های شرکت سهام که داد نشان ها باقیمانده بررسی و شد برده کار
هستند. استاندارد نرمال توزیع شده تبدیل های سری های ای حاشیه توزیع بنابراین کنند. می پیروی نرمال، تبدیل از پس ،𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(۱, ۰, ۴) و

دهد. می نشان مذکور زمانی های سری های باقیمانده را برازش نیکویی آزمون نتایج ۴ جدول
درستنمایی تابع لگاریتم مقدار و پارامترها برآورد ۵ جدول دادیم. برازش ها باقیمانده به را جو و فرانک گامبل، کلایتون، نرمال، تی، مفصل توابع

دارد. بقیه به نسبت بهتری برازش تی مفصل تابع که دهند می نشان نتایج این دهد. می نشان را
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فملی شرکت سهام بازده لگاریتم زمانی سری :۴ شکل
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فملی شرکت سهام بازده لگاریتم خودهمبستگی نمودار :۵ شکل

بازده خطی ترکیب برای مختلف ضرایب گرفتن نظر در با و مختلف اطمینان سطوح در را سبدسهام خطر معرض در ارزش نرخ توانیم می اکنون
می  نشان متفاوت سهام نسبت و 𝑞 = ۰٫۰۱, ٫۰۵, ۰٫۱, ۰٫۱۵ ازای به را برآورد نتایج ۶ جدول کنیم. برآورد قبل بخش الگوریتم از استفاده با سهام

دهد.
شرح به خطر معرض در ارزش نرخ شود خریداری شرکت یک فقط سهام صد در صد اگر که گرفت نتیجه توان می ۶ جدول نتایج به توجه با

است: زیر
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فملی شرکت سهام بازده لگاریتم جزئی خودهمبستگی نمودار :۶ شکل

 

فولاد شرکت سهام بازده لگاریتم زمانی سری :۷ شکل

مدل های باقیمانده برازش نیکویی آزمون نتایج :۴ جدول
احتمال مقدار ویلک شاپیرو آزمون آماره مقدار سهام نام

۰٫۹۷۰۴ ۰٫۹۹۹۷۱ فخوز
۰٫۹۱۷۹ ۰٫۹۹۵۷۷ فملي
۰٫۹۸۷ ۰٫۹۹۹۷۸ فولاد
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فولاد شرکت سهام بازده لگاریتم خودهمبستگی نمودار :۸ شکل
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فولاد شرکت سهام بازده لگاریتم جزئی خودهمبستگی نمودار :۹ شکل

𝑉𝑎𝑅0.01(𝐹𝑜𝑢𝑙𝑎𝑑) ≤𝑉𝑎𝑅0.01(𝐹𝑒𝑚𝑙𝑖) ≤𝑉𝑎𝑅0.01(𝐹𝑎𝑘ℎ𝑜𝑢𝑧),
𝑉𝑎𝑅0.05(𝐹𝑜𝑢𝑙𝑎𝑑) ≤𝑉𝑎𝑅0.05(𝐹𝑒𝑚𝑙𝑖) ≤𝑉𝑎𝑅0.05(𝐹𝑎𝑘ℎ𝑜𝑢𝑧),
𝑉𝑎𝑅0.1(𝐹𝑜𝑢𝑙𝑎𝑑)≤𝑉𝑎𝑅0.1(𝐹𝑎𝑘ℎ𝑜𝑢𝑧)≤𝑉𝑎𝑅0.1(𝐹𝑒𝑚𝑙𝑖),
𝑉𝑎𝑅0.15(𝐹𝑜𝑢𝑙𝑎𝑑)≤𝑉𝑎𝑅0.15(𝐹𝑎𝑘ℎ𝑜𝑢𝑧)≤𝑉𝑎𝑅0.15(𝐹𝑒𝑚𝑙𝑖)قابل های زیان تجربه برای بیشتری احتمال دیگر شرکت دو سهام با مقایسه در سطوح تمام در فولاد شرکت سهام شود می ملاحظه که همانگونه
به نسبت می کنند، تقسیم فخوز شرکت و فملی شرکت سهام بین مساوی طور به را خود دارایی های کل که سرمایەگذارانی چنین هم دارد. توجه
کمتری شدید زیان ریسک می کنند، سرمایەگذاری فولاد شرکت سهم در اطمینان، سطح به توجه بدون را خود دارایی های تمام که سرمایەگذارانی
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مفصل توابع برازش نیکویی آزمون نتایج :۵ جدول
درستنمایی لگاریتم پارامترها برآورد مفصل تابع

۸۰۲٫۴ 𝜌۱ = ۰٫۳۹, 𝜌۲ = ۰٫۴۷, 𝜌۳ = ۰٫۵۲ تی
۵۷۳٫۳ 𝜌۱ = ۰٫۳۲, 𝜌۲ = ۰٫۳۸, 𝜌۳ = ۰٫۴۵ نرمال
۶۱۶٫۵ 𝜃 = ۱٫۳۷ گامبل
۴۴۰٫۷ 𝜃 = ۰٫۵۰ کلایتون
۶۸۹٫۴ 𝜃 = ۲٫۹۷ فرانک
۴۷۲٫۲ 𝜃 = ۱٫۴۸ جو

متفاوت سهام نسبت با و مختلف سطوح در خطر معرض در ارزش برآورد :۶ جدول
سهام نسبت

𝑞 = ۰٫۱۵ 𝑞 = ۰٫۱ 𝑞 = ۰٫۰۵ 𝑞 = ۰٫۰۱ فخوز و فملی فولاد،
−۰٫۶۴ −۰٫۷۹ −۱٫۰۷ −۱٫۲۹ ۰٫۲۵, ۰٫۲۵, ۰٫۵۰
−۰٫۵۶ −۰٫۷۳ −۰٫۹۷ −۱٫۱۶ ۰٫۲۵, ۰٫۵, ۰٫۲۵
−۰٫۴۹ −۰٫۶۵ −۰٫۹۲ −۱٫۱۳ ۰٫۵۰, ۰٫۲۵, ۰٫۲۵
−۰٫۷۰ −۰٫۸۷ −۱٫۰۴ −۱٫۱۸ ۰٫۰۰, ۰٫۰۰, ۱٫۰۰
−۰٫۶۵ −۰٫۸۱ −۱٫۹۵ −۱٫۳۱ ۰٫۰۰, ۱٫۰۰, ۰٫۰۰
−۱٫۰۴ −۱٫۲۳ −۱٫۵۴ −۱٫۷۹ ۱٫۰۰, ۰٫۰۰, ۰٫۰۰
−۰٫۵۴ −۰٫۶۹ −۰٫۹۲ −۱٫۱۱ ۰٫۰۰, ۰٫۰۰, ۱٫۰۰
−۰٫۸۳ −۱٫۰۰ −۱٫۲۵ −۱٫۴۵ ۰٫۲۵, ۰٫۷۵, ۰٫۰۰
−۰٫۸۵ −۱٫۰۴ −۱٫۳۳ −۱٫۵۶ ۰٫۲۵, ۰٫۰۰, ۰٫۷۵
−۰٫۴۶ −۰٫۶۳ −۰٫۸۷ −۱٫۰۷ ۰٫۵۰, ۰٫۵۰, ۰٫۰۰
−۰٫۶۱ −۰٫۷۴ −۱٫۰۲ −۱٫۲۵ ۰٫۵۰, ۰٫۰۰, ۰٫۵۰
−۰٫۷۳ −۰٫۹۱ −۱٫۱۷ −۱٫۳۸ ۰٫۰۰, ۰٫۵۰, ۰٫۵۰

قابل زیان های برای بالاتری ریسک با است، متمرکز پرریسک دارایی های در شدت به آن ها شاخص سهام سبد که زمانی سرمایەگذاران دارند.
دارد. مطابقت سهام سبد ریسک تنوع نظریه با گیری اندازه نتیجه این می شوند. مواجه توجه

گیری نتیجه .۵
ARIⅯA مدل از استفاده با است لازم ابتدا مفصل، تابع از استفاده با زمانی سری چند وابستگی سازی مدل هنگام که شد داده نشان پژوهش این در
مناسب های گزینه از یکی شوند. استخراج همتوزیع و مستقل های داده صورت به سری هر های مانده باقی GARⅭH، مدل لزوم صورت در و
می انتخاب مناسب) برازش صورت در ) ها باقیمانده ای حاشیه ها توزیع بنابراین است. توکی g−h توزیع چوله، توزیع با های باقیمانده برای
داده تشخیص مناسب صورت در شود. می برازش مفصل تابع ای، حاشیه های توزیع اساس بر ها مانده باقی احتمالی تبدیلات به سپس شود.

داراست. را منفی) و مثبت ) ها وابستگی انواع انعکاس برای خوبی انعطاف مفصل تابع این تی، مفصل تابع شدن
به و شوند می سازی مدل مستقل زمانی سری یک صورت به سهم هر های داده سهم، چند شامل سهام سبد خطر معرض در ارزش برآورد برای
الگوریتم از استفاده با نهایت در شوند. برآورد مفصل تابع آن پارامترهای تا شود می داده برازش مفصل تابع موجود های سری های مانده باقی

کرد. برآورد عددی روش به را خطر معرض در ارزش توان می ۳ بخش در شده ذکر
های پیچیدگی ها، داده مناسب مفصل تابع یا و نیستند شده شناخته کاملا ای حاشیه های توزیع که مواردی در است لازم پژوهش این کار ادامه در

شود. ارائه محاسباتی و عملی راهکارهای دارد، بیشتری

مراجع
]۱[ Qi−an Ⅽhen، Ⅾ.Wang، anⅾ Ⅿ. Pan. Ⅿuⅼtivariate tiⅿe−varying G−H ⅽopuⅼa GARⅭHⅿoⅾeⅼ anⅾ its appⅼiⅽation in the finanⅽiaⅼ ⅿarket

risk ⅿanageⅿen، Ⅿatheⅿatiⅽaⅼ Probⅼeⅿs in Engneering، voⅼ. ۵، pp. ۱ −۹، ۲۰۱۵.
]۲[ Ⅽh. Jin، R. Ⅽhen، Ⅾ. Ⅽheng، S. Ⅿo، anⅾ K. Yang. The ⅾepneⅾnⅽyⅿeasures of ⅽoⅿⅿerⅽiaⅼ bank risks؛ Using an optiⅿaⅼ ⅽopuⅼa seⅼeⅽtion

ⅿethoⅾ baseⅾ on non−paraⅿetriⅽ ⅿoⅾeⅼ، Finanⅽe Researⅽh Ⅼetters، voⅼ. ۳۷، ۲۰۲۰.
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چکیده
𝑖⁃امین گیهای ویژه برخی مقاله، این در باشد. نامنفی صحیح عدد یک 𝑑 و نوتری و جابجایی حلقه یک 𝐴 کنید فرض
در را ای قضیه مدول، بودن یکدست فرض با و دهیم می قرار مطالعه مورد را یافته تعمیم کوهمولوژی 𝑑⁃لوکال

نمائیم. می اثبات و کرده بیان آن شدن صفر خصوص

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

یکدستی کلیدواژه
متناهی تولید با کلیدواژه

کوهمولوژی لوکال کلیدواژه
2020 MSC:

13D45
13D07
14B15

مقدمه .۱
کنید فرض باشد. می نامنفی صحیح عدد 𝑑 و نوتری و جابجایی حلقه یک 𝐴 مقاله، این سراسر در

Σ = {𝔞⊴ 𝐴| ⅾiⅿ(𝐴/𝔞) ≤ 𝑑},
شکل به را 𝑀 از 𝐿𝑑(𝑀) 𝑑⁃تاب، زیرمدول ،𝑀 𝐴⁃مدول برای است. الی ایده سیستم یک Σ که

𝐿𝑑(𝑀) = {𝑥 ∈ 𝑀 | ∃𝐼 ∈ Σ; 𝐼𝑥 = ۰}
−𝑖 عنوان به ،H𝑖

𝑑(−) ،𝑖 ∈ ℕ۰ برای است. مدولها −𝐴 کاتگوری از چپ دقیق خطی همورد فانکتور یک 𝐿𝑑(−) وضوح به کنیم. می معرفی
.H𝑖

𝑑(𝑀) = ⅼiⅿ
⟶𝔞∈Σ

Ext𝑖𝐴 (𝐴/𝔞,𝑀) ،𝑀 𝐴⁃مدول برای که گیریم می نظر در 𝐿𝑑(−) راست شده مشتق فانکتور امین
سیدصادقی میرصادق و زاده بیژن محمدحسن زمانی، ناصر همچنین دادند. انجام آن روی را مطالعاتی H𝑖

𝑑(−) روی ،[۱] در همکاران و بانیکا
یافته تعمیم کوهمولوژی 𝑑⁃لوکال تعریریف با و دادند انجام H𝑖

𝑑(𝑀) خصوص در تکمیلی مطالعات [۷] و [۶] در
Ⅼ𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ

⟶𝔞∈Σ
Hoⅿ𝐴 (𝑀/𝔞𝑀,𝑁)

H𝑖
𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ

⟶𝔞∈Σ
Ext𝑖𝐴 (𝑁/𝔞𝑀,𝑁)

.T𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ
⟶𝔞∈Σ

Hoⅿ𝐴 (𝑀,𝑁)

∗سخنران
سیدصادقی) (میرصادق m_sayedsadeghi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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کوهمولوژی 𝑑⁃لوکال 𝑖⁃امین گیهای ویژه برخی مقاله این در نمودند. اثبات و کرده بیان آنها خصوص در را قضایایی ،𝑁و 𝑀 های مدول روی
شدگی صفر خصوص در را ای قضیه مدول، بودن یکدست فرض با و دهیم می قرار مطالعه مورد و کرده بیان را T𝑑(𝑀,𝑁) نیز و یافته تعمیم

نمائیم. می اثبات آن
صورت این در باشند. 𝐴⁃مدول دو 𝑁 و 𝑀 کنیم فرض .۱ .۱ قضیه

،𝑖 > ۱ هر برای و 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ 𝑇𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)) آن گاه Ext۱
𝐴(𝑀,𝑁) = ۰ اگر .۱

𝐻𝑖
𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ 𝐻𝑖

𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁))

و 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ 𝑇𝑑(𝑀,𝑁) آن گاه باشد یکدست 𝐴⁃مدول یک 𝑀 اگر .۲
𝐿𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ 𝐻𝑖

𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) = ۰.
دنباله ،[۶] به بنا پس Ext۱

𝐴(𝑀,𝑁) = ۰ که آنجا از .۱ اثبات.

۰ → Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)
𝐿𝑑(𝑀,𝑁) → 𝑇𝑑(𝑀,𝑁) → 𝐻۱

𝑑(𝑀,𝑁) → ۰

طولانی دقیق دنباله بنابراین است. دقیق

۰ → 𝑇𝑑
Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)
𝐿𝑑(𝑀,𝑁) → 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁))

→ 𝑇𝑑(𝐻۱
𝑑(𝑀,𝑁)) → ℛ۱ 𝑇𝑑

Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)
𝐿𝑑(𝑀,𝑁) → ⋯

پس 𝐿𝑑(𝑀,𝑁) ≅ 𝐿𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)) که آنجا از است. موجود

𝑇𝑑
Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)
𝐿𝑑(𝑀,𝑁) ≅ 𝑇𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)).

لذا و 𝑇𝑑(𝐻۱
𝑑(𝑀,𝑁)) = ۰ پس 𝐿𝑑(𝐻۱

𝑑(𝑀,𝑁)) = 𝐻۱
𝑑(𝑀,𝑁) چون همچنین

𝑇𝑑
Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)
𝐿𝑑(𝑀,𝑁) ≅ 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)).

.𝑇𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)) ≅ 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) بنابراین
داریم: حال .𝔞𝑀 ≅ 𝔞⊗𝐴 𝑀 ،𝔞 ایدەآل برای هر پس است یکدست 𝑀 که آنجا از .۱

𝑇𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

Hoⅿ𝐴(𝔞𝑀,𝑁)

≅ ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

Hoⅿ𝐴(𝔞 ⊗𝐴 𝑀,𝑁)

≅ ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

(𝔞,Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁))

≅ 𝑇𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁))
≅ 𝑇𝑑(𝑇𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)))
≅ 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)).

دقیق دنباله از دوم قسمت اثبات برای
۰ → 𝐿𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) → 𝑇𝑑(𝑀,𝑁) → 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) → 𝐻۱

𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) → ۰
می کنیم. استفاده 𝑇𝑑(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ 𝑇𝑑(𝑀,𝑁) و



۱۳۱ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ سیدصادقی میرصادق

صورت این در باشند. دلخواه 𝐴⁃مدول دو 𝑁 و 𝑀 کنیم فرض .۲ .۱ قضیه

(ℛ𝑖(𝑇𝑑(𝑀,−)))𝑖≥۰ ≅ (ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

Ext𝑖𝐴(𝔞𝑀,−))𝑖≥۰

𝑇𝑖(−) بنابراین است دقیق فانکتور یک ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

فانکتور که آنجا از .𝑇𝑖(−) = ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

Ext𝑖𝐴(𝔞𝑀,−) و 𝑇(−) = 𝑇𝑑(𝑀,−) کنیم فرض اثبات.
،𝑇𝑖(𝐸) = ۰ ،𝑖 ≥ ۰ هر و 𝐸 انژکتیو 𝐴⁃مدول هر برای و هستند طبیعی هم ارزی 𝑇∘ و 𝑇 چون هستند. پیوسته دقیق دنبالەهای از فانکتورهایی

است. برقرار همولوژی استاندارد قضیه از حکم بنابراین
𝐻𝑖
𝑑(𝑀,𝑁) ≅ ،𝑁 𝐴⁃مدول هر و 𝑖 ≥ ۲ هر برای آن گاه باشد، دقیق فانکتور یک 𝑇𝑑(𝑀,−) اگر باشد. 𝑀یک𝐴⁃مدول کنیم فرض .۳ .۱ قضیه

.Ext𝑖𝐴(𝑀,𝑁)

،𝑖 ≥ ۱ هر برای ،۲ .۱ قضیه به بنا پس .R𝑖(𝑇𝑑(𝑀,−)) = ۰ ،𝑖 ≥ ۱ هر برای پس است دقیق فانکتور 𝑇𝑑(𝑀,−) که آنجا از اثبات.
دقیق سطرهای با جابجایی نمودار از .𝔞 ⊆ 𝔟 که باشند چنان Σ از دلخواه عضو دو 𝔟 و 𝔞 کنیم فرض .ⅼiⅿ⃗

𝔞∈Σ
Ext𝑖𝐴(𝔞𝑀,−) = ۰

۰ ⟶ 𝔞𝑀 ⟶𝑀 ⟶𝑀/𝑀𝔞 ⟶ ۰
↓ ↓ ↓

۰ ⟶ 𝔟𝑀 ⟶𝑀 ⟶𝑀/𝔟𝑀 ⟶ ۰
جابجایی نمودار

۰ ⟶ Ext𝑖𝐴(𝔟𝑀,𝑁) ⟶ Ext𝑖+۱
𝐴 (𝑀/𝔟𝑀,𝑁) ⟶ Ext𝑖+۱

𝐴 (𝑀,𝑁) ⟶ Ext𝑖+۱
𝐴 (𝔟𝑀,𝑁) ⟶ ⋯

↓ ↓ ↓ ↓
۰ ⟶ Ext𝑖𝐴(𝑀𝔞,𝑁) ⟶ Ext𝑖+۱

𝐴 (𝑀/𝔞𝑀,𝑁) ⟶ Ext𝑖+۱
𝐴 (𝑀,𝑁) ⟶ Ext𝑖+۱

𝐴 (𝔞𝑀,𝑁) ⟶ ⋯

دقیق دنباله بالا نمودار در ⅼiⅿ⃗
𝔞∈Σ

دادن اثر با اکنون می آیند. بدست سطرهای دقیق با

ℛ𝑖(𝑇𝑑(𝑀,𝑁)) → 𝐻𝑖+۱
𝑑 (𝑀,𝑁) → Ext𝑖+۱

𝐴 (𝑀,𝑁) → ℛ𝑖+۱(𝑇𝑑(𝑀,𝑁))

.𝐻𝑖
𝑑(𝑀,𝑁) ≅ Ext𝑖𝐴(𝑀,𝑁) ،𝑖 ≥ ۲ هر برای بنابراین می آید. بدست

هر برای آن گاه باشد، دقیق فانکتور یک 𝑇𝑑(𝑀,−) اگر باشد. دلخواه 𝐴⁃مدول یک 𝑁 و پروژکتیو 𝐴⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض .۴ .۱ نتیجه
.𝐻𝑖

𝑑(𝑀,𝑁) = ۰ ،𝑖 ≥ ۲
داریم: 𝑖 ≥ ۲ هر برای ،۳ .۱ قضیه به بنا اثبات.

𝐻𝑖
𝑑(𝑀,𝑁) ≅ Ext𝑖𝐴(𝑀,𝑁).

،𝑖 ≥ ۱ هر برای پس است پروژکتیو 𝑀 چون طرفی از
Ext𝑖𝐴(𝑀,𝑁) = ۰.

است. برقرار حکم بنابراین
،𝑖 ≥ ۲ هر برای آن گاه باشد، دقیق فانکتور یک 𝑇𝑑(𝑀,−) اگر باشد. انژکتیو 𝑁یک𝐴⁃مدول و دلخواه 𝑀یک𝐴⁃مدول کنیم فرض .۵ .۱ نتیجه

.𝐻𝑖
𝑑(𝑀,𝑁) = ۰

،𝑖 ≥ ۱ هر برای پس است انژکتیو 𝑁 که آنجایی از اثبات.
Ext𝑖𝐴(𝑀,𝑁) = ۰.

است. برقرار ۴ .۱ نتیجه مشابه حکم اکنون
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۱۳۵–۱۳۳ صص. ،AL–164 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

مدولی همریختی روی یافته تعمیم موضعی کوهمولوژی 𝑑⁃لوکال از نتایجی
،آ سیدصادقی∗ میرصادق

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی، آگروه

چکیده
روی شرایط برخی ایجاد با مقاله، این در باشد. نامنفی صحیح عدد یک 𝑑 و نوتری و جابجایی حلقه 𝐴 کنید فرض
برخی و T𝑑(𝑀,𝑁) ≅ T𝑑(𝑀,𝑁′) ،𝑀 𝐴⁃مدول برای که دهیم می نشان 𝑓 ∶ 𝑁 ⟶ 𝑁′ مدولی 𝐴⁃همریختی

نمائیم. می اثبات و کرده بیان آن پیرامون را نتایج

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

𝑑⁃تابی کلیدواژه
متناهی تولید با کلیدواژه

کوهمولوژی لوکال کلیدواژه
2020 MSC:

13D45
13D07
14B15

مقدمه .۱
کنید فرض باشد. می نامنفی صحیح عدد 𝑑 و نوتری و جابجایی حلقه یک 𝐴 مقاله، این سراسر در

Σ = {𝔞⊴ 𝐴| ⅾiⅿ(𝐴/𝔞) ≤ 𝑑},
شکل به را 𝑀 از 𝐿𝑑(𝑀) 𝑑⁃تاب، زیرمدول ،𝑀 𝐴⁃مدول برای است. الی ایده سیستم یک Σ که

𝐿𝑑(𝑀) = {𝑥 ∈ 𝑀 | ∃𝐼 ∈ Σ; 𝐼𝑥 = ۰}
راست شده مشتق فانکتور امین −𝑖 ،𝑖 ∈ ℕ۰ برای نیز و Ⅼ𝑑(𝑀) = ⅼiⅿ

⟶𝔞∈Σ
Hoⅿ𝐴 (𝐴/𝔞,𝑀) ،𝑀 𝐴⁃مدول برای وضوح به کنیم. می معرفی

آن پیرامون ،[۱] در همکاران و بانیکا که H𝑖
𝑑(𝑀) = ⅼiⅿ

⟶𝔞∈Σ
Ext𝑖𝐴 (𝐴/𝔞,𝑀) دید توان می راحتی به و دهیم می نشان H𝑖

𝑑(−) با 𝐿𝑑(−)
خصوص در تکمیلی مطالعات [۷] و [۶] در سیدصادقی میرصادق و زاده بیژن محمدحسن زمانی، ناصر همچنین اند. داده انجام را مطالعاتی

یافته تعمیم کوهمولوژی 𝑑⁃لوکال تعریف با و دادند انجام H𝑖
𝑑(𝑀)

Ⅼ𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ
⟶𝔞∈Σ

Hoⅿ𝐴 (𝑀/𝔞𝑀,𝑁)

H𝑖
𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ

⟶𝔞∈Σ
Ext𝑖𝐴 (𝑁/𝔞𝑀,𝑁)

∗سخنران
سیدصادقی) (میرصادق m_sayedsadeghi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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تعریف ،۸] در همچنین دادند. قرار بررسی مورد را آنها گیهای ویژه برخی و کرده بیان آنها خصوص در را قضایایی ،𝑁و 𝑀 های مدول روی
شکل به 𝑁 و 𝑀 های مدول −𝑅 برای را 𝑇𝑑(−,𝑁) و 𝑇𝑑(−) فانکتورهای [۲ .۱

T𝑑(𝑀) = ⅼiⅿ
⟶𝔞∈Σ

Hoⅿ𝐴 (𝔞,𝑀)

و
T𝑑(𝑀,𝑁) = ⅼiⅿ

⟶𝔞∈Σ
Hoⅿ𝐴 (𝔞𝑀,𝑁)

نمودند. بیان [۲ .۱۵ قضیه ،۸] در را T𝑑(𝑀,𝑁) از گیهایی ویژه و کردند تعریف
T𝑑(𝑀,𝑁) ≅ T𝑑(𝑀,𝑁′) ،𝑀 برای𝐴⁃مدول که دهیم می 𝑓نشان ∶ 𝑁 ⟶ 𝑁′ مدولی روی𝐴⁃همریختی شرایط برخی ایجاد با مقاله، این در

نمائیم. می اثبات و کرده بیان آن پیرامون را نتایج برخی و
برای صورت این در باشند. 𝐿𝑑⁃تابی دو هر Ⅽoker(𝑓) و Ker(𝑓) که باشد چنان 𝐴⁃همریختی یک 𝑓 ∶ 𝑁 ⟶ 𝑁′ کنیم فرض .۱ .۱ قضیه

،𝑖 ≥ ۰ و 𝑀 متناهی باتولید 𝐴⁃مدول هر
ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁′)).

کوتاه و دقیق دنبالەهای از اثبات.
۰ → Ker𝑓 → 𝑁 → Iⅿ(𝑓) → ۰
۰ → Iⅿ(𝑓) → 𝑁′ → Ⅽoker(𝑓) → ۰

دقیق دنبالەهای
T𝑑(𝑀,Ker(𝑓)) → T𝑑(𝑀,𝑁) → T𝑑(𝑀, Iⅿ(𝑓)) → ℛ۱(T𝑑(𝑀,Ker(𝑓))) → ⋯
T𝑑(𝑀, Iⅿ(𝑓)) → T𝑑(𝑀,𝑁′) → T𝑑(𝑀,Ⅽoker(𝑓)) → ℛ۱(T𝑑((𝑀, Iⅿ(𝑓))) → ⋯

،𝑖 ≥ ۰ هر برای ،[۱۴ .۲ نتیجه ،۸] به بنا پس هستند 𝐿𝑑⁃تابی دو هر Ⅽoker(𝑓) و Ker(𝑓) که آنجا از می آیند. بدست
ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,Ker(𝑓))) = ۰

.ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,Ⅽoker(𝑓))) = ۰
بنابراین

ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ ℛ𝑖(T𝑑(𝑀, Iⅿ(𝑓)))

و
ℛ𝑖(T𝑑(𝑀, Iⅿ(𝑓))) ≅ ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁′)).

بنابراین

ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁′)).

آن گاه باشد، متناهی تولید با 𝐴⁃مدول یک 𝑀 اگر باشند. دلخواه 𝐴⁃مدول دو 𝑁 و 𝑀 کنیم فرض .۲ .۱ نتیجه
𝑇𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀,𝑁)) ≅ T𝑑(𝑀,𝑁).

آن گاه باشد، متناهی تولید با 𝐴⁃مدول یک 𝑀 اگر باشند. دلخواه 𝐴⁃مدول دو 𝑁 و 𝑀 کنیم فرض .۳ .۱ نتیجه
T𝑑(𝑀,𝑁/Ⅼ𝑑(𝑁)) ≅ T𝑑(𝑀,T𝑑(𝑁)).
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برای آن گاه باشد، 𝑁 از انژکتیو تحلیل یک 𝐽∗ و متناهی تولید با 𝐴⁃مدول یک 𝑀 اگر باشند. دلخواه 𝐴⁃مدول دو 𝑁 و 𝑀 کنیم فرض .۴ .۱ قضیه
،𝑖 ≥ ۰ هر

ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁)) ≅ 𝐻𝑖(Hoⅿ𝐴(𝑀,T𝑑(𝐽∗))).

داریم: ۲ .۱ نتیجه و [۱۵ .۲ قضیه ،۸] از اثبات.
ℛ𝑖(T𝑑(𝑀,𝑁)) = H𝑖(T𝑑(𝑀, 𝐽∗))

≅ H𝑖(T𝑑(Hoⅿ𝐴(𝑀, 𝐽∗)))
≅ 𝐻𝑖(Hoⅿ𝐴(𝑀, 𝑇𝑑(𝐽∗))).

تولید با H𝑖
𝑎(𝑀,𝑁) صورت این در باشند. مثبت صحیح عدد 𝑖 و متناهی تولید با 𝐴⁃مدول یک 𝐴⁃مدول دو 𝑁 و 𝑀 کنیم فرض .۵ .۱ قضیه

باشد. متناهی تولید با ℛ𝑖−۱(T𝑑(𝑀,𝑁)) اگر تنها و اگر است متناهی
قضیه ،۸] از استفاده با حکم اکنون است. متناهی تولید با 𝑖 ≥ ۰ هر برای Ext𝑖𝐴(𝑀,𝑁) پس هستند متناهی تولید با 𝑁 و 𝑀 که آنجا از اثبات.

آید. می بدست [۹ .۲
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چکیده
القایی ریخت ،𝑋 راست 𝑅⁃مدول هر برای اگر گویند، فانتوم را 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 چپ 𝑅⁃مدول های از همریختی
و معرفی مقاله، این هدف باشد. صفر برابر آبلی گروەهای از 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑋, 𝑓) ∶ 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑋,𝑀) → 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑋, 𝑁).می باشد گرنشتاین یکدست مدول های ریختاری نسخه مطالعه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

فانتوم ریخت
گرنشتاین یکدست مدول

فانتوم گرنشتاین یکدست ریخت
2020 MSC:

13H10
13D02
13D07
16G30

مقدمه .۱
راست 𝑅⁃مدول هر برای اگر گویند فانتوم ریخت یک را 𝑓 باشد. چپ مدول های از 𝑅⁃همریختی یک 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 و حلقه یک 𝑅 کنیم فرض

القایی نگاشت ،𝑀
𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑀, 𝑓) ∶ 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑀, 𝐴) ⟶ 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑀, 𝐵)

فانتوم ریخت های بنابراین .𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑁, 𝑋) = ۰ باشیم داشته ،𝑁 راست 𝑅⁃مدول برای اگر گویند، یکدست را 𝑋 چپ 𝑅⁃مدول باشد. صفر
نیمن شد. مطالعه و معرفی [۴] ۱ گیبون توسط توپولوژی در بار اولین فانتوم ریخت های مفهوم می باشد. یکدست مدول های از ریختاری نسخه
حلقه یک از پایدار رسته برای [۱] ۳ بنسون توسط ۲۰۰۲ سال در فانتوم ریخت های نظریه کرد. تعریف مثلثی رستەهای برای را مفهوم این [۵] ۲

شد. مطالعه و معرفی مدول ها رسته روی [۳] ۴ هرزوگ توسط مفهوم این سپس شد. داده تعمیم متناهی گروه
یکدست 𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت اگر گویند، گرنشتاین یکدست را 𝑀 چپ 𝑅⁃مدول

F• ∶ ⋯ ⟶ 𝐹۱ ⟶ 𝐹۰ ⟶ 𝐹−۱ ⟶ 𝐹−۲ ⟶⋯

∗سخنران
مارامائی) (فاطمه first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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۱۳۷ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ مارامائی فاطمه

می شود یادآوری است. دقیق 𝐼 ⊗𝑅 F• همبافت ،𝐼 راست تزریقی 𝑅⁃مدول هر برای و 𝑀 = ker (𝐹−۱ ⟶ 𝐹−۲) بەطوری که باشد موجود
همولوژی جبر با گرنشتاین همولوژی جبر مشابهت تکمیل جهت [۲] همکاران و ۵ ایناکس توسط بار اولین گرنشتاین یکدست مدول های مفهوم

است. شده مطالعه و معرفی کلاسیک
این طبیعی بەطور می باشد. یکدست مدول های از ریختاری نسخه فانتوم، ریخت های و بوده یکدست مدول تعمیم گرنشتاین، یکدست مدول های
می باشد. سؤال این به پاسخ مقاله این هدف می شود. تعریف صورت چه به گرنشتاین یکدست مدول های ریختاری نسخه که می آید پیش سؤال

می کنیم. مطالعه و معرفی را فانتوم گرنشتاین یکدست ریخت های مفهوم ما دیگر، بەعبارت

اصلی نتایج .۲
القایی ریخت ،𝑋 راست 𝑅⁃مدول برای اگر گوییم، فانتوم را 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 𝑅⁃همریختی .۱ .۲ تعریف

𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑋, 𝑓) ∶ 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑋,𝑀) ⟶ 𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝑋, 𝑁)

باشد. صفر برابر
،𝐼 راست تزریقی 𝑅⁃مدول هر برای اگر گوییم، فانتوم گرنشتاین یکدست ریخت را چپ 𝑅⁃مدول های از 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 ریخت .۲ .۲ تعریف

.𝑇𝑜𝑟𝑅۱ (𝐼, 𝑓) = ۰
است. بسته مستقیم حد به نسبت 𝑅 − Ⅿor رسته در فانتوم گرنشتاین یکدست ریخت های رده .۳ .۲ گزاره
می باشد. بسته محض بروریختی تصویرهای به نسبت فانتوم گرنشتاین یکدست ریخت های رده .۴ .۲ گزاره

می باشند. معادل زیر عبارت های صورت این در باشد. چپ 𝑅⁃مدول های از همریختی یک 𝜑 ∶ 𝑀 ⟶ 𝐴 کنید فرض .۵ .۲ قضیه
می باشد. 𝒢ℱ⁃فانتوم ریخت یک 𝜑 (۱

عقب بر نمودار در آنگاه باشد، 𝑋 از تصویری پوشش پیش یک 𝑓 ∶ 𝑃 ⟶ 𝐴 اگر (۲
۰ // 𝑍 // 𝑌′ //

��

𝑀 //

𝜑
��

۰

۰ // 𝑍 // 𝑃 𝑓
// 𝐴 // ۰

می دارد. نگه دقیق را بالا سطر ،𝐸 تزریقی راست 𝑅⁃مدول هر برای 𝐸 ⊗𝑅 − تابعگون
عقب بر نمودار ۰ → 𝑍′ → 𝑌 → 𝐴 → ۰ کوتاه و دقیق دنباله هر برای (۳

۰ // 𝑍′ // 𝑌′ //

��

𝑀 //

𝜑
��

۰

۰ // 𝑍′ // 𝑌 // 𝐴 // ۰
می دارد. نگه دقیق را بالا سطر ،𝐸 تزریقی راست 𝑅⁃مدول هر برای 𝐸 ⊗𝑅 − تابعگون

مراجع
[1] D. Benson and Ph. G. Gnacadja. Phantom maps and modular representation theory I. Fund. Math., 161:37–91, 1999.
[2] E. Enochs and J.R. Garcia Rozas. Flat covers of complexes. J. Algebra., 210:86–102, 1998.
[3] I. Herzog. The phantom cover of a module. Adv. Math., 215:220–249, 2007.
[4] C. A. McGibbon. Phantom maps. in Handbook of Algebraic Topology, Elsevier Amsterdam, pages 1209–1257, 1995.
[5] A. Neeman. The brown representability theorem and phantomless triangulated categories. J. Algebra, 151:118–155, 1992.
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۱۳۹–۱۳۸ صص. ،AL–231 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

حلقەها گروه روی دوگان شبه مدول های
،آ غراوی∗ یاپنگ آمنه

گنبدکاووس شهرستان پرورش و آموزش ریاضی، آدبیر

چکیده
𝑅 اگر که می دهیم نشان مقاله این در باشد. متناهی گروه یک 𝐺 و بوده جابجایی و نوتری حلقه یک 𝑅 کنید فرض

می باشد. دوگان شبه مدول دارای نیز 𝑅𝐺 حلقه گروه آنگاه باشد، دوگان شبه مدول دارای

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

۱ کلیدواژه
۲ کلیدواژه
۳ کلیدواژه

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
و Ext𝑖𝑅(𝑤,𝑤) = ۰ ،𝑖 > ۰ هر برای اگر گویند، دوگان شبه را 𝑤 متناهی مولد با 𝑅⁃مدول باشد. نوتری و جابجایی حلقه یک 𝑅 کنید فرض
واسکنسلس و [۴] گلد ،[۳] فاکسبی توسط بار اولین نوتری و جابجایی حلقەهای روی دوگان شبه مدول های مفهوم .Hoⅿ𝑅(𝑤,𝑤) ≅ 𝑅
تعمیم مدول ها این لذا می باشد. دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝑅 تعریف به توجه با است. شده معرفی متفاوت نام های تحت و مستقل بەطور [۶]
داده تعمیم نیز دیگر حلقەهای برای و گرفت قرار دانشمندان از بسیاری توجه مورد دوگان شبه مدول های می باشند. یک پایه از آزاد مدول های
دوگان شبه مدول های مفهوم [۵] وایت و هلم هم چنین، و کرده تعریف جابجایی حلقەهای روی را مفهوم این [۷] وایت مثال، بەعنوان است. شده
جابجایی لزوماً که نوتری حلقەهای برای را مفهوم این ،[۱] همکاران و آرایا بەعلاوه، کردەاند. تعریف شرکت پذیر و جابجایی حلقەهای روی را
مدول های تعمیم که کردەاند معرفی را گرنشتاین 𝑤⁃تصویری مدول های ،𝑤 دوگان شبه مدول کمک به دانشمندان کردەاند. تعریف نمی باشد،
𝑤⁃تصویری را 𝑀 𝑅⁃مدول که می شود یادآوری است. شده مطالعه و معرفی [۲] جندا و ایناکس توسط که می باشد گرنشتاین تصویری
𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت هم چنین، و Ext𝑖𝑅(𝑀,𝑤 ⊗𝑅 𝑃) = ۰ ،𝑃 تصویری 𝑅⁃مدول هر و 𝑖 > ۰ هر برای اگر گویند گرنشتاین
که ،Hoⅿ𝑅(−,𝑤 ⊗𝑅 𝑄) تابعگون و بوده تصویری 𝑃𝑖ها آن در که باشد موجود X• ∶ ۰ → 𝑀 → 𝑤 ⊗𝑅 𝑃−۱ → 𝑤 ⊗𝑅 𝑃−۲ → ⋯
مدول همان گرنشتاین، 𝑤⁃تصویری مدول آنگاه ،𝑤 = 𝑅 اگر بنابراین، دارد. نگه دقیق را X• همبافت است، تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑄 آن در
نشان ما مقاله این در مطالب، این به توجه با می باشد. برخوردار ویژەای اهمیت دوگان شبه مدول های کردن پیدا لذا می باشد. گرنشتاین تصویری
می باشد. دوگان شبه دارای نیز 𝑅𝐺 حلقه گروه ،𝐺 متناهی گروه هر برای آنگاه باشد، دوگان شبه مدول دارای 𝑅 جابجایی حلقه اگر که می دهیم

می باشد. نوتری و جابجایی حلقه همواره 𝑅 مقاله این طول در

∗سخنران
غراوی) یاپنگ (آمنه first.author@gmail.com الکترونیک: پست



۱۳۹ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ غراوی یاپنگ آمنه

اصلی نتایج .۲
می باشد. نوتری حلقه یک 𝑅𝐺 گروه حلقه صورت این در باشد. متناهی گروه یک 𝐺 کنید فرض .۱ .۲ گزاره

می باشد. 𝑅𝐺⁃دومدول یک 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤𝑊 صورت این در باشد. متناهی گروه یک 𝐺 و بوده 𝑅⁃مدول یک 𝑤 کنید فرض .۲ .۲ گزاره
دوگان شبه 𝑅𝐺⁃دومدول یک 𝑅𝐺⊗𝑅𝑤 صورت این در باشد. متناهی گروه یک 𝐺 و بوده دوگان شبه 𝑅⁃مدول 𝑤یک کنید فرض .۳ .۲ قضیه

می باشد.
می باشد، باوفا یکدست 𝑅⁃مدول یک 𝑅𝐺 چون می باشد. مدول 𝑅𝐺⁃دو یک 𝑅𝐺⊗𝑅𝑤 ،۲ .۲ گزاره بنابر است، 𝑅⁃مدول 𝑤یک چون اثبات.

داریم: را زیر یکریختی ،𝑖 ⩾ ۰ هر برای

𝑅𝐺 ⊗𝑅 Ext𝑖𝑅(𝑤,𝑤) ≅ Ext𝑖𝑅𝐺(𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤,𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤)

.Ext𝑖𝑅(𝑅𝐺⊗𝑅𝑤,𝑅𝐺⊗𝑅𝑤) = ۰ ،𝑖 > ۰ هر برای لذا و Ext𝑖𝑅(𝑤,𝑤) = ۰ ،𝑖 > ۰ هر برای می باشد، دوگان شبه 𝑅⁃مدول یک 𝑤 چون
می آید. بەدست زیر یکریختی ،Hoⅿ𝑅(𝑤,𝑤) ≅ 𝑅 چون بەعلاوه

𝑅𝐺 ≅ 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑅 ≅ 𝑅𝐺 ⊗𝑅 Hoⅿ𝑅(𝑤,𝑤) ≅ Hoⅿ𝑅𝐺(𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤,𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤)

می شود. حاصل حکم لذا
یک 𝑅𝐺 ⊗𝑅𝐺′ 𝑤 آنگاه باشد، دوگان شبه ′𝑅𝐺⁃مدول یک 𝑤 اگر باشد. 𝐺 متناهی زیرگروه 𝐺′ و متناهی گروه یک 𝐺 کنید فرض .۴ .۲ نتیجه

است. دوگان شبه 𝑅𝐺⁃دومدول
𝑅𝐺⊗𝑅⁃تصویری 𝑤 𝑅𝐺⁃مدول، یک 𝑅𝐺⊗𝑅 𝑀 صورت این در باشد. گرنشتاین 𝑤⁃تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنید فرض .۵ .۲ قضیه

می باشد. گرنشتاین
گرنشتاین 𝑅𝐺⁃تصویری ⊗𝑅 𝑁 یک 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑀 می دهیم نشان باشد. گرنشتاین 𝑤⁃تصویری 𝑅⁃مدول یک 𝑀 می کنیم فرض ابتدا اثبات.

داشت خواهیم می باشد. باوفا یکدست 𝑅⁃مدول یک 𝑅𝐺 چون .Ext𝑖𝑅(𝑀,𝑤) = ۰ داریم 𝑖 > ۰ هر برای فرض به بنا می باشد.

𝑅𝐺 ⊗𝑅 Ext𝑖𝑅(𝑀,𝑤) ≅ Ext𝑖𝑅𝐺(𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑀,𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤).

𝑅⁃مدول های از دقیق رشته فرض به بنا طرفی، از .Ext𝑖𝑅𝐺(𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑀,𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤) = ۰ ،𝑖 > ۰ هر برای نتیجه در
𝑀 → 𝑤⊗𝑅 𝑃۰ → 𝑤⊗𝑅 𝑃۱ → ⋯ (۱)

می دارد. نگه دقیق را (۱) رشته ،𝑄 تصویری 𝑅⁃مدول هر برای ،Hoⅿ𝑅(−,𝑤⊗𝑅 𝑄) تابعگون و بوده تصویری 𝑃𝑖ها آن در که است موجود
رشته است، آزاد 𝑅⁃مدول یک 𝑅𝐺 چون

𝕏• ∶ ۰ → 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑀 → 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤⊗𝑅 𝑃۰ → 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤⊗𝑅 𝑃۱ → ⋯

بنابراین می باشد. دقیق Hoⅿ𝑅𝐺(𝕏•, (𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑤) ⊗𝑅𝐺 𝑄) تابعگون ،𝑄 تصویری 𝑅𝐺⁃مدول هر برای که دید می توان آسانی به حال
می باشد. گرنشتاین 𝑅𝐺⁃تصویری ⊗𝑅 𝑤 یک 𝑅𝐺 ⊗𝑅 𝑀

مراجع
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گروەها گرنشتاین کوهمولوژی بعد
،آ ابراهیمیان رمضانعلی

مینودشت شهرستان پرورش و آموزش ریاضی، آدبیر

چکیده
گرنشتاین، کوهمولوژی بعد می دهیم نشان مقاله این در باشد. گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقه یک 𝐾 می کنیم فرض

است. دارا را 𝐾 جابجایی حلقه روی 𝐺 کوهمولوژی بعد خاصیت های از بسیاری

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

𝐺 کوهمولوژی بعد
.𝐺 گرنشتاین کوهمولوژی بعد

2020 MSC:
13C10
20J05
18G20

مقدمه .۱
می باشد 𝐺 گرنشتاین کوهمولوژی بعد ،𝐺 گروه به شده داده نسبت مهم بعدهای از یکی باشد. گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقه 𝐾یک می کنیم فرض

از: عبارتند که [۴–۱] می کنیم اثبات را گرنشتاین همولوژی جبر در گروەها از کوهمولوژی بعد شده شناخته خاصیت های که
.𝐾 حلقەی ضرایب روی مشخص، گروه یک گرنشتاین کوهمولوژی بعد وابستگی الف)

زیرگروەها. به نسبت گرنشتاین کوهمولوژی بعد رفتار ب)
تصویری 𝑅⁃مدول های از دقیق همبافت .۱ .۱ تعریف

P• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃𝑛 ⟶ 𝑃𝑛−۱ ⟶⋯⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱ ⟶ 𝑃−۲ ⟶⋯
همبافت ،𝑄 تصویری 𝑅⁃مدول هر برای هرگاه می گوییم، کامل تصویری تحلیل را

Hoⅿ𝑅(P• , 𝑄) ∶ ⋯ // Hoⅿ𝑅(𝑃−۱ , 𝑄) // Hoⅿ𝑅(𝑃۰ , 𝑄) // ⋯

// Hoⅿ𝑅(𝑃𝑛−۱ , 𝑄) // Hoⅿ𝑅(𝑃𝑛 , 𝑄) // ⋯

باشد. دقیق
مانند کامل تصویری تحلیل هرگاه می گوییم، گرنشتاین تصویری را 𝑀 صورت این در باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض .۲ .۱ تعریف

P• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱ ⟶ 𝑃−۲ ⟶⋯
.𝑀 ≅ iⅿ(𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱) بەطوری که باشد موجود

ابراهیمیان) (رمضانعلی Ramezaneb1400@gmail.com الکترونیک: پست
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اصلی نتایج .۲
است. برقرار Gⅽⅾ𝐾 𝐺 ⩽ Gⅽⅾ𝑍 𝐺 نامساوی ،𝐾 جابجایی حلقەی هر برای صورت این در باشد. گروه یک 𝐺 کنید فرض .۱ .۲ گزاره

باشد. متناهی 𝐺 اگر تنها و اگر Hoⅿ𝐾𝐺(𝐾, 𝐾𝐺) ≠ ۰ ،𝐺 دلخواه گروه برای .۲ .۲ گزاره
𝐾 روی متناهی گرنشتاین کوهمولوژیکی بعد از گروه یک 𝐺 و متناهی ضعیف جهانی بعد از جابجایی حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۳ .۲ نتیجه
تصویری 𝐾⁃مدول یک 𝐴 بوده، شده شکافته 𝐾 روی که دارد وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها از تکریختی یک صورت این در باشد.

.pⅾ𝐾𝐺 𝐴 = Gⅽⅾ𝐾 𝐺 و می باشد
وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها از تکریختی یک بەطوری که باشد گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۴ .۲ گزاره
هر برای صورت این در .pⅾ𝐾𝐺 𝐴 < ∞ بەطوری که می باشد تصویری 𝐾⁃مدول یک 𝐴 بوده، شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که باشد داشته

است. برقرار Gpⅾ𝐾𝐺𝑀 ⩽ pⅾ𝐾𝐺 𝐴 نامساوی باشد، تصویری 𝐾⁃مدول بەعنوان که 𝑀 𝐾𝐺⁃مدول
𝐺 از 𝐻 گروه زیر هر و 𝐺 گروه هر برای صورت این در باشد. متناهی ضعیف جهانی بعد از جابجایی حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۵ .۲ قضیه

.Gⅽⅾ𝐾 𝐻 ⩽ Gⅽⅾ𝐾 𝐺 داریم
از تکریختی یک ،۳ .۲ نتیجه به بنا صورت این در .Gⅽⅾ𝐾 𝐺 = 𝑛 < ∞ که می کنیم فرض لذا است. بدیهی حکم Gⅽⅾ𝐾 𝐺 = ∞ برای اثبات.
چون .pⅾ𝐾𝐺 𝐴 = 𝑛 و است تصویری 𝐾⁃مدول یک 𝐴 و بوده شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که دارد وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها

داریم ۴ .۲ گزاره به بنا ،pⅾ𝐾𝐻 𝐴 ⩽ pⅾ𝐾𝐺 𝐴 = 𝑛 و است شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که بوده 𝐾𝐻⁃همریختی یک 𝑖
Gⅽⅾ𝐾 𝐻 = Gpⅾ𝐾𝐻 𝐾 ⩽ pⅾ𝐾𝐻 𝐴 ⩽ 𝑛

می گردد. کامل اثبات و
صورت این در باشد. 𝐾𝐻⁃مدول یک 𝑀 و 𝐺 زیرگروه 𝐻 گروه، یک 𝐺 جابجایی، حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۶ .۲ قضیه

است. گرنشتاین تصویری نیز 𝐾𝐺 ⊗𝐾𝐻 𝑀 القایی 𝐾𝐺⁃مدول آنگاه باشد، گرنشتاین تصویری 𝑀 اگر الف)
.Gpⅾ𝐾𝐺 (𝐾𝐺 ⊗𝐾𝐻 𝑀) ⩽ Gpⅾ𝐾𝐻𝑀 ب)

و حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۷ .۲ نتیجه
۰ → 𝑀𝑛 → ⋯ → 𝑀۱ → 𝑀 → ۰

صورت این در باشد. 𝑅⁃مدول ها از دقیق رشته یک
Gpⅾ𝑅𝑀 ⩽ ⅿax 𝑖 + Gpⅾ𝑅𝑀𝑖; 𝑖 = ۰, ۱, … , 𝑛 .

مراجع
[1] J. Asadollahi, A. Bahlekeh, and Sh. Salarian. On the hierarchy of cohomological dimension of groups. J. Pure and Appl. Algebra, 213:

1795–1803, 2009.
[2] F. Dembegioti and O. Talelli. An integral homological characterization of finite groups. J. Algebra, 319:267–271, 2008.
[3] I. Emmanouil. On the finiteness of Gorenstein homological dimensions. J. Algebra, 372:376–396, 2012.
[4] T. V. Gedrich and K. W. Gruenberg. Complete cohomological functors on groups. Topology Appl., 25:203–223, 1987.
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گروەها متناهی گرنشتاین تصویری بعد با مدول های
،آ ابراهیمیان رمضانعلی

مینودشت شهرستان پرورش و آموزش ریاضی، آدبیر

چکیده
مدول های مطالعه مقاله، این هدف باشد. گروه یک 𝐺 و ضعیف متناهی جهانی بعد از جابجایی حلقه 𝐾یک کنیم فرض
و متناهی جهانی بعد از 𝐾 جابجایی حلقه هر برای که می دهیم نشان بەویژه است. متناهی گرنشتاین تصویری بعد با

دارد. متناهی گرنشتاین تصویری بعد 𝐾𝐺⁃مدول، هر ،𝐺 دلخواه گروه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

𝐺 متناهی گرنشتاین تصویری بعد
𝐾𝐺 متناهی گرنشتاین تصویری بعد

2020 MSC:
13C10
20J05
18G20

مقدمه .۱
آن ها و شد تعریف مولد) متناهی لزوماً (نه مدول هر برای [۴] ۲ جندا و ۱ ایناکس توسط می باشد، تصویری بعد تعمیم که گرنشتاین، بعد مفهوم
هر گرنشتاین تصویری بعد اگر تنها و اگر است گرنشتاین 𝑅 موضعی حلقەی که است شده ثابت نامیدەاند. گرنشتاین تصویری بعد را پایا این
این [۵] ۳ هلم هم چنین کردەاند. تعریف را گرنشتاین تزریقی بعد مفهوم دوگانی بەطور جندا و ایناکس باشد. متناهی مولد) (متناهی مدول
از بسیاری توسط بعد این روی زیادی مطالعات اخیر سال های در است. کرده مطالعه و تعریف دلخواه حلقەی هر روی مدول ها برای را مفاهیم
[۱] سالاریان و بهلکه اسداللهی، گرنشتاین تصویری بعد زیاد اهمیت دلیل به است. آمده بدست زیادی بسیار نتایج و گرفته صورت دانشمندان
که دادەاند نشان آن ها می باشد. دلخواه گروه یک 𝐺 آن در که کردەاند مطالعه Z𝐺 گروه حلقه روی مدول ها برای را مفاهیم این بار اولین برای

می باشد. خوش رفتار بسیار Z𝐺⁃مدول ها رسته در پایا این
بەعنوان ،𝐾 گرنشتاین تصویری بعد صورت این در باشد. ضعیف متناهی جهانی بعد از جابجایی حلقه یک 𝐾 و گروه یک 𝐺 کنیم فرض
،𝐴 آن در که است شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که دارد وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها از تکریختی یک و است متناهی 𝐾𝐺⁃مدول

.[۶ ،۵ ،۳ ،۲] pⅾ𝐾𝐺 𝐴 < ∞ و است تصویری 𝐾⁃مدول
مانند کامل تصویری تحلیل هرگاه می گوییم، گرنشتاین تصویری را 𝑀 صورت این در باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض .۱ .۱ تعریف

P• ∶ ⋯ ⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱ ⟶ 𝑃−۲ ⟶⋯

.𝑀 ≅ iⅿ(𝑃۰ ⟶ 𝑃−۱) بەطوری که باشد موجود

ابراهیمیان) (رمضانعلی ramezanev1400@gmail.com الکترونیک: پست
1Enochs
2Jenda
3Holm
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رشتەی ۰ → 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → ۰ مانند 𝑅⁃مدول ها از کوتاه دقیق رشتەی هر برای هرگاه می گوییم، یکدست راست𝑁را 𝑅⁃مدول .۲ .۱ تعریف
۰ → 𝑁⊗𝑅 𝐴 → 𝑁⊗𝑅 𝐵 → 𝑁⊗𝑅 𝐶 → ۰

باشد. آبلی گروەهای از دقیق رشتەی یک
می گردد: تعریف زیر بەصورت و داده نشان fⅾ𝑅𝑀 با یکدست𝑀که بعد صورت این در باشد. ناصفر 𝑅⁃مدول 𝑀یک کنیم فرض .۳ .۱ تعریف

fⅾ𝑅𝑀 = inf 𝑛 ⩾ ۰ | باشد ۰ → 𝐹𝑛 → ⋯ → 𝐹۰ → 𝑀 → ۰ مانند یکدست تحلیل دارای 𝑀
آنگاه ،𝑀 = ۰ اگر قرارداد به بنا می شود. تعریف +∞ ،𝑀 یکدست بعد نباشد، متناهی طول از یکدست تحلیل هیچ دارای 𝑀 اگر

fⅾ𝑅𝑀 = −∞.

بەصورت می شود داده نشان Gpⅾ𝑅𝑀 با 𝑀که گرنشتاین تصویری بعد صورت این در باشد. ناصفر 𝑅⁃مدول 𝑀یک کنیم فرض .۴ .۱ تعریف
می گردد: تعریف زیر

Gpⅾ𝑅𝑀 = inf 𝑛 ⩾ ۰ باشد ۰ → 𝐺𝑛 → ⋯ → 𝐺۰ → 𝑀 → ۰ مانند گرنشتاین تصویری تحلیل دارای 𝑀
،𝑀 = ۰ اگر قرارداد به بنا می شود. ∞+تعریف ،𝑀 گرنشتاین تصویری بعد نباشد، متناهی طول از گرنشتاین تصویری تحلیل هیچ 𝑀دارای اگر

آنگاه
Gfⅾ𝑅𝑀 = −∞.

می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش wgⅼ. ⅾiⅿ با را 𝑅 حلقه ضعیف جهانی بعد .۵ .۱ تعریف
wgⅼ. ⅾiⅿ(𝑅) = sup fⅾ𝑅𝑀 است 𝑅⁃مدول یک 𝑀 .

اصلی نتایج .۲
صورت: این در باشد. متناهی ضعیف جهانی بعد از جابجایی حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۱ .۲ گزاره

است. انقباض پذیر تصویری، 𝐾⁃مدول های از دقیق همبافت هر الف)
است. تصویری 𝐾⁃مدول گرنشتاین، تصویری 𝐾𝐺⁃مدول هر آنگاه باشد، گروه یک 𝐺 اگر ب)

وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها از تکریختی یک بەطوری که باشد گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۲ .۲ گزاره
هر برای صورت این در .pⅾ𝐾𝐺 𝐴 < ∞ بەطوری که می باشد تصویری 𝐾⁃مدول یک 𝐴 بوده، شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که باشد داشته

است. برقرار Gpⅾ𝐾𝐺𝑀 ⩽ pⅾ𝐾𝐺 𝐴 نامساوی باشد، تصویری 𝐾⁃مدول بەعنوان که 𝑀 𝐾𝐺⁃مدول
داشته وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها از یکریختی یک بەطوری که باشد گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقەی یک 𝐾 کنید فرض .۳ .۲ نتیجه
نامساوی ،𝑀 𝐾𝐺⁃مدول هر برای صورت این در .pⅾ𝐾𝐺 𝐴 < ∞ و تصویری 𝐾⁃مدول یک 𝐴 بوده، شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که باشد

Gpⅾ𝐾𝐺𝑀 ⩽ pⅾ𝐾𝐺 𝐴 + pⅾ𝐾𝑀
است. برقرار

از اثبات روش کنیم. ثابت pⅾ𝐾𝑀 = 𝑚 < ∞ حالت برای را حکم است کافی است، بدیهی بالا نامساوی pⅾ𝐾𝑀 = ∞ برای چون اثبات.
باشد. pⅾ𝐾𝑀 = 𝑚 > ۰ با 𝐾𝐺⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض می شود. حاصل ۲ .۲ گزاره به بنا حکم 𝑚 = ۰ برای است. 𝑚 روی استقراء طریق
−𝐾𝐺 صورت این در است. تصویری 𝑃 آن در که باشد 𝐾𝐺⁃مدول ها از کوتاه دقیق رشتەی یک ۰ → 𝐾 → 𝑃 → 𝑀 → ۰ کنیم فرض هم چنین
.Gpⅾ𝐾𝐺 𝐾 ⩽ pⅾ𝐾𝐺 𝐴+𝑚−۱ داریم نیز استقراء فرض از .pⅾ𝐾 𝐾 = 𝑚−۱ داشت خواهیم لذا است. تصویری 𝐾⁃مدول 𝑃بەعنوان مدول

لذا
Gpⅾ𝐾𝐺𝑀 ⩽ Gpⅾ𝐾𝐺 𝐾 + ۱ ⩽ pⅾ𝐾𝐺 𝐴 +𝑚.

معادلند: زیر شرایط ،𝐺 دلخواه گروه و متناهی جهانی بعد از 𝐾 جابجایی حلقەی هر برای .۴ .۲ قضیه
.Gⅽⅾ𝐾 𝐺 < ∞ الف)



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ابراهیمیان رمضانعلی ۱۴۴

و است تصویری 𝐾⁃مدول ،𝐴 آن در و شده شکافته 𝐾⁃مدول بەعنوان که دارد وجود 𝑖 ∶ 𝐾 → 𝐴 مانند 𝐾𝐺⁃مدول ها از تکریختی یک ب)
.pⅾ𝐾𝐺 𝐴 < ∞

دارد. متناهی گرنشتاین تصویری بعد 𝐾𝐺⁃مدول، هر ج)
.siⅼp𝐾𝐺 = spⅼi𝐾𝐺 < ∞ د)

است. برقرار زیر نامساوی های ،𝐺 گروه هر و 𝐾 جابجایی حلقەی هر برای .۵ .۲ نتیجه
.spⅼi𝐾𝐺 ⩽ Gⅽⅾ𝐾 𝐺 + gⅼ. ⅾiⅿ𝐾 الف)
.siⅼp𝐾𝐺 ⩽ Gⅽⅾ𝐾 𝐺 + gⅼ. ⅾiⅿ𝐾 ب)

مراجع
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،آ ابراهیمیان رمضانعلی

مینودشت شهرستان پرورش و آموزش ریاضی، آدبیر

چکیده
همه شرایطی، چه تحت که می دهیم نشان مقاله، این در باشد. گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقه یک 𝐾 می کنیم فرض

دارند. متناهی تصویری بعد یکدست، مدول های

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

مدول ها تصویری بعد
متناهی یکدست مدول های تصویری بعد
2020 MSC:

13C10
20J05
18G20

مقدمه .۱
طبقەبندی همولوژی جبر در تصویری و یکدست مدول های این رابطه صورت این در باشد. گروه یک 𝐺 و جابجایی حلقه یک 𝐾 می کنیم فرض

.[۳–۱] است مرتبط 𝑅 حلقه هندسی ویژگی های بەعنوان نظری مجموعه دو هر با یکدست مدول های تصویری بعد بودن متناهی . است شده
،𝑓 ∶ 𝑃 → 𝐵 𝑅⁃ همریختی و 𝑅⁃مدول ها از 𝐴 𝑔−→ 𝐵 → ۰ دقیق رشتەی هر ازای به هرگاه می گوییم تصویری را 𝑃 𝑅⁃مدول .۱ .۱ تعریف

نمودار بەطوری که باشد داشته وجود ℎ ∶ 𝑃 → 𝐴 𝑅⁃ همریختی
𝑃

ℎ

���
�
�
�

𝑓
��

𝐴 𝑔
// 𝐵 // ۰

.𝑔ℎ = 𝑓 یعنی باشد، جابجایی
،𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐸 𝑅⁃ همریختی و 𝑅⁃مدول ها از ۰ → 𝐴 𝑓−→ 𝐵 دقیق رشتەی هر ازای به هرگاه می گوییم، تزریقی را 𝐸 𝑅⁃مدول .۲ .۱ تعریف

نمودار بەطوری که باشد داشته وجود ℎ ∶ 𝐵 → 𝐸 𝑅⁃همریختی

۰ // 𝐴
𝑔
��

𝑓
// 𝐵

ℎ
���
�
�
�

𝐸

ابراهیمیان) (رمضانعلی ramezanev1400@gmail.com الکترونیک: پست



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ابراهیمیان رمضانعلی ۱۴۶

.ℎ𝑓 = 𝑔 یعنی باشد، جابجایی
رشتەی ۰ → 𝐴 → 𝐵 → 𝐶 → ۰ مانند 𝑅⁃مدول ها از کوتاه دقیق رشتەی هر برای هرگاه می گوییم، یکدست 𝑁را راست 𝑅⁃مدول .۳ .۱ تعریف

۰ → 𝑁⊗𝑅 𝐴 → 𝑁⊗𝑅 𝐵 → 𝑁⊗𝑅 𝐶 → ۰
باشد. آبلی گروەهای از دقیق رشتەی یک

به صورت رشته یک 𝑅⁃مدول ها، از Ⅽ• همبافت از منظور .۴ .۱ تعریف
Ⅽ• ∶ ⋯ ⟶ 𝐶𝑛+۱

𝑑𝑛+۱−−−→ 𝐶𝑛
𝑑𝑛−−→ 𝐶𝑛−۱ ⟶⋯

H𝑛 (Ⅽ•) با را Ⅽ• همبافت از همولوژی مدول 𝑛⁃امین .𝑑𝑛𝑑𝑛+۱ = ۰ ،𝑛 ∈ ℤ هر برای بەطوری که می باشد 𝑅⁃همریختی ها و 𝑅⁃مدول ها از
می کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نمایش

H𝑛 (Ⅽ•) =
ker𝑑𝑛

iⅿ𝑑𝑛+۱
.

رشتەی .۵ .۱ تعریف
۰ ⟶ Ⅽ′

• ⟶ Ⅽ• ⟶ Ⅽ′′
• ⟶ ۰

رشتەی 𝑛 ∈ ℤ هر برای هرگاه می گوییم، کوتاه دقیق رشتەی یک را همبافت ها از
۰ ⟶ 𝐶′𝑛 ⟶ 𝐶𝑛 ⟶ 𝐶″𝑛 ⟶ ۰

باشد. 𝑅⁃مدول ها از کوتاه دقیق رشتەی یک
و 𝑅⁃مدول ها از دقیق رشتەای از است عبارت 𝑀 مدول برای یکدست تحلیل یک از منظور باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض .۶ .۱ تعریف

مانند 𝑅⁃همریختی ها
F ∶ ⋯ ⟶ 𝐹۲ ⟶ 𝐹۱ ⟶ 𝐹۰ ⟶𝑀⟶ ۰

هم چنین می باشند. یکدست 𝑅⁃مدول های 𝐹𝑖ها آن در که
F𝑀 ∶ ⋯ ⟶ 𝐹۲ ⟶ 𝐹۱ ⟶ 𝐹۰ ⟶ ۰

می گوییم. 𝑀 مدول محذوف یکدست تحلیل را
صورت: این در باشد. ناصفر 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض .۷ .۱ تعریف

می گردد: تعریف زیر بەصورت و داده نشان pⅾ𝑅𝑀 با که 𝑀 تصویری بعد (۱
pⅾ𝑅𝑀 = inf 𝑛 ⩾ ۰ | باشد ۰ → 𝑃𝑛 → ⋯ → 𝑃۰ → 𝑀 → ۰ مانند تصویری تحلیل دارای 𝑀

می شود. تعریف +∞ ،𝑀 تصویری بعد نباشد، متناهی طول از تصویری تحلیل هیچ دارای 𝑀 اگر
می گردد: تعریف زیر بەصورت و داده نشان iⅾ𝑅𝑀 با که 𝑀 تزریقی بعد (۲

iⅾ𝑅𝑀 = inf 𝑛 ⩾ ۰ | باشد ۰ → 𝑀 → 𝐸۰ → ⋯ → 𝐸𝑛 → ۰ مانند تزریقی تحلیل دارای 𝑀
می شود. تعریف +∞ ،𝑀 تزریقی بعد نباشد، متناهی طول از تزریقی تحلیل هیچ دارای 𝑀 اگر

می گردد: تعریف زیر بەصورت و داده نشان fⅾ𝑅𝑀 با که 𝑀 یکدست بعد (۳
fⅾ𝑅𝑀 = inf 𝑛 ⩾ ۰ | باشد ۰ → 𝐹𝑛 → ⋯ → 𝐹۰ → 𝑀 → ۰ مانند یکدست تحلیل دارای 𝑀

می شود. تعریف +∞ ،𝑀 یکدست بعد نباشد، متناهی طول از یکدست تحلیل هیچ دارای 𝑀 اگر
آنگاه ،𝑀 = ۰ اگر قرارداد به بنا

pⅾ𝑅𝑀 = iⅾ𝑅𝑀 = fⅾ𝑅𝑀 = −∞.

است. 𝑅 جمع همان آن، جمع و 𝑅 عنصر همان آن، عناصر که است حلقەای 𝑅۰ یعنی آن متضاد حلقەی آنگاه باشد، حلقه یک 𝑅 اگر .۸ .۱ تعریف
،𝑥.𝑦 = 𝑦𝑥 = 𝑥𝑦 چون آنگاه باشد، جابجایی حلقەی 𝑅 اگر بەویژه می کنیم. تعریف 𝑥.𝑦 = 𝑦𝑥 صورت به را ضرب ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅۰ هر برای ولی

.𝑅 = 𝑅۰

یک 𝑔 ↦ 𝑔−۱ ضابطه با 𝜑 ∶ 𝐾𝐺 → (𝐾𝐺)∘ نگاشت صورت این در باشد. 𝐾𝐺 متضاد حلقه (𝐾𝐺)∘ و گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۹ .۱ تذکر
می باشد. حلقەها از یکریختی



۱۴۷ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ ابراهیمیان رمضانعلی

اصلی نتایج .۲
هم چنین .𝐾𝑛 = iⅿ (𝐹𝑛 → 𝐹𝑛−۱) دهید قرار 𝑛 هر برای باشد. یکدست مدول های از دقیق همبافت F• و حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۱ .۲ گزاره

باشد. برقرار زیر شرط دو از یکی که کنید فرض
است. دقیق 𝐷𝐾𝑛 ⊗𝑅 F• آبلی گروەهای از همبافت ،𝑛 هر برای الف)

است. یکدست ،𝑛 از برخی برای 𝐾𝑛 مدول و sfⅼi𝑅۰ < ∞ ب)
هستند. یکدست 𝑛 هر برای 𝐾𝑛 مدول های صورت این در

،𝑛 هر برای باشد. تصویری مدول های از دقیق همبافت P• کنید فرض .sfⅼi𝑅۰ < ∞ بەطوری که باشد حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۲ .۲ نتیجه
است. انقباض پذیر P• همبافت آنگاه باشد، یکدست 𝑛ها از بعضی برای 𝐾𝑛 مدول اگر .𝐾𝑛 = iⅿ (𝑃𝑛 → 𝑃𝑛−۱) دهید قرار

باشند. متناهی تصویری بعد دارای یکدست مدول های اگر تنها و اگر 𝑃(𝑅) = 𝐹(𝑅) .۳ .۲ قضیه
است. بدیهی ⇐ اثبات.

دقیق رشتەی صورت این در .𝑀 ∈ 𝐹(𝑅) کنیم فرض ⇒
۰ ⟶ 𝐹𝑛 ⟶⋯⟶ 𝐹۱ ⟶ 𝐹۰ ⟶𝑀⟶ ۰

نیز 𝑀 تصویری بعد است، متناهی 𝐹𝑖 تصویری بعد ۰ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 هر برای چون هستند. یکدست 𝐹𝑖ها ،۰ ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 هر برای که دارد وجود
می شود. حاصل حکم و 𝑃(𝑅) ⊆ 𝐹(𝑅) که است واضح هم چنین .𝐹(𝑅) ⊆ 𝑃(𝑅) نتیجه در .𝑀 ∈ 𝑃(𝑅) یعنی این و است متناهی

𝑀 ∈ 𝑃(𝑅) صورت این در باشد. ضعیف کامل تصویری تحلیل دارای مدول یک 𝑀 و sfⅼi𝑅۰ < ∞ حلقه، یک 𝑅 کنید فرض .۴ .۲ قضیه
.𝑀 ∈ 𝐹(𝑅) اگر تنها و اگر

چون می باشد. متناهی نیز pⅾ𝑅𝑀 که می کند ایجاب fⅾ𝑅𝑀 بودن متناهی که دهیم نشان است کافی ،𝑃(𝑅) ⊆ 𝐹(𝑅) همواره چون اثبات.
رشتەی گرفتن نظر در با ،fⅾ𝑅𝑀 ⩽ 𝑡

۰ ⟶Ω𝑡𝑀⟶ 𝑃𝑡−۱ ⟶⋯⟶ 𝑃۱ ⟶ 𝑃۰ ⟶𝑀⟶ ۰
می باشد. یکدست 𝑅⁃مدول یک Ω𝑖𝑀 ،𝑖 ⩾ 𝑡 هر برای بەویژه است. یکدست 𝑅⁃مدول یک Ω𝑡𝑀 داریم می باشند، تصویری 𝑃𝑖ها آن در که
F• دقیق همبافت مرابطەهای 𝑖⁃امین بزرگ، کافی اندازه به اندیس برای بنابراین باشد. 𝑀 ضعیف کامل تحلیل یک (F•,P•, 𝑛) کنیم فرض
𝑅⁃مدول یک Ω𝑖𝑀 بزرگ، کافی اندازه به 𝑖 برای نتیجه در هستند. تصویری F• مرابطەهای همەی ،۲ .۲ نتیجه به بنا لذا می باشند. یکدست

است. اثبات حکم و pⅾ𝑀 < ∞ یعنی این و می باشد تصویری
معادلند. زیر عبارت های صورت این در باشد. حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۵ .۲ نتیجه

.gⅼ. ⅾiⅿ𝑅 < ∞ الف)
.spⅼi𝑅 < ∞ و wgⅼ. ⅾiⅿ𝑅 < ∞ ب)

.𝑃(𝑅) = 𝐹(𝑅) آنگاه ،spⅼi𝑅 < ∞ و جابجایی حلقەی یک 𝑅 اگر .۶ .۲ نتیجه
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چکیده
مثلثی رستەی یک 𝒜 که می دهیم نشان مقاله این در باشد. آن پایدار رستەی 𝒜 و فربنیوس رسته یک 𝒜 کنید فرض

می باشد.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

فربنیوس رسته
پایدار رسته
مثلثی رسته

2020 MSC:
13H10
13D02
13D07
16G30

مقدمه .۱
سادەسازی مفهوم این معرفی از وردیر هدف شد. معرفی خود دکتری رسالە در ۱۹۶۳ سال در وردیر توسط بار اولین مثلثی رستەهای مفهوم

است. بوده آبلی رستەی یک از شده مشتق رستەی در موجود ساختار
𝐴 𝑢−→ بەصورت دنبالەها از رده یک Δ کنید فرض باشد. هم ارزی خود تابعگون یک 𝑇 ∶ 𝒜 → 𝒜 و جمعی رستەی یک 𝒜 کنید فرض
موضوعه اصول در اگر می گویند مثلثی رستەی یک را (𝒜, 𝑇, Δ) سەتایی صورت این در می گوییم. دقیق مثلث را آن که باشد 𝐵 𝑣−→ 𝐶 𝑤−→ 𝑇𝐴
دنبالەهای خاصیت های تعمیم منظور به [۲] ۱ کوئیلن توسط دقیق رستەهای مفهوم کند. صدق [۱] در شده معرفی 𝑇𝑅۱, 𝑇𝑅۲, 𝑇𝑅۳, 𝑇𝑅۴

است. شده معرفی نمی باشند، هم هسته و هسته دارای ریخت ها لزوماً که رستەهایی برای آبلی رستەی در کوتاه و دقیق
𝐴 دلخواه شیء برای است، فروبنیوس رستەی 𝒜 چون می دهیم. نمایش 𝒜 با را 𝒜 پایدار رستەی باشد. فروبنیوس رستەی یک 𝒜 کنیم فرض
یک 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 اگر هم چنین می باشد. (تزریقی) تصویری شیء 𝑃 آن در که است موجود ۰ → 𝐴 → 𝑃 → Ω−۱𝐴 → ۰ دقیق دنباله 𝒜 در
فرض اینک می باشد. هم ارزی خود تابعگون یک Ω−۱ ∶ 𝒜 → 𝒜 حقیقت در می باشد. موجود Ω−۱𝑓 یکتا ریخت آنگاه باشد، 𝒜 در ریخت

جلوبر نمودار گرفتن نظر در با باشد، 𝒜 در ریخت یک 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 کنیم
𝐴 //

𝑓
��

𝑃 //

��

Ω−۱𝐴

𝐵 // 𝑋 // Ω−۱𝐴

کتوک) (قادیر katoukghader@gmail.com الکترونیک: پست
1Quillen



۱۴۹ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ کتوک قادیر

می دهیم نشان باشد. دقیق مثلث های رده Δ کنیم فرض گویند. استاندارد مثلث یک را آن که می آوریم بدست را 𝐴 → 𝐵 → 𝑋 → Ω−۱𝐴 دنباله
می باشد. مثلثی رستەی یک (𝒜,Ω−۱, Δ)

اصلی نتایج .۲
باشد. برقرار زیر شرایط اگر است فربنیوس رستەی ℰ گوییم باشد. دقیق رستەی یک ℰ کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

باشد. داشته تصویری اشیاء کافی اندازه به ℰ (۱
باشد. داشته تزریقی اشیاء کافی اندازه به ℰ (۲

باشد. منطبق هم بر ℰ تزریقی و تصویری اشیاء (۳
است. فربنیوس رستەی یک گرنشتاین تصویری مدول های رستەی .۲ .۲ مثال

که است موجود 𝐴 → 𝐼 → 𝐴′ دقیق دنباله است، فربنیوس رستەی 𝒜 چون باشد. 𝒜 در ریخت یک 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 کنیم فرض .۳ .۲ ملاحظه
می گیریم. نظر در را زیر جلوبر نمودار است. تزریقی شیء 𝐼 آن در

𝐴 𝑢 //

𝑓
��

𝐼 𝜋 //

𝑝
��

𝐴′

𝐵 𝑔
// 𝐶 ℎ′ // 𝐴′

زیر جابجایی نمودار به توجه با است. دقیق دنباله یک نیز پایین سطر لذا
𝐴 𝑢 // 𝐼 𝜋 //

𝑝
��

𝐴′

𝜈
��

𝐴 // 𝐼(𝐴) // 𝑇𝐴

ساختەشده مثلث هر .ℎ = 𝜈ℎ′ آن در که می آوریم بدست را 𝐴 𝑓−→ 𝐵 𝑔−→ 𝐶 ℎ−→ 𝑇𝐴 مثلث نتیجه در و می باشد یکریخت 𝜈 ∶ 𝐴′ → 𝑇𝐴
رده باشد، یکریخت استاندارد مثلث یک با اگر می گوییم دقیق مثلث یک را 𝒜 در مثلث یک می گوییم. استاندارد مثلث یک را صورت این به

می دهیم. نمایش Δ با را دقیق مثلث های
است. مثلثی پیش رستەی یک (𝒜, 𝑇, Δ) بالا نمادهای با .۴ .۲ قضیه
است. مثلثی رستەی یک (𝒜, 𝑇, Δ) مثلثی پیش رستەی .۵ .۲ قضیه

مثلث های (TR۲) بنابر باشد، ریخت ها از ترکیب یک 𝐴 𝑓−→ 𝐵 𝑔−→ 𝐶 کنیم فرض کنیم. رابررسی (TR۴) درستی باید حکم اثبات برای اثبات.
داریم را زیر دقیق

𝐴
𝑓

// 𝐵
𝑓′

// 𝐷
𝑓′′

// 𝑇𝐴

𝐵
𝑔

// 𝐶
𝑔′

// 𝐸
𝑔′′

// 𝑇𝐵

𝐴
ℎ=𝑔 𝑓

// 𝐶
ℎ′

// 𝐹
ℎ′′

// 𝑇𝐴
داشت. خواهیم را زیر جلوبر نمودارهای قبل لم کارگیری به با لذا می باشند. استاندارد مثلث ها این که کرد فرض می توان

𝐴 𝑢(𝐴)
//

𝑓
��

𝐼(𝐴) 𝜋(𝐴)
//

𝛼
��

𝑇𝐴

𝐵 𝑓′
// 𝐷 𝑓′′

// 𝑇𝐴

, (۱)
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𝐴 𝑢(𝐴)
//

ℎ=𝑔𝑓
��

𝐼(𝐴) 𝜋(𝐴)
//

𝛾
��

𝑇𝐴

𝐶 ℎ′ // 𝐹 ℎ′′ // 𝑇𝐴

(۲)

داریم. را زیر جلوبر نمودار دومی، مثلث نظیر هم چنین می باشند. سومی و اولی مثلث های نظیر که

𝐵 𝑢(𝐷)𝑓′
//

𝑔
��

𝐼(𝐷) 𝜋 //

𝛽
��

𝐵′

𝐶 𝑔′
// 𝐸 𝑔′′

// 𝐵′ 𝜈 // 𝑇𝐴
و بوده جلوبر نمودار (۱) چون است. پذیرفتنی تکریختی 𝑢(𝐷)𝑓′ است، پذیرفتنی تکریختی 𝑢(𝐷) و 𝑓′ چون که شود توجه

(ℎ′𝑔)𝑓 = ℎ′(𝑔𝑓) = ℎ′ℎ = 𝛾𝑢(𝐴),

می باشد. جابجایی زیر شدەی تکمیل نمودار بەطوری که است موجود 𝐽′ ∶ 𝐷 → 𝐹 منحصربەفرد ریخت

𝐴 𝑢(𝐴)
//

𝑓
��

𝐼(𝐴)
𝛼
�� 𝑢(𝐴)

��
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>

𝐵 𝑓′
//

ℎ′𝑔
**UUU

UUUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUU 𝐷
𝑗

''O
OOOOOO

𝐹
.𝑗𝑓′ = ℎ′𝑔 و 𝑗𝛼 = 𝑢(𝐴) یعنی

داریم. را زیر تساوی های مشابه بەطور
𝑔′ℎ = 𝑔′(𝑔𝑓) = 𝛽𝑢(𝐷)𝑓′𝑓 = 𝛽𝑢(𝐷)𝛼𝑢(𝐴)

چون .𝑗′𝛾 = 𝛽𝑢(𝐷)𝛼 و 𝑗′ℎ′ = 𝑔′ بەطوری که است موجود 𝑗′ ∶ 𝐹 → 𝐸 منحصربەفرد ریخت است، جلوبر (۲) نمودار چون حال
(𝑗′𝑗 − 𝛽𝑢(𝐷))𝛼 = 𝑗′𝛾 − 𝛽𝑢(𝐷)𝛼 = 𝛽𝑢(𝐷)𝛼 − 𝛽𝑢(𝐷)𝛼 = ۰,
(𝑗′𝑗 − 𝛽𝑢(𝐷))𝑓′ = 𝑗′ℎ′𝑔 − 𝛽𝑢(𝐷)𝑓′ = 𝑔′𝑔 − 𝑔′𝑔 = ۰.

داشت. خواهیم را زیر جلوبر نمودار بنابراین .𝑗′𝑗 = 𝛽𝑢(𝐷) که می کند ایجاب رفت، کار به TR۲ در که آنچه مشابه استدلال

𝐴 𝑢(𝐴)
//

𝑓
��

𝐼(𝐴)
𝛼
��

𝐵 𝑓′
//

𝑔
��

𝐷 𝑢(𝐷)
//

𝑗
��

𝐼(𝐷)
𝛽
��

𝐶 ℎ′ // 𝐹 𝑗′
// 𝐸

نمودار که می گیریم نتیجه ،𝑗𝛼 = 𝛾 و می باشد جلوبر نمودار چپ، سمت از بالا مربع چون

𝐴 𝑢(𝐴)
//

𝑔ℎ
��

𝐼(𝐴)
𝑗𝛼
��

𝐶 ℎ′ // 𝐹



۱۵۱ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ کتوک قادیر

نمودار بنابراین است. جلوبر
𝐵 𝑓′

//

𝑔
��

𝐷
𝑗
��

𝐶 ℎ′ // 𝐹
مربع که می گیریم نتیجه ،𝑗′ℎ′ = 𝑔′ چون مشابه روش به است. جلوبر نیز

𝐵 𝑢(𝐷)𝑓′
//

𝑔
��

𝐼(𝐷)
𝛽
��

𝐶 𝑗′𝑔′
// 𝐸

زیر جلوبر نمودار گرفتن نظر در با لذا می باشد. جلوبر نیز راست سمت مربع که داشت خواهیم آنجا از و است جلوبر نمودار یک نیز

𝐷 𝑢(𝐷)
//

𝑗
��

𝐼(𝐷)
𝛽
��

// 𝑇𝐷

𝐹 𝑗′
// 𝐸 // 𝑇𝐷

است موجود 𝜇 ∶ 𝑇𝐵 → 𝐵′ ریخت است، یکریختی 𝜈 ∶ 𝐵′ → 𝑇𝐵 چون می آوریم. دست به را 𝐷 𝑗
−→ 𝐹

𝑗′
−→ 𝐸

𝑗′′
−−→ 𝑇𝐷 استاندارد مثلث

داشت خواهیم را زیر نمودارهای بنابراین .𝜇𝜈 = iⅾ𝐵′ و 𝜈𝜇 = iⅾ𝑇𝐵 بەطوری که

𝐴 𝑢(𝐴)
//

𝑓
��

𝐼(𝐴) 𝜋(𝐴)
//

𝑢(𝐷)𝛼
��

𝑇𝐴
𝜑
��

𝐵 𝑢(𝐷)𝑓′
// 𝐼(𝐷) 𝜋 //

𝜈′
��

𝐵′

𝜈
��

𝐵 𝑢(𝐵)
// 𝐼(𝐵) 𝜋(𝐵)

// 𝑇𝐵

, 𝐵 𝑢(𝐵)
// 𝐼(𝐵) 𝜋(𝐵)

//

𝜇′
��

𝑇𝐵
𝜇
��

𝐵 𝑢(𝐷)𝑓′
//

𝑓′
��

𝐼(𝐷) 𝜋 // 𝐵′

𝜓
��

𝐷 𝑢(𝐷)
// 𝐼(𝐷) 𝜋(𝐷)

// 𝑇𝐷

.𝑇(𝑓′) = 𝜓𝜇 و 𝑇(𝑓) = 𝜈𝜑 آن در که
می دهد. نتیجه را زیر نمودار بالا، نمودار

𝐴 𝑓
// 𝐵 𝑓′

//

𝑔
��

𝐷 𝑓′′
//

𝑗
��

𝑇𝐴

𝐴 ℎ // 𝐶 ℎ′ //

𝑔′
��

𝐹 ℎ′′ //

𝑗′
��

𝑇𝐴
𝑇(𝑓)
��

𝐸
𝜈𝑔′′
��

𝐸 𝜈𝑔′′
//

𝑗′′
��

𝑇𝐵

𝑇𝐵 // 𝑇𝐷
که همانطور طرفی از است. جابجایی فرض بنابر بالا، از چپ سمت مربع است. جابجایی بالا نمودار که دهیم نشان است کافی حکم اثبات برای

چون طرفی از و است جابجایی بالا از وسط مربع یعنی این و است برقرار 𝑗𝑓′ = ℎ′𝑔 و 𝑗𝛼 = 𝛾 تساوی های دیدیم 𝑗 ساختن در
(ℎ′′𝑗 − 𝑓′′)𝛼 = ℎ′′𝛾 − 𝜋(𝐴) = ۰
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(ℎ′′𝑗 − 𝑓′′)𝑓′ = ℎ′′ℎ′𝑔 − 𝑓′′𝑓′ = ۰ − ۰ = ۰
است. جابجایی بالا از راست سمت مربع یعنی این و ℎ′′𝑗 = 𝑓′′ دیدیم بالا در که آنچه مشابه است، جلوبر (۱) نمودار

می گیریم. نظر در را زیر تساوی های اینک است. جابجایی وسط از چپ سمت مربع یعنی این و 𝑗′ℎ′ = 𝑔′ شد بیان بالا در که همان طور بەعلاوه،
(𝑇(𝑓)ℎ′′ − 𝜈𝑔′′𝑗′)𝛾 = 𝜈𝜑ℎ′′𝛾 − 𝜈𝑔′′𝑗′𝛾 = 𝜈(𝜑𝜋(𝐴) − 𝑔′′𝛽𝑢(𝐴)𝛼) = 𝜈(𝜋𝑢(𝐷)𝛼 − 𝜋𝑢(𝐷)𝛼) = ۰

(𝑇(𝑓)ℎ′′ − 𝜈𝑔′′𝑗′)ℎ′ = 𝑇(𝑓)ℎ′′ℎ′ − 𝜈𝑔′′𝑔′ = ۰ − ۰ = ۰
𝒜جابجایی در بالا نمودار است. جابجایی وسط از راست سمت مربع یعنی این و 𝑇(𝑓)ℎ′′ = 𝜈𝑔′′𝑗′ می گیریم نتیجه است، جلوبر (۲) چون و

می گیریم. نظر در را زیر تساوی های سرانجام است.
(𝜓𝑔′′ − 𝑗′′)𝛽 = 𝜓𝑔′′𝛽 − 𝑗′′𝛽 = 𝜓𝜋 − 𝜋(𝐷) = ۰

(𝜓𝑔′′ − 𝑗′′)𝑔′ = 𝜓𝑔′′𝑔′ − 𝑗′′𝑔′ = ۰ − 𝑗′′𝑗′ℎ′ = ۰ − ۰ = ۰
نمودار

𝐵 𝑢(𝐷)𝑓′
//

𝑔
��

𝐼(𝐷) 𝜋 //

𝛽
��

𝐵′

𝐶 𝑔′
// 𝐸 𝑔′′

// 𝐵′ 𝜈 // 𝑇𝐵
داریم را زیر تساوی های بنابراین .𝜓𝑔′′ = 𝑗′′ داریم است. جابجایی

𝑇(𝑓′)𝜈𝑔′′ − 𝑗′′ = 𝜓 𝜇𝜈𝑔′′ − 𝑗′′ = 𝜓𝑔′′ − 𝑗′′ = ۰
است. تمام حکم لذا می باشد. مثلثی رستەی یک (𝒜, 𝑇, Δ) بنابراین می باشد. جابجایی 𝒜 در نیز پایین مربع یعنی این و

مراجع
[1] D. Happel. Triangulated categories in the representation theory of finite-dimensional algebras. London Mathematical Society Lecture Note

Series, Cambridge Univercity Press, Cambridge., 1988.
[2] D. Quillen. Higher algebraic𝐾-theory. i, in: Algebraic𝐾-theory, i: Higher𝐾-theories, proceedings of the confrence, battelle memorial institute,

seattle, washington,. Lecture Notes in Mathematices, Springer, Berlin, 1973. MR 0338129 (49#2895)., 341:85–147, 1979.
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Ext از زیرتابعگون یک به نسبت بالا بعد از فانتوم ریخت های
،آ صفرزاده∗ نوگل

گنبدکاووس شهرستان پرورش و آموزش آآموزگار،

چکیده
−Tor𝑛 و 𝑛⁃فانتوم ریخت های مطالعەی مقاله، این هدف باشد. طبیعی عدد یک 𝑛 و حلقه یک 𝑅 کنیم فرض
بەعلاوه می شود. بررسی Ext𝑛⁃تکریختی و 𝑛−Ext⁃فانتوم ریخت های مفهوم هم چنین می باشد. بروریختی ها
𝑓 ریخت که می شود داده نشان می شوند. ارائه ریخت ها رسته در دقیق دنبالەهای براساس ریخت ها این از ردەبندی
همریختی هر جلوبر) (بەترتیب، عقب بر اگر تنها و اگر است 𝑛−Ext⁃فانتوم) (بەترتیب، 𝑛⁃فانتوم 𝑅⁃مدول ها، از
سرانجام باشند. Ext𝑛⁃تکریختی) (بەترتیب، Tor𝑛⁃بروریختی ریخت یک ،𝑓 طول در یک) به یک (بەترتیب، پوشا

می شود. مطالعه 𝑛⁃فانتوم بدون حلقەهای

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
𝑛⁃فانتوم ریخت
𝑛−Ext⁃فانتوم

Ext𝑛⁃تکریختیTor𝑛⁃بروریختی
پوشش پیش

2020 MSC:
13H10
13D02
13D07
16G30

مقدمه .۱
𝑅⁃مدول هر برای اگر گویند، 𝑛⁃فانتوم را چپ 𝑅⁃مدول های از 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 ریخت باشد. طبیعی عدد یک 𝑛 و حلقه یک 𝑅 کنید فرض
دوگان، بەطور باشد. صفر برابر آبلی گروەهای از Tor𝑅𝑛(𝑋, 𝑓) ∶ Tor𝑅𝑛(𝑋,𝑀) → Tor𝑅𝑛(𝑋, 𝑁) القایی ریخت ،𝑋 متناهی) نمایش راست(با

القایی ریخت ،𝑌 متناهی نمایش با چپ 𝑅⁃مدول برای اگر گویند، 𝑛−Ext⁃فانتوم ریخت یک را 𝑓
(بەترتیب، فانتوم را Ext−۱⁃فانتوم) (بەترتیب، ۱⁃فانتوم آنگاه ،𝑛 = ۱ اگر باشد. صفر برابر Ext𝑛𝑅(𝑌, 𝑓) ∶ Ext𝑛𝑅(𝑌,𝑀) → Ext𝑛𝑅(𝑌, 𝑁)

گویند. Ext⁃فانتوم)
نیمن توسط مفهوم این است. رفته کار به 𝐶𝑊⁃همبافت ها بین نگاشت ها مطالعه برای [۷] توپولوژی در بار اولین برای فانتوم ریخت های مفهوم
به متناهی گروه یک از پایدار رسته مطالعه برای را مفهوم این [۲] همکاران و ۲ بنسون هم چنین است. شده داده تعمیم مثلثی رستەهای برای [۸] ۱
همریختی ها از رده یک ℐ کنید فرض است. شده مطالعه و معرفی [۶] ۳ هرزوگ توسط مدول ها رسته روی فانتوم ریخت های نظریه بردەاند. کار
زیرگروه ℐ(𝑀,𝑁) ،𝑁 و 𝑀 چپ 𝑅⁃مدول دو هر برای اگر گویند، چپ 𝑅⁃مدول های رسته از ایدەآل یک را ℐ باشد. چپ 𝑅⁃مدول های از
رده که دید می توان آسانی به .𝑓𝑔ℎ ∈ ℐ باشیم داشته ،𝑔 ∈ ℐ شرط با ،ℎ و 𝑔 ،𝑓 ترکیب قابل همریختی سه هر برای و بوده Hoⅿ𝑅(𝑀,𝑁)

می باشند. 𝑅⁃مدول ها رسته از ایدەآلی 𝑛−Ext⁃فانتوم) (هم چنین، 𝑛⁃فانتوم ریخت های همه

∗سخنران
صفرزاده) (نوگل nwglsfrzadh@gmail.com الکترونیک: پست

1Neeman
2Benson
3Herzog
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پوشش ها کلاسیک نظریه تعمیم حققیت در نظریه این است. شده مطالعه و معرفی [۵] همکاران و ۴ فو توسط بار اولین ایدەآل، تقریب نظریه
می روند. کار به اشیاء جای به ریخت ها آن در که است، شده معرفی [۱] ۷ ⁃اسمالو ۶ اسلاندر و [۳] ۵ ایناکس توسط که می باشد پوش ها و
Ⅿor(𝑅) با که مدول ها از ریخت ها رسته در اشیاء که می شود یادآوری می باشند. مهم بسیار ایدەآل تقریب نظریه در مدول ها از ریخت ها رسته
از زوج یک حقیقت در ،𝑔 ∶ 𝑁۱ → 𝑁۲ و 𝑓 ∶ 𝑀۱ → 𝑀۲ 𝑅⁃همریختی دو بین ریخت یک و بوده 𝑅⁃همریختی ها می شود، داده نمایش
می شود نتیجه 𝑛⁃فانتوم، ریخت های تعریف به توجه با لذا .𝑠𝑓 = 𝑔𝑑 بەطوری که می باشد (𝑀۱

𝑑−→ 𝑁۱, 𝑀۲
𝑠−→ 𝑁۲) 𝑅⁃همریختی های

ریخت باشد. Ext از جمعی تابعگون زیر یک ℱ کنید فرض می باشند. متناهی یکدست بعد از مدول های از ریختاری نسخه ریخت ها که
مانند چپ 𝑅⁃مدول های از کوتاه و دقیق دنباله هر و 𝐵 چپ 𝑅⁃مدول هر برای اگر گویند، ℱ⁃فانتوم را چپ 𝑅⁃مدول های از 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝐴
فو توسط بار اولین ℱ⁃فانتوم ریخت های مفهوم باشد. داشته تعلق ℱ(𝑋, 𝐵) به 𝜑 طول در 𝜀 عقب بر نمودار ،𝜀 ∶ ۰ → 𝐵 → 𝐿 → 𝐴 → ۰
Ext آن در که می باشند Ext⁃فانتوم ریخت های حقیقت در فانتوم ریخت های تعریف، به توجه با است. شده مطالعه و معرفی [۴] هرزوگ و
Ext از ℱ مانند تابعگون زیر یک آیا که می آید پیش سوال این طبیعی بەطور لذا می باشد. 𝑅⁃مدول ها از محض کوتاه و دقیق دنبالەهای همه رده

می شود. داده مثبت پاسخ سوال این به مقاله این در باشند. ℱ⁃فانتوم ریخت های دقیقاً 𝑛⁃فانتوم ریخت های آن در که است موجود

اصلی نتایج .۲
باشد. Δ𝑛⁃فانتوم ریخت، یک 𝑓 اگر تنها و اگر است، 𝑛⁃فانتوم ریخت یک ،𝑓 ∶ 𝑀 ⟶ 𝑁 𝑅⁃همریختی (۱ .۱ .۲ قضیه

باشد. 𝑛∇⁃فانتوم ریخت یک 𝑔 اگر تنها و اگر است (𝑛−Ext)⁃فانتوم ریخت یک ،𝑔 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 𝑅⁃همریختی (۲
می باشند. معادل زیر عبارت های صورت این در باشد. حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۲ .۲ قضیه

است. چپ 𝑛⁃فانتوم بدون حلقه یک 𝑅 (۱
است. خودتوان 𝑛⁃فانتوم، ریخت های از 𝜙𝑛 ایدەآل (۲

.Ext۱(𝛾,𝑀) = ۰ داریم، 𝑀 چپ 𝑅⁃مدول 𝑛)⁃هم تاب − ۱) هر و 𝛾 ∈ 𝜙𝑛 هر برای (۳
می باشد. 𝑀 از ℱ𝑙𝑛−۱⁃پوشش یک ،𝑀 𝜙𝑛⁃پوشش ،𝑀 چپ 𝑅⁃مدول هر برای (۴

.𝑓 ∈ ⟨۱𝐴 ∶ ۱𝐴 ∈ 𝜙𝑛⟩ آنگاه ،𝑓𝑔 ∈ ⟨۱𝐴 ∶ ۱𝐴 ∈ 𝜙𝑛⟩ و Tor𝑛⁃بروریختی یک 𝑔 اگر (۵
می باشند. معادل زیر عبارات صورت این در باشد. چپ منسجم حلقه یک 𝑅 کنیم فرض .۳ .۲ قضیه

است. چپ 𝑛−Ext⁃فانتوم بدون حلقه یک 𝑅 (۱
.Ext۱

𝑅(𝛾,𝑀) = ۰ ،𝑀 𝑛)⁃تصویری − ۱)−𝐹𝑃 𝑅⁃مدول هر برای و 𝛾 ∈ 𝜓𝑛 هر برای (۲
می باشد. 𝑁 از پوش ℱℐ𝑛−۱⁃پیش یک 𝑁 پوش 𝜓𝑛⁃پیش ،𝑁 چپ 𝑅⁃مدول هر برای (۳

.𝑔 ∈ ⟨۱𝐴 ∶ ۱𝐴 ∈ 𝜓𝑛⟩ آنگاه ،𝑓𝑔 ∈ ⟨۱𝐴 ∶ ۱𝐴 ∈ 𝜓𝑛⟩ و بوده Ext𝑛⁃تکریختی یک 𝑓 اگر (۴

مراجع
[1] M. Auslander and S. Smalo. Preprojective modules over artin algebras. J. Algebra, 66:61–122, 1980.
[2] D. Benson and Ph.G. Gnacadja. Phantom maps and modular representation theory I. Fund. Math., 161:37–91, 1999.
[3] E.E. Enochs. Injective and flat covers, envelopes and resolvents. Israel J. Math., 39:189–209, 1981.
[4] X.H. Fu and I. Herzog. Powers of the phantom ideal. Proc. London Math. Soc., 112:714–752, 2016.
[5] X.H. Fu, P.A. Guil Asensio, I. Herzog, and B. Torrecillas. Ideal approximation theory. Adv. Math., 244:750–790, 2013.
[6] I. Herzog. The phantom cover of a module. Adv. Math., 215:220–249, 2007.
[7] C.A. McGibbon. Phantom maps. In: Handbook of Algebraic Topology, Elsevier Science B.V., Amsterdam, pages 1209–1257, 1995.
[8] A. Neeman. The brown representability theorem and phantomless triangulated categories. J. Algebra, 151:118–155, 1992.
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متقارن ناجابحایی گراف با گروەها
باشب قره داود ،آ، خسروی∗ حسن

گنبدکاووس شهرستان گنبدکاووس، دانشگاه آاستادیار،
گنبدکاووس شهرستان گنبدکاووس، دانشگاه محض، ریاضی بدانش آموخته

چکیده
هستند. متقارن 𝐴𝑢𝑡(𝐺) ناجابجایی گراف که می کنیم مشخص را 𝐺 غیرآبلی متناهی مولد ۲ گروەهای مقاله این در
𝐺 ≅ یا 𝐺 ≅ 𝑄۸ اگر فقط و اگر است 𝐴𝑢𝑡(𝐺)⁃متقارن ،𝐺 متناهی ۲⁃مولده گروه یک دید خواهیم حقیقت در

.𝑝𝑛 > ۲ و 𝑛 > ۰ بوده، اول عدد یک 𝑝 که 𝑥, 𝑦 𝑥𝑝𝑛 = 𝑦𝑝𝑛 = [𝑥, 𝑦]𝑝 = [𝑥, 𝑦, 𝑦] = [𝑥, 𝑦, 𝑥] = ۱

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
ناجابجایی گراف
خودریختی گروه

متقارن گراف
2020 MSC:

13H10
13D02
13D07
16G30

مقدمه .۱
:۱ پیترکامرون اصلی قدیمی مسائل در شده مطرح [۳] از ۳۱ مسئله

ناجابجایی عناصر از شده مرتب دوتایی های مجموعه روی انتقالی بەصورت آن خودریختی گروه که دارد را خاصیت این متناهی گروه کدام سؤال:
کند؟ عمل

مطرح خصوصیت که باشد متناهی غیرآبلی گروه یک 𝐺 کنید فرض دارد. را بالا سؤال در شده مطرح خصوصیت بدیهی بەطور آبلی گروه هر
𝐴𝑢𝑡(𝐺) آن در که است، 𝐴𝑢𝑡(𝐺)⁃متقارن ،Γ𝐺 ناجابجایی گراف که است معنی این به خصوصیت این کند، برآورده را بالا سؤال در شده
تمام از مجموعەای یال ها مجموعه و (𝐺 مرکز 𝑍(𝐺) ) است 𝐺 − 𝑍(𝐺) آن رأس های مجموعه که است گرافی Γ𝐺 است. 𝐺 خودریختی گروه
زیرگروهی 𝐾 که می شود، نامیده 𝐾⁃متقارن ،Γ گراف که می کنیم یادآوری کنید). نگاه [۲] یا [۱] (به هستند 𝐺 عناصر از ناجابجایی دوتایی های

کند. عمل Γ از مجاور رئوسی از مرتب زوج های مجموعەی روی انتقالی بەطور 𝐾 اگر است، 𝐴𝑢𝑡(Γ) از
این در می باشد. اول عدد یک 𝑝 آن در که است ۲ فراتینی کلاس از 𝑝⁃گروه یک بالا مسئله در صادق 𝐺 گروه [۳] اسپیگا پابلو از نتیجەای طبق
اگر که دید خواهیم حقیقت در می شود. داده بهبود بالا در شده اشاره اسپیگا نتیجه و پرداخت خواهیم بالا سؤال در صادق گروەهای مطالعه به مقاله
دید خواهیم هم چنین است. مقدماتی آبلی 𝐺

𝑍(𝐺) و ۲ کلاس از پوچ توان 𝐺 آنگاه باشد، 𝐴𝑢𝑡(𝐺)⁃متقارن آن ناجابجایی گراف که باشد گروهی 𝐺
ارائه گروەها این از مشخصەسازی یک بەعلاوه و بود خواهند 𝐺 خاصیت همان دارای و بوده یکریخت 𝐺 از غیرآبلی مولده دو زیرگروه دو هر که
یکریخت 𝑥, 𝑦 𝑥𝑝𝑛 = 𝑦𝑝𝑛 = [𝑥, 𝑦]𝑝 = [𝑥, 𝑦, 𝑦] = [𝑥, 𝑦, 𝑥] گروه با یا است (𝑄۸) هشت تایی گروه یک یا 𝐺 آن طبق که شد خواهد

.𝑝𝑛 > ۲ و 𝑛 > ۰ که است

∗سخنران
باش) قره (داود second.author@gmail.com خسروی)، (حسن first.author@gmail.com الکترونیک: پست

1Peter Cameron
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اصلی نتایج .۲
.𝐺 = ⟨𝑋⟩ آنگاه ،𝐺 = ⟨𝑋, 𝑥⟩ ،𝑋 مجموعه هر برای اگر گوییم نامولد را 𝐺 از 𝑥 عنصر .۱ .۲ تعریف

تمام اشتراک را آن و داده نمایش (𝐹𝑟𝑎𝑡(𝐺)) یا 𝜙(𝐺) با را 𝐺 فراتینی زیرگروه صورت این در باشد. گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۲ .۲ تعریف
.𝜙(𝐺) = 𝐺 آنگاه نباشد، ماکسیمال زیرگروه دارای 𝐺 اگر که می کنیم) (قرارداد است واضح می کنیم. تعریف 𝐺 از ماکسیمال زیرگروەهای

است. 𝐺 از نامولدها تمام شامل 𝜙(𝐺) ،𝐺 گروه هر در .۳ .۲ قضیه
زوج های مجموعه روی انتقالی بەصورت 𝐺 خودریختی گروه که دارد را ویژگی این که باشد متناهی غیرآبلی گروه یک 𝐺 کنید فرض .۴ .۲ لم

صورت: این در می کند. عمل ناجابجایی عناصر از مرتب
می کند. عمل 𝐺 − 𝑍(𝐺) روی انتقالی بەصورت 𝐴𝑢𝑡(𝐺) (۱)

.(|𝑥| = |𝑦|) یا 𝑜(𝑥) = 𝑜(𝑦) داریم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 − 𝑍(𝐺) هر بەازای (۲)
.𝐶𝐺(𝑥) ≅ 𝐶𝐺(𝑦) داریم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 − 𝑍(𝐺) هر بەازای (۳)

یعنی است، 𝐺 با یکسانی خاصیت دارای 𝐺 از 𝐻 غیرآبلی ۲⁃مولد زیرگروه هر و هستند ریخت یک 𝐺 غیرآبلی ۲⁃ولد زیرگروه دو هر (۴)
می کند. عمل 𝐻 ناجابجایی عناصر مرتب زوج های مجموعه روی انتقالی بەصورت 𝐻 خودریختی گروه

است. 𝑃⁃گروه یک 𝐺 اول، 𝑃 برخی بەازای (۵)
است. مقدماتی آبلی 𝐺 − 𝑍(𝐺) و است ۲ ردەی از پوچ توان 𝐺 بەویژه است) 𝐺 فراتینی زیرگروه 𝜙(𝐺)) 𝜙(𝐺) ⩽ 𝑍(𝐺) (۶)

از 𝐺 اگر صورت این در است. متقارن 𝐴𝑢𝑡(𝐺) ،𝐺 از ناجابجایی گراف که باشد متناهی و بوده مولده ۲ گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۵ .۲ قضیه
متقارن 𝐺×𝐴 از ناجابجایی گراف آنگاه ،𝐺 ≅ 𝑄۸ وقتی نیست برابر 𝑞 با که باشد 𝑞 شمارنده نمای از دلخواه متناهی آبلی گروه یک 𝐴 و 𝑞 نمای

است.
،𝐺 از ناجابجایی گراف صورت این در است. 𝑄۸ با یکریخت زیرگروهی شامل که باشد متناهی غیرآبلی ۲⁃گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۶ .۲ قضیه

است. مقدماتی آبلی ۲⁃گروه یک 𝐸 آن در که ،𝐺 ≅ 𝑄۸ × 𝐸 اگر فقط و اگر است متقارن 𝐴𝑢𝑡(𝐺)

مراجع
[1] A. Abdollahi, A. Akbari, and H.R. Maimani. Non-commuting graph of a group. J. Algebra, 298:468–492, 2006.
[2] A.R. Moghaddamfar, W. Shi, W. Zhou, and A.R. Zokayi. On the noncommuting graph associated with a finite gorup. Siberian Math. J., 46

(2):328–332, 2005.
[3] Peter Cameron’s Home page. Old problems. http://www.maths.qmul.ac.uk/ pjc/oldprob.html.
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𝑛)⁃انگل + ۱
۲) گروەهای بررسی

کریمیب کریمیان رقیه ،آ، خسروی∗ حسن
گنبدکاووس شهرستان گنبدکاووس، دانشگاه آاستادیار،

گنبدکاووس دانشگاه محض، ریاضی ارشد کارشناسی بدانش آموخته

چکیده
صدق [𝑥, 𝑛𝑦, 𝑥] = ۱ قانون در اگر گوییم ⁃انگل 𝑛 + ۱

۲ را 𝐺 گروه باشد. مثبت صحیح عدد یک 𝑛 کنید فرض
در دارند. قرار گروەهای(𝑛+۱)⁃انگل و 𝑛⁃انگل گروەهای واریتەهای بین ⁃انگل 𝑛 + ۱

۲ گروەهای واریته کند.
موضعاً ⁃انگل ۴ + ۱

۲ ,۲}⁃گروەهای ۳} همه که دید خواهیم بەخصوص می کنیم. مطالعه را گروەها این ما مقاله این
پوچ توان موضعاً 𝐺𝑝 آنگاه است، اول ،𝑝 ⩾ ۵ که باشد ⁃انگل ۴ + ۱

۲ 𝑝⁃گروه ،𝐺 اگر بەعلاوه هستند. پوچ توان
است.

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

پوچ توان گروه
𝑛⁃انگل گروه
گروەها واریته

2020 MSC:
20E34
20E25

مقدمه .۱
می گردد. تعریف 𝑔−۱ℎ−۱𝑔ℎ بەصورت و می شود داده نشان [𝑔, ℎ] با (𝑔, ℎ) زوج جابجاگر .𝑔, ℎ ∈ 𝐺 و باشد گروه یک 𝐺 کنید فرض
[𝑔, 𝑛+۱ℎ] = و [𝑔, ۱ℎ] = [𝑔, ℎ] ،𝑛 ⩾ ۱ هر برای بەطوری که است مثبت صحیح عدد یک 𝑛 که می کنیم تعریف را [𝑔, 𝑛ℎ] بازگشتی بەطور
بەطوری که دارد وجود 𝑘 = 𝑘(𝑔, ℎ) مثبت صحیح عدد 𝑔, ℎ ∈ 𝑆 هر برای اگر است، 𝐺 از انگل مجموعه یک 𝑆 ⊆ 𝐺 .[[𝑔, 𝑛ℎ] , ℎ]
،𝐺 = 𝑆 اگر علاوەبراین و است 𝑛⁃انگل زیرمجموعه یک 𝑆 گوییم باشد، کران دار بالا از 𝑛 مثبت صحیح عدد برخی توسط 𝑘 اگر .[𝑔, 𝑘ℎ] = ۱
هم چنین، .[𝑥, 𝑛𝑎] = ۱ ،𝑥 ∈ 𝐺 هر برای اگر است چپ 𝑛⁃انگل ،𝑎 ∈ 𝐺 عنصر می کنیم یادآوری گوییم. 𝑛⁃انگل گروه یک را 𝐺 آنگاه
نشان 𝑅𝑛(𝐺) با را راست 𝑛⁃انگل عناصر و 𝐿𝑛(𝐺) با را چپ 𝑛⁃انگل عناصر زیرمجموعه .[𝑎, 𝑛𝑥] = ۱ ،𝑥 ∈ 𝐺 هر برای اگر است 𝑛⁃انگل

می دهیم.
است. انگل گروه یک خاصیت این با گروه هر که است واضح معادلند؛ 𝑅𝑛(𝐺) = 𝐺 و 𝐺 = 𝐿𝑛(𝐺) عبارت های آنگاه باشد، گروه یک 𝐺 اگر

است. چپ و راست 𝑛⁃انگل عنصر یک همزمان 𝑛⁃انگل گروه یک از عنصر هر بنابراین
قرن ابتدای در می توان را انگل نظریه سرچشمه است. گرفته صورت انگل گروەهای و عناصر زمینه در وسیعی فعالیت های اخیر، قرن نیم در
از مقالەای نظریه، این شده شناخته مبداء دارد. نزدیکی پیوند برنساید مسائل با موضوع این واقع، در کرد. جستجو برنساید مقالات در و بیستم
که است واضح .[۱] شد مطرح بار اولین برای گردید، معرف برنساید مسائل به که مسائلی آن در و شد ارائه ۱۹۰۱ سال در که است برنساید
پوچ توان است ممکن انگل گروەهای کلی، حالت در دهد نشان که یافت مثال هایی می توان حال این با است. انگل گروه یک پوچ توان گروه هر
یک از 𝑥𝐺 نرمال بستار اگر فقط و اگر است ۲⁃انگل ،𝐺 گروه یک که شود) مراجعه ۲۷۳ صفحه [۲] کرد( ثابت لوی ،۱۹۴۲ سال در نباشند.

∗سخنران
کریمی) کریمیان (رقیه second.author@gmail.com خسروی)، (حسن first.author@gmail.com الکترونیک: پست



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ خسروی حسن و کریمی کریمیان رقیه ۱۵۸

زیر سؤال دو پاسخ یافتن برای تلاش در را نتایج این لوی است. ۳ حداکثر رده از پوچ توان ۲⁃انگل گروه هر بەعلاوه باشد. آبلی دلخواه عنصر
است: آورده بدست

است؟ پوچ توان بی تاب، 𝑛⁃انگل گروه دو هر آیا .۱
است؟ پوچ توان موضعاً 𝑛⁃انگل، گروه هر آیا .۲

کرد ثابت او داد. مثبت پاسخ سؤال دو هر به شرایطی تحت ،۱۹۶۱ سال در هاینکن اما نبود. ساده ۳⁃انگل گروەهای برای سؤال دو این به پاسخ
۵⁃گروەهای و ۵⁃گروەها ۲⁃گروەها، بەعلاوه است. ۴ حداکثر رده از پوچ توان ،۵ یا ۲ مرتبه عنصر نداشتن صورت در ،𝐺 ۳⁃انگل گروه هر که

نیستند. پوچ توان که موجودند ۳⁃انگلی
انگل عنصر راست، انگل عنصر یک معکوس 𝐺 گروه هر در کرد: ثابت انگل عناصر برای شود) مراجعه ۲۷۰ صفحه [۲] (به هاینکن ۱۹۶۰ سال در
.𝑅(𝐺)−۱ ⊆ 𝐿(𝐺) و 𝑅𝑛(𝐺)−۱ ⊆ 𝐿𝑛(𝐺) بنابراین است. چپ (𝑛+۱)⁃انگل عنصر یک راست، 𝑛⁃انگل عنصر یک معکوس و است چپ
گروه یک +𝑛)⁃انگل ۱

۲) گروه هر که است واضح کند. صدق [𝑥, 𝑛𝑦, 𝑥] = ۱ اتحاد در 𝑦 و 𝑥 هر برای اگر گوییم +𝑛)⁃انگل ۱
۲) 𝐺را گروه حال

گروەهای و عناصر داریم نظر در مقاله این در دارند. قرار گروەهای(𝑛+۱)⁃انگل و واریته در گروەها از واریته این دید خواهیم و است 𝑛⁃انگل
از پوچ توان 𝑅 = ⟨𝑎, 𝑏⟩ که دید خواهیم و پرداخت خواهیم {𝑎, 𝑏, 𝑎−۱, 𝑏−۱} ۳⁃انگل مجموعه مطالعه به و کنیم مطالعه را 𝑛)⁃انگل + ۱

۲)
۴)⁃انگل + ۱

۲) ,۲}⁃گروەهای ۳} دید خواهیم داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را ۴)⁃انگل + ۱
۲) گروەهای هم چنین است. ۴ حداکثر کلاس

هستند. پوچ توان موضعاً

اصلی نتایج .۲
صورت: این در باشد. صحیح عدد یک 𝑛 و گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

.[𝑥, 𝑛𝑎, 𝑥] = ۱ ،𝑥 ∈ 𝐺 هر برای اگر است چپ 𝑛)⁃انگل + ۱
۲) عنصر یک 𝑎 ∈ 𝐺 گوییم (۱

.[𝑎, 𝑛𝑥, 𝑎] = ۱ ،𝑥 ∈ 𝐺 هر برای اگر است راست 𝑛)⁃انگل + ۱
۲) عنصر یک 𝑎 ∈ 𝐺 گوییم (۲

کند. صدق [𝑥, 𝑛𝑦, 𝑥] = ۱ قانون در اگر است گروه 𝑛)⁃انگل + ۱
۲) یک 𝐺 گوییم (۳

روابط در صادق مولده دو گروه بزرگترین 𝑅 = ⟨𝑎, 𝑏⟩ کنید فرض .۲ .۲ قضیه
𝑒۳(𝑎, 𝑏) = 𝑒۳(𝑏, 𝑎) = 𝑒۳(𝑎−۱, 𝑏−۱) = 𝑒۳(𝑏−۱, 𝑎−۱) = ۱

است. ۴ حداکثر کلاس از پوچ توان 𝑅 صورت این در باشد.
است. پوچ توان موضعاً 𝐺 صورت این در باشد. ۴)⁃انگل + ۱

۲) ۲⁃گروه، یک 𝐺 کنید فرض .۳ .۲ گزاره

است. پوچ توان موضعاً 𝐺 صورت این در باشد. ۴)⁃انگل + ۱
۲) ۳⁃گروه، یک 𝐺 کنید فرض .۴ .۲ گزاره

است. پوچ توان موضعاً 𝐺 صورت این در باشد. ۴)⁃انگل + ۱
۲) ,۲}⁃گروه، ۳} یک 𝐺 کنیم فرض .۵ .۲ قضیه

است. پوچ توان موضعاً 𝐺𝑝 صورت این در .𝑝 ⩾ ۵ و باشد ۴)⁃انگل + ۱
۲) 𝑝⁃گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۶ .۲ قضیه

مراجع
[1] L.C. Kappe. Right and left Engel elements in metabelian groups. Comm. Algebra., 9(12):1295–1306, 1981.
[2] D.J.S. Robinson. A course in the Theory of Groups. Springer-Verlag, New York, 1996.
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۱۶۰–۱۵۹ صص. ،AL–260 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

سوزوکی گروەهای در غیرپوچ توان زیرمجموعەهای
زادهب تکه مارال ،آ، خسروی∗ حسن

گنبدکاووس شهرستان گنبدکاووس، دانشگاه آاستادیار،
گنبدکاووس شهرستان گنبدکاووس، دانشگاه ارشد، کارشناسی بدانش آموخته

چکیده
غیرپوچ توان را 𝐺 گروه از 𝐴 زیرمجموعەی باشد. پوچ توان گروەهای تمام کلاس 𝒩 و گروه یک 𝐺 کنیم فرض
،𝐺 از 𝐵 غیرپوچ توان زیرمجموعەی هر برای اگر .⟨𝑎, 𝑏⟩ ∉ 𝒩 ،𝐴 از 𝑏 و 𝑎 متمایز عنصر دو هر برای اگر گوییم
با باشد) موجود (اگر را آن اصلی عدد و گفته 𝐺 از ماکسیمال غیرپوچ توان زیرمجموعەی یک را 𝐴 آنگاه ،|𝐴| ⩾ |𝐵|
𝑆𝑢𝑧(𝑞) که کرد خواهیم مطالعه را 𝑤(𝒩𝑃𝐺𝐿(۲,𝑞)) و 𝑤(𝒩𝑛(𝑞)) ما پایان نامه این در می شود. داده نمایش 𝑤(𝒩𝐺)
𝑞 با میدان روی ۲ درجه از تصویری عمومی خطی گروه 𝑃𝐺𝐿(۲, 𝑞) و عنصر 𝑞 با میدان روی سوزوکی ساده گروه

است. عنصر

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

۱ کلیدواژه
۲ کلیدواژه
۳ کلیدواژه

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
مقاله این در ببینید). را [۳–۱] منابع مثال (بەعنوان کرد نظیر گراف یک 𝐺 گروه به می توان زیادی روش های به باشد. گروه یک 𝐺 کنیم فرض
رأس دو و 𝐺 آن رئوس که است گرافی ،𝐺 نظیر غیرپوچ توان گراف می کنیم. استفاده 𝐺 گروه نظیر غیرپوچ توان گراف نمایش برای 𝒩𝐺 نماد از
گفته پوچ توان ضعیف بەطور 𝐺 گروه که می کنیم یادآوری باشد. غیرپوچ توان آن ها توسط شده تولید زیرگروه اگر هستند، مجاور گراف این از
پس بود. نخواهد یالی هیچ شامل 𝒩𝐺 آنگاه باشد، پوچ توان ضعیف بەطور 𝐺 اگر پس باشد. پوچ توان آن از ۲⁃مولده زیرگروه هر اگر می شود،
زیرگراف که Γ گراف از 𝐶 زیرمجموعه یک نیستند. ضعیف پوچ توان که باشیم گروەهایی مطالعه دنبال به باید ما غیرپوچ توان گراف مطالعه در
آن و گفته Γ خوشەای عدد را Γ گراف یک از باشد) موجود (اگر خوشه بزرگترین اندازه گوییم. خوشه یک را است کامل زیرگراف آن از القایی
ندهد. پوچ توان زیرگروه تشکیل 𝐴 متمایز عناصر از جفت هیچ اگر گوییم غیرپوچ توان را 𝐺 گروه از 𝐴 زیرمجموعه می دهیم. نمایش 𝑤(Γ) با را
است 𝒩𝐺 در خوشه یک 𝒩𝐺 غیرپوچ توان گراف در 𝐴 القایی زیرگراف آنگاه باشد، 𝐺 از غیرپوچ توان زیرمجموعەی یک 𝐴 اگر که است واضح

.𝑤(𝒩𝐺) = |𝐴| آنگاه باشد، باشد) موجود (اگر 𝐺 از ماکسیمال غیرپوچ توان زیرمجموعەی یک 𝐴 اگر و
𝒜𝐺 اگر که کرد مطرح را سؤال این او حقیقت در است. شده مطرح ۱۹۷۵ سال در که می باشد اردوش سؤال گراف، این با مرتبط مسائل از یکی
کامل زیرگراف هیچ دارای 𝒜𝐺 اگر نشوند، جابجا اگر مجاورند رأس دو و 𝐺−𝑍(𝐺) آن رئوس که گرافی باشد، 𝐺 گروه نظیر ناجابجایی گراف

دارد؟ وجود 𝒜𝐺 خوشەای عدد برای کرانی آیا نباشد، نامتناهی
از استفاده با و هستند مرکز⁃بەواسطه⁃متناهی کند، صدق اردوش مسئله در آن ها گراف که غیرآبلی گروەهای که داد نشان نیومن بعد سال یک

کرد. ارائه آن ها ناجابجایی گراف خوشەای عدد برای کرانی گروه در مرکز شاخص

∗سخنران
زاده) تکه (مارال second.author@gmail.com خسروی)، (حسن first.author@gmail.com الکترونیک: پست



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ زاده تکه مارال و خسروی حسن ۱۶۰

و کرد ارائه 𝑤(𝒩𝐺𝐿(𝑛,𝑞)) برای پایینی کرانی [۴] آزاد هم چنین کردند. مطالعه 𝐺 گروه ساختار در را 𝑤(𝒩𝐺) تأثیر [۲] زرین و عبدالهی اخیراً
کرد. ارائه 𝑤(𝒩𝑃𝑆𝐿(۲,𝑞)) برای کوتاەتری اثبات [۵] زرین بەعلاوه آورد. بدست را 𝑤(𝒩𝑃𝑆𝐿(۲,𝑞))

اصلی نتایج .۲
داریم صورت این در نیست. ضعیف پوچ توان که باشد گروهی یک 𝐺 کنید فرض .۱ .۲ قضیه

.𝑤(𝒩𝐺) + ۱ ⩽ |𝑛𝑖𝑙𝑝(𝐺)| (۱)
.𝑤(𝒩𝐺) + ۱ = |𝑛𝑖𝑙𝑝(𝐺)| آنگاه باشد)، 𝓃⁃گروه یک 𝐺 (یا باشد 𝐺 از پوچ توان زیرگروه یک 𝐺 از پوچ توان ساز هر اگر (۲)

𝑛𝑖𝑙𝐺(𝑥) = 𝐻 صورت این در .𝐶𝐺(𝑥) ⩽ 𝐻 ،𝑥 ∈ 𝐻 ∖ {۱} هر برای که باشد 𝐺 از پوچ توانی زیرگروه 𝐻 و گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۲ .۲ لم
.𝑥 ∈ 𝐻 ∖ {۱} هر برای

صورت این در .𝐺 = 𝑆𝑢𝑧(𝑞) و 𝑟 = ۲𝑚 ،𝑞 = ۲۲𝑚+۱ دهیم قرار .۳ .۲ قضیه
هستند. 𝐺 از هال زیرگروەهای 𝑢۲ و 𝑢۱ .𝑞 − ۲𝑟 + ۱ و 𝑞 + ۲𝑟 + ۱ مرتبەی ار 𝑢۲ و 𝑢۱ دوری زیرگروەهای دارای 𝐺 (a

بەویژه .𝑢 = 𝑢𝑖 هر برای 𝑢𝑡𝑖 = 𝑢𝑞 که 𝑁𝐺(𝑢𝑖) = ⟨𝑢𝑖 , 𝑡𝑖⟩ و [𝑁𝐺(𝑢𝑖) = 𝑢𝑖] = ۴ هم چنین .𝐶𝐺(𝑢) = 𝑢𝑖 ،۱ ≠ 𝑢 = 𝑢𝑖 اگر (b
است. 𝑢𝑖 هسته با بیونی فرد گروه 𝑁𝐺(𝑢𝑖)

هستند. 𝐺 از افراز یک 𝑢۲ و 𝑢۱ ،ℎ ،𝑓 مزدوج های (e
است. پوچ توان 𝐶𝐺(𝑔) آنگاه ،۱ ≠ 𝑔 ∈ 𝑆𝑢𝑧(𝑞) = 𝐺 اگر .۴ .۲ قضیه

صورت این در .(𝑚 > ۰, 𝑞 = ۲۲𝑚+۱) 𝐺 = 𝑆𝑢𝑧(𝑞) کنیم فرض .۵ .۲ قضیه

𝑤(𝒩𝐺) = (𝑞۲ + ۱) + 𝑞۲(𝑞۲ + ۱)
۲ + 𝑞۲(𝑞۲ + ۱)(𝑞 − ۱

۴(𝑞 + ۲𝑟 + ۱) + 𝑞۲(𝑞۲ + ۱)(𝑞 − ۱)
۴(𝑞 − ۲𝑟 + ۱)

.𝑟 = 𝑞
۲ که

صورت این در باشد. متناهی گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۶ .۲ لم
.𝑤(𝒩𝐻) ⩽ 𝑤(𝒩𝐺) ،𝐺 از 𝐻 زیرگروه هر برای (۱)

.𝑤(𝒩 𝐺
𝑀
) ⩽ 𝑤(𝒩𝐺) ،𝐺 از 𝐺

𝑀 غیرآبلی عامل هر برای (۲)
باشد. 𝑍∗(𝑤) در مشمول 𝐺 از نرمال زیرگروه یک 𝐾 وقتی 𝑤(𝒩 𝐺

𝐾
) = 𝑤(𝒩𝐺) (۳)

،𝑃𝑆𝐿(۲, ۷) و 𝑆۵ یا 𝑃𝐺𝐿(۲, ۷) اگر فقط و اگر 𝑤(𝒩𝐺) ⩽ ۷۲ صورت این در باشد. غیرآبلی نیم ساده گروه یک 𝐺 کنید فرض .۷ .۲ قضیه
.𝐺 ≅ 𝐴۵

صورت این در باشد. غیرآبلی متناهی ساده گروه یک 𝐺 کنیم فرض .۸ .۲ نتیجه
.𝐺 ≅ 𝐴۵ ⇔ 𝑤(𝒩𝐺) = ۲۱ (۱

.𝐺 ≅ 𝑃𝑆𝐿(۲, ۷) ⇔ 𝑤(𝒩𝐺) = ۵۷ (۲

مراجع
[1] A. Abdollahi. Engel graph associated with a group. J. Algebra., 318:680–691, 2007.
[2] A. Abdollahi and M. Zarrin. Non-nilpotent graph of a group. Comm. Algebra., 38:4390–4403, 2010.
[3] A. Abdollahi, A. Akbari, and H. R. Maimani. Non-commuting graph of a group. J. Algebra, 298:468–492, 2006.
[4] A. Azad. On nonnilpotent subscts in general liner groups. Bull. Austral. Math. Soc., 83:369–375, 2011.
[5] M. Zarrin. Ensuring a group is weakly nilpotent. Comm. Algebra, 40:4739–4752, 2012.
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۱۶۴–۱۶۱ صص. ،GT–134 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

معماری در فراکتال هندسه کاربرد تحلیل و بررسی
عزیزیب عبدالحفیظ ،آ، کرنگیش∗ سارا

مشهد نور پیام دانشگاه سازی، بهینه گرایش کاربردی، ریاضی دکتری آدانشجوی
بلوچستان و سیستان دانشگاه کاربردی، شیمی دکتری بدانشجوی

چکیده
کار به آنها در را کلاسیک حساب روشهای بتوان که میشد مربوط توابعی و ها مجموعه به بیشتر ریاضیات گذشته، در
نظمی بی میزان و نیستند منظم وجه هیچ به اقلیدسی هندسی شکلهای خلاف بر که هستند شکلهایی فراکتالها برد.

است. یکسان مقیاسها همه در آنها،
عصر در خطی غیر فیزیک و پیچیدگی نظریه ، نااقلیدسی هندسه ، آشفتگی نظریه همچون نوین مباحثی شدن مطرح با
مفهوم ابتدا مقاله دراین . است شده مطرح فراکتال معماري نام به بحثی و شده متحول نیز معاصر معماري ، حاضر
معماری در فراکتال هندسه کاربرد بررسی به ادامه در و می کنیم بیان را فراکتال هندسه و آشفتگی نظریه و فراکتال
با همراه را بیلبائو گوگنهایم موزه و آب مکعب مانند بناهایی معماری در فراکتال کاربرد مقاله پایان در می پردازیم.

می کنیم. بررسی آن ها اشکال تشریح

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

آشفتگی نظریه
فراکتال

فراکتال هندسه
بیلبائو گوگنهایم موزه

آب مکعب
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
ترین خلاقانه و ترین پیچیده خلق به دست کامپیوتر و تکنولوژی هندسه، ریاضیات، مانند جدید، علوم از گیری بهره با هنرمند اخیر قرن نیم در
که سالهاست هندسه این است. بررسی قابل که میشود محسوب کامپیوتر و ریاضی علوم از جدیدی شاخه فراکتال است. زده هنری فرمهای
نقض تردید، و شک مورد مصنوع هندسه و معماری در آن کارگیری به و گرفته قرار بررسی و بحث مورد متعدد ریاضیدانان و معماران توسط
میان دراین کرد. مشاهده میتوان فراکتال در را مختلفی نقاشیهای حتی و فرمها و ساختارها مختلف دورانهای هنر در است. شده واقع دفاع یا
انسان فکري فضاي فراکتال علم مقابل توانایی قدیم ریاضیات جدید. ریاضیات و نااقلیدسی هندسه شاخه در نوین است علمی نیز ۱ فراکتال ،
طبیعت ساختارهای هندسه در نوینی دیدگاه فراکتال علم ندارد. را طبیعت هاي پیچیدگی و امروز علم جدید نیازهاي به پاسخگویی عصر در را
جهان کرد عنوان نظریه این در مندلبرو شد. مطرح و کشف طبیعت از واقعی هندسه عنوان به مندلبرو، بنوآ فرانسوی ریاضیدان توسط که است
آن پتانسیل مهمترین که است نوینی پارادایم فراکتال هندسه هستند. فراکتال خصوصیات دارای طبیعی ساختارهای و دارد فراکتالی ابعادی هستی،
معماران درحالی که گیرد قرار توجه مورد می تواند فراکتال و معماری بین مستقیم رابطەای راستا این در که است فرم بر مبتنی ساختارهای خلق
در آن قوانین تدوین و طبیعت هندسه اصالت از جامع تبیین لیکن کردەاند، عنوان آن الگوهای و فراکتال ها بیان در را هایی نظریه اندیشمندان و
ارائه و کشف از است عبارت تحقیق این اصلی هدف است. گرفته قرار پژوهش این مدنظر فراکتال خصوصیات و ساختار بر نگرش با معماری
در مطالعه با معماری فضاهای آفرینش در عناصر بندی ترکیب چگونگی توصیف و فراکتال و هندسی ساختار بررسی با معماری در ساختار ایده

باشد. می فراکتال کارکردهای

∗سخنران

عزیزی) (عبدالحفیظ second.author@gmail.com کرنگیش)، (سارا Sara.karangish73@gmail.com الکترونیک: پست
1Fractal
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اصلی نتایج .۲
آشفتگی نظریه .۱ .۲

تلاطم Chaos مکانیک در آن مترادف و است آشفتگی و آشوب ، نظمی بی  ، ریختگی هم در معناي به لغت در Turbulence یا آشفتگی نظریه
مجموعه . اند آمیخته هم در ابد تا نظمی بی و نظم درآن که است دنیایی ، آشفتگی است نظم یا ساختار هرگونه فقدان معنی به واژه این باشد. می
دست به ریاضی ساده فرمول یک از نهایت بی حد در آشفتگی قوانین . است قوانین ترین ساده از یکی تابع که است شکلی ترین پیچیده مندلبرو،

آید. می
فراکتال مفهوم .۲ .۲

ایده تا دارد وجود ریاضی تعریف عبارت این برای قطعا،ً نمود. ابداع خورشیدی ۱۳۵۳ سال در بار اولین برای مندلبروت بنویت را فراکتال عبارت
دارد. وجود نزدیکترند ریاضی ایده این به که هائی پدیده توصیف منظور به مفهوم، این از تصویری کاربردی همچنین، کند. تشریح را آن هندسی
کوچکتری و کوچکتر های نظمی بی با هم باز کنید، بزرگ را آن قدر هر باشند؛ می کلاسیک هندسه شده شناخته های مجموعه بگوییم، سادتر
اجسام که است معتقد و می دهد قرار مطالعه مورد را نامنظم و پیچیده اجسام و ها پدیده که است هندسه از ای شاخه فراکتال شد. خواهید مواجه
۱ شکل کلم گل میباشند. پیوسته و نامنظم اعشاری، بعدهای دارای بلکه نمیکنند پیروی گسسته و منظم صحیح، بعدهای از طبیعی های پدیده و
نمونه اینها همه .... و شش و سیاهرگ ، ها سرخس شکل بالاخره و درختان برگ و تنه ، ریشه شکل ، باران و برف دانه ، ابرها ، ها کوه شکل ،

اند. فراکتالی اشکال از هایی

فراکتال از بارزی نمونه کلم، گل نوعی :۱ شکل

فراکتال هندسه .۳ .۲
تکراري اطلاعات حاوي و محدود بسیار اقلیدسی اشکال ظرفیت که درحالی ، است بالا ظرفیت با ساختارهائی داراي فراکتال هندسه .۱

است.
می دهد. نشان را آن دینامیک تغییرات و انرژي و دنیا ناهمواري و میکند ثبت را فضا در اشکال حرکت فراکتال ي هندسه .۲

است. طبیعت معماري از ریاضی بیان فراکتال هندسه .۳
است. نظمی بی از ریاضی تصویر فراکتال حقیفت در است. نظمی بی فراکتالی هاي ساختار مکانیزم .۴
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معماری در فراکتال
درك که کند می کمک طراح به هندسه مطالعه . است معماري براي بخش الهام و مهم پایه یک ، هندسه بخصوص ریاضیات که دانیم می ما همه
بایستی و کند نمی تامین اقلیدسی هندسه را بشر نیاز همیشه معماري در ولی . یابد دست طبیعی جهان و ما پیرامون در جزئیات جریان از بهتري
به تواند می را خود شور و زندگی که جذابیت و خلاقیت از ایست شاخه که کرد استفاده ، فراکتال نااقلیدسی هندسه نام به دیگري هندسه از

ببخشد. معماري فضاي
در ها انسان . است لازم معماري جذابیت حفظ براي تسلسل این . است جزئیات جالب تسلسل در معماري ترکیب یک فراکتالی خصوصیت
در که دلیل این به آنها . بود طبیعت نظم با معماریشان ، نبودند بیگانه طبیعت با مدرن دوره انسان مانند و زیستند می طبیعت در که قدیم روزگار
فراکتال نظم داراي نیز مصنوعاتش نتیجه در و یافت می رشد فراکتال نظم با یعنی طبیعت نظم با نیز ناخودآگاهشان ضمیر ، یافتند می رشد طبیعت

. دارد وجود معاصر معماري در که مدرن فراکتال معماري بود.
ساختار دادن نشان دنبال به معاصر معماران طبیعت، ساختارهاي با تشابه از هایش ساخته شدن دور و طبیعت با معاصر انسان بیگانگی دنبال به

زنند. می فراکتال هندسه از استفاده با فراکتال طراحی به دست گاهانه آ طور به و هستند آثارشان در طبیعت فراکتال
فراکتال معماری .۴ .۲

استفاده و متشابه خود اشکال و طبیعی هاي فراکتال از گرفتن الهام با که دارد وجود معماري در بسیاري هاي نمونه ، فراکتال تعریف به توجه با
براي گهري فرانک طرح ، فراکتال معماري در توجه جالب هاي ساختمان از یکی . اند گرفته شکل کلان و خرد مقیاس در تکرار و تناسبات از
ادامه در . است شده ساخته پکن در اخیرا” که است فراکتال معماري مشهور هاي ساختمان دیگر از آب مکعب و بیلبائو شهر در گوگنهایم موزه
فراکتال از گرفتن الهام با که دارد وجود معماري در بسیاري هاي نمونه ، فراکتال تعریف به توجه با . شوند می تشریح ها ساختمان این از تعدادي
در توجه جالب هاي ساختمان از یکی . اند گرفته شکل کلان و خرد مقیاس در تکرار و تناسبات از استفاده و متشابه خود اشکال و طبیعی هاي
که است فراکتال معماري مشهور هاي ساختمان دیگر از آب مکعب و بیلبائو شهر در گوگنهایم موزه براي گهري فرانک طرح ، فراکتال معماري

شوند. می تشریح ها ساختمان این از تعدادي ادامه در است. شده ساخته پکن در اخیرا
بیلبائو گوگنهایم موزه

بزرگ ، بیلبائو بندر بیلبائو گوگنهایم موزه واقع بیلبائو شهر در که است توجه جالب هاي ساختمان از یکی و جهان هاي موزه ترین معروف از
می گهري بعدي سه و سیال معماري از نمونه بهترین ، گوگنهایم موزه معماري است. اسپانیا شمال در باسک طلب جدایی ي منطقه شهر ترین
منحنی بعدي سه احجام . است شدن شکوفا و باز درحال گلی صورت نیزبه ساختمان پلان و بوده ماهی و کشتی شبیه بنا اصلی شکل . باشد
و اند یافته گسترش آن خارج محیط سمت به ساختمان ازمرکز ، گل یک هاي گلبرگ همچون ، شده پوشیده تیتانیم فلزي هاي ورق با که شکل

می شود. ماهی را خورشید نور

سمت شکفتن(عکس درحال گلی صورت به موزه پلان و موزه از هوایی تصویر و راست) سمت موزه(عکس و بیلبائو شهر از نمایی :۲ شکل
چپ)

خلاف بر است. رایانه آوري فن از استفاده در گهري طراحی روند در جالب بسیار نکته انجامد می کامل هاي ماکت ساخت به نهایت در ها مدل
بعدي سه و بعدي دو معمول CAD و 3ds Max ) کاتیا افزار نرم از گهري می کنند، استفاده خود کارهاي براي افزارهايی نرم از که معماران سایر

شود. می استفاده است جامدات طراحی به مربوط افزار نرم یک که مانند)
سال المپیک هاي بازي در ، آن شـفاف و حبـابی نمـاي خاطر به ” پکن المپیک آبی هاي ورزش استادیوم ” پروژه براي که است نامی ، آب مکعب
ملی استادیوم کنار در سالن این . میشود برگـزار آن در پکـن تابسـتانی المپیـک مسـابقات که است تاسیساتی ۳۷ از یکی و شده انتخاب ۲۰۰۸

اسـت. شـده واقع چین پکن شهر در و » پرنده آشیانه « به موسوم پکن
مانند حباب اجزاي از اي پیچیده آرایش حقیقت آب هاي مولکول اجتماع به شبیه بیشتر آن سازه و بوده شفاف و ساده مکعب یک شکل به پروژه
که ”است شوندگی قطعه ، قطعه ” ماهیت از بارزي مصداق همان این . است شده داده شکل ، حجیم و بزرگ مکعب یک بصورت که باشد می

باشد. می فراکتال هندسی فرم اصلی هاي مشخصه از یکی
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سمت ماهی(عکس فلس شبیه جلوه و نور انعکاس موزه، نمای و راست) سمت کشتی(عکس و ماهی شبیه موزه از ماهوارەای تصویر :۳ شکل
چپ)

آب مکعب جلوه و وسط) آن(تصویر خارج رستوران و آب مکعب راست)، سمت پرنده(تصویر آشیانه و آب مکعب از هوایی تصویر :۴ شکل
چپ) سمت شی(تصویر در دید رستوران و

گیری نتیجه .۳
معماري . است نظمی بی و نظم از ترکیبی بلکه ، نداشته مشخص نظامی تنها نه امروز جهان ، جدید علوم طبق بر که نمود عنوان باید پایان در
، سیال ، خطی غیر معماري . است شدن روز به و بینی پیش غیرقابل ، تغییر خود ، تنظیم خود ، خلاق جهانی ، جهان این خود همانند نو جهان
از متفاوت و ذرات اجزاء و موج با را جهان که است امروز جدید علوم هاي دیدگاه از متاثر ، یابد می رشد و توسعه امروزه که دار انحنا و نرم

. شناسد می گذشته
هنر ارتقاع و جدید مفاهیم کشف ، شکلی تقلید عدم باعث ، آن اساس بر گرفته شکل معماري فکري بناهاي زیر و جدید علوم مفاهیم شناخت
علم در جدید هاي پدیده با را خود هاي طرح و گرفته قرار ارجمند معماران نظر مد همواره بایستی موضوع این . شود می کشورمان در معماري
را المللی بین عرصه در کشورمان معماري فعال حضور زمینه گذشته همچون ، خود روز به هاي طرح ارائه با و داده وفق زمان هر در فلسفه و

باشند. کرده ایجاد
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گونه ژاکوبی برداری های میدان
،آ نجار∗ شریفی مرتضی

امیرکبیر صنعتی آدانشگاه

چکیده
می پردازیم. گونه” ”ژاکوبی برداری میدان های عنوان تحت برداری میدان های از خاصی نوع معرفی به مقاله این در
می تواند کیلینگ برداری میدان های با میدان ها نوع این بین که ارتباطاتی مربوطه، ویژگی  های و خواص بیان از پس
می دهیم. قرار بررسی و تحلیل مورد را می شود میدان دو این مفهوم شدن معادل باعث که شرایطی و باشد داشته وجود
این نیست” برقرار لزوما برعکس ولی است، گونه ژاکوبی برداری میدان یک کیلینگ، برداری میدان هر ” که گزاره این
سوال، این به پاسخ بر علاوه اینجا در که است؟ برقرار گزاره این عکس شرایطی چه تحت که می آورد بوجود را پرسش
را بودن) گونه ژاکوبی و بودن (کیلینگ برداری میدان های خاصیت دو این بودن معادل برای کافی و لازم شرط یک

کرد. خواهیم ارائه

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

ژاکوبی برداری میدان های
گونه ژاکوبی برداری میدان های

کیلینگ برداری میدان های
کانفرمال میدان های

اقلیدسی فضاهای
2020 MSC:

53C20
53B21

مقدمه .۱
می پردازیم گونه ژاکوبی میدان های معرفی به کیلینگ، برداری میدان های از خواصی بیان از بعد [ [؟ و [ [؟ از هایی ایده کمک به مقاله این در
مهم دوپرسش به سپس و داده قرار بررسی مورد کیلینگ برداری میدان های ویژه به و ژاکوبی برداری میدان های با را میدان ها این میان ارتباط و
منیفلدهای روی بر شرایطی چه تحت که اینکه یکی می دهیم؛ پاسخ گونەها) ژاکوبی و کیلینگ ها یعنی ) برداری میدان های از دسته دو این پیرامون
می توانیم ریمانی منیفلد یک روی شرایطی چه تحت اینکه دیگر، پرسش و باشد؛ هم گونه ژاکوبی می تواند کیلینگ، برداری میدان یک ریمانی،
آن روی دراینصورت باشد، کامل ریمانی منیفلد یک اگر شرایطی، داشتن با که داد خواهیم نشان راستا این در که بسازیم گونه ژاکوبی میدان
بحث، سراسر در که است ذکر به لازم کرد. تعریف می باشد، نیز نابدیهی گرادیان کانفرمال برداری میدان یک که گونه ژاکوبی میدان یک می توان

گردد. تصریح خلافش اینکه مگر اند، شده فرض همبند و هموار منیفلدها، تمامی
صفر 𝑋 امتدا در 𝑔 لی مشتق هرگاه است، کیلینگ برداری میدان یک 𝑋 ∈ 𝜒(𝑋) گوییم بگیرید. درنظر را (𝑀, 𝑔) ریمانی منیفلد .۱ .۱ تعریف
[ می باشد.[؟ 𝑋 برداری میدان امتداد در لی مشتق عملگر ℒ𝑋 و 𝑀 روی برداری میدان های تمام فضای 𝜒(𝑋) آن در که ℒ𝑋(𝑔) = ۰ یعنی شود،
برای و 𝑋(𝑞) = ۰ که قسمی به باشد موجود 𝑞 ∈ 𝑀 نقطه و باشد 𝑀 همبند ریمانی منیفلد روی کیلینگ برداری میدان یک 𝑋 اگر .۲ .۱ گزاره

.𝑋 = ۰ آنگاه ∇𝑋(𝑞)𝑌 = ۰ باشیم داشته 𝑌(𝑞) ∈ 𝑇𝑝𝑀 عضو هر
.[ [؟ اثبات.

∗سخنران
نجار) شریفی (مرتضی sharifinajjar@gmail.com الکترونیک: پست
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موضعی گروه 𝜑 ∶ (−𝜖, 𝜖) × 𝑈 → 𝑀 و 𝑝 همسایگی یک 𝑈 ⊂ 𝑀 و 𝑝 ∈ 𝑀 و 𝑋 ∈ 𝜒(𝑋) و ریمانی منیفلد یک (𝑀, 𝑔) اگر .۳ .۱ گزاره
معادل اند: زیر موارد آنگاه باشد، 𝑋 برداری میدان به وابسته تک⁃پارامتری

ضابطه با 𝑁 روی برداری میدان یک 𝑌و ایزومتری یک 𝑓 ∶ 𝑀 ⟶ 𝑁 و 𝑀 روی 𝐶∞ برداری میدان یک 𝑋 اگر الف:
باشد. کیلینگ 𝑋 اگر تنها و اگر است، کیلینگ 𝑌 میدان آنگاه 𝑝 ∈ 𝑀باشد،که 𝑌(𝑓(𝑝)) = 𝑑𝑓𝑝(𝑋(𝑝))

باشیم: داشته 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀)هر برای اگر تنها و اگر است، کیلینگ 𝑋 ب:
⟨∇𝑌𝑋, 𝑍⟩ + ⟨∇𝑍𝑋, 𝑌⟩ = ۰

[ [؟ اثبات.
اینکه برای کافی و لازم شرط باشد، ∇ لوی⁃چویتای التصاق با (𝑀, 𝑔) ریمانی منیفلد روی کیلینگ برداری میدان یک 𝑋 کنید فرض .۴ .۱ لم

باشد. (𝑀, 𝑔) روی ژئودزی یک 𝑋 برداری میدان انتگرال خم هر که است این باشد ثابت طول با 𝑀 روی 𝑋
[ [؟ اثبات.

کند: صدق ژاکوبی) (معادله زیر معادله در هرگاه نامیم، ژاکوبی برداری میدان یک را 𝛾 ژئودزیک خم طول در 𝐽 برداری میدان .۵ .۱ تعریف
𝐷۲
𝑑𝑡۲ 𝐽(𝑡) + 𝑅(𝐽(𝑡), 𝛾′(𝑡))𝛾′(𝑡) = ۰

𝑡 و مماس برداری میدان 𝛾′(𝑡) و 𝑀 روی ریمان انحنای تانسور 𝑅 و ∇ لوی⁃چویتای التصاق به وابسته کواریانت مشتق همان 𝐷 آن در که
است. ژئودزیک پارامتر

است. ژاکوبی ژئودزی، هر راستای در ریمانی منیفلد هر در کیلینگ برداری میدان هر می شود ثابت [ [؟ مرجع در
زیر معادله در 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) هر برای هرگاه می نامیم، (𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖 − 𝑇𝑦𝑝𝑒) گونه ژاکوبی را 𝑀 ریمانی منیفلد روی 𝜂 برداری میدان .۶ .۱ تعریف

کند: صدق
∇𝑋∇𝑋𝜂 − ∇𝜂∇𝑋𝑋 + 𝑅(𝜂, 𝑋)𝑋 = ۰

𝜓 = برداری میدان کردکه بررسی توان می براحتی (𝑔 = ∑𝑛
𝑖=۰ 𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑖) ،𝑔 کانونیک متر با (ℝ𝑛 , 𝑔) اقلیدسی فضای در .۷ .۱ مثال

∑𝑥𝑖 𝜕
𝜕𝑥𝑖

(ℒ𝜓𝑔)(𝑋, 𝑌) = ۲𝑔(𝑋, 𝑌) اینجا در چون اینکه همه از مهمتر و است گونه ژاکوبی ([ می نامند[؟ موقعیت برداری میدان آنرا (که ℝ𝑛 روی
[ نیست.[؟ کیلینگ 𝜓 بنابراین

شده داده نشان است، ژاکوبی میدان یک 𝑀 در ژئودزیک هر راستای در گونه، ژاکوبی میدان هر که اینکه اثبات با [ [؟ مرجع در .۸ .۱ ملاحظه
باشد، فشرده ریمانی، منیفلد اگر که شده داده نشان [ [؟ در همچنین باشد. می گونه ژاکوبی برداری میدان یک نیز کیلینگ برداری میدان هر که
کنیم، حذف را فشردگی شرط اگر که است این می شود مطرح اینجا در که سوالی حال می باشد. نیز کیلیلنگ آن در گونه ژاکوبی میدان هر آنگاه
پاسخ سوال این به که داریم قصد اینجا در بود؟ خواهد کیلینگ غیرفشرده ریمانی منیفلد یک روی گونه، ژاکوبی میدان یک شرایطی چه تحت

دهیم:
است: برقرار زیر معادله آنگاه باشد، 𝑀 ریمانی منیفلد روی گونه ژاکوبی برداری میدان یک 𝜂 اگر .۹ .۱ لم

∇𝑋∇𝑌𝜂 + 𝑅(∇, 𝑋)𝑌 = ۰
[ [؟ اثبات.

از تانسوری میدان یک 𝐵 و باشد 𝜂 با مرتبط دوگان یک⁃فرمی 𝜔 کنید فرض (𝑀, 𝑔) ریمانی منیفلد روی 𝜂 گونه ژاکوبی برداری میدان برای
می شوند: تعریف زیر روابط توسط 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) هر ازای به که باشد (۱, ۱) نوع از پادمتقارن تانسوری میدان یک 𝜑 و (۱, ۱) نوع

(ℒ𝜂𝑔)(𝑋, 𝑌) = ۲𝑔(𝐵𝑋, 𝑌)
𝑑𝜔(𝑋, 𝑌) = ۲𝑔(𝜑𝑋, 𝑌)
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داشت: خواهیم کازول فرمول کارگیری به با حال
∇𝑋𝜂 = 𝐵𝑋 + 𝜑𝑋 (۱)

داریم: (۹ .۱) لم با اخیر تساوی ترکیب از لذا
(∇𝑋𝐵)𝑌 + (∇𝑋𝜑)𝑌 + 𝑅(𝜂, 𝑋)𝑌 = ۰ (۲)

: (۱, ۱) نوع از 𝐴 تانسوری میدان برای که
(∇𝑋𝐴)𝑌 = ∇𝑋(𝐴𝑌) − 𝐴∇𝑋𝑌

معادله در 𝑌 = 𝑒𝑖 انتخاب با Ⅿ روی {𝑒۱, ..., 𝑒𝑛} متعامد موضعی قاب یک برای آنگاه کنیم، تعریف ℎ = 𝑇𝑟𝐵 بصورت 𝑀 روی را ℎ تابع اگر
آورد: خواهیم بدست 𝑒𝑖 در داخلی ضرب با و (۲)

𝑛

𝑖=۰
𝑔((∇𝑋𝐵)𝑒𝑖 , 𝑒𝑖) = ۰

یافت: خواهیم دست زیر نتیجه به بنابراین است، ثابت تابعی h لذا . 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) هر برای 𝑋ℎ = ۰ که می کند ایجاب فوق معادله بنابراین
بصورت شده تعریف 𝜂 به وابسته متقارن عملگر یک B و (𝑀, 𝑔) ریمانی منیفلد یک روی گونه ژاکوبی برداری میدان یک 𝜂 اگر .۱۰ .۱ نتیجه

است. ثابت 𝑇𝑟(𝐵) آنگاه باشد، (ℒ𝜂𝑔)(𝑋, 𝑌) = ۲𝑔(𝐵𝑋, 𝑌)
می کنیم: بررسی فشرده غیر ریمانی منیفلدهای روی را ژاکوبی میدان های وضعیت (۸ .۱) ملاحظه در شده مطرح پرسش به پاسخ راستای در اکنون
داریم لذا 𝐵 = ۰ می شود نتیجه (۱) معادله بنابر دراینصورت باشد، (𝑀, 𝑔) بعدی n ریمانی منیفلد روی کیلینگ برداری میدان یک 𝜂 کنید فرض

: که می آید بدست بنابراین 𝜑𝜂 = ∇𝜂𝜂 که

𝑑𝑖𝑣(𝜑𝜂) = −||𝜑||۲ − 𝑔(𝜂,
𝑛

𝑖=۱
(∇𝑒𝑖𝜑)𝑒𝑖)

است. دیورژانس عملگر 𝑑𝑖𝑣 آن در که
که: می شود ثابت [ [؟ مرجع در قضیه۲ از و فوق تساوی از

𝑑𝑖𝑣(𝜑𝜂) = 𝑅𝑖𝑐(𝜂, 𝜂) − ||𝜑||۲

کیلینگ برداری میدان یک برای لذا و ∇𝑓 = −𝜑𝜂 که داشت خواهیم کنیم، تعریف 𝑓 = ۱
۲ ||𝜂||

۲ بصورت را f هموار تابع یک اگر این بر علاوه
بود: خواهد زیر بصورت △𝑓 لاپلاسین 𝜂

△𝑓 = ||𝜑||۲ − 𝑅𝑖𝑐(𝜂, 𝜂)

می گردد: آشکار 𝑓 = ۱
۲ ||𝜂||

۲ تابع از ای ویژه خواص قضیه بنابراین که می شود ثابت زیر قضیه [ [؟ از
اگر است، کیلینگ 𝜂 دراینصورت باشد، آن روی گونه ژاکوبی برداری میدان 𝜂 و بعدی n ریمانی منیفلد یک (𝑀, 𝑔) کنید فرض .۱۱ .۱ قضیه

کند: صدق زیر رابطه در 𝑓 = ۱
۲ ||𝜂||

۲ تابع اگر تنها و
△𝑓 ≤ ‖|𝜑||۲ − 𝑅𝑖𝑐(∇, ∇)

[ [؟ اثبات.
معادله در که 𝜂 گونه ژاکوبی برداری میدان و 𝑀 ریمانی منیفلد یک روی 𝑓 = ۱

۲ ||𝜂||
۲ تابع برای اخیر، قضیه بنابر

△𝑓 = ||𝜑||۲ − 𝑅𝑖𝑐(𝜂, 𝜂)

است. کیلینگ 𝜂 که می شود نتیجه می کند، صدق
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اصلی نتایج .۲
است: زیر بصورت متقارن عملگر یک f تابع یک از 𝐴𝑓 هسین عملگر .۱ .۲ تعریف

𝐴𝑓𝑋 = ∇𝑋∇𝑓

داریم: 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) هر ازای به و می دهیم نمایش 𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑓) نماد با را عملگر این و 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) آن در که
𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑓)(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐴𝑓𝑋, 𝑌)

گرادیان کانفرمال میدان که گونه ژاکوبی برداری میدان یک می توان کامل، ریمانی منیفلد هر روی که شده ثابت [ [؟ مقاله در .۲ .۲ ملاحظه
باشد. ایزومتریک بعدی n اقلیدسی قضای با اگر تنها و اگر کرد، تعریف می باشد نیز نابدیهی

باشد.) هموار تابعی گرادیان که کانفرمال میدان یک یعنی گرادیان کانفرمال میدان است، ذکر به (لازم
ناصفری ثابت برای   𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑓) = 𝑐𝑔 شرط با ℝ بتوی Ⅿ از f هموار تابع اگر باشد، کامل ریمانی منیفلد یک (𝑀, 𝑔) کنیم فرض .۳ .۲ قضیه

است. ایزومتریک بعدی n اقلیدسی فضای با Ⅿ آنگاه باشد، موجود ⅽ چون
[ [؟ اثبات.

پردازیم: می مقاله اصلی نتیجه ارائه به حال
کانفرمال برداری میدان یک که گونه ژاکوبی میدان یک می توان آن روی دراینصورت باشد، کامل ریمانی منیفلد یک Ⅿ کنید فرض .۴ .۲ نتیجه

باشد. ایزومتریک اقلیدسی فضای یک با Ⅿ اگر تنها و اگر کرد، تعریف می باشد، نیز نابدیهی گرادیان
(۱. ۷)ارائه مثال در که 𝜓 موقعیت برداری میدان آنگاه باشد، ایزومتریک بعدی n اقلیدسی فضای یک با Ⅿ اگر است: واضح طرف یک اثبات.
نیز نابدیهی گرادیان کانفرمال برداری میدان یک این ریمانی، منیفلدهای مقدماتی مباحث بنابر که است گونه ژاکوبی برداری میدان یک شد،

[ می باشد.[؟
گرادیان کانفرمال برداری میدان یک که کرد تعریف 𝜂 گونه ژاکوبی برداری میدان یک بتوان Ⅿ ریمانی منیفلد روی کنیم فرض برعکس:
یعنی X بودن کانفرمال شرط در که است همواری نگاشت همان 𝜌 آن در (که 𝐵 = 𝜌𝐼 و 𝜑 = داریم۰ است، بسته 𝜂 چون باشد، نیز نابدیهی
است موجود ℝبتوی Ⅿ از f حقیقی هموار تابع باشد، گرادیان کانفرمال برداری میدان یک اگر 𝜓 این بر علاوه می شود.) ظاهر ℒ𝑋𝑔 = ۲𝜌𝑔

داریم: 𝑋 ∈ 𝜒(𝑀) هر برای که می شود نتیجه ( ۱) معادله بنابر نتیجه در و می کند صدق 𝜂 = ∇𝑓 معادله در که
∇𝑋∇𝑓 = 𝜌𝑋

که می شود باعث فوق معادله شود. می تضمین است، نابدیهی کانفرمال برداری میدان یک 𝜂 که خاصیت این از 𝜌 ناصفر ثابت وجود آن در که
بود خواهد ایزومتریک اقلیدسی فضای یک با Ⅿ که می شود نتیجه (۳ .۲) قضیه بنابر حال .𝜌ناصفر ثابت با 𝐻𝑒𝑠𝑠(𝑓) = 𝜌𝑔

سپاس گزاری
مراتب نهایت نجفی بهزاد دکتر و میرمحمدرضایی مرتضی دکتر بروجردیان، ناصر دکتر آقایان ارجمندم، اساتید از که می دانم لازم خود بر اینجا در

است. داده قرار خویش بنده مرا بیاموزد، من به کلمەای که هرکس معصوم(ع) بفرموده که چرا آورم، بجا را تشکر و قدردانی
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فینسلری منیفلدهای روی هارمونیک −𝑓 نگاشت های پایایی
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چکیده
مفهوم ابتدا راستا این در پردازیم. می فینسلری منیفلدهای روی هارمونیک −𝑓 های نگاشت بررسی به مقاله این در
بررسی مورد را هستند فینسلری منیفلدهای آن ها دامنه که هموار نگاشت های روی انرژی چگالی و انرژی −𝑓 تابع
نقاط عنوان به را هارمونیک −𝑓 های نگاشت ، انرژی −𝑓 تابع اول تغییراتی فرمول محاسبه با سپس می دهیم. قرار
های نگاشت پایایی انرژی، −𝑓 تابع دوم تغییراتی فرمول محاسبه با سپس می نماییم. معرفی انرژی تابع این بحرانی

می کنیم. بررسی دلخواه فینسلری منیفلد یک به بعدی −𝑛 کره از را هارمونیک −𝑓
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هارمونیک نگاشت
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مقدمه .۱
پدیدە های از بسیاری تحلیل برای مناسبی مدل رو این از است. وابسته نیز جهت به مکان بر علاوه که است ریمانی متر از تعمیمی فینسلری متر
وی این که به توجه با اما پرداخت. ریمانی منیفلدهای روی مترها این بررسی به که بود ریاضیدانی اولین ریمان بی اف جان می باشد. فیزیکی
عنوان تحت را دیگری متر و گذاشت ناتمام زمینه این در را خود پژوهش های گاوس کارهای توسعه برای لذا بود مند علاقه گاوس کارهای به
سال در فینسلر پل توسط بار اولین برای فینسلری مترهای نمود. شایانی کمک گاوس اندیشەهای گسترش به که نمود معرفی ریمانی مترهای
با و کرد پیدا چشمگیری گسترش کارتان و بروالد ، راندرز ، چرن توسط فینسلری هندسه ان از پس گردیدند. ارائه مدون صورت به ۱۹۱۸
توجه مورد پیش از بیش الاستیک نظریه و گرانش نظریه انیشتین، نسبیت نظریه نظیر فیزیک مهم های نظریه در آن کاربردهای شدن مشخص
« ۱ سرتاسری صورت به فینسلری «التصاق های عنوان تحت کتابی چاپ با زاده اکبر حسن پروفسور اخیر درسال های گرفت. قرار پژوهشگران
تحقیقاتی حوزه این در مقالات از بسیاری مرجع امروزه و است داشته کاربردی های پژوهش در فینسلری هندسه توسعه و رشد در سزایی به نقش
سال در کارتان مطرح شاگردان از ۲ لیشنروویشز نظر زیر فینسلری هندسه حوزه در را خود دکتری رساله ایشان که است توجه به لازم است.

.[۵] رساندند، اتمام به پاریس در ۱۹۶۶
هندسه کنفرانس در ۲۰۰۰ سال در ۳ مو اوهان ژیا توسط بار اولین برای ریمانی منیفلد یک به فینسلری منیفلد یک از هارمونیک نگاشت های
پژوهشی حوزه این از استقبال ضمن بودند، زمان آن در دنیا برجسته دانان هندسه از که ۴ چرن پروفسور کنفرانس این در گردید. ارائه فینسلری
نگاشت برای سمپسون و الیس توسط این از پیش که را هموتوپی کلاس هر در ها نگاشت این وجودی قضیه فینسلری، هندسه زمینه در جدید
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مقاله در ۵ یانگ همراه به مو ۲۰۰۵ سال در . نمودند مطرح باز مساله یک عنوان به را بود شده اثبات ریمانی منیفلدهای روی هارمونیک های
دادند نشان آن ها نمودند. اثبات را باز مساله این ۶ ریمانی” منیفلد یک به فینسلری منیفلد یک از هارمونیک نگاشتهای ”وجود عنوان تحت خود
.[۳] است، هموتوپ هارمونیک نگاشت یک با نامثبت برشی انحنای با فشرده ریمانی منیفلد یک به فشرده فینسلری منیفلد یک از نگاشت هر که
نگاشت های از توسیعی بەعنوان فینسلری، منیفلدهای بین هارمونیک نگاشت های بررسی به ۲۰۰۲ سال در ۸ یان زهانگ و ۷ شن بینگ یی پروفسور
بین ناتبهگون نگاشت های انرژی تابع و انرژی چگالی مفاهیم ابتدا آن ها .[۱] پرداختند، ریمانی، منیفلد یک به فینسلری منیفلد یک از هارمونیک

گرفتند. نظر در انرژی تابع بحرانی نقاط را فینسلری منیفلد دو بین هارمونیک نگاشت های و کرده معرفی را فینسلری منیفلدهای

5Yunyan Yung
6The existence of harmonic maps from Finsler manifolds to Riemannian manifolds
7Yi-bing Shen
8Zhang Yan
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فینسلری منیفلدهای از خاصی حالت بەعنوان ریمانی منیفلد دو بین هارمونیک نگاشت مفهوم که دادند نشان اول، تغییراتی فرمول محاسبه با سپس
مطابقت کاملا ،[۲] بود شده ارائه ۱۹۶۴ سال در سمپسون و الیس توسط که ریمانی منیفلد دو بین هارمونیک نگاشت های از شده ارائه تعریف با
این در را قضایایی و معرفی را فینسلری منیفلدهای بین هارمونیک نگاشت های پایایی مفهوم دوم، تغییراتی فرمول محاسبه با آن ها همچنین دارد.
ناتبهگون نگاشت های بودن هارمونیک ریمانی، حالت برخلاف که است آن نگاشت ها این بررسی در اهمیت حائز مساله نمودند. اثبات زمینه
قوی هارمونیک نگاشت های عنوان تحت جدیدی مفهوم بعداً محققان لذا نیست. آن ها تنش میدان شدن صفر معنی به فینسلری منیفلدهای بین
منیفلدهای روی ژئودزیک خم های است. صفر آنها تنش میدان که هستند فینسلری منیفلدهای بین ناتبهگون نگاشت هایی که کردند معرفی ۹

می باشند. فینسلری منیفلدهای بین هارمونیک نگاشت های معروف مثال های از فینسلری
این شدەاند. معرفی ۱۹۷۰ سال در لیشنرویشز توسط بار اولین برای هارمونیک، نگاشت های از توسیعی عنوان به هارمونیک − 𝑓 نگاشت های
نگاشت ها این روی بر مطالعه اخیراً گرفت. نظر در ۱۰ ناهمگن هایزنبرگ اسپین معادلات دستگاه برای پایایی جواب های می توان را نگاشت ها
این پایایی و میکنیم بررسی را فینسلری منیفلدهای روی نگاشتها این توسیع مقاله این در .[۴] است، گرفته قرار محققین از بسیاری توجه مورد

میدهیم. قرار بررسی مورد را استاندارد های کره روی ها نگاشت
فینسلری منیفلدهای بین هارمونیک نگاشت های معرفی .۱ .۱

نگاشت های با نگاشت ها این مقایسه به سپس و پرداخته فینسلری منیفلدهای بین هارمونیک نگاشت های زمینه در مفاهیمی بیان به بخش این در
نگاشت ها نوع این از مثالی نهایت در می پردازیم. است شده اشاره آنها به قبل قسمت در که ریمانی منیفلد یک به فینسلری منیفلد یک از هارمونیک

می گردد. ارائه
۱۱ ناتبهگون را 𝜙 ∶ (𝑀𝑚 , 𝐹) ⟶ (�̃�𝑛 , �̃�) نگاشت صورت این در باشند. دلخواه فینسلری منیفلدهای (�̃�𝑛 , �̃�) و (𝑀𝑚 , 𝐹) کنید فرض

ker𝑑𝜙 = ∅ یعنی باشد، ناتبهگون 𝜙∗ = 𝑑𝜙 مماس نگاشت هرگاه گویند
کمیت های و می دهیم نشان است شده اشاره آنها به قبل قسمت در که نمادهایی همان با را (𝑀𝑚 , 𝐹)فضای روی فینسلری کمیت های نمادگذاری:
مرتبط اساسی تانسورهای نشان دهنده ترتیب به �̃� و 𝑔 نمونه عنوان به می کنیم. مشخص تیلدا نشانه همراه به نمادها همان با نیز را (�̃�𝑛 , �̃�) روی
استفاده �̃� با مرتبط فینسلری کمیت های اندیس های عنوان به را 𝛼, 𝛽, 𝛾,⋯ یونانی حروف همچنین هستند. �̃� و 𝐹 فینسلری ساختارهای با

بود. خواهند {۱, ⋯ , 𝑛} مجموعه به متعلق که می کنیم
𝑒(𝜙) ∶ 𝑆𝑀 ⟶ تابع صورت این در باشد (�̃�, �̃�) و (𝑀, 𝐹)فینسلری منیفلدهای بین ناتبهگون 𝜙نگاشتی ∶ (𝑀, 𝐹) ⟶ (�̃�, �̃�) کنید فرض

می شود. تعریف زیر صورت به که می نامند 𝜙 نگاشت انرژی چگالی را ℝ

𝑒(𝜙)(𝑥, 𝑦) = ۱
۲𝑔

𝑖𝑗(𝑥, 𝑦)𝜙𝛼
𝑖 𝜙

𝛽
𝑗 �̃�𝛼𝛽(�̃�, �̃�), (۱)

.[۳] است، (�̃�, �̃�) روی اساسی تانسور �̃�𝛼𝛽 و ،�̃� = 𝑑𝜙(𝑦) = {�̃�𝛼} = {𝑦𝑗𝜙𝛼
𝑗 } ،𝜙𝛼

𝑖 = 𝜕𝜙𝛼

𝜕𝑥𝑖 آن در که
را 𝜙 ∶ (𝑀, 𝐹) ⟶ (�̃�, �̃�) نگاشت باشد، دلخواه فینسلری منیفلد (�̃�, �̃�) و فشرده فینسلری منیفلد یک (𝑀, 𝐹) کنید فرض .۱ .۱ تعریف

انرژی تابع بحرانی نقطه 𝜙 هرگاه گویند، هارمونیک

𝐸(𝜙) = ۱
𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀

𝑒(𝜙)𝑑𝑉𝑆𝑀 , (۲)

باشد.
گزاره در نمود. ارائه سادەتر بسیار فرمی در را فینسلری منیفلدهای بین هموار نگاشت های برای انرژی تابع می توان ،[۵،۴،۱] مراجع به توجه با

می پردازیم. مسأله این به زیر
داریم آنگاه باشد فینسلری منیفلدهای بین ناتبهگون نگاشتی 𝜙 ∶ (𝑀𝑚 , 𝐹) ⟶ (�̃�𝑛 , �̃�) هرگاه .۲ .۱ گزاره

𝐸(𝜙) = 𝑚
۲𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀

�̃�۲
𝐹۲𝑑𝑉𝑆𝑀. (۳)
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گرفت نظر در زیر صورت به می توان را 𝜙 نگاشت انرژی تابع (۲) و (۱) روابط به توجه با اثبات.

𝐸(𝜙) = ۱
𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀

𝑒(𝜙)𝑑𝑉𝑆𝑀

= ۱
۲𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀

{𝑔𝑖𝑗�̃�𝛼𝛽𝜙𝛼
𝑖 𝜙

𝛽
𝑗 }𝑑𝑉𝑆𝑀 , (۴)

داریم (۴) و (۳) روابط از استفاده و [�̃�۲]𝑦𝑖𝑦𝑗 = ۲�̃�𝛼𝛽𝜙𝛼
𝑖 𝜙

𝛽
𝑗 توجه با

𝐸(𝜙) = ۱
۴𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀

{𝑔𝑖𝑗[�̃�۲]𝑦𝑖𝑦𝑗}𝑑𝑉𝑆𝑀

= 𝑚
۲𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀

�̃�۲
𝐹۲𝑑𝑉𝑆𝑀 ,

می شود. اثبات حکم ترتیب بدین و

ریمانی منیفلد به فینسلری منیفلد یک از ⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های .۲
می دهیم. قرار مطالعه مورد هارمونیک توابع و ژئودزیک هارمونیک، نگاشت های از توسیعی عنوان به را ⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های بخش این در
شد، گفته این از پیش که طور همان هستند. محققین توجه مورد تصویر پردازش و رباتیک فیزیک، با مرتبط پژوهش های در نگاشت ها این
بیان به حال .[۴] گرفت، قرار بررسی مورد ۱۹۷۰ سال در لیشنروویشز توسط بار اولین برای ریمانی منیفلدهای بین ⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های
منیفلدهای بین هموار نگاشتی 𝜑 ∶ (𝑀, 𝐹) ⟶ (𝑁, �̄�) کنید فرض می پردازیم. فینسلری منیفلد دو بین ⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های مفهوم
نقطه 𝜑 که صورتی در گویند ⁃هارمونیک 𝑓 را 𝜑 نگاشت صورت این در باشد. هموار 𝑓 ∶ 𝑀 ⟶ (۰, ∞) تابع و (𝑁, �̄�) به (𝑀, 𝐹) فینسلری

⁃انرژی 𝑓 تابع بحرانی

𝐸𝑓(𝜑) =
۱

𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀
𝑓𝑒(𝜙)𝑑𝑉𝑆𝑀 , (۵)

مطالعه اخیر سالهای در است. 𝑆𝑀 روی حجمی فرم 𝑑𝑉𝑆𝑀 و بعدی 𝑚− ۱ کره حجم 𝑐𝑚−۱ ، 𝜙 نگاشت انرژی چگالی 𝑒(𝜙) آن در که باشد
⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های خود دکتری رساله در ۱۲ کورس مثال عنوان به است. شده انجام ریمانی حالت در نگاشت ها این روی بر زیادی
− 𝑓 همومورفیسم های بررسی به [۷] در ۱۳ او ییلین  .[۶] است، داده قرار بررسی مورد را دلخواه ریمانی منیفلدهای به بعدی دو رویەهای از
⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های فیزیک، در هستند. اساسی نقشی دارای نیز فیزیک در نگاشت ها این است. پرداخته ریمانی منیفلدهای بین هارمونیک
می توان نگاشت ها این از استفاده با همچنین .[۸] گرفت، نظر در ۱۴ ناهمگن هایزنبرگ اسپین دستگاه از پایایی جواب های عنوان به می توان را
⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت های مفهوم که است ذکر شایان .[۵] آورد، بدست ریچی سالیتون های و وزن دار منیفلدهای زمینه در را ارزشمندی نتایج
است. متفاوت است، شده معرفی ۲۰۱۰ سال در [۲] لی جیانتینگ توسط که ⁃هارمونیک ℱ نگاشت های مفهوم با می پردازیم آن به جا این در که
𝐶۴ تابعی ℱ ∶ [۰, ∞) ⟶ [۰, ∞) و باشد (�̃�, �̃�) و (𝑀, 𝐹) فینسلری منیفلدهای بین هموار نگاشتی 𝜑 ∶ (𝑀, 𝐹) ⟶ (�̃�, �̃�) کنید فرض
ℱ تابع بحرانی نقطه 𝜑 که صورتی در گویند ⁃هارمونیک ℱ را 𝜑 نگاشت صورت این در است. مثبت (۰, ∞) بازه در ℱ′ که طوری به باشد

⁃انرژی

𝐸ℱ(𝜑) =
۱

𝑐𝑚−۱ 𝑆𝑀
ℱ(𝑒(𝜑))𝑑𝑉𝑆𝑀 , (۶)

فینسلری منیفلدهای بین ⁃هارمونیک ℱ نگاشت  های است. 𝑆𝑀 روی حجمی فرم 𝑑𝑉𝑆𝑀 و 𝜑 نگاشت انرژی چگالی 𝑒(𝜑) اینجا در باشد.
معادلات مقایسه با بودەاند. محققان توجه مورد بسیار اخیر سالهای در که است ⁃هارمونیک 𝑝 و نمایی هارمونیک هارمونیک، نگاشتهای از تعمیمی
می توان راحتی به ⁃انرژی، 𝑓 تابع با مرتبط اویلر⁃لاگرانژ معادلات با است پرداخته آن به [۷] در لی که ⁃انرژی ℱ تابع با مرتبط اویلر⁃لاگرانژ
نگاشت یک (𝑁, ℎ)ریمانی منیفلد به (𝑀, 𝐹)فینسلری منیفلد 𝜑از ∶ (𝑀, 𝐹) ⟶ (𝑁, ℎ)هارمونیک⁃ℱ ناتبهگون نگاشت هر که کرد مشاهده
می آید بدست زیر صورت به مقاله این اصای نتایج عنوان به زیر نتایج بالا مقاهیم به توجه با است. 𝑓 ∶= ℱ′(𝑒(𝜑)) که است ⁃هارمونیک 𝑓

12Neil Course
13Yilin Ou
14Inhomogeneous Heiscnberg Spin System
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⁃هارمونیک 𝑓 نگاشت هر اینصورت در است. ثابت ∣ 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓 ∣ که باشد هموار تابعی 𝑓 ∶ 𝕊𝑚 ⟶ [۰, ∞) کنید فرض .۱ .۲ قضیه
باشد. می پایا است، 𝑚 > ۲ و است صفر آن لندزبرگی انحنای که (𝑀𝑚 , 𝐹) دلحواه فینسلری منیفلد به بعدی − 𝑛 کره از 𝜙 ∶ 𝕊𝑚 ⟶ (𝑀,𝐹)

است. متجانس نگاشتی است؛ Δ𝑓 = ۰ که دلخواه فینسلری منیفلد به بعدی − 𝑛 کره یک از ⁃هارمونیک 𝑓 کانفرمال نگاشت هر .۲ .۲ گزاره

مراجع
[1] Taha, E.H., 2020. On the geometry of harmonic Finsler manifolds. Results Math, 75
[2] Xia, Q., 2022. Local and global gradient estimates for Finsler 𝑝-harmonic functions. Communications in Analysis and Geometry, 30(2),

pp.451-500.
[3] Xia, Q., 2020. Geometric and functional inequalities on Finsler manifolds. The Journal of Geometric Analysis, 30(3), pp.3099-3148.
[4] Chen, Q., Jost, J. and Qiu, H., 2020. On VT-harmonic maps. Annals of Global Analysis and Geometry, 57, pp.71-94.
[5] Ohta, S.I., 2021. Comparison Finsler geometry. Cham: Springer.
[6] Cheng, X. and Feng, Y., 2023. Some inequalities and gradient estimates for harmonic functions on Finsler measure spaces. arXiv preprint

arXiv:2306.12260.
[7] Zhai, X., Huang, C. and Ren, G., 2020. Extended harmonic mapping connects the equations in classical, statistical, fluid, quantum physics

and general relativity. Scientific reports, 10(1), p.18281.
[8] Dibble, J., 2021. Energy-minimizing maps from manifolds with nonnegative Ricci curvature. Communications in Contemporary Mathe-

matics, 23(03), p.1950083.



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارچهارمین و ریاضی ملی همایش چهارمین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1402

۱۷۷–۱۷۴ صص. ،GT–292 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

سازند می ۳۰∘ زاویه دایره شعاع با که وترهایی تقاطع نقاط خاصیت
رستمیب فرخ راد راضیه ،آ، ابری∗ سلطانی غلامرضا

مسطحه هندسه حوزه در آزاد پژوهشگر گنبدکاووس، آگلستان،
مهندسی وفنی پایه علوم دانشکده گنبدکاووس، دانشگاه گنبدکاووس، گلستان، ب

چکیده
در که وتری کوچکترین و است دایره قطر و ۱۸۰∘ زاویه وتر سازد می ۳۰∘ زاویه دایره شعاع با که وتری بزرگترین
نقاط کنیم می اثبات مقاله این در ما است. ۱۲۰∘ زاویه وتر سازد می ۳۰∘ زاویه شعاع آن با دایره با شعاع تلاقی نقطه
نامساوی قسمت دو به را وتر آن سازند می ۳۰∘ زاویه دایره شعاع با و ترسیم وتر دو این موازات به که وترهایی تقاطع

است. بزرگتر قسمت با برابر وتر سه و کوچک قسمت با برابر وتر سه شامل دایره محیط که بطوری کنند می تقسیم

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

تقاطع نقاط
وتر

شعاع
2020 MSC:

51M04

مقدمه .۱
گردآوری را آن هیپارخوس که شناختەشده مثلثاتی جدول نخستین در بودند. استفاده مورد مثلثات ابتدایی مراحل در گستردەای بەطور وترهای
در وتر تابع مقادیر از جامع تری جدول اسکندرانی بطلمیوس میلادی دوم قرن در شدەاست. مشخص درجه ۷ و ۵ هر برای وتر تابع مقادیر کرده،
آمدەاست. درجەای نیم و یک فواصل با درجه ۱۸۰ تا درجه ۱

۲ بازه در زاویەای هر وتر مقدار بطلمیوس، جدول در کرد. ارائه نجوم در خود کتاب
است. اعشار از بعد (ثانیه) ۶۰ مبنای دوم رقم تا هم وتر تابع مقادیر دقت و کرده استفاده ۱۲۰ قطر به دایرەای از واحد دایره جای به بطلمیوس

زاویەهایی به دستیابی روش های خصوص در متعددی کتاب های و مقاله سنتی معماری بویژه معماری و هنر در زاویه نقش و اهمیت به توجه با
از بعضی می توان بەراحتی تثلیث قابل زاویەهای داشتن با همینطور است. شده نوشته قدیم معماران و مهندسان توسط درجه ۱۸ زاویه مثل
محاط منتظم ضلعی پنج ترسیم روش خصوص این در کرد. ترسیم را …منتظم و ضلعی ۴۰ و ضلعی ۶۰ و ضلعی ۱۲۰ مثل منتظم چندضلعی های

است. شده درجه ۷۲ مرکزی زاویه به دستیابی به منجر که شده بیان ریچموند هربرت نام به دانی ریاضی توسط دایره در
شده انجام همکارانش و ابری غ.سلطانی توسط سازند می درجه ۳۰∘ زاویه دایره شعاع با که وترهایی تقاطع نقاط ویژگی های زمینه در تحقیقاتی

[۷–۱] است. گردیده ایران ریاضی های کنفرانس مهمترین در مقالاتی پذیرش و تهیه به منجر که است
تقاطع، نقاط این می دهیم نشان و نموده اثبات را سازند می ۳۰∘ زاویه دایره شعاع با که وترهایی تقاطع ازنقاط دیگری نیزخاصیت مقاله دراین
بزرگتر قسمت با مساوی وتر ۳ و کوچک قسمت با مساوی وتر ۳ شامل دایره محیط که کنند می تقسیم نامساوی قسمت دو به را وترها آن طوری

شود. می وتر آن

∗سخنران
رستمی) فرخ راد (راضیه farokhzad@gku.ac.ir−r ابری)، سلطانی (غلامرضا gholamrezasoltaniabri@yahoo.com الکترونیک: پست



۱۷۵ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ رستمی فرخ زاد راضیه و ابری سلطانی غلامرضا

شعاع و وتر تقاطع :۱ شکل

اصلی نتایج .۲
𝑂𝐴 شعاع با 𝐴 نقطه در که وتری وکوچکترین است 𝐷𝐸 قطر ∘۱۸۰یا زاویه وتر سازد می ۳۰∘ زاویه 𝑂𝐴 شعاع با که وتری بزرگترین شکل۱ در
دو یعنی مساوی دوقسمت به 𝐷𝐸 قطر و شود ∘۱۲۰می وتر سه شامل دایره محیط که است 𝐴𝐹 وتر ∘۱۲۰یعنی زاویه وتر سازد می ۳۰∘ زاویه
از غیر به است. 𝑂𝐸 شعاع با وتربرابر وسه 𝑂𝐷 شعاع برابربا وتر سه یعنی مساوی وتر شش شامل دایره ومحیط شده تقسیم 𝑂𝐸 و 𝑂𝐷 شعاع

کند. می تقسیم نامساوی قسمت دو به را وترها ان تقاطع، نقطه سازند می ۳۰∘ زاویه 𝑂𝐴 شعاع با که هایی وتر سایر حالت دو این

شعاع و وتر تقاطع :۲ شکل



آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ رستمی فرخ زاد راضیه و ابری سلطانی غلامرضا ۱۷۶

می گیریم. نظر در هستند هم قرینه و سازند می درجه ۳۰∘ زاویه 𝑂𝐴 شعاع با 𝐺 نقطه در که را 𝐾𝑀 و 𝐻𝑃 وتر دو ،۲ شکل به توجه با حال
رسم را 𝑃𝑀 و 𝐾𝐻 وترهای اگر بنابراین است. درجه ̂𝐾𝐺𝐻 = ̂𝑃𝐺𝑀 = ۶۰∘ زاویه و 𝐺𝑃 = 𝐺𝑀 و 𝐺𝐻 = 𝐺𝐾 حالت این در
قاعده های زاویه و بوده نیز الاضاع متساوی است ۶۰∘ آنها راس زاویه و هستند الساقین متساوی که △𝑃𝐺𝑀 و △𝐾𝐺𝐻 مثلث های کنیم
آنها مرکزی زاویه و بوده ۶۰∘ = ̂𝐻𝐾𝑀 = ̂𝐾𝐻𝑃 محاطی زاویەهای به مقابل 𝐻𝑀 و 𝐾𝑃 کمان های حالت این در شود. می ۶۰∘ آنها
زاویەهای یعنی بشود؛ ۳۶۰∘ آنها مجموع تا باشند، ۱۲۰∘ باید نیز 𝑃𝑀 و 𝐾𝐻 کمان های مرکزی زاویەهای مجموع بنابراین شود. می ۱۲۰∘

. ̂𝐻𝑂𝑀 + ̂𝐾𝑂𝑃 + ( ̂𝐾𝑂𝐻 + ̂𝑃𝑂𝑀) = ۳۶۰∘

𝐺 مانند نقطەای در را همدیگر که 𝐻𝑃 و 𝐾𝑀 دلخواه وتر دو هر برای که کرد ثابت می توان ۲ شکل به توجه با دایرەها از دیگر مهم خاصیت
موازی شعاع منصف عمود کمک به 𝐻𝐺 و 𝐾𝐺 اضلاع به مقابل مرکزی زاویه باشند دایره شعاع برابر بزرگتر مثلث اضلاع طوریکه به می کنند قطع

می باشد. تثلیث قابل 𝐻𝐺 و 𝐾𝐺 با

شعاع و وتر تقاطع خاصیت :۳ شکل

دو به طوری می توان را ۱۸۰∘ ∘۱۲۰تا بین زاویەهای وتر که گرفت نتیجه توان می آمده عمل به استدلال و مطروحه موارد و ۳ شکل به توجه با
می شود. وتر آن بزرگتر قسمت با برابر وتر سه و کوچک قسمت با برابر وتر سه شامل دایره آن محیط که کرد تقسیم نامساوی قسمت

سپاس گزاری
کرم زاده شهنی علی امید پروفسور جناب بزرگوار استاد کشور ریاضی مروج و ماندگار چهره از می کنم تشکر و تقدیر و ۱⁃سپاسگزاری

بزرگوار استاد ایران علوم فرهنگستان ریاضی شاخه محترم ریاست کشور ریاضی مروج و ماندگار چهره از می کنم تشکر و تقدیر و ۲⁃سپاسگزاری
تومانیان مگردیچ پروفسور جناب

تحقیقات ادامه در اینجانب مشوق و حامی عنوان به را اشرفی علی رضا سید پروفسور شادروان جناب بزرگوار استاد خاطره و یاد می دارم گرامی −۳
ریاضی

مراجع
،۳۹۱۰ –۳۹۰۷ صفحات ،۲ جلد کاشان، دانشگاه ایران، ریاضی کنفرانس یکمین و پنجاه در منتظم. ضلعی ۱۷ دقیق ترسیم امکان اثبات برای روشی ابری. سلطانی غلامرضا [۱]

.۱۳۹۹ شهریور ایران، کاشان،
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ایران، کرمان، ،۲ جلد کرمان، دانشگاه ایران، ریاضی کنفرانس دومین و پنجاه در متقارن. و متناظر های دایره کمک به مورلی قضیه اثبات برای روشی ابری. سلطانی غلامرضا [۲]
.۱۴۰۰ شهریور

گنبدکاووس، ،۹ –۷ صفحات ،۲ جلد کاووس، گنبد دانشگاه آمار، و ریاضی ملی همایش سومین در دایره. شعاع با وترها از بعضی تقاطع نقاط خاصیت ابری. سلطانی غلامرضا [۳]
.۱۴۰۰ اسفند ایران،

ایران، بهشهر، ،۲ جلد مازندران، فناوری و علم دانشگاه ایران، ریاضی کنفرانس سومین و پنجاه در دیگر. الاضلاع متساوی مثلث سه و مورلی قضیه ابری. سلطانی غلامرضا [۴]
.۱۴۰۱ شهریور

و هندسه سمینار دوازدهمین در .۵×۱۷ و ۳×۱۷ مضرب های ضلعی چند و منتظم ضلعی ۱۷ آن تبع به و منتظم ضلعی ۲۰۴۰ دقیق ترسیم برای روشی ابری. سلطانی غلامرضا [۵]
.۱۴۰۲ مرداد ایران، تبریز، ،۲ جلد تبریز، دانشگاه توپولوژی،

تهران، ،۲ جلد صنعت، و علم دانشگاه ، ایران ریاضی کنفرانس نهمین و چهل در .۷۲∘ و ۳۶∘ های زاویه ترسیم برای روشی رستمی. فرخ زاد راضیه و ابری سلطانی غلامرضا [۶]
.۱۳۹۷ شهریور ایران،

،۲ جلد همدان، سینای بوعلی ایران،دانشگاه ریاضی کنفرانس هشتمین و چهل در دایره. دو از استفاده با زاویه یک تثلیث برای روشی فزونی. محمد و ابری سلطانی غلامرضا [۷]
.۱۳۹۶ شهریور ایران، همدان،
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سرطان ریاضی سازی مدل بر مروری
،آ راد∗ ناصری فاطمه

شرق تهران مرکز نور پیام دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، آمار ارشد آکارشناس

چکیده
عنوان به سرطان از شدەاند، شناخته دنیا در میر و مرگ عامل نخستین عنوان به که قلبی⁃عروقی های بیماری از بعد
پیچیده بیولوژیکی پدیدەهای روند بهتر درک به ریاضی مدل سازی از استفاده می شود. یاد مرگ پیشتاز عامل دومین
از استفاده دلیل همین به می دهد. قرار پزشکی جامعه روی پیش را جدیدی افق های و کرده کمک سرطان مانند
طور به اخیر سال های در توموری سلول های و ایمنی سیستم سلول های دینامیک دادن نشان برای ریاضی مدل های
مدل بر مروری نیاز، مورد پزشکی مفاهیم و ریاضی مقدمات بیان با پژوهش، این در است. یافته افزایش چشم گیری

است. شده سرطان ریاضی سازی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

ریاضی سازی مدل
بهینه کنترل

جزئی انتگرال⁃دیفرانسیل معادلات
فازی سازی مدل

فازی جزئی انتگرال⁃دیفرانسیل معادلات
سرطانی بنیادی سلول های

تومور رشد پارادوکس
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
هنوز که این ضمن است. شده شناسایی متفاوت، سنی ردەهای در بروز و مختلف درمان های علائم، منشأ، با سرطان نوع ۲۰۰ از بیش امروزه
شده، فراوری غذاهای مصرف سیگار، الکل، مصرف ژنتیک، جنس، سن، مانند متعددی عوامل اما نیست، مشخص بیماری این بروز اصلی علت
ریاضی دانشمندان جهانی معضل یک عنوان به موضوع اهمیت هستند. مؤثر سرطان بروز در ... و هوا آلودگی غذایی، رژیم استرس، تحرکی، کم
گرفتن نظر در با ریاضی سازی مدل از استفاده کنند. تحقیق و مطالعه بیماری این خصوص در پزشکی علوم متخصصان کنار در تا داشت آن بر را
معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات شامل دستگاه یک شکل به می کند، تغییر زمان با که پدیدەای یعنی دینامیکی سیستم یک صورت به بیماری
درمان های اهداف به تر سریع دستیابی در می تواند و کرده کمک بیماری دینامیک بهتر فهم به انتگرال، معادلات یا جزئی مشتقات با دیفرانسیل
سرطان ریاضی سازی مدل چند بررسی به مقاله این .[۴] باشد موثر ... و دارویی مقاومت کاهش دارو، تأثیر بررسی بیماری، کنترل شامل بهینه

پردازد. می مختلف های دیدگاه از
پارامترهای با غیرخطی مسائل بهینەی کنترل برای همکاران و کامیاد وحیدیان علی دکتر توسط ،۲۰۰۷ سال در که 𝐴𝑉𝐾 روش اساس :𝐴𝑉𝐾 روش
تبدیل معادل غیرخطی برنامەریزی مساله یک به را کنترل مساله خطا، نام به شده تعریف تابعک یک از استفاده با که است این شد، مطرح نادقیق

است. کنترل و محاسبه قابل تقریب این خطای همچنین است. 𝐿𝑝 فضای در اصلی مساله تقریبی جواب بهترین آن جواب که می کند

∗سخنران
راد) ناصری (فاطمه f.naserirad@gmail.com الکترونیک: پست
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است. فازی مجموعه عضویت تابع مستقیم بردن کار به روش یک است. رایج مختلفی روش های فازی مجموعه دادن نشان برای فازی: مفاهیم
است: زیر صورت به مرتب های زوج از مجموعەای صورت به فازی مجموعه یک توصیف دیگر متداول روش

�̃� = {(𝜒, �̃�(𝜒))|𝜒 ∈ 𝑋}

تعمیم و گسترش برای است ابزاری اصل این است. فازی مجموعەهای نظریه در کلیدی و اساسی مفاهیم از یکی گسترش اصل گسترش: اصل
این تعریف و جبری عملگرهای تعمیم برای می توان اصل این از درآیند. فازی کمیت های صورت به که گونەای به غیرفازی ریاضی مفاهیم

کرد. استفاده فازی اعداد برای عملگرها
برده کار به سرطان برای را کارسینوما کلمەی مسیح میلاد از قبل سال ۵۰۰ حدود در که است کسی اولین شاید یونانی، دانشمند بقراط سرطان:
و... دهم قرن در سینا بوعلی هجری، چهارم قرن در البخاری ابوبکر میلادی، دوم قرن در جالینوس بعدها است. نموده تحقیقاتی آن به راجع و
قرن این اواسط از اما نبوده، بیش سادەای نظریات است شده گفته بیماری این به راجع آنچه هجدهم قرن تا داشتەاند. بیانیەهایی سرطان مورد در

گردید. شروع تری جدی مطالعات
و اساسی واحد سلول، می سازند. را مختلف اندام های و بافت ها و شده بندی گروه یکدیگر با که شده ساخته سلول میلیاردها از انسان بدن
رشد، قابليت است. 𝐷𝑁𝐴 نام به حيات ماده و کربوهيدرات ها چرب، اسيدهای پروتئين ها، حاوی کيسەای همانند که است حيات ساختمانی
در می کند. تعيين را آن مرگ زمان و تقسيم رشد، سرعت سلول هر ژنتیکی ساختار است. زنده سلول های ويژگی های از همانندسازی و تکثير
در ثابت طور به سلولی تجديد و رشد فرايند و کرده تبعيت منظم برنامه يک از جوان سلول های با فرسوده سلول های جايگزينی طبيعی، حالت
دکتر می دهند. تشکیل را تودەای و نمی روند بین از فرسوده سلول های و شده خارج کنترل از طبیعی روند این اوقات گاهی می افتد. اتفاق بدن
سلول ها مرگ و رشد میان ناهماهنگیی از عبارتست سرطان می کند: تعریف گونه این را سرطان هاپکینز۲، جان دانشگاه استاد هندرسون۱ دونالد

می  شود. سالم بافت های شدن فاسد و تخريب تسخير، به منجر که هاست سلول حد از بیش تعداد شدن انباشته آن نتیجه که
بدخیم یا خیم خوش می تواند که می شود ايجاد تومور نام به تودەای سالم، بافت های سلول های تخريب و سرطانی های سلول اين اجتماع از
حتی می کنند، رشد آهستگی به اغلب و هستند بدن از کوچکی قسمت به محدود معمولا که هستند تومورهایی خیم خوش تومورهای باشد.
نظر از می آورند. وارد فشار مجاور بافت های به اما نمی کنند، حمله دیگر بافت های به تومورها این شود. قطع رشدشان مدتی از پس است ممکن
کاملا بیمار و نمی کنند عود دیگر جراحی، عمل با تومور کامل برداشتن با معمولا و هستند نارنگی یک یا شده مشت دست شیبه ظاهری شکل

می یابد. بهبود
نامیده ژن آنتی نماید، وادار واکنش به و تحریک را بدن ایمنی سیستم و شود شناسایی بیگانه عامل عنوان به بدن در که عاملی هر ایمونولوژی:
ساختمان ملکولی، وزن جنس، جمله از مختلفی عوامل به ایمنی سیستم تحریک در آن ها قدرت که دارد وجود ژن آنتی نوع هزاران می شود.
اصلی عملکرد که است ملکولی و سلولی اجزای از پیچیدەای شبکه ایمنی سیستم می شود. مربوط آن ها ژنتیکی آنتی جایگاەهای تعداد و فضایی
پاسخ دارند. حضور بدن سراسر در منظور همین به و هاست آن مقابل در بدن از دفاع و آنتی ژن ها از خودی سلول های و بافت ها تشخیص آن
و می باشد بیگانه عوامل مقابل در فرد از محافظت به قادر که می شود نامیده ایمنی پاسخ ها، ژن آنتی مقابل در ایمنی سیستم هماهنگ و جامع
ذاتی ایمنی سیستم صورت دو به عملکرد لحاظ از ایمنی سیستم می شود. بعدی تهاجم مقابل در بدن مصونیت و بهبودی ابتلا، عدم به منجر طبعا

.[۶] می شوند تقسیم (اکتسابی) تطبیقی ایمنی سیستم و (طبیعی)
ممکن حالت سه شود، انجام 𝑘۱ نرخ با توموری سلول یک به ایمنی سلول یک اتصال اگر می دهد نشان ۲ شکل در شماتیک نمودار که همانطور

بیافتد: اتفاق
می افتد. اتفاق 𝑘۱ نرخ با جدایی این که شوند خارج واکنش از تغییری گونه هیچ بدون سلول دو هر ●

داده نشان 𝑘۲ نرخ با حالت این که شود خارج واکنش از تغییری هیچ بدون ایمنی سلول و رفته بین از توموری سلول ترکیب این اثر در ●
است. شده

داده نشان 𝑘۳ با حالت این میزان که کند ترک را اتصال تغییری هیچ بدون توموری سلول و شده غیرفعال ایمنی سلول واکنش انجام از بعد ●
.(۶۰) هستند مثبت ثابت های 𝑘۳ ،𝑘۲ ،𝑘 − ۱ ،𝑘۱ پارامترهای است. شده

تومور رشد ریاضی مدل های انواع .۲
است ممکن توموری سلول های است. دشوار بسیار زمان، حسب بر سلول ها پیوسته تغییرات دلیل به توموری سلول های تعداد تخمین یا محاسبه
برحسب تابع یک صورت به توموری سلول های تعداد توصیف رو این از بمیرند. یا باشند غیرفعال و استراحت حالت در یا تکثیر و رشد حال در

1Donald Henderson
2Johns Hopkins University
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ایمنی سلول و توموری سلول تعامل :۱ شکل

ایمنی سلول و توموری سلول برخورد :۲ شکل

مختلف دیدگاەهای از سرطانی تومورهای رشد نحوه بررسی جهت متفاوتی ریاضی مدل های دلیل همین به است. برانگیز چالش بسیار زمان
.[۸] است خود خاص معایب و مزایا دارای هریک که شده نوشته

برحسب الفاصله متساوی نقاط در سلول ها چگالی یا تعداد ها آن در که گسسته، مدل های دسته دو به می توان را ریاضی مدل های کلی طور به
تقسیم می شود، بررسی زمان برحسب پیوسته طور به سلول ها چگالی یا تعداد تغییرات آن ها در که پیوسته، مدل های و می شود گرفته نظر در زمان
قرار بررسی و مطالعه مورد آن حجم یا چگالی تغییرات که شده گرفته نظر در سلول ها از مجموعەای صورت به تومور پیوسته، مدل های در کرد.
جداگانه طور به سلول ها تک تک بنابراین می شوند، نوشته تومور متفاوت ناحیەهای در سلول ها یا سلول ها مختلف انواع برای معادلات و می گیرد
یا جزئی دیفرانسیل معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات از استفاده با معمولا که پیوسته مدل های اصلی مزیت نیستند. پیگیری و ردیابی قابل
تخمین بالینی مطالعات نتایج به توجه با می توان را آن ها و دارند کمتری پارامترهای که است این می شوند، توصیف انتگرال⁃دیفرانسیل معادلات

.[۹] زد
.(۳ (شکل کرد تقسیم ناهمگن و همگن صورت دو به می توان را تومور رشد پیوسته مدل های

تومور رشد دینامیک مکان، تأثیر گرفتن نادیده و توموری سلول های همه بودن یکسان فرض با هستند مدل ها ابتدایی ترین که همگن مدل های در
شرایط در شده انجام مطالعات از حاصل نتایج دادەهای برازش از و هستند تجربی مدل ها این همه می شود. بیان دیفرانسیل معادله یک صورت به

.[۵] دهند نشان را توموری سلول های بر حاکم مکانیسم نمی  توانند و آمدە اند بدست آزمایشگاهی شده کنترل
و موجود سلول های تنوع به توجه با دارند. وجود تومور در سلول ها از مختلفی انواع که شدەاند بنا فرض این اساس بر ناهمگن های مدل
کرد. تقسیم مکانی⁃زمانی های مدل و تابعی مدل های کلی دسته دو به را ناهمگن مدل های می توان مدل، در آن ها مکان به توجه میزان برحسب
است ذکر به لازم گرفتەاند. قرار مختلف ناحیەهای در سلولی سینتیک اساس بر سلول ها مختلف انواع که است این بر فرض تابعی مدل های در
انواع تغییرات مکانی⁃زمانی مدل های اما است. محیطی شرایط به بسته و دیگر مرحله به مرحله یک از سلول یک تحول سلولی، سینتیک که
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تومور رشد مدل های دستەبندی :۳ شکل

.[۲] می کنند بررسی غذایی مواد به دسترسی میزان و زمان و مکان گرفتن نظر در با را سلول ها مختلف

توموری سلول های و ایمنی سلول های دینامیکی مدل های .۳
یا زایی (رگ آنژیوژنیز۳ تومور، رشد دینامیک های مانند سرطان از متفاوتی جنبەهای توصیف با متعددی ریاضی مدل های ۱۹۹۰ دهه اوایل از
و دارو تجویز پروتکل های سرطان، درمان دینامیک های توموری، سلول های و ایمنی سیستم سلول های تعامل جدید)، مویرگ های گیری شکل
و بیمار بر شده تحمیل درمان و بیماری از ناشی عوارض کاهش توموری، سلول های تعداد کردن مینیمم مانند مختلف هدف های گرفتن نظر در
سیستم بین تعامل خوبی به که ریاضی مدل سه اختصار به مقاله این در .[۱] گرفتەاند قرار بررسی و مطالعه مورد زندگی کیفیت سطح افزایش

می کنیم. مرور را هستند دیگر مدل های اساس و پایه واقع در و می کنند بیان را توموری سلول های و ایمنی
لوتکا⁃ولترا۴ مدل .۱ .۳

را ساده ریاضی مدل یک ولترا و لوتکا که برمی گردد ۱۹۲۰ های سال حدود به زیستی ریاضیات در معمولی دیفرانسیل معادلات از استفاده ایدەی
𝑥(𝑡) شکارها جمعیت و 𝑦(𝑡) شکارچی  ها جمعیت کنید فرض که است قرار این از داستان کردند. معرفی جمعیت دینامیک تئوری بیان برای
صورت به را آن ها می توان بنابراین باشند، بزرگ کافی اندازه به و همگن شکارچی ها و شکار جمعیت کنید فرض همچنین باشد. جنگل یک در

اگر .[۳] گرفت نظر در زمان برحسب پیوسته توابعی
Δ𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑥(𝑡), Δ𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑦(𝑡)

روز یک زمانی دوره مثال طور به Δ𝑡 = ۱ می دهیم قرار کلیت از شدن کم بدون باشند، Δ𝑡 مشخص زمانی دوره یک طول در جمعیت تغییرات
زیر صورت به هستند، غیرخطی دیفرانسیل معادله زوج یک که لوتکا⁃ولترا معادلات آن ها، مشتقات با Δ𝑥(𝑡), Δ𝑦(𝑡) کردن جانشین با باشد.

می شوند: نوشته
𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝛼𝑥 − 𝛽𝑥𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑐𝑥𝑦 − 𝑑𝑦

هستند. مثبت اعدادی 𝑑 ،𝑐 ،𝛽 ،𝛼 آن در که
می دهیم. نشان 𝛼𝑥 خطی عامل با را شکارها رشدنمایی ندارد، محدودیتی شکارها غذایی ذخیره که این فرض با اول) (معادله شکار معادله در
عامل از دارد آن ها برخورد میزان به بستگی ها آن شدن شکار میزان و است شکارچی ها توسط فقط شکارها کاهش که این فرض با همچنین

می کنیم. استفاده شکارها تعداد کاهش میزان دهنده نشان برای ،−𝛽𝑥𝑦،منفی

3Angiogenesis
4Lotka-Volterra Model
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−𝑑𝑦 منفی، خطی عامل و است شکارچی ها و شکارها تعداد با متناسب و شکارچی ها رشد دهنده نشان 𝑐𝑥𝑦 عامل (شکارچی ها) دوم معادله در
و تحلیلی جواب های همه کمی و کیفی رفتار سادگی عین در لوتکا⁃ولترا معادلات آن هاست. مهاجرت یا شکارچی ها طبیعی مرگ با متناظر

نقاط می کنند. مشخص را عددی
𝐴 = (۰, ۰), 𝐵 = 𝑑

𝑐 ,
𝛼
𝛽

(saddle point) زینی نقطه نقطه، دو هر پارامترها، بودن مثبت به توجه با و ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر محاسبه با که هستند سیستم تعادل نقاط
هستند.

کازنتسو۵ مدل .۲ .۳
سلول های دهنده نشان 𝐸(𝑡) آن در که کردند استفاده سرطان سازی مدل برای لوتکا⁃ولترا معادلات ایده از همکارانش و کازنتسو ،۱۹۹۴ سال در
نوشته زیر صورت به هستند لوتکا⁃ولترا معادلات شبیه که معادلات این است. (شکار) توموری سلول های 𝑇(𝑡) و (شکارچی) ایمنی سیستم

می شوند:
𝑑𝑇
𝑑𝑡 = 𝑎𝑇 ۱ − 𝑇

𝑏 − 𝑛𝐸𝑇

𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝑠 + 𝑝 𝐸𝑇

𝑔 + 𝑇 −𝑚𝐸𝑇 − 𝑑𝐸

هستند. مثبت پارامترهای 𝑠, 𝑝,𝑚, 𝑛, 𝑑, 𝑎, 𝑛, 𝑏 آن در که
تقریبا آن حجم حالت این در است. نمایی صورت به باشد، شناسایی قابل که شود بزرگ اندازەای به که زمانی تا ابتدایی مراحل در تومور رشد
به دارد. بیشتری تطابق آزمایشات از آمده دست به نتایج با لجستیک رشد مدل بعد به مرحله این از اما دارد. سلول ۱۰۸ حدود و است ۱𝑐𝑚۳

واقعیت به که 𝑎𝑇(۱ − 𝑇
𝑏 ) لجستیک، رشد از لوتکا⁃ولترا، معادله در شکار نمایی رشد جای به مدل، این در همکارانش و کازنتسو دلیل همین

سلول های نهایی اشباع میزان 𝑏 و رشد نرخ ماکزیمم 𝑎 آن در که کردەاند استفاده توموری سلول های رشد میزان دادن نشان برای است نزدیکتر
است. ایمنی سلول های با برخورد اثر در توموری سلول های تعداد کاهش دهندەی نشان نیز ،−𝑛𝐸𝑇 عامل است. توموری

همچنین است. ایمنی سلول های طبیعی مرگ یا آپوپتوز میزان 𝑑𝐸 و نرمال تکثیر میزان 𝑠 است، ایمنی سلول های به مربوط که دوم معادله در
سلول های تعداد افزایش میزان بیانگر 𝑝 𝐸𝑇

𝑔+𝑇 جملەی و می دهد نشان را توموری سلول های با برخورد دلیل به ایمنی سلول های مرگ میزان 𝑚𝐸𝑇
است. Michaelis-Menten رشد به مشهور و توموری سلول های حضور به پاسخ در ایمنی

اگر که است مطلب این بیانگر چگالی وابستگی می دهد. نشان خوبی به را چگالی وابستگی مانند تومور رشد از مهمی ویژگی های کازنتسو مدل
می کند. هدایت است، نهایی اشباع همان که سیستم تعادل نقطه بزرگترین سمت به را چگالی جمعیت، دینامیک باشد، بالا یا پایین جمعیت چگالی

می کند. پیدا کاهش ،𝑇 جمعیت افزایش با که است چگالی وابستگی دهندەی نشان (۱ − 𝑇
𝑏 ) عامل توموری، سلول های رشد معادله در

در سرطان عود مشاهده بالینی نتایج با که می دهد نشان را سرطانی سلول های رشد مدت طولانی نوسانات مدل این از حاصل نتایج همچنین
ایمنی سلول های بحرانی سطح می تواند که است این کازنتسو مدل ویژگی های از دیگر یکی دارد. تطابق کاملا خون سرطان به مربوط آزمایشات
ایمنی سلول های پاسخ با توموری سلول های رشد دیگر شود، کمتر بحرانی سطح از ایمنی سیستم سلول های تعداد اگر کند. پیش بینی را بدن در
۰ از سیستم تعادل نقاط تعداد ضرایب بین رابطه به بسته می شود. استفاده درمانی ایمنی روش در مدل این از دلیل همین به نیست. کنترل قابل

.[۷] بود خواهد متغیر تعادل نقطه ۳ تا تعادل نقطه
کریشنر⁃پانتا۶ مدل .۳ .۳

و سلولی درون ارتباطات بررسی در که مؤثر سایتوکاین های تغییرات میزان شامل سوم معادله یک کردن مطرح با پانتا و کریشنر ،۱۹۹۸ سال در
متغیر یک صورت به توموری سلول های مدل این در دادند. تعمیم را کازنتسو مدل می گیرند، قرار استفاده مورد گستردەای طور به ایمنی سیستم
سلول های غلظت می دهیم. نشان ،𝑇(𝑡) با را آن ها غلظت که شده گرفته نظر در همگن کلی طور به و زیاد کافی اندازه به تعداد نظر از پیوسته،
تعداد نظر از و توموری) (سلول های آنتی ژن به دهی پاسخ آماده و شدەاند تحریک توموری سلول های وجود دلیل به که مؤثر سلول های یا ایمنی
نوع سه این بین تعامل که معادلاتی می دهد. نشان را سایتوکاین ها همان یا مؤثر ملکول های غلظت نیز 𝐶(𝑡) و 𝐸(𝑡) با هستند زیاد کافی اندازه به

5Kuzentsov
6Kirschner - Panetta Model
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هستند: زیر صورت به 𝐾𝑃 مدل عنوان به می کنند توصیف را متغیر
𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝑐𝑇 − 𝜇۱𝐸 + 𝑝۱𝐸𝐶

𝑔۱ + 𝐶 + 𝑠۱
𝑑𝑇
𝑑𝑡 = 𝑟۱𝑇(۱ − 𝑏𝑇) − 𝑎𝐸𝑇

𝑔۲ + 𝑇
𝑑𝐶
𝑑𝑡 = 𝑝۲𝐸𝑇

𝑔۳ + 𝑇 + 𝑠۲ − 𝜇۲𝐶

هستند. مثبت پارامترهای 𝑠, 𝑝,𝑚, 𝑛, 𝑑, 𝑎, 𝑛, 𝑏 آن در که
تحریک اثر بر ایمنی سیستم سلول های افزایش دهنده نشان 𝑐𝑇 عامل می کند: توصیف را ،𝐸 ایمنی، سیستم سلول های تغییرات میزان اول معادلەی
مهمترین از یکی که می شود شناخته تومور ژنیک آنتی شاخص یا ژنیسیته آنتی عنوان به 𝑐 پارامتر آن در که است توموری سلول های وجود دلیل به
مرگ میزان دوم جملەی است. بدن خودی سلول های با آن ها بیگانگی و ساختار تفاوت میزان دهندەی نشان و توموری سلول های ویژگی های
𝑆۱ اینترلوکین۸، سایتوکاین۷ وجود دلیل به ایمنی سلول های تکثیر افزایش میزان میزان 𝑝۱𝐸𝐶

𝑔۱+𝐶
عامل ایمنی، سیستم سلول های آپوپتوز یا طبیعی

می دهد. نشان را ایمنی سیستم سلول های نرمال رشد
سلول های لجستیک رشد 𝑟۱𝑇(۱ − 𝑏𝑇) عامل می شود: توصیف می افتد اتفاق زمان برحسب توموری سلول های در که تغییراتی دوم معادله در
می دهد. نشان را عمر نیمه برحسب سایتوکاین زوال آخر عامل و ایمنی سلول های توسط تولیدشده سایکوتین میزان 𝑝۲𝐸𝑇

𝑔۳+𝑇
جملەی و توموری

.[۹] می دهد نشان ریاضی دیدگاه از هم و پزشکی نظر از هم را جالبی نتایج است پیچیدەتر و سخت تر کازنتسو مدل از که 𝐾𝑃 مدل کیفی آنالیز
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چکیده
در مهم معادلەی یک معادله، این هست. شرودینگر غیرخطی معادلەی از خاصی حالت کوندو⁃اسخائوس معادلەی
مجموعه آوردن بدست مطالعه، این اصلی هدف می کند. توصیف را نوری پالسهای مدلسازی که است کوانتوم فیزیک
روش یک که یافته تعمیم نمایی گویا تابع روش از کار این برای است. معادله این برای موج جواب های از متنوع ای
سیستمهای در شدید تغییرات یا انرژی انتقال با مسائل در ویژه به روش این کرد. خواهیم استفاده است قدرتمند
به توجه با کند. کمک انرژی انحراف های و پایه حالت های از دقیقتری توصیف به است ممکن و است مفید کوانتومی
مانند کارآمد محاسباتی نرم افزار یک از استفاده پیشنهادی، روش  کارگیری به برای اصلی نیاز بالا، محاسباتی پیچیدگی
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مقدمه .۱
دهەی چند در معادلات این بررسی در . [۱۷] شوند مدل سازی غیرخطی دیفرانسیل معادلات با می توانند فیزیکی، جالب پدیدەهای از بسیاری
سینوس⁃ روش ،[۱۹] معکوس پراکندگی روش مانند است، شده ارائه آنها دقیق جواب های آوردن دست به برای مؤثری بسیار روش های اخیر،
tanh تابع روش [۱۶] هموتوپی اغتشاش روش ،[۱۴] هیروتا دوخطی روش ،[۱۸] نمایی تابع روش ،[۱۳] آدومین تجزیه روش ،[۲۰] کسینوس

.[۱۲]
شرودینگر معادلەی دقیق جواب های آوردن دست به برای را (GERFⅯ) یافته تعمیم نمایی گویا تابع روش همکاران و قنبری پیش، چندی
این در [۱۱–۹ ،۷ ،۵–۱] گرفت قرار مطالعه مورد زیادی افراد و ایشان توسط سیستماتیک طور به آن از بعد و .[۸] کردند پیشنهاد غیرخطی
بکار شرودینگر غیرخطی معادلەی برای همکاران و قنبری توسط ۲۰۲۳ سال در که (ⅯGERFⅯ) یافته تعمیم نمایی گویا تابع روش تحقیق

گرفت. خواهد قرار پژوهش و تحقیق مورد دارد کاربرد فیزیکی پدیدەهای در که کوندو⁃اسخائوس معادلەی حل برای ،[۶] شد برده

(ⅯGERFⅯ) یافته تعمیم نمایی گویا تابع روش از مختصری شرح .۲
است. گرفته قرار بحث مورد کوندو⁃اسخائوس معادلەی حل برای (ⅯGERFⅯ) یافته تعمیم نمایی گویا تابع روش الگوریتم بخش، این در

است. زیر شرح به الگوریتم این اصلی مراحل
:[۱۵] می گیریم نظر در زیر صورت به را اسخائوس کوندو⁃ معادلەی مقاله، این در اول: مرحلەی ●

𝑖𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥 − ۲𝜎|𝑢|۲𝑢 + 𝛿۲|𝑢|۴𝑢 + ۲𝑖𝛿𝑢(|𝑢|۲)𝑥 = ۰, 𝜎 < ۰, (۱)
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حیدری) (سمیرا samira_heidari178@yahoo.com اسلامی)، (مصطفی mostafa.eslami@umz.ac.ir الکترونیک: پست
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می کنیم: معرفی را زیر موج تبدیل ما ،(۱) معادلەی براي سیار موج جواب های یافتن براي دوم: مرحلەی ●
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝜁)𝑒𝑖𝜃 , 𝜃 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑡, 𝜉 = 𝑖𝑘(𝑥 − ۲𝛼𝑡), (۲)

تبدیل زیر صورت به (۲) تبدیلات از استفاده با (۱) معادلەی بنابراین، است. سالیتون بسامد عنوان به 𝛽 سالیتون موج عدد 𝛼 آن در که
می شود:

−(𝛽 + 𝛼۲)𝑢 − 𝑘۲𝑢" − ۲𝜎𝑢۳ + 𝛿۲𝑢۵ − ۴𝛿𝑘𝑢۲𝑢′ = ۰, (۳)

،𝑚۰+۲ = ۵𝑚۰ داشت خواهیم 𝑢۵ غیرخطی عبارت و 𝑢" یعنی بالاتر مرتبه مشتق بین تعادل عدد قانون اصل استفاده با (۳) معادلەی در
تبدیل زیر معمولی دیفرانسیل معادلەی به را (۳) معادلەی و کرده استفاده 𝑢(𝜉) = 𝑣(𝜁)

۱
۲ فرم از لذا می آوریم. دست به 𝑚۰ =

۱
۲ که

می کنیم:
−۸𝜎𝑤𝑣(𝜁)۳ + ۴𝛿۲𝑤𝑣(𝜁)۴ − ۸𝑘𝛿𝑤𝑣۲𝑤𝑣′(𝜉) + 𝑘𝑤𝑣′(𝜁)۲ − ۲𝑤𝑣(𝜁)(۲(𝛼۲ + 𝛽) + 𝑘𝑤𝑣″(𝜁)) = ۰ (۴)

می آید. بدست 𝑚۰ = ۱ صورت این در که
کنیم: بیان زیر متناهی سري در می توانیم را (۴) معادلەی جواب که کنیم فرض سوم: مرحلەی ●

𝑣(𝜁) = 𝑘۰ +
𝑚۰

𝑙=۱
𝑘𝑙(

𝜃′(𝜁)
𝜃 (𝜁) )

𝑙 +
𝑚۰

𝑙=۱
ℎ𝑙(

𝜃′(𝜁)
𝜃 (𝜁) )

−𝑙 , (۵)

طوری به می شوند. مشخص بعداً که هستند ثابت هایی ها 𝑘𝑙 , ℎ𝑙 و می باشد ۱ برابر اینجا در که است مثبت صحیح عدد یک 𝑚۰ آن در که
است: زیر صورت به 𝜃(𝜁) که

𝜃(𝜁) = 𝑝۱𝑒𝑥𝑝(𝑞۱𝜁) + 𝑝۲𝑒𝑥𝑝(𝑞۲𝜁)
𝑝۳𝑒𝑥𝑝(𝑞۳𝜁) + 𝑝۴𝑒𝑥𝑝(𝑞۴𝜁)

, (۶)

شوند. مشخص باید که می باشند ,𝑘۰،مجهولاتی 𝑘۱, ℎ۱, (۱ ≤ 𝔦 ≤ ۴) همینطور و 𝑝𝑖 , 𝑞𝑖 , (۱ ≤ 𝔦 ≤ ۴) آن در که
چهارم: مرحلەی ●

برای 𝑄𝑙 = 𝑒𝑥𝑝(𝑞𝑙𝜁), حسب بر 𝐹(𝑄۱, 𝑄۲, 𝑄۳, 𝑄۴) = ۰ ای جمله چند معادله یک (۴) معادلەی در (۵) معادلەی جایگذاری با
آمد. خواهد بدست 𝑙 = ۱, ۲, ۳, ۴.

از غیرخطی جبري معادلات از دستگاه یک ما 𝑙 = ۱, ۲, ۳, ۴. برای ،(𝜃
′ (𝜁)
𝜃(𝜁) )

𝑙 ضرایب تمام دادن قرار صفر برابر با پنجم: مرحلەی ●
می آوریم. دست به (۱) معادلەی براي را سیار موج جواب های و کنیم، پیدا را آن ها صریحا و آوریم دست به مجهول ثابت های

شد. خواهند معرفی (۱) معادلەی برای زیر جدید نتایج شده، داده شرح روش بکارگیری با اینجا، در
:۱ خانوادەی

داریم: (۶) معادلەی در [𝑞۱𝑞۲𝑞۳𝑞۴] = [۲, ۱, −۲, ۰] و [𝑝۱𝑝۲𝑝۳𝑝۴] = [۱, ۲, ۰, −۱] گرفتن نظر در با
𝜃(𝜁) = −𝑒𝜁(۲ + 𝑒𝜁), (۷)

داشت: خواهیم

𝑣(𝜁) = −(−۵ + √۷)𝜎
۲(۲ + 𝑒𝜁)𝛿۲ , (۸)
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شود: می زیر ساختار به منجر (۶) معادلەی با همراه نتایج این

𝑘 = ۱۹𝜎 − ۱۱√۷𝜎
۳۲𝛿 − ۱۰√۷𝛿 ,

𝛽 = ۸(۳۲۷۵ − ۱۲۳۱√۷)𝛼۲𝛿۲ + (۴۴۸۳ − ۱۶۴۹√۷)𝜎۲

۸(−۳۲۷۵ + ۱۲۳۱√۷)𝛿۲ ,

ℎ۱ = ۰, 𝜅۰ = −(−۵ + √۷)𝜎
۲𝛿۲ , 𝜅۱ =

(−۵ + √۷)𝜎
۴𝛿۲ , (۹)

می آید. دست به (۱) معادلەی برای سالیتون حل راه یک بنابراین،

𝑢۱(𝜁) =
(−۵ + √۷)𝑒𝑖(𝑥𝛼−𝑡𝛼۲− (۴+√۷)𝑡𝜎۲

۸𝛿۲ )𝜎

۲(۲ + 𝑒−
𝑖(۱+√۷)(𝑥−۲𝑡𝛼)𝜎

۲𝛿 )𝛿۲
, (۱۰)

است. شده داده نشان ۱ شکل در (۱۰) معادلەی دینامیکی رفتار

۱ خانوادەی به مربوط گرافیکی نمودار :۱ شکل
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:۲ خانوادەی
داریم: (۶) معادلەی در [𝑞۱𝑞۲𝑞۳𝑞۴] = [۱, −۱, −۱, ۱] و [𝑝۱𝑝۲𝑝۳𝑝۴] = [۰, ۲, ۱, ۱] گرفتن نظر در با

𝜃(𝜁) = ۱ − 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜁), (۱۱)
داشت: خواهیم

𝑣(𝜁) = −𝜅۱(۱ + 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜁)) (۱۲)
می شود: زیر ساختار به منجر (۶) معادلەی با همراه نتایج این

𝑘 = −𝛿𝜅۱ − √(𝜅۱(𝛿۲𝜅۱ − 𝜎)),
𝛽 = −𝛼۲ + 𝜅۱(−۲𝛿۲𝜅۱ − ۲𝛿√(𝜅۱(𝛿۲𝜅۱ − 𝜎)) + 𝜎), ℎ۱ = ۰, 𝜅۰ = ۰, (۱۳)

می آید. دست به (۱) معادلەی برای سالیتون حل راه یک بنابراین،
𝑢۲(𝜁) = 𝑖𝑒𝑖(𝑥𝛼−𝑡𝛼۲+𝑡𝜅۱(−۲𝛿(𝛿𝜅۱+√(𝜅۱(𝛿۲𝜅۱−𝜎)))+𝜎))𝜅۱(𝑖 + 𝑡𝑎𝑛((𝑥 − ۲𝑡𝛼)(𝛿𝜅۱ + √(𝜅۱(𝛿۲𝜅۱ − 𝜎))))), (۱۴)

است. شده داده نشان ۲ شکل در (۱۴) معادلەی دینامیکی رفتار

۲ خانوادەی به مربوط گرافیکی نمودار :۲ شکل

:۳ خانوادەی
داریم: (۶) معادلەی در [𝑞۱𝑞۲𝑞۳𝑞۴] = [۰, ۲, −۱, ۱] و [𝑝۱𝑝۲𝑝۳𝑝۴] = [۱, −۲, ۱, ۰] گرفتن نظر در با

𝜃(𝜁) = 𝑒𝜁 − ۲𝑒۳𝜁 , (۱۵)
داشت: خواهیم

𝑣(𝜁) = ۲(−۵۸ + ۱۳√۱۹)𝜎
۱۷𝛿۲(−۸ + ۱۳𝑐𝑜𝑠ℎ(۲𝜁) + ۱۱𝑠𝑖𝑛ℎ(۲𝜉)) , (۱۶)
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می شود: زیر ساختار به منجر (۶) معادلەی با همراه نتایج این

𝑘 = (۱۱۸۵۷۳۶۸۰۵ − ۲۷۲۰۲۶۶۸۲√۱۹)𝜎
۳۴(−۸۶۴۳۷۸۴۱ + ۱۹۸۳۰۲۰۰√۱۹)𝛿 ,

𝛽 = −۱۱۵۶(−۱۷۱۳۴۴۹۳۶۸۸۵۰۵۸۵۰۹۸ + ۳۹۳۰۹۲۲۴۴۴۰۴۹۰۷۸۵۳√۱۹)𝛼۲𝛿۲ + (۳۲۲۴۳۳۴۳۹۱۲۷۷۷۴۰۷۹۰۳۸ − ۷۳۹۷۱۳۰۴۰۶۱۹۰۷۳۹۵۱۱۳√۱۹)𝜎۲
۱۱۵۶(۸۶۴۳۷۸۴۱ − ۱۹۸۳۰۲۰۰√۱۹)۲(−۵۸ + ۱۳√۱۹)𝛿۲ ,

ℎ۱ =
۳(−۵۸ + ۱۳√۱۹)𝜎

۶۸𝛿۲ , 𝜅۰ =
(۵۸ − ۱۳√۱۹)𝜎

۱۷𝛿۲ , 𝜅۱ =
(−۵۸ + ۱۳√۱۹)𝜎

۶۸𝛿۲ , (۱۷)

می آید. دست به عنوان به (۱) معادلەی برای سالیتون حل راه یک بنابراین،

𝑢۳(𝜁) =
۲(−۵۸ + ۱۳√۱۹)𝑒𝑖(𝑥𝛼−𝑡𝛼۲+ (−۱۰۱+۲۰√۱۹)𝑡𝜎۲

۱۱۵۶𝛿۲ )𝜎
۱۷𝛿۲(−۸ + ۱۳𝑐𝑜𝑠( (−۵+۲√۱۹)(𝑥−۲𝑡𝛼)𝜎

۱۷𝛿 ) + ۱۱𝑖𝑠𝑖𝑛( (−۵+۲√۱۹)(𝑥−۲𝑡𝛼)𝜎
۱۷𝛿 ))

, (۱۸)

است. شده داده نشان ۳ شکل در (۱۸) معادلەی دینامیکی رفتار

۳ خانوادەی به مربوط گرافیکی نمودار :۳ شکل
:۴ خانوادەی

داریم: (۶) معادلەی در [𝑞۱𝑞۲𝑞۳𝑞۴] = [𝑖, 𝑖, ۰, ۱] و [𝑝۱𝑝۲𝑝۳𝑝۴] = [−۱, 𝑖, ۱, −𝑖] گرفتن نظر در با

𝜃(𝜁) = −(۱ + 𝑖)𝑒𝑖𝜁
𝑖 + 𝑒𝜁 , (۱۹)

داشت: خواهیم

𝑣(𝜁) = 𝑖((۱ + ۲𝑖) + ۲𝑒𝜁)ℎ۱
−۲ − (۲ − ۴𝑖)𝑒𝜁 + (۲ + ۲𝑖)𝑒۲𝜁 , (۲۰)
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می شود: زیر ساختار به منجر (۶) معادلەی با همراه نتایج این

𝑘 = ۱
۵۲ (−۶۰۹ℎ۱𝛿 − √ℎ۱√(۳۴۹۸۷۳ℎ۱𝛿۲ + ۷۴۳۶۰𝜎)), 𝜅۰ = ℎ۱ , 𝜅۱ =

ℎ۱
۲ ,

𝛽 = −𝛼۲ + ℎ۱(۹۱۱۷۱ℎ۱𝛿۲ + ۸۷۸۸𝜎 + ۱۵۵√ℎ۱𝛿√(۳۴۹۸۷۳ℎ۱𝛿۲ + ۷۴۳۶۰𝜎))
۵۴۰۸ , (۲۱)

می آید. دست به (۱) معادلەی برای سالیتون حل راه یک بنابراین،

𝑢۴(𝜁) =
𝑖𝑒𝑖(𝑥𝛼−𝑡𝛼۲+ ℎ۱𝑡(۹۱۱۷۱ℎ۱𝛿۲+۸۷۸۸𝜎+۱۵۵√ℎ۱𝛿√(۳۴۹۸۷۳ℎ۱𝛿۲+۷۴۳۶۰𝜎))

۵۴۰۸ ((۱ + ۲𝑖) + ۲ⅇ(− ۱
۵۲ 𝑖(𝑥−۲𝑡𝛼)(۶۰۹ℎ۱𝛿+√ℎ۱√(۳۴۹۸۷۳ℎ۱𝛿۲+۷۴۳۶۰𝜎))))ℎ۱

−۲ − (۲ − ۴𝑖)𝑒− ۱
۵۲ 𝑖(𝑥−۲𝑡𝛼)(۶۰۹ℎ۱𝛿+√ℎ۱√(۳۴۹۸۷۳ℎ۱𝛿۲+۷۴۳۶۰𝜎)) + (۲ + ۲𝑖)𝑒− ۱

۲۶ 𝑖(𝑥−۲𝑡𝛼)(۶۰۹ℎ۱𝛿+√ℎ۱√(۳۴۹۸۷۳ℎ۱𝛿۲+۷۴۳۶۰𝜎)) , (۲۲)

است. شده داده نشان ۴ شکل در (۲۲) معادلەی دینامیکی رفتار

۴ خانوادەی به مربوط گرافیکی نمودار :۴ شکل
:۵ خانوادەی

داریم: (۶) معادلەی در [𝑞۱𝑞۲𝑞۳𝑞۴] = [۱, −۱ + 𝑖, −۱, ۱] و [𝑝۱𝑝۲𝑝۳𝑝۴] = [۱ + 𝑖, −۱, ۱, ۰] گرفتن نظر در با
𝜃(𝜁) = −𝑒𝑖𝜁 + (۱ + 𝑖)𝑒۲𝜁 , (۲۳)
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داشت: خواهیم

𝑣(𝜉) = −(۳ + 𝑖)𝑒۲𝑖𝜁𝜅۱ − (۱ − ۳𝑖)𝑒(۲+𝑖)𝜁𝜅۱
ⅇ۲𝑖𝜁 − (۳ − 𝑖)𝑒(۲+𝑖)𝜁 + ۴𝑒۴𝜁 , (۲۴)

می شود: زیر ساختار به منجر (۶) معادلەی با همراه نتایج این

𝑘 = ۱
۱۰۱ (۱۱۹𝛿𝜅۱ − √(𝜅۱(۱۰۵۲۵𝛿۲𝜅۱ − ۹۲۹۲𝜎))), ℎ۱ = ۲𝜅۱ , 𝜅۰ = −۳𝜅۱

𝛽 = −𝛼۲ + ۵𝜅۱(−۳۵۳۷۳𝛿۲𝜅۱ + ۲۶۵𝛿√(𝜅۱(۱۰۵۲۵𝛿۲𝜅۱ − ۹۲۹۲𝜎)) + ۶۰۶۰𝜎)
۲۰۴۰۲ , (۲۵)

می آید. دست به (۱) معادلەی برای سالیتون حل راه یک بنابراین،

𝑢۵(𝜁) =
(۱ − ۳𝑖)𝑒 𝑖(𝑥𝛼−𝑡𝛼۲+(۵𝑡𝜅۱(−۳۵۳۷۳𝛿۲𝜅۱+۲۶۵𝛿√(𝜅۱(۱۰۵۲۵𝛿۲𝜅۱−۹۲۹۲𝜎))+۶۰۶۰𝜎))

۲۰۴۰۲ (−𝑖 + 𝑒(−
۱

۱۰۱ −
۲𝑖

۱۰۱ )(𝑥−۲𝑡𝛼)(−۱۱۹𝛿𝜅۱+√(𝜅۱(۱۰۵۲۵𝛿۲𝜅۱−۹۲۹۲𝜎)))))𝜅۱
۱ + 𝑒(−

۲
۱۰۱ −

۴𝑖
۱۰۱ )(𝑥−۲𝑡𝛼)(−۱۱۹𝛿𝜅۱+√(𝜅۱(۱۰۵۲۵𝛿۲𝜅۱−۹۲۹۲𝜎)))(۴ − (۳ − 𝑖)𝑒(

۱
۱۰۱ +

۲𝑖
۱۰۱ )(𝑥−۲𝑡𝛼)(−۱۱۹𝛿𝜅۱+√(𝜅۱(۱۰۵۲۵𝛿۲𝜅۱−۹۲۹۲𝜎)))))

, (۲۶)

است. شده داده نشان ۵ شکل در (۲۶) معادلەی دینامیکی رفتار

۵ خانوادەی به مربوط گرافیکی نمودار :۵ شکل
:۶ خانوادەی

داریم: (۶) معادلەی در [𝑞۱𝑞۲𝑞۳𝑞۴] = [۱, −۱, −𝑖, ۱] و [𝑝۱𝑝۲𝑝۳𝑝۴] = [−۱ + 𝑖, ۲𝑖, ۰, −𝑖] گرفتن نظر در با
𝜃(𝜁) = (−۱ − 𝑖) − ۲𝑒−۲𝜁 , (۲۷)
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داشت: خواهیم

𝑣(𝜁) = −
( ۱

۴ +
𝑖
۴ )(۱۰𝑖 + 𝑒۴𝜁)ℎ۱
(۱ − 𝑖) + 𝑒۲𝜁 , (۲۸)

می شود: زیر ساختار به منجر (۶) معادلەی با همراه نتایج این

𝑘 = ۵ℎ۱𝛿 − ۹𝜎
۲𝛿 , 𝛽 = −𝛼۲ + ۵۰ℎ۱𝛿۲ − ۷۰ℎ۱𝜎 + ۸۱𝜎۲

۴𝛿۲ , 𝜅۰ = ℎ۱ , 𝜅۱ = −ℎ۱ , (۲۹)

می آید. دست به (۱) معادلەی برای سالیتون حل راه یک بنابراین،

𝑢۶(𝜉) =
( ۱

۴ +
𝑖
۴ )ⅇ

𝑖(𝑥𝛼+𝑡(−𝛼۲+۵۰ℎ۲۱𝛿۲−۷۰ℎ۱𝜎+ ۸۱𝜎۲
۴𝛿۲ ))(۱۰𝑖 + 𝑒۴𝑖(𝑥−۲𝑡𝛼)(۵ℎ۱𝛿− ۹𝜎

۲𝛿 ))ℎ۱

(۱ − 𝑖) + 𝑒۲𝑖(𝑥−۲𝑡𝛼)(۵ℎ۱𝛿− ۹𝜎
۲𝛿 )

, (۳۰)

است. شده داده نشان ۶ شکل در (۳۰) معادلەی دینامیکی رفتار

۶ خانوادەی به مربوط گرافیکی نمودار :۶ شکل

نتیجەگیری .۳
جواب های دنبال به مطالعه، این در نیز ما است. گرفته صورت شگرف پیشرفتهایی  دیفرانسیل معادلات از برخی زمینەی در اخیر، دهەهای در
جوابهایی و گرفتیم. نظر در را مختلف حالت ۶ و کرده استفاده یافته تعمیم نمایی گویا تابع روش از اینکار برای بودیم. کوندو⁃اسخائوس معادلهی دقیق
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روش ابتدای از که است سادەای ساختارهای بردن بکار روش، این اصلی مزایای از یکی کردیم. پیدا معادله این برای را آنها از دیگر انواع و تاریک سالیتون روشن، سالیتون مانند
(این متمتیکا افزارهای نرم از استفاده با است. فیزیکی مختلف شرایط در اعمال قابلیت و جواب، در بالا دقت گویا، توابع انتخاب در بیشتر انعطاف شامل مهم نتایج می شوند. تعیین
تابع روش گذشته، سال های در رسید. نوری فیزیک زمینەهای در معنی داری نتایج به و کرده تحلیل و تجزیه را نتایج سهولت به می توان است) نتایج در بیشتر اطمینان باعث کار
کوندو⁃اسخائوس معادلهی برای ما کار این در که بوده جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای دقیق تحلیلی جواب های بررسی برای قدرتمند روش یک یافته تعمیم نمایی گویا

کردیم. استفاده

مراجع
[1] Karmina K Ali, R Yilmazer, H Bulut, Tolga Aktürk, and MS Osman. Abundant exact solutions to the strain wave equation in micro-structured

solids. Modern Physics Letters B, 35(26):2150439, 2021.
[2] Noufe H Aljahdaly, Amjad F Alyoubi, and Aly R Seadawy. Solitary wave solutions of the ionic currents along microtubule dynamical

equations via analytical mathematical method. Open Physics, 19(1):494–503, 2021.
[3] Yan Cao, Foroud Parvaneh, Sagr Alamri, Ali A Rajhi, and Ali E Anqi. Some exact wave solutions to a variety of the schrödinger equation

with two nonlinearity laws and conformable derivative. Results in Physics, 31:104929, 2021.
[4] Şeyma TÜLÜCE DEMİRAY and Uğur BAYRAKCI. A study on the solutions of (1+ 1)-dimensional mikhailov-novikov-wang equation.

Mathematical Modelling and Numerical Simulation with Applications, 3(2):101–110, 2022.
[5] Behzad Ghanbari. Abundant soliton solutions for the hirota–maccari equation via the generalized exponential rational function method.

Modern Physics Letters B, 33(09):1950106, 2019.
[6] Behzad Ghanbari and Dumitru Baleanu. Applications of two novel techniques in finding optical soliton solutions of modified nonlinear

schrödinger equations. Results in Physics, 44:106171, 2023.
[7] Behzad Ghanbari and JF Gómez-Aguilar. The generalized exponential rational function method for radhakrishnan-kundu-lakshmanan equa-

tion with 𝛽-conformable time derivative. Revista mexicana de física, 65(5):503–518, 2019.
[8] Behzad Ghanbari and Mustafa Inc. A new generalized exponential rational function method to find exact special solutions for the resonance

nonlinear schrödinger equation. The European Physical Journal Plus, 133(4):142, 2018.
[9] Behzad Ghanbari and Chun-Ku Kuo. A variety of solitary wave solutions to the (2+ 1)-dimensional bidirectional sk and variable-coefficient

sk equations. Results in Physics, 18:103266, 2020.
[10] Behzad Ghanbari and Kottakkaran Sooppy Nisar. Determining new soliton solutions for a generalized nonlinear evolution equation using an

effective analytical method. Alexandria Engineering Journal, 59(5):3171–3179, 2020.
[11] B Günay, Chun-Ku Kuo, and Wen-Xiu Ma. An application of the exponential rational function method to exact solutions to the drinfeld–

sokolov system. Results in Physics, 29:104733, 2021.
[12] A Houwe, M Inc, SY Doka, B Acay, and LVC Hoan. The discrete tanh method for solving the nonlinear differential-difference equations.

International Journal of Modern Physics B, 34(19):2050177, 2020.
[13] Mukesh Kumar and Umesh. Recent development of adomian decomposition method for ordinary and partial differential equations. Interna-

tional Journal of Applied and Computational Mathematics, 8(2):81, 2022.
[14] Xing Lü and Si-Jia Chen. Interaction solutions to nonlinear partial differential equations via hirota bilinear forms: one-lump-multi-stripe and

one-lump-multi-soliton types. Nonlinear Dynamics, 103:947–977, 2021.
[15] Jalil Manafian and Mehrdad Lakestani. Abundant soliton solutions for the kundu–eckhaus equation via tan (𝜙 (𝜉))-expansion method. Optik,

127(14):5543–5551, 2016.
[16] Mubashir Qayyum and Imbsat Oscar. Least square homotopy perturbation method for ordinary differential equations. Journal of Mathematics,

2021:1–16, 2021.
[17] Yuan Shen, Bo Tian, Tian-Yu Zhou, and Xiao-Tian Gao. Nonlinear differential-difference hierarchy relevant to the ablowitz-ladik equation:

Lax pair, conservation laws, n-fold darboux transformation and explicit exact solutions. Chaos, Solitons & Fractals, 164:112460, 2022.
[18] Yi Tian and Jun Liu. A modified exp-function method for fractional partial differential equations. Thermal Science, 25(2 Part B):1237–1241,

2021.
[19] Nikolay K Vitanov, Zlatinka I Dimitrova, and Kaloyan N Vitanov. Simple equations method (sesm): Algorithm, connection with hirota

method, inverse scattering transform method, and several other methods. Entropy, 23(1):10, 2020.
[20] Betül Sultan Yıldız, Nantiwat Pholdee, Sujin Bureerat, Ali Rıza Yıldız, and Sadiq M Sait. Sine-cosine optimization algorithm for the con-

ceptual design of automobile components. Materials Testing, 62(7):744–748, 2020.



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارچهارمین و ریاضی ملی همایش چهارمین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1402

۱۹۹–۱۹۳ صص. ،OR–151 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

ناهموار بهینەسازی برای قوی همگرایی خاصیت با کارآمد مزدوج گرادیان روش یک
اکبریب زهره ،آ، بای∗ عاطفه

مازندران دانشگاه ارشد آدانشجوی
مازندران دانشگاه باستادیار

چکیده
مورآ منظم ساز تابع از استفاده با ناهموار بهینەسازی مسائل حل برای کارآمد مزدوج گرادیان روش یک مقاله، این در
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از واقعی دنیای مهندسی مسائل برخی حل برای رویکرد، این کارایی و توانایی می باشد. همگرا استاندارد فرضیات

می دهد. نشان را روش این بهتر عملکرد نتایج، می گیرد. قرار بررسی مورد تصویر پردازش حوزه
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مقدمه .۱
گیرید: نظر در را زیر بهینەسازی مسئله

ⅿin{𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ ℝ𝑛}, (۱)
بهینەسازی و هموار بهینەسازی گروه دو به (۱) مسئله ،𝑓 هدف تابع نوع به بسته است. موضعی لیپ شیتز پیوسته 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ تابع آن در که
مسائل مانند باشد، بزرگ مقیاس در و ناهموار هدف، تابع که است زمانی (۱) مسئله با رابطه در برانگیز چالش مسئله یک می شود. تقسیم ناهموار
پزشکی، عکاسی، در زیادی کاربردهای و است تحقیقاتی فعال حوزه یک تصویر پردازش ماشین. یادگیری مسائل و تصویر پردازش بهینه، کنترل
زیرگرادیان[۲۱]، روش از می توان که است، شده ارائه ناهموار بهینەسازی مسئله حل براي زیادی روش های دارد. غیره و صنعت ستارەشناسی،
مسئله حل برای مطرح روش های عنوان به آزاد[۳] مشتق روش های و هموار[۱۹] روش های اساس بر الگوریتم هایی ای[۱۰]، دسته روش های

است[۷]. شده پیشنهاد نیز ناهموار بهینەسازی مسئله حل برای مزدوج گرادیان روش  برد. نام ناهموار بهینەسازی
برشمرد. ناهموار بهینەسازی مسئله اهداف مهم ترین از یکی می توان را ۱ آسیب دیده و تار نسخه یک از واقعی تصویر یک بازسازی

است: زیر خطی مدل نویز، و شدن مات دلیل به آسیب دیده تصاویر برای استفاده مورد مدل رایج ترین
𝑦 = 𝐴𝑥 + 𝜂, 𝑥 ∈ ℝ𝑚𝑛 ,
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بالا مسئله .(𝑚 × 𝑛 ابعاد به 𝕏 تصویر ماتریس ستون های از بردار یک 𝑥)می دهد نشان را اصلی تصویر که است ستونی بردار یک 𝑥 آن در که
یک با می توان را 𝐴 ماتریس می شود. استفاده 𝜂 نویز بردار یک و 𝐴 مات ماتریس یک وسیله به آسیب دیده 𝑦 از 𝑥 اصلی تصویر بازسازی برای
یک عنوان به می تواند مسئله این . دارد[۱۱] وجود تاری نوع هر با متناظر PSF یک معمولا آورد. دست به خاص (PSF) نقطه۲ پخش تابع

شود: گرفته نظر در زیر شکل به بهینەسازی مسئله
ⅿin
𝑥∈𝕏

۱
۲‖𝐴𝑥 − 𝑦‖۲۲ + 𝑣𝜙(𝑥),

یک به منجر ترتیب به 𝜙(𝑥) = ‖𝑥‖۲ و 𝜙(𝑥) = ‖𝑥‖۱ انتخاب مثال برای است. منظم ساز عبارت یک 𝜙 و منظم ساز پارامتر یک 𝑣 آن در که
حل و بوده بدوضع۳ بسیار که است بزرگ مقیاس در معکوس مسئله یک تصویر بازسازی می دانیم، که همانطور می شود. هموار یا ناهموار مسئله
به مقاله، این در است. مطرح تحقیقاتی موضوع یک عنوان به همچنان مسئله این حل برای جدید روش های طراحی بنابراین، می باشد. دشوار آن

است. ناهموار محدب تابع یک 𝑓 آن در که می پردازیم، بهینەسازی(۱) مسئله حل
حل برای کم حافظه نیازمندی همچنین و قوی سراسری و موضعی همگرایی ویژگی های دلیل به مزدوج گرادیان روش های اخیر، دهەهای در
می شوند: تعریف زیر صورت به معمولا مزدوج گرادیان تکرارهای شدەاند. گرفته کار به محققان توسط گستردەای طور به بزرگ مقیاس مسائل

𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 , (۲)
می شود: محاسبه زیر بازگشتی صورت به 𝑑𝑘 جستجو جهت و است گام طول 𝛼𝑘 > ۰ آن در که
𝑑𝑘+۱ = −𝑔𝑘+۱ + 𝛽𝑘𝑑𝑘 , (𝑑۰ = −𝑔𝑘), (۳)

الگوریتم های به منجر 𝛽𝑘 مختلف های انتخاب واقع، در می شود. شناخته مزدوج گرادیان پارامتر عنوان به 𝛽𝑘 و 𝑔𝑘 =∶ ∇𝑓(𝑥𝑘) آن در که
است شده داده نشان زیر در که همانطور را 𝛽𝑘 معروف کلاسیک انتخاب های از برخی می شود. متفاوت عملکرد با مختلف مزدوج گرادیان
استوری و لیو ،(CD) [۸]۷ فلچر ،(PRP) [۲۰] ۶ پولیاک و ریبیره و پولاک ،(FR) [۹]۵ ریوز و فلچر ، ،(HS) [۱۲]۴ استیفل و هستینز در می توان

یافت: ،(DY) [۶] ۹ یوآن و دای و ،(LS) [۱۷]۸

𝛽𝐻𝑆𝑘 = 𝑔𝑇𝑘+۱𝑦𝑘
𝑑𝑇𝑘𝑦𝑘

, 𝛽𝐹𝑅𝑘 = ‖𝑔𝑘+۱‖۲
‖𝑔𝑘‖۲ , 𝛽𝑃𝑅𝑃𝑘 = 𝑔𝑇𝑘+۱𝑦𝑘

‖𝑔𝑘‖۲ ,

𝛽𝐶𝐷𝑘 = ‖𝑔𝑘+۱‖۲
−𝑑𝑇𝑘𝑦𝑘

, 𝛽𝐿𝑆𝑘 = 𝑔𝑇𝑘+۱𝑦𝑘
−𝑑𝑇𝑘𝑦𝑘

, 𝛽𝐷𝑌𝑘 = ‖𝑔𝑘+۱‖۲
𝑑𝑇𝑘𝑦𝑘

,

متفاوت نوع ۴۰ بنابراین، و پارامترها، این از مختلف نوع ۴۰ آندری[۱]، است. اقلیدسی نرم دهنده نشان ‖.‖ و 𝑦𝑘 ∶= 𝑔𝑘+۱ − 𝑔𝑘 آن در که
عددی صورت به را آنها و پرداخته روش ها این از مختلفی انواع به که دارد وجود زیادی مقالات کرد. معرفی را مزدوج گرادیان الگوریتم های از
از اخیراً محققان از برخی یافتەاند، توسعه هموار بهینەسازی مسائل حل برای اصل در روش ها این اگرچه .[۱۵ است[۲، داده قرار مقایسه مورد
محدب بهینەسازی مسائل حل برای موجود شده شناختە روش های از برخی کردەاند. استفاده ناهموار محدب بهینەسازی مسائل حل برای آنها
به مورآ⁃یاشیدا۱۱ منظم ساز تکنیک از استفاده با هدف تابع مسئله، حل برای اینجا در هستند[۱۶]. دستەای۱۰ و زیرگرادیان روش های ناهموار

می شود: تبدیل هموار تابع
ⅿin
𝑥∈ℝ𝑛

𝐹(𝑥), (۴)
می شود: تعیین زیر رابطه توسط که است 𝑓 مورآ⁃یاشیدا منظم ساز 𝐹 ∶ ℝ𝑛 → ℝ تابع درآن که

𝐹(𝑥) = ⅿin
𝑧∈ℝ𝑛

{𝑓(𝑧) + ۱
۲𝜆‖𝑧 − 𝑥‖۲}, (۵)

2Point Spread Function
3Ill-conditioned
4Hestenes and Stiefel
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7Fletcher
8Liu and Storey
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10Subgradient and bundle method
11Moreau–Yosida
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که زمانی حتی خوشبختانه، است. منطبق (۴) مینیمم کنندەهای مجموعه با (۱) مینیمم کنندەهای مجموعه است. مثبت پارامتر یک 𝜆 آن در که
ویژگی های دارد[۲۲–۲۴]. وجود (۴) مسئله حل برای مختلفی تکراری روش های است. مشتق پذیر محدب تابع یک 𝐹 نباشد، مشتق پذیر 𝑓 تابع
روش اصلی ویژگی های می شود. ناهموار مسائل برای روش ها این اصلاح به تشویق باعث هموار، مسائل برای مزدوج گرادیان روش های خوب

از: عبارتند مقاله این در ارائەشده
می کنند.  برآورده را کافی کاهش شرط جستجو جهات تمام ●

می آورند. وجود به را مناسبی همگرایی نتایج و دارند قرار اعتماد ناحیه یک در جستجو جهات تمام ●
استاندارد روش های از برخی به نسبت بهتری عملکرد عددی نتایج و بوده سراسری همگرایی دارای خاص فرضیات تحت پیشنهادی روش ●

می دهند.  نشان را موجود
را آن همگرایی سپس، می کنیم. معرفی ۳ بخش در را جدید روش ،۲ بخش در مختصر یادآوری یک از پس است: زیر شرح به مقاله سازماندهی

می دهیم. نشان تصویر بازسازی مسئله در را الگوریتم کاربرد ،۵ بخش در نهایت در می دهیم. قرار بررسی مورد ۴ بخش در

مختصر یادآوری .۲
خوش تعریف (۵) عبارت راست سمت است، محدب 𝑓وقتی می دانیم می پردازیم. (۵) مورآ⁃یاشیدا منظم ساز اصلی ویژگی های بیان ادامه،به در

می شود: داده نشان زیر صورت به که دارد یکتا مینیمم کننده یک است، اکید محدب که زمانی و است

𝑝(𝑥) = arg ⅿin
𝑧∈ℝ𝑛

{𝑓(𝑧) + ۱
۲𝜆‖𝑧 − 𝑥‖۲}. (۶)

داد: نمایش زیر صورت به توان می را 𝐹 بنابراین،

𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑝(𝑥)) + ۱
۲𝜆‖𝑝(𝑥) − 𝑥‖۲,

است: زیر صورت به نیز آن گرادیان
𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑝(𝑥)

𝜆
آورده اثبات بدون آن ها از برخی ادامه در کرد. مراجعه [۱۴] مرجع به می توان بیشتر مطالعه برای که دارند توجهی قابل ویژگی های 𝑔(𝑥)و 𝐹(𝑥)

شدەاست.
این، بر علاوه است. 𝑔(𝑥) = 𝑥−𝑝(𝑥)

𝜆 آن گرادیان و است پذیر مشتق جا همه در و است محدب دارد، متناهی مقدار (۵) در 𝐹 تابع .۱ .۲ قضیه
داریم: 𝑥۱, 𝑥۲ ∈ ℝ𝑛 تمام ازای به

‖𝑔(𝑥۱) − 𝑔(𝑥۲)‖۲ ≤ ۱
𝜆(𝑔(𝑥۱)) − 𝑔(𝑥۲))𝑇(𝑥۱ − 𝑥۲).

یعنی است، ۱
𝜆 ثابت مقدار با سراسری لیپ شیتز پیوسته 𝑔 نتیجه، در

‖𝑔(𝑥۱) − 𝑔(𝑥۲)‖ ≤
۱
𝜆‖𝑥۱ − 𝑥۲‖.

هستند: معادل زیر عبارات نهایت، در
است. 𝑓 مینیمم کننده 𝑥∗ (i)

است. 𝐹 مینیمم کننده 𝑥∗ (ii)

.𝑔(𝑥∗) = ۰ (iii)

.𝑥∗ = 𝑝(𝑥∗) (iiii)

.[۱۳] در اثبات اثبات.
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است فشرده و ناتهی زیر مجموعه و است مشتق پذیر جا همه در تقریباً 𝑔 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 ، ۱۲ رادماخر قضیه طبق
𝜕𝐵𝑔(𝑥) = {𝑉 ∈ ℝ𝑛×𝑛|𝑉 = ⅼiⅿ

𝑥𝑖→𝑥
∇𝑔(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑔}

زیرا است، متقارن مثبت معین نیمه ماتریس یک 𝑉 ∈ 𝜕𝐵𝑔(𝑥) هر که باشیم داشته توجه .𝐷𝑔 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛|است مشتق پذیر x در g} آن در که
برای کارآمد روش های از برخی بزنیم. تقریب را (۶) در 𝑝(𝑥) باید ،𝑔(𝑥) و 𝐹(𝑥) محاسبه برای .[۲۵] است 𝐹 محدب تابع یک گرادیان 𝑔
زیر شرط سه ترکیب با را بهینەسازی مسئله یک فاطمی کارا، مزدوج گرادیان الگوریتم یک ارائه منظور به .[۵ ،۴] دارد وجود 𝑝(𝑥) محاسبه

:[۷] کرد معرفی
𝑑𝑇𝑘+۱𝑦𝑘 = ۰,
𝑑𝑇𝑖 𝑔𝑘 = ۰, 𝑖 = ۰, ۱, ⋯ , 𝑘 − ۱
𝑑𝑇𝑘𝑔𝑘 ≤ 𝜂‖𝑔𝑘‖۲, است مثبت ثابت یک 𝜂,

است زیر صورت به مسئله هستند. خطی مزدوج گرادیان نظریه با مرتبط که
ⅿin
𝛽𝑘

[𝑔𝑇𝑘+۱𝑑𝑘+۱ +𝑀((𝑔𝑇𝑘+۲𝑠𝑘)۲(𝑑𝑇𝑘+۱𝑦𝑘)۲)],

زیر شرح به جدید 𝛽𝑘 یک 𝐵𝑘+۱𝑠𝑘 = 𝑦𝑘 شرط از استفاده و مسئله این حل با است. جریمه پارامتر 𝑀 و است 𝑠𝑘 ∶= 𝑥𝑘+۱ − 𝑥𝑘 آن در که
می شود: پیشنهاد

𝛽𝑘 =
−۱

۲𝑀(۱ + 𝑡۲)
𝑔𝑇𝑘+۱𝑑𝑘
(𝑦𝑇𝑘𝑑𝑘)۲ +

𝑦𝑇𝑘𝑔𝑘+۱
𝑦𝑇𝑘𝑑𝑘

− 𝑡
۱ + 𝑡۲

𝑠𝑇𝑘𝑔𝑘+۱
𝑦𝑇𝑘𝑑𝑘

, (۷)

و دارد سراسری همگرایی معمولی توابع برای آمده دست به روش که شده داده نشان است. 𝛼𝑘 گام طول از مناسب تقریبی 𝑡 > ۰ آن در که
است. کارآمد

اولیه نتایج .۳
نظر در با ببریم. بکار ناهموار مسائل حل برای را آن و کنیم اصلاح را روش تا می کند مجاب را ما [۷] در شده ارائه روش خوب های ویژگی

می کنیم: تعریف ، 𝑔𝑘 = ∇𝐹(𝑥𝑘) گرفتن
𝑑𝑘+۱ = −𝑔𝑘+۱ + 𝛽𝑁𝑘 𝑑𝑘 (𝑑۰ = −𝑔𝑜), (۸)

که
𝛽𝑁𝑘 = (𝑦𝑘 −

۱
۲𝑀(۱ + 𝑡۲)

𝑑𝑘
𝑇𝑘

− 𝑡
۱ + 𝑡۲ 𝑠𝑘)𝑇

𝑔𝑘+۱
𝑇𝑘

, (۹)
و

𝑇𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝛾‖𝑑𝑘‖.‖𝑦𝑘‖, ‖𝑑𝑘‖.‖𝑠𝑘‖, |𝑑𝑇𝑘𝑦𝑘|,
𝑑𝑇𝑘𝑔𝑘+۱

۲𝑀((۱ + 𝑡۲)𝑦𝑘 − 𝑡𝑠𝑘)𝑇𝑔𝑘+۱
} ≥ ۰ (۱۰)

نشان زیر صورت به را آن می خواهیم و است مناسب ناهموار مسائل برای که است (۷) از شده اصلاح نسخه (۹) تساوی .𝛾 مثبت ثابت هر برای
دهیم.

مثبت اسکالر یک برای سپس، بگیرید. نظر در (۹) در 𝛽𝑘 و 𝛼𝑘 > ۰ گام طول با (۸) و (۲) اساس بر را مزدوج گرادیان تکرارهای .۱ .۳ لم
انتخاب و ۰ < 𝑐 < ۱ ثابت

𝑀 = ۲𝑐
((۱ + 𝑡۲)‖𝑦𝑘‖۲ , (۱۱)

داریم (۹) در
𝑑𝑇𝑘+۱𝑔𝑘+۱ ≤ −(۱ − 𝑐)‖𝑔𝑘+۱‖۲.
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می دهد: نتیجه را زیر عبارت (۱۰) و (۹) در (۱۱) جاگذاری که فهمید می توان راحتی به
𝛽𝑁𝑘 = (𝑦𝑘 −

‖𝑦𝑘‖۲𝑑𝐾
۴𝑐

𝑑𝑘
𝑇𝑘

− 𝑡
۱ + 𝑡۲ 𝑠𝑘)𝑇

𝑔𝑘+۱
𝑇𝑘

, (۱۲)
آن در که

𝑇𝑘 = 𝑚𝑎𝑥{𝛾‖𝑑𝑘‖.‖𝑦𝑘‖, ‖𝑑𝑘‖.‖𝑠𝑘‖, |𝑑𝑇𝑘𝑦𝑘|,
(۱ + 𝑡۲)‖𝑦𝑘‖۲𝑑𝐾𝑔𝑘+۱

۴𝑐((۱ + 𝑡۲)𝑦𝑘 − 𝑡𝑠𝑘)𝑇𝑔𝑘+۱
}. (۱۳)

داریم است، شده معرفی (۱۲) و (۸) توسط که 𝑑𝑘 جستجو جهت برای .۲ .۳ لم
‖𝑑𝑘‖ ≤ (۲ + ۱

𝛾 + ۱
۴𝑐𝛾۲ )‖𝑔𝑘‖.

سراسری همگرایی .۴
کنیم. خلاصه جدید مزدوج گرادیان الگوریتم معرفی برای را قبلی بخش های مطالب می خواهیم اکنون

(NCG۱۳) جدید مزدوج گرادیان الگوریتم .۱ الگوریتم
انتخاب ۰ < 𝜖 < ۱ و ۰ < 𝑐 < ۱ ،۰ < 𝜎 < ۱ ،𝛿 ، 𝜆 ، 𝛾 مثبت پارامترهای برای مناسب مقدار یک و 𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 شروع نقطه یک :۱ گام

.𝑘 = ۰ و 𝑑۰ = −𝑔۰ قراردهید و کنید محاسبه را 𝑔۰ = ∇𝑓(𝑥۰) و کنید
بروید. ۳ گام به صورت این غیر در شوید. متوقف ،‖𝑔𝑘‖ < 𝜖 اگر :۲ گام

کنید: محاسبه زیر آرمیژو خطی جستجوی از استفاده با را 𝛼𝑘 گام طول :۳ گام
𝐹(𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘) ≤ 𝜎𝛼𝑘𝑔𝑇𝑘𝑑𝑘

.𝑖𝑘 ∈ {۰, ۱, ۲, ...} و 𝛼𝑘 = 𝛿 × ۲−𝑖𝑘 آن در که
.𝑦𝑘 = 𝑔𝑘+۱ − 𝑔𝑘 و 𝑠𝑘 = 𝑥𝑘+۱ − 𝑥𝑘 ،𝑔𝑘+۱ = ∇𝑓(𝑥𝑘+۱) ،𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 کنید: محاسبه :۴ گام

کنید. محاسبه (۱۳) و (۱۲) از استفاده با را 𝛽𝑁𝑘 مزدوج گرادیان پارامتر :۵ گام
.𝑑𝑘+۱ = −𝑔𝑘+۱ + 𝛽𝑁𝑘 𝑑𝑘 جستجو جهت :۶ گام

بروید. گام۲ به و 𝑘 ∶= 𝑘 + ۱ دهید قرار :۷ گام
است. زیر صورت به الگوریتم همگرایی اثبات برای لازم فرضیات است. NCG الگوریتم سراسری همگرایی خاصیت بررسی مقاله، اصلی کار

است. کراندار Γ = {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝐹(𝑥) < 𝐹(𝑥۰)} تراز مجموعه (i)

است. کراندار پایین از 𝐹 تابع (ii)

𝑖 هر برای که دارد وجود 𝐿 ثابت مقدار یک یعنی است، کراندار {𝑉𝑖} دنباله (iii)

‖𝑉𝑖‖ ≤ 𝐿,
.𝑉𝑖 ∈ 𝜕𝐵𝑔(𝑥𝑖) آن در که

ثابت بزرگ، کافی اندازه به 𝑘 برای ،NCG الگوریتم توسط شده تولید {𝛼𝑘} و {𝑥𝑘} دنباله برای (iii) و (ii) ،(i) فرضیات وجود با .۱ .۴ لم
که طوری به دارد، وجود 𝛼۰ > ۰

𝛼𝑘 ≥ 𝛼۰
می شود. بیان زیر صورت به مقاله اصلی نتیجه حال

داریم سپس است. برقرار لم(۴. ۱) در شرایط که کنید فرض .۲ .۴ قضیه
ⅼiⅿ
𝑘→∞

inf ‖𝑔𝑘‖ = ۰.
است. (۱) برای بهینه جواب یک 𝑥𝑘 حدی نقطه هر این، بر علاوه
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تصویر بازسازی در الگوریتم کاربرد .۵
تاری رفع یعنی تصویر، پردازش بخش از برنامەای و می شود داده نشان واقعی دنیای پرکاربرد مسئله یک حل برای الگوریتم بخش،کارایی این در
تصاویر ،(۱) تصویر در می شود. مقایسه [۲۳] و [۲۴] در ترتیب به ۳ .۱ الگوریتم و ۴ .۲ الگوریتم با NⅭG الگوریتم می شود. بررسی تصویر
دوربین یک خطی حرکت با (۱(آ)) و (۱(ج)) تصاویر شدەاند. تار تاپلیتز ماتریس های از استفاده با مگان و مردعکاس مغز، لنا، ،۲۵۶ × ۲۵۶
ناهموار منظم ساز عبارت از استفاده با سپس شدەاند. تار پیکسلی ۲۰ دوربین یک خطی حرکت توسط (۱(ه)) و (۱(ز)) تصاویر و پیکسلی ۱۵
تکرار ۵۰ از پس الگوریتم و است ۰٫۰۰۱ حدود ساز منظم پارامتر مقدار بهترین [۲۶] به توجه با است. شده بازسازی تصاویر ،𝜙(𝑥) = ‖𝑥‖۱.می شود متوقف
اما کنند. حل موفقیت با را تصویر بازسازی مسئله می توانند الگوریتم ها همه که می شود مشاهده (۴) و (۳) ،(۲) شکل های و (۱) جدول از
برای پارامترها مناسب انتخاب با روش این نتیجه، در ببینیم. دیگر الگوریتم دو با مقایسه در NCG الگوریتم برای کمتری CPU زمان می توانیم

است. مؤثر نیز واقعی دنیای مسائل حل

CPU زمان مقایسه :۱ جدول
مگان مردعکاس مغز لنا

۶۴۱٫۴۳۰ ۶۵۱٫۰۹۵ ۷۶۶٫۲۳۳ ۶۵۸٫۹۸۵ NCG الگوریتم
۷۴۷٫۷۶۳ ۷۲۳٫۲۳۲ ۶۸۸٫۶۴۸ ۸۳۵٫۲۲۶ [۲۴] ۴ .۲ الگوریتم
۲۸۵۴٫۷۵۱ ۱۸۱۴٫۴۷۶ ۱۵۲۶٫۴۵۶ ۳۷۹۲٫۸۰۱ [۲۳] ۳ .۱ الگوریتم

نتیجەگیری .۶
بسیار می بخشند، سرعت و تسهیل را پردازش مرحله که جدید ریاضی روش های پزشکی، تصاویر و تصویر پردازش مانند حوزەها از بسیاری در
− مورآ منظم ساز تابع از استفاده با ناهموار بهینەسازی مسائل حل برای کارآمد مزدوج گرادیان روش یک مقاله دراین می گیرند. قرار توجه مورد
نهایی، بخش در است. سراسری همگرایی دارای استاندارد فرضیات با و می کند تضمین را کافی کاهش خاصیت رویکرد این گردید. ارائه یاشیدا

است.  کارآمد ⅭPU زمان مقایسه نظر از که داد نشان گزارش شده نتایج و شد گرفته کار به تصاویر تاری زدایی مسئله حل برای روش این

سپاس گزاری
دارم. ويژه تشکر ارزنده راهنمايی های خاطر به اكبری زهره دكتر خانم خود راهنمای استاد از
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چکیده
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در که را دیگری الگوریتم درونی نقطه های روش از استفاده با سپس دهیم، می ارائه آن حل برای یافته تعمیم نیوتن
شده، ارائه های الگوریتم کارایی نیز پایان در کرد. خواهیم معرفی برد می بهره ⅬSQR تکراری روش از حل فرآیند

است. شده تشریح بدحالت مثال چندین روی ⅬSTRS افزار نرم و متلب Ⅼsqnonneg دستور

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

درونی، نقطه های روش
پیچیده، سازی بهینه

نامنفی، مربعات کمترین مسئله
بزرگ، ابعاد با مقید گسسته بدحالت مسائل
یافته. تعمیم نیوتن روش مبنای بر الگوریتم
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
چالش های اغلب مسائل این آیند. می شمار به بزرگ ابعاد با مقید گسسته بدحالت مسائل حل در مهم جزء یک عنوان به درونی نقطه روش های
در است ممکن سنتی بهینەسازی تکنیک های .[۳] می دهند ارائه چندگانه های محدودیت وجود و آن ها پیچیده طبیعت دلیل به را توجهی قابل
حل امکان که می دهند ارائه فرد به منحصر رویکرد یک درونی نقطه روش های حال، این با شوند. مشکل دچار سناریوهایی چنین با موثر مقابله
درونی نقطه روش های .[۹] می کند مسائل حل و بهینەسازی زمینه در ارزشمند روش یک را آن ها و می کند فراهم را پیچیده مسائل این کارآمد
ممکن منطقه مرز در حل ها راه یافتن بر تمرکز بر که سنتی روش های با رویکرد این می کنند. عمل ممکن منطقه داخل در حل ها راه جستجوی با
دقت با گسسته بدحالت مسائل با مقابله امکان و کرده عبور ها محدودیت از موثر طور به می توانند روش ها این .[۸] است متفاوت دارند تمرکز
مهندسی از می کند. فراهم را حوزەها از گستردەای طیف در آن ها از استفاده امکان درونی نقطه روش های چند گانگی کنند. فراهم را بالا کارایی و
مختلف حوزەهای در بزرگ ابعاد با مقید گسسته بدحالت مسائل حل در موثر ابزاری عنوان به روش ها این داده، تحلیل و مالی تا لجستیک و
در راەحل ها بهینەسازی برای ایدەآلی گزینەی را آن ها گسسته، متغیرهای و پیچیده محدودیت های مدیریت در آن ها توانایی شدەاند[۳]. اثبات
بالا بعد فضاهای در کارآمد بەطور مسیریابی در آن ها توانایی درونی، نقطه روش های کلیدی مزایای از یکی .[۸] می کند مختلف صحنەهای
بزرگ ابعاد با مقید گسسته حالت بد مسائل حل برای بویژه را آن ها ویژگی این می شوند. هماهنگ پیچیده محدودیت های با که حالی در است
.[۸] دهند ارائه اجرا قابل راەحل های معقول زمان مدت در نتوانند و شوند مشکل دچار است ممکن سنتی روش های که جایی می کند، مناسب
ترجیحی رویکرد یک بەعنوان را آن ها وضعیت که می دهند نشان را همگرایی پایداری ویژگی های اغلب درونی نقطه روش های این، بر علاوه
عمیق بزرگ، ابعاد با مقید گسسته بدحالت مسائل بر درونی نقطه روش های تأثیر .[۳] می کند تقویت پیچیده بهینەسازی چالش های مدیریت برای
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می دهند امکان پژوهشگران و سازمان ها به درونی نقطه روش های پیچیده، مسائل این با مقابله برای کارآمد و سیستماتیک روش های ارائه با است.
و دارند مختلف صنایع در گستردەای تأثیرات ها روش این کنند. بهینەسازی و بررسی را می شدند تلقی دستیابی غیرقابل قبلا که راەحل هایی تا

.[۹] شوند می چالش برانگیز بهینەسازی مسائل با مقابله برای جدید راەحل های ارائه باعث

(NNⅬS) نامنفی قیود با مربعات کمترین مسئله .۲
تصاویر بازسازی مسئله به توان می آنها جمله از که هستیم متغیرها روی نامنفی قیود با مربعات کمترین مسئله حل نیازمند مواقع از بسیاری در

پردازیم: می نامنفی قید با مربعات کمترین مسئله بررسی به ادامه در .[۶] کرد اشاره
ⅿin
𝑥

∥ 𝐴𝑥 − 𝑏 ∥۲۲
𝑠.𝑡. 𝑥 ≥ ۰. (۱)

دهیم. می ارائه (۱) مسئله حل برای الگوریتمی ،[۷] یافته تعمیم نیوتن ای جریمه روش از استفاده با ادامه در
یافته تعمیم نیوتن ای جریمه روش .۱ .۲

کنیم: می تبدیل زیر نامقید مسئله به را (۱) مقید مسئله ای، جریمه روش از استفاده با

𝑚𝑖𝑛
𝑥

‖𝐴𝑥 − 𝑏‖۲
۲ +𝑀 (−𝑥)+

۲
۲ ,

گیریم: می نظر در زیر صورت به را 𝑓 تابع . 𝑥+ = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, ۰) و شود می نامیده جریمه پارامتر و است مثبت ثابت 𝑀 که
𝑓(𝑥) =∥ 𝐴𝑥 − 𝑏 ∥۲۲ +𝑀 ∥ (−𝑥)+ ∥۲۲

بود: خواهد زیر صورت به آن گرادیان که
▽𝑓(𝑥) = ۲𝐴𝑇(𝐴𝑥 − 𝑏) − ۲𝑀(−𝑥)+.

گیریم: می نظر در شود می تعریف زیر صورت به که را آن یافته تعمیم هسیان است، پذیر دیفرانسیل یکبار تابع یک 𝑓 تابع چون اما
▽۲𝑓(𝑥) = ۲𝐴𝑇𝐴 + ۲𝑀𝐷,

است: زیر صورت به قطری ماتریس یک 𝐷 که

𝐷𝑖𝑖 =
۱ 𝜉𝑖 < ۰
۰ اینصورت غیر در

نباشد. پذیر وارون است ممکن و است مثبت معین نیمه یافته، تعمیم هسیان شده داده 𝑀 > ۰ برای که است واضح .𝑥 = (𝜉۱, ⋯ , 𝜉𝑛)𝑇 و
جهت اکنون است. کوچک مثبت پارامتر یک 𝛿 که بگیریم نظر در را (▽۲𝑓(𝑥)+ 𝛿𝐼) ماتریس ▽۲𝑓(𝑥) جای به مشکل این رفع برای بنابراین

کنیم: می تعریف زیر صورت به را نیوتن
𝑑 = −(▽۲𝑓(𝑥) + 𝛿𝐼)−۱▽𝑓(𝑥),

است. کاهشی جهت یک وضوح به که
کنیم. می بیان (۱) مسئله حل برای را زیر الگوریتم شده، ارائه توضیحات به توجه با حال
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(GNP) یافته تعمیم نیوتن ای جریمه الگوریتم
.𝑡𝑜𝑙, 𝑏 ∈ ℝ𝑛،متقارن ، 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ورودی:

.𝑥 ≥ ۰ خروجی:
.𝑘 = ۰ و 𝑀 = ۱𝑒 + ۸ بده قرار و بگیر را 𝑥۰ .۱

بده. انجام را زیر اعمال است ▽𝑓(𝑥𝑘) > 𝑡𝑜𝑙 که وقتی تا .۲
کن. حساب را ▽۲𝑓(𝑥𝑘) و ▽𝑓(𝑥𝑘) (آ)

.𝑑𝑘 ← −(▽۲𝑓(𝑥𝑘) + 𝛿𝐼)−۱▽𝑓(𝑥𝑘) (ب)
کن. حساب را ▽𝑓(𝑥𝑘+۱) و 𝑥𝑘+۱ ← 𝑥𝑘 + 𝑑𝑘 (ج)

است. مسئله تقریبی جواب 𝑥𝑘 .۳
آن از است یافته تعمیم هسیان و گرادیان محاسبه به نیاز که بار هر و محاسبه الگوریتم ابتدای در یکبار بایستی 𝐴𝑇𝐴 که است ذکر به لازم نکته.

شود. استفاده
بهبودیافته درونی نقطه روش .۲ .۲

روش یک دیگر، روشهای با مقایسه در بزرگ ابعاد با غیرخطی و خطی ریزی برنامه مسائل حل در درونی نقطه های روش موفقیت به توجه با
بکار را ⅬSQR تکراری الگوریتم (۱) مسئله تقریبی جواب تعیین برای روش این شود[۴]. می ارائه (۱) مسئله حل برای خاص درونی نقطه
ابعاد با ضرایب ماتریس با مربعات کمترین مسئله و معادلات دستگاه حل برای که است، کارآمد و تکراری روش یک ⅬSQR روش . برد می
.[۹] است شده طراحی (Goⅼub)گلوب و (Kahan) کاهان به منسوب سازی دوقطری روش براساس روش این است. مناسب تنک و بزرگ
principle discrepancy اختلاف اصل شرط توان می فرض این به توجه با لذا است، معلوم ها داده در موجود خطای نرم که است این بر فرض

∥ 𝐴𝑥 − 𝑏 ∥≤ 𝜀𝜂

بنابراین شود. می گرفته نظر در 𝜂 > ۱ همواره که ثابت یک 𝜂 و 𝑏 بردار در موجود خطای نرم 𝜀 کاربرد، به الگوریتم توقف شرط عنوان به را
است: زیر شرایط برقراری معادل (۱) مسئله حل

‖𝐴𝑥 − 𝑏‖ ≤ 𝜀𝜂,
𝑥 ≥ ۰. (۲)

گیریم: می درنظر زیر بصورت نامنفی قیدهای حذف با را (۱) مسئله شده اصلاح مانعی تابع

𝑓𝛾(𝑥) =
۱
۲ ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖۲ + 𝜑(𝑥)

۲ ‖𝑥‖۲ − 𝛾
𝑛

𝑖=۱
𝑙𝑜𝑔𝜉𝑖

است. 𝜑(۰) = ۰ ، (𝛾 > ۰) 𝛾 برحسب مثبت صعودی تابع یک 𝜑(𝛾) و مانعی پارامتر 𝛾 ،𝑥 = [𝜉۱, ⋯ , 𝜉𝑛] > ۰ آن در که
بصورت نامقید سازی مینیمم مسائل از ای دنباله ،(۱) مقید مسئله تقریبی جواب تعیین برای

𝑚𝑖𝑛
𝑥
𝑓𝛾(𝑥) (۳)

است: زیر صورت به 𝑓𝛾(𝑥) تابع هسیان و گرادیان کنیم. می حل (𝑘 = ۰, ۱, ۲, ⋯) 𝛾 = 𝛾𝑘 مانعی پارامتر نزولی مثبت مقادیر ازای به را
▽𝑓𝛾(𝑥) = (𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼)𝑥 − 𝐴𝑇𝑏 − 𝛾𝑋−۱𝑐,
▽۲𝑓𝛾(𝑥) = 𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 − 𝛾𝑋−۲,

𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 [𝑥] ∈ ℝ𝕟×𝕟,
𝑐 = [۱, ۱, ⋯ , ۱]𝑇 ∈ ℝ𝕟,

تابع بنابراین است، مثبت معین 𝛾 > ۰ هر ازای به همواره هسیان که یابیم می در ،𝑓𝛾(𝑥) تابع هسیان محاسبه با است. همانی ماتریس یک 𝐼 که
اعتماد ناحیه روش توسط ،𝛾 مثبت مقادیر ازای به را (۳) مسئله بود. خواهد یکتا جواب دارای (۳) مسئله نتیجه در و است محدب اکیدا 𝑓𝛾(𝑥)
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تابع از دومی درجه تخمین هدف تابع آن در که کنیم می معرفی را اعتماد ناحیه مسئله زیر یا دوم درجه مسئله منظور این برای کنیم. می حل
است: زیر صورت به 𝑥 نقطه حول 𝑓𝛾(𝑥) تابع دوم مرتبه تیلور بسط است. لگاریتمی مانعی

𝑞𝛾(𝑥 + ℎ) = 𝑓𝛾(𝑥) + ℎ𝑇▽𝑓𝛾(𝑥) +
۱
۲ℎ

𝑇▽۲𝑓𝛾(𝑥)ℎ.

مسئله تقریبی جواب سپس
𝑚𝑖𝑛
ℎ
𝑞𝛾(𝑥 + ℎ) (۴)

داریم: 𝑧 = 𝑥 + ℎ دادن قرار با کنیم. می بیان را (۴) حل روش ادامه در کنیم. می تعیین را

𝑞𝛾(𝑧) = 𝑓𝛾(𝑥) + (𝑧 − 𝑥)𝑇▽𝑓𝛾(𝑥) +
۱
۲(𝑧 − 𝑥)𝑇▽۲𝑓𝛾(𝑥)(𝑧 − 𝑥)

است: زیر صورت به نیز 𝑞𝛾(𝑧) تابع هسیان و گرادیان که
▽𝑞𝛾(𝑧) = (𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲)𝑧 − 𝐴𝑇𝑏 − ۲𝛾𝑋−۱𝑐,
▽۲𝑞𝛾(𝑧) = 𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲.

است: زیر صورت به باشد (۴) مسئله جواب یک 𝑧 شدنی نقطه اینکه برای نامقید دوم مرتبه کافی شرایط
،(𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲)𝑧 = 𝐴𝑇𝑏 + ۲𝛾𝑋−۱𝑐 الف)

باشد. مثبت معین 𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲ ب)
است. تغییریافته مربعات کمترین مسئله یک نرمال معادلات دستگاه معادل (الف) شرط دهیم می نشان ادامه در

دوم مرتبه مدل جواب .۱ .۲ .۲
کنیم: می تعریف زیر صورت به را 𝑔𝛾 بردار و 𝐷𝛾 قطری مثبت معین ماتریس 𝛾 > ۰ ازای به

𝐷𝛾 = (𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲)
۱
۲ , 𝑔𝛾 = ۲𝛾(𝜑(𝛾)𝑋۲ + 𝛾𝐼)

−۱
۲ 𝑐,

که است واضح
𝑙𝑖𝑚𝐷𝛾 = ۰

𝛾→۰
, 𝑙𝑖𝑚𝑔𝛾 = ۰

𝛾→۰

دهیم: می قرار

�̆� = 𝐴
𝐷𝛾 ∈ ℝ(𝕞+𝕟)×𝕟, �̆� = 𝑏

𝑔𝛾 ∈ ℝ𝕞+𝕟,

بگیرید: نظر در را زیر مربعات کمترین مسئله حال
𝑚𝑖𝑛
𝑧∈ℝ𝕟

�̆�𝑧 − �̆� ۲ (۵)
است: زیر صورت به (۵) مسئله نرمال معادله

�̆�𝑇�̆�𝑧 = �̆�𝑇�̆�,

یا

𝐴𝑇 𝐷𝛾
𝐴
𝐷𝛾 𝑧 = 𝐴𝑇 𝐷𝛾

𝑏
𝑔𝛾 ,



۲۰۵ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ صلاحی مازیار و پورمحمدی ماریه

یا
(𝐴𝑇𝐴 + 𝐷۲

𝛾)𝑧 = 𝐴𝑇𝑏 + 𝐷𝛾𝑔𝛾. (۶)
داریم: (۷) معادله در 𝑔𝛾 و 𝐷𝛾 جایگذاری با حال

(𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲)𝑧 = 𝐴𝑇𝑏 + ۲𝛾𝑐(𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲)
۱
۲ (𝜑(𝛾)𝑋۲ + 𝛾𝐼)

−۱
۲

= 𝐴𝑇𝑏 + ۲𝛾𝑋−۱𝑐,

نتیجه در
(𝐴𝑇𝐴 + 𝜑(𝛾)𝐼 + 𝛾𝑋−۲)𝑧 = 𝐴𝑇𝑏 + ۲𝛾𝑋−۱𝑐. (۷)

را (۴) مسئله کافی شرایط که شدنی z یافتن برای است کافی بنابراین است. (الف) شرط همان که است (۵) مسئله نرمال معادله (۷) معادله
روش با ارز هم تحلیلی بطور روش بریم. می بکار را ⅬSQR روش (۵) مسئله تقریبی جواب محاسبه برای کنیم. حل را (۵) مسئله کند. برقرار
مطلوب خواص دارای اما شود. می برده بکار مربعات کمترین مسئله نرمال معادلات حل برای که است (ⅭGⅬS) مزدوج گرادیان استاندارد
ضرایب ماتریس زمانیکه ⅬSQR روش که دهد می نشان ⅭGⅬS روش چند با ⅬSQR الگوریتم مقایسه است. ⅭGⅬS روش به نسبت تری

.[۵] است اعتمادتر قابل روشی است بدحالت ماتریس یک A
یکنواخت طور به (𝑟𝑘 = 𝑏 − 𝐴𝑥𝑘) ،‖𝑟𝑘‖۲ مانده نرم که طوری به شود می تولید تقریبی جوابهای از ،𝑥𝑘 دنباله یک روش، این براساس
و 𝜈𝑘 و 𝑢𝑘 واحد بردارهای از ای دنباله ،�̆� شروع بردار با �̆� ماتریس برای سازی قطری دو الگوریتم از تکرار 𝑘 کارگیری به با یابد. می کاهش

شوند: می ساخته زیر صورت به که شوند می حاصل 𝛽𝑘 و 𝛼𝑘 اسکالرهای

𝛽۱𝑢۱ = �̆�,
𝛼۱𝜈۱ = �̆�𝑇𝑢۱,

𝛽𝑘+۱𝑢𝑘+۱ = �̆�𝜈𝑘 − 𝛼𝑘𝑢𝑘 , 𝑘 = ۱, ۲, ⋯
𝛼𝑘+۱𝜈𝑘+۱ = �̆�𝑇𝑢𝑘+۱ − 𝛽𝑘+۱𝜈𝑘 ,

(۸)

باشد. ‖𝑢𝑘‖ = ‖𝜈𝑘‖ = ۱ شوند می محاسبه طوری 𝛼𝑘 , 𝛽𝑘 > ۰ ضرایب و
های ماتریس 𝑉𝑘 = (𝜈۱, ⋯ , 𝜈𝑘) و 𝑈𝑘 = (𝑢۱, ⋯ , 𝑢𝑘) های ماتریس و است همانی ماتریس ستون امین 𝑘 ،𝑒𝑘 و 𝛽𝑘 = �̆� همچنین

نوشت: زیر صورت به توان می ماتریسی شکل در را (۸) روابط هستند. متعامد
�̆� = 𝛽۱𝑈𝑘+۱𝑒۱,

�̆�𝑉𝑘 = 𝑈𝑘+۱𝐵𝑘 ,
�̆�𝑇𝑈𝑘+۱ = 𝑉𝑘𝐵𝑇𝑘+۱ + 𝛼𝑘+۱𝜈𝑘+۱𝑒𝑇𝑘+۱,

است: زیر شکل به پایینی قطری دو ماتریس 𝐵𝑘 ∈ ℝ(𝕜+𝟙)×𝕜 که

𝐵𝑘 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝛼۱ ۰ ⋯ ۰
𝛽۲ 𝛼۲ ⋯ ۰
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
۰ ۰ 𝛽𝑘 𝛼𝑘۰ ۰ ۰ 𝛽𝑘+۱

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝐵𝑘−۱ 𝛼𝑘𝑒𝑘۰ 𝛽𝑘+۱
.

که بطوری است 𝑧𝑘 تقریبی جواب یه یافتن هدف
𝑧𝑘 ∈ 𝐾𝑘 , 𝐾𝑘 = 𝐾𝑘(�̆�𝑇�̆�, �̆�𝑇�̆�) = 𝑠𝑝𝑎𝑛 �̆�𝑇�̆�, (�̆�𝑇�̆�)�̆�𝑇�̆�, ⋯ , (�̆�𝑇�̆�)𝑘−۱�̆�𝑇�̆� .

دانیم می طرفی از
𝐾𝑘 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑉𝑘)
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𝑧𝑘 و دهد می �̆�𝑇�̆� بردار و �̆�𝑇�̆� ماتریس توسط شده تولید زیرفضای برای متعامد پایه یک تشکیل 𝑉𝑘 متعامد ماتریس های ستون یعنی است،
داریم: بنابراین سازد. می مینیمم 𝐾𝑘(�̆�𝑇�̆�, �̆�𝑇�̆�) کریلف زیرفضای در را 𝑟𝑘 مانده نرم
𝑧𝑘 = 𝑉𝑘𝑦𝑘 , 𝑦𝑘 ∈ ℝ𝕜,

�̆� − �̆�𝑧𝑘 = 𝑚𝑖𝑛
𝑧∈𝐾𝑘(�̆�𝑇�̆�,�̆�𝑇𝑏)

�̆� − �̆�𝑧 ,

= 𝑚𝑖𝑛
𝑦𝑘

‖𝑈𝑘+۱𝛽۱𝑒۱ − 𝑈𝑘+۱𝐵𝑘𝑦𝑘‖ ,
(۹)

𝑟𝑘 = 𝑈𝑘+۱𝑡𝑘+۱, 𝑡𝑘+۱ = 𝛽۱𝑒۱ − 𝐵𝑘𝑦𝑘.

برای QR استاندارد روش دهد. می تشکیل را ⅬSQR الگوریتم اساس (۹) شرایط شود. برقرار (۹) شرایط که یابیم می طوری را 𝑦𝑘 حال
کنیم می تبدیل مثلثی بالا ماتریس یک به را 𝐵𝑘 دوقطری ماتریس QR تجزیه از استفاده با است[۲]. سودمند محاسباتی نظر از (۹) مسئله حل
و 𝑘 + ۱ سطرهای روی تنها 𝐺𝑘,𝑘+۱ دوران .[۱] شود می انجام 𝑄 = 𝐺𝑘,𝑘+۱ ⋯𝐺۱۲ گیونز های دوران از ضربی حاصل توسط تبدیل این که
𝐵𝑘 ماتریس قطری زیر های درایه حذف برای ها دوران این حقیقت در شوند، حذف 𝑘 سطر قطری زیر های درایه تا کند می عمل ماتریس 𝑘

اند: شده طراحی 𝛽۲, ⋯ , 𝛽𝑘+۱ یعنی

𝑄 𝐵𝑘 𝛽۱𝑒۱ = 𝑅𝑘 𝑓𝑘۰ �̄�𝑘+۱
=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜌۱ 𝜃۲ ۰ ⋯ ۰ 𝜙۱۰ 𝜌۲ 𝜃۳ ⋯ ۰ 𝜙۲
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
۰ ۰ ۰ 𝜌𝑘−۱ 𝜃𝑘 𝜙𝑘−۱۰ ۰ ۰ ۰ 𝜌𝑘 𝜙𝑘۰ ۰ ۰ ۰ ۰ �̄�𝑘+۱

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

است: زیر شکل به است شده طراحی 𝐵𝑘 ماتریس در 𝛽𝑘+۱ اسکالر کردن صفر برای که گیونز دوران امین 𝑘
𝑐𝑘 𝑠𝑘
𝑠𝑘 −𝑐𝑘

�̄�𝑘 ۰ �̄�𝑘
𝛽𝑘+۱ 𝛼𝑘+۱ ۰ = 𝜌𝑘 𝜃𝑘+۱ 𝜙𝑘۰ �̄�𝑘+۱ �̄�𝑘+۱

است. 𝜙۱ = 𝛽۱ و 𝜌۱ = 𝛼۱ نیز اولیه مقادیر و
کرد: تعیین زیر صورت به را 𝑡𝑘+۱ و 𝑦𝑘 بردارهای توان می آسانی به اکنون

𝑅𝑘𝑦𝑘 = 𝑓𝑘 , 𝑡𝑘+۱ = 𝑄𝑇 ۰
�̄�𝑘+۱

= �̄�𝑘+۱𝑄𝑇𝑒𝑘+۱,

𝑟𝑘 = 𝑈𝑘+۱𝑡𝑘+۱ = 𝑈𝑘+۱𝜙𝑘+۱𝑄𝑇𝑒𝑘+۱ ⇒ ‖𝑟𝑘‖ = 𝜙𝑘+۱.

ساخته [𝑅𝑘−۱ 𝑓𝑘−۱] به جدید ستون و سطر یک افزودن با [𝑅𝑘 𝑓𝑘] و باشد نمی 𝑦𝑘−۱ با مشترکی، های درایه دارای معمولا 𝑦𝑘 بالا روابط در
تعریف و 𝑓𝑘 از مولفه امین 𝑘 − ۱ گرفتن نظر در با توان می شد بیان بنابرآنچه حال شود. می

𝑊𝑘 = [𝑤۱, 𝑤۲, ⋯ , 𝑤𝑘] = 𝑉𝑘𝑅−۱
𝑘 𝐷𝑘 , 𝐷𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜌۱, ⋯ , 𝜌𝑘)

کرد: بیان زیر صورت به 𝑧𝑘 برای بازگشتی رابطه یک
𝑧𝑘 = 𝑉𝑘𝑦𝑘 = 𝑉𝑘𝑅−۱

𝑘 𝑓𝑘 = 𝑉𝑘𝑅−۱
𝑘 𝐷𝑘𝐷−۱

𝑘 𝑓𝑘

= 𝑊𝑘𝐷−۱
𝑘 𝑓𝑘 = 𝑊𝑘−۱ 𝑤𝑘

𝐷−۱
𝑘−۱
𝜌−۱
𝑘

𝑓𝑘−۱
𝜙𝑘

= 𝑊𝑘−۱𝐷−۱
𝑘−۱𝑓𝑘−۱ +𝑤𝑘𝜌−۱

𝑘 𝜙𝑘
= 𝑧𝑘−۱ +𝑤𝑘𝜌−۱

𝑘 𝜙𝑘.

کرد: محاسبه زیر بازگشتی رابطه از را 𝑤𝑘 توان می پیشرو چانشینی روش با 𝑊𝑇
𝑘+۱𝐷−۱

𝑘+۱𝑅𝑇𝑘+۱ = 𝑉𝑇𝑘+۱ دستگاه حل با همچنین

𝑤𝑘+۱ = 𝑣𝑘+۱ −
𝜃𝑘+۱
𝜌𝑘

𝑤𝑘 , 𝑤۱ = 𝑣۱.
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(ⅬSQR) الگوریتم
.𝑥۰ = ۰, 𝑤۱ = 𝑣۱, 𝛼۱𝑣۱ = 𝐴𝑇𝑢۱, 𝛽۱𝑢۱ = 𝑏, 𝜙۱ = 𝛽۱, 𝜌۱ = 𝛼۱ ورودی:

دهید. انجام را ۴ تا ۲ های گام 𝑘 = ۱, ۲, ⋯ ازای به .۱
سازی: قطری دو .۲

.𝛽𝑘+۱𝑢𝑘+۱ = 𝐴𝑣𝑘 − 𝛼𝑘𝑢𝑘 (آ)
.𝛼𝑘+۱𝑣𝑘+۱ = 𝐴𝑇𝑢𝑘+۱ − 𝛽𝑘+۱𝑣𝑘 (ب)

گیونز: های دوران تشکیل .۳
.𝜌𝑘 = (𝜌۲

𝑘 + 𝛽۲
𝑘+۱)

۱
۲ (آ)

.𝑐𝑘 =
𝜌𝑘
𝜌𝑘

(ب)
.𝑠𝑘 =

𝛽𝑘+۱
𝜌𝑘

(ج)
.𝜃𝑘+۱ = 𝑠𝑘𝛼𝑘+۱ (د)

٫𝜌𝑘+۱ = −𝑐𝑘𝛼𝑘+۱ (ه)
.𝜙𝑘 = 𝑐𝑘𝜙𝑘 (و)

٫𝜙𝑘+۱ = 𝑠𝑘𝜙𝑘 (ز)
کنید: بهنگام را 𝑤 و 𝑧 .۴

.𝑧𝑘 = 𝑧𝑘−۱ + (𝜙𝑘
𝜌𝑘
)𝑤𝑘 (آ)

.𝑤𝑘+۱ = 𝑣𝑘+۱ − (𝜃𝑘+۱
𝜌𝑘

)𝑤𝑘 (ب)
کنیم. می بیان (۱) مسئله حل برای را ⅬSQR الگوریتم براساس درونی نقطه روش اکنون ، ⅬSQR روش ارائه با

اولیه تکرار با را ⅬSQR الگوریتم منظور این برای آوریم. می بدست نامنفی قید گزفتن نظر در بدون (۱) مسئله برای تقریبی جواب یک ابتدا
اما است. تقریبی جواب کند برقرار را ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖ ≤ 𝜀𝜂 نامعادله که 𝑥𝑙 تکرار اولین و بریم می کار به نامنفی قید بدون (۱) مسئله برای 𝑥۰ = ۰
صفر برابر را منفی های مولفه ی همه بنابراین باشد منفی های درایه دارای است ممکن شود می حاصل ⅬSQR الگوریتم از که تقریبی جواب
غیر در است، (۱) مسئله دقیق جواب از تقریبی 𝑥(۰) آنگاه کند صدق (۲) شرط در 𝑥(۰) اگر نامیم. می 𝑥(۰) را حاصل بردار و دهیم می قرار

دهیم. می انجام را زیر اعمال اینصورت
ترتیب بدین و دهیم می قرار 𝛿 برابر را 𝑥(۰) بردار 𝛿 از کوچتر های مولفه سپس گیریم، می نظر در کوچک نسبتا مثبت ثابت یک عنوان به را 𝛿

صورت به 𝑥(𝛿) بردار از را 𝑋 وارونپذیر ماتریس شود. می حاصل 𝑥(𝛿) بردار
𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑥(𝛿)),

ماتریس وارون تشکیل روند در که است 𝑥(۰) بردار کوچک های درایه وجود 𝑥(𝛿) بردار توسط 𝑋 ماتریس تشکیل از هدف دهیم. می تشکیل
گیریم. می نظر در فعلی تکرار تقریبی جواب عنوان به را 𝑥(𝛿) شود. می الگوریتم همگرایی کندی همچنین و محاسباتی خطای موجب 𝑋

دهیم: می قرار و کنیم می محاسبه ⅬSQR روش با را (۵) مسئله تقریبی جواب جدید، تقریبی جواب محاسبه برای

ℎ𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑥(𝛿)𝑘 ,

ضروری خطی جستجوی یک کارگیری به است، مثبت های مولفه شامل تنها شده محاسبه تقریبی جواب جدید، تکرار در شویم مطمئن اینکه برای
تکرار تقریبی جواب بنابراین باشد. مثبت های مولفه شامل تنها ⅬSQR الگوریتم توسط شده محاسبه 𝑧𝑘 که ندارد وجود تضمینی هیچ زیرا است

صورت به جدید
𝑥𝑘+۱ = 𝑥(𝛿)𝑘 + 𝛽𝑘ℎ𝑘 ,

صورت به 𝛽𝑘 > ۰ ثابت که شود می تعیین

𝛽𝑘 = 𝑚𝑖𝑛 ۱, ۰٫۹۹۹۵ 𝑚𝑖𝑛
𝑒𝑇𝑖 𝑧𝑘≤۰

𝑒𝑇𝑖 𝑥
(𝛿)
𝑘

𝑒𝑇𝑖 ℎ𝑘
, ۱ ≤ 𝑖 ≤ ۰,
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می نظر در زیر صورت زیر صورت به را اولیه مانعی پارامتر ابتدا مانعی، پارامتر تعیین برای باشد. 𝑥𝑘+۱ > ۰ همواره تا شود می گرفته نظر در
گیریم:

𝛾۰ = 𝜎 (𝑥(۰))𝑇𝑤(۰)
𝑛 ,

که
𝑤(۰) = 𝐴𝑇𝑏 − 𝐴𝑇𝐴𝑥, 𝜎 = ۰/۰۱,

شود: می تعیین جدید تکرار مانعی پارامتر ترتیب بدین و کنیم می تقسیم ۱۰ بر را قبلی تکرار مانعی پارامتر آن، کردن بهنگام برای و

𝛾𝑘+۱ =
𝛾𝑘
۱۰ .

است. زیر صورت به ⅬSQR الگوریتم مبنای بر درونی نقطه الگوریتم

(IPⅬSQR) درونی نقطه الگوریتم
.𝐴, 𝑏, 𝛿, 𝜀, 𝜂 ورودی:

.�̃� > ۰ تقریبی جواب خروجی:
کنید. تععین ⅬSQR روش با را 𝑥𝑙 .۱

.𝑘 = ۰, 𝑥(۰) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥𝑙 , ۰} دهید قرار .۲
کنید. محاسبه را 𝛾۰ .۳

دهید: انجام را زیر های گام نشده همگرا روش (whiⅼe) که زمانی تا .۴
.𝑥(𝛿)𝑘 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥(۰)𝑘 , 𝛿 دهید قرار (آ)

آورید. دست به را 𝑧𝑘 و کنید حل ⅬSQR روش با را (۵) مسئله (ب)
.ℎ𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑥(𝛿)𝑘 دهید قرار (ج)

باشد. 𝑥(𝛿)𝑘 + 𝛽𝑘ℎ𝑘 > ۰ که کنید محاسبه طوری را 𝛽𝑘 (د)
.𝑥𝑘+۱ = 𝑥(𝛿)𝑘 + 𝛽𝑘ℎ𝑘 دهید قرار (ه)

کنید. بهنگام را مانعی پارامتر (و)
.(whiⅼe) پایان .۵

.�̃� = 𝑥𝑘+۱ دهید: قرار .۶

.𝑛 = ۵۰۰ ،gravity مسئله جواب :۱ شکل

عددی نتایج .۳
تعدادی روی آنها متلب، سازی بهینه ابزار جعبه از Ⅼsqnonneg دستور با همچنین و یکدیگر با شده ارائه روشهای کارایی میزان سنجش برای
برمبنای درونی نقطه روش که یابیم می در جدول این نتایج به توجه با است. شده ارائه ۱ جدول در نتایج و شدند سازی پیاده بدحالت مسائل از
Ⅼsqnonneg دستور و GNP الگوریتم طور همین و است شده سازی پیاده ⅬSTRS افزار نرم در که IPⅬSTRS به نسبت ⅬSQR الگوریتم
خطای همچنین کند. می عمل بهتر شده ارائه مسائل برای GNP الگوریتم زمانی نظر از اما است بهتر نسبی خطای نظر از مسئله بعد افزایش با ،
متلب Ⅼsqnonneg دستور به نسبت GNP و IPⅬSTRS ، IPⅬSQR روش سه مجموع در است. IPⅬSQR با رقابت قابل GNP روش

باشند. می بهتر نسبی خطای نظر از هم و زمانی نظر از هم
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.Ⅼsqnonneg دستور با GNP و IPⅬSTRS ،IPⅬSQR های الگوریتم مقایسه :۱ جدول
مسئله n روش زمان (ثانیه) خطای نسبی

phiⅼips ۵۰۰
IPⅬSQR
IPⅬSTRS

GNP
Ⅼsqnonneg

۶ .۶۴۲۵۳۱
۹ .۲۷۳۹۲۷
 .۰۷۱۰۰۴۹
۱۱ .۷۷۲۷۳۵

۰ .۰۰۸۶
۰ .۰۲۱۲
۰ .۰۵۱۷
۳ .۴۴۵۸

phiⅼips ۱۰۰۰
IPⅬSQR
IPⅬSTRS

GNP
Ⅼsqnonneg

۲۲ .۱۳۴۴۳۷
۱۸ .۹۵۵۲۷۷
۱ .۶۲۳۹۶۳

۱۹۷۵ .۵۵۷۵۸۹

۰ .۰۱۸۳
۰ .۰۲۲۵
۰ .۰۵۱۴
۴ .۴۰۴۴

gravity ۵۰۰
IPⅬSQR
IPⅬSTRS

GNP
Ⅼsqnonneg

۸ .۳۲۵۴۴۷
۸ .۸۰۳۴۹۷
۰ .۸۸۰۶۰۰
۷۵ .۴۲۴۷۹۷

۰ .۰۱۰۲
۰ .۰۱۳۴
۰ .۰۱۲۲
۵ .۴۶۳۶

gravity ۱۰۰۰
IPⅬSQR
IPⅬSTRS

GNP
Ⅼsqnonneg

۳۷ .۳۶۰۶۷۸
۱۸ .۹۶۷۲۲۶
۲ .۵۴۶۳۵۷

۶۹۸ .۵۵۷۰۱۴

۰ .۰۱۱۱
۰ .۰۱۳۳
۰ .۰۱۲۸
۸ .۴۳۳۰

shaw ۵۰۰
IPⅬSQR
IPⅬSTRS

GNP
Ⅼsqnonneg

۸ .۳۲۳۸۴۱
۸ .۹۵۳۳۳۳
۰ .۸۷۵۹۳۶

۱۳۷ .۵۲۸۹۹۲

۰ .۰۱۱۴
۰ .۰۱۴۰
۰ .۰۱۳۳
۶ .۱۴۶۸

shaw ۱۰۰۰
IPⅬSQR
IPⅬSTRS

GNP
Ⅼsqnonneg

۳۷ .۳۳۹۲۱۴
۱۸ .۹۶۶۴۳۲
۲ .۵۵۰۵۱۸

۱۳۸۷ .۶۸۳۱۰۵

۰ .۰۱۰۹
۰ .۰۱۳۳
۰ .۰۱۱۱
۷ .۷۵۴۸
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شناخت بەمنظور غذایی صنایع تولید زنجیره در چندمعیاره تصمیم گیری بکارگیری
گلستان) استان لبنی غذایی صنایع (واحدهای موردی مطالعه − پرخطر ریسک های
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چکیده
باهدف مقاله این می  باشد. غذایی صنایع تولیدی واحدهای در مؤثر عوامل از یکی لبنی حوزه ریسک های شناسایی
ابتدا منظور، این برای است. شده انجام گلستان استان لبنی صنایع در تولید بخش ریسک های ارزیابی و شناسایی
شناسایی اولیه ریسک های فازی دلفی مدل طراحی با سپس، و شدند انتخاب برفی گلوله روش کمک با خبرگان
محاسبه شاخص ها درونی روابط و وزن ترتیب به فازی دیمتل و ترتیبی اولویت روش بەکارگیری با ادامه در . شدەاند
شده استفاده فازی دیمتل و ترتیبی اولویت روش دو ترکیب از نیز نهایی اولویت بندی و وزن دهی جهت است. شده
بەصورت هم مسأله دادەهای می باشد. توصیفی و کاربردی ترتیب به ماهیت، و هدف نظر از حاضر تحقیق است.
نتایج است. شده استفاده میدانی و کتابخانەای روش دو از آن ها جمع آوری برای و می باشد کیفی بەصورت هم و کمی
ریسک همچنین و اولویت بالاترین کرونا بیماری شیوع لبنی تولید بخش ریسک های میان از که می دهد نشان پژوهش

دادند. اختصاص خود به را اولویت پایین ترین کار محیط زیاد سروصدای وجود

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

لبنی غذایی صنایع ریسک
فازی دلفی روش

اولویت دار ترتیب روش
فازی دیمتل

مقدمه .۱
را تولید نوع این متنوعی خطرات صنعت این در می کند. تولید را متنوعی محصولات که است صنعت چند از مجموعەای لبنی غذایی صنایع
در که می باشد الزامی صنعت این در مختلف ریسک های شناسایی فروش و تولید افزایش و تولید هزینەهای کاهش بەمنظور که می کند تهدید

.[۱] است شده پرداخته فازی شرایط در FMEA و BWM ترکیبی رویکرد با غذایی صنایع در ریسک ارزیابی به اخیر پژوهش های
با را لبنی صنایع ریسک های که است آن  دنبال به حاضر پژوهش است. شده پرداخته لبنی غذایی صنعت در ریسک ها شناسایی به تحقیق این در
واقعی، موردی مطالعه یک گرفتن نظر در با منظور، این برای کند. شناسایی غذایی صنایع حوزه در قطعیت عدم شرایط در و ترکیبی رویکرد یک
استفاده با ابتدا که می باشد صورت این به کار انجام مراحل است. قرارگرفته ارزیابی مورد لبنی غذایی صنایع تولید بخش در موجود ریسک های
(F Delphi) فازی۲ دلفی و (SBS) برفی۱ گلوله تکنیک بەکارگیری با ادامه، در و می شوند شناسایی ریسک ها کتابخانەای و میدانی روش های از
محاسبه (OPA) تریبی۴ اولویت و (F DEMATEL) فازی۳ دیمتل ترکیبی روش با ریسک ها وزن سپس، می شوند. استخراج اولیه ریسک های

شدەاند. اولویت بندی و

∗سخنران
1Snow Ball Sampling
2Fuzzy Delphi
3Fuzzy DEMATEL
4Ordinal Priority Approach
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می شود: خلاصه ذیل بەصورت حاضر تحقیق نوآوری های
گلستان استان لبنی غذایی ریسک های رتبەبندی و ارزیابی برای تلفیقی مدل یک ایجاد ●

قطعیت عدم شرایط در ریسک ها شناسایی و طبقەبندی ●
شناسایی شده ریسک های از یک هر تأثیرپذیری میزان بررسی ●

می شود. گرفته نظر در قطعیت عدم شرایط در ترکیبی رویکرد با ریسک ها نهایی وزن محاسبه ●
شده شناسایی ریسک های رتبەبندی ●

تحقیق پیشینه .۱ .۱
۱۴ که است پرداخته FⅯEA روش کمک با لبنی مایعات پرکننده ماشین به مربوط صنعت در ریسک ها اولویت بندی به همکاران۵[۲] و صلاح
صنعت این در ریسک پراهمیت ترین ترتیب به ماشین رنگ کنترل سنسور و برقی شیرهای سنسورها، که شد شناسایی ماشین این در ریسک نوع
که پرداختند لبنی محصولات در کمی میکروبیولوژیکی ریسک ارزیابی بررسی به [۳] همکاران و راموس۶ . است داده تخصیص خود به را
جستجوی اساس بر جدید، پردازش فناوری های از استفاده اثربخشی تأیید برای امیدوارکننده ابزاری ریسک ارزیابی که می دهد نشان بررسی این

است. غذا با مرتبط ممکن خطر کمترین
غذا ایمنی و حیوانات سلامت با مرتبط عوامل ریسک ارزیابی و شناسایی به دادەشده، توسعه ریسک مدل یک از استفاده با [۴] همکاران۷ و روما
بررسی و خبرگان نظرات از استفاده با را ریسک نوع ۳۴ ابتدا آن ها پژوهش، این در پرداختند. کانادا غذایی مواد دام خوراک کارخانەهای برای
شاخص ۱۰ با کاهش دهنده ریسک عوامل شاخص، ۴ با ذاتی ریسک های شامل دسته سه در را ریسک ها این سپس و کردند شناسایی علمی ادبیات

کردند. طبقەبندی شاخص ۲۰ با انطباق ریسک عوامل و

روش ها و مواد .۲
ریسک های جمع آوری و شناسایی .۱ .۲

مدرک و تجربه کاری، سابقه اساس بر که است استفادەشده برفی گلوله نمونەگیری روش از خبرگان انتخاب بەمنظور پژوهش این اول فاز در
خبرگان مشورت با مصاحبه محتوای روایی تحقیق این در است. کرده معرفی را خبرگان سایر اول خبره و است انتخاب شده را اول خبره تحصیلی
پرسشنامەهاي کلیه محتواي روایی شد. سنجش صوري روایی و محتوا روایی قالب در نیز تحقیق پرسشنامەهاي روایی گرفت. قرار تائید مورد
استفاده SPSS نرم افزار طریق از کرونباخ آلفاي ضریب محاسبه یعنی درونی هماهنگی پایایی آزمون معمول ترین از است، خبرگان تائید به تحقیق

شد.

تحقیق کرونباخ آلفای ضریب :۱ جدول
کرونباخ آلفای ضریب سؤالات تعداد

۰٫۹۲۵ ۶۷

پرسشنامەها پایائی بنابراین می باشد، ۷ .۰ بالاي پژوهش، شناسایی شده متغیرهاي ۶۷ براي کرونباخ آلفاي ضریب مقدار جدول(۱) نتایج به توجه با
است. نبوده تصادف و شانس از ناشی دادەشده پاسخ های و بودەاند برخوردار کافی اعتبار از که گفت می توان و قرارگرفته تائید مورد

:(Ⅾeⅼphi Fuzzy) فازی دلفی تکنیک از استفاده با ریسک ها نمودن مشخص .۲ .۲
در Ⅾeⅼphi Fuzzy روش از بهرەگیری با سپس و است شده استفاده پرسشنامه و مصاحبه از دادەها گردآوری جهت حاضر، تحقیق دوم بخش در
است. شده شناسایی غذایی صنایع تأمین زنجیره ریسک ارزیابی مؤثر شاخص های گلستان استان لبنی صنایع حوزه خبرگان و صاحب نظران میان
هر مثلثی فازی عدد ارزش ادامه، در است. شده استفاده مثلثی فازی اعداد از فازی، اعداد به خبرگان کلامی عبارات واژگان تبدیل برای همچنین،
۱۹۹۵ سال در [۵] يوآن۸  و كلیر كه هندسی میانگین روش از خبرگان، نظرات يافتن برای می شود. محاسبه دادەاند، نمره آن به خبرگان كه معیار

می شود. استفاده دادەاند، پیشنهاد
OPA تکنیک از استفاده با شاخص ها وزن دهی وزن

5Salah.
6Ramos
7Rhouma et al
8Klir and Yuan
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که شرایطی در حتی گروهی و انفرادی مسائل حل توانای روش این که گردید ارائه بار اولین برای [۶] همکاران و عطایی توسط OPA روش
معیارها و خبرەها وزن است قادر مسئله حل از بعد و دارد سادەای بسیار ورودی دادەهای به نیاز روش این دارد. را است ناقص ورودی دادەهای

می باشد. خطی برنامەریزی مبتنی روش این دهد. ارائه را گزینەها رتبه همچنین و
بر می توانند خبرەها شود. مشخص خبره هر رتبه تحلیلگر توسط و شوند شناسایی خبرەها یا و خبره می بایست مرحله این در (۱ گام ●

شوند اولویت بندی فاکتورها سایر و تجربه میزان کار، سابقه اساس
شوند. اولویت بندی می بایست خبره هر توسط معیارها سپس شوند شناسایی معیارها می بایست مرحله این در (۲ گام ●

شوند. اولویت بندی خبره هر توسط معیار هر در گزینەها سپس و شوند تعیین گزینەها می بایست مرحله این در (۳ گام ●
شود. انجام مدل حل و تشکیل می بایست زیر خطی برنامەریزی مدل (۴ گام ●

𝑀𝑎𝑥 𝑍 (۱)
𝑠.𝑡 ∶
𝑧 ≪ 𝑖 𝑗 𝑟 𝑊𝑟

𝑖𝑗𝑘 −𝑊𝑟+۱
𝑖𝑗𝑘 ∀𝑖, 𝑗, 𝑘𝑎𝑛𝑑𝑟

𝑧 ≪ 𝑖𝑗𝑚𝑊𝑚
𝑖𝑗𝑘∀𝑖, 𝑗, 𝑘

𝑝

𝑖=۱
𝑛

𝑗=۱
𝑚

𝑘=۱
𝑊𝑖𝑗𝑘 = ۱

𝑊𝑖𝑗𝑘 = ۰∀𝑖, 𝑗, 𝑘
Where 𝑍: Unrestricted in sign

: می شود محاسبه زیر روابط طریق از ترتیب به خبرەها و معیارها گزینەها، وزن مدل حل از بعد (۵ گام �

𝑊𝑘 =
𝑝

𝑖=۱
𝑛

𝑗=۱
𝑊𝑖𝑗𝑘 ∀𝑘 (۲)

𝑊𝑗 =
𝑝

𝑖=۱
𝑚

𝑘=۱
𝑊𝑖𝑗𝑘 ∀𝑗 (۳)

𝑊𝑖 =
𝑛

𝑗=۱
𝑚

𝑘=۱
𝑊𝑖𝑗𝑘 ∀𝑘 (۴)

ⅮEⅯATEⅬ F روش از استفاده با شاخص ها بین داخلی روابط محاسبه .۳ .۲
تکنیک این گام هاي می کند. تسهیل محیطی اطمینان عدم شرایط در را تصمیم گیري فازي، زبانی متغیرهاي از استفاده با ⅮEⅯATEⅬ F تکنیک
ماتریس این ستون هاي و سطرها که بەگونەاي نظرسنجی، اولیەي ماتریس گام این در مستقیم: روابط ماتریس ایجاد (۱ گام است: زیر شرح به
مجموعەهای قالب در کلامی متغیرهای فازي: زبانی معیارهاي طراحی (۲ گام می شود. ایجاد می دهند، تشکیل تصمیم گیري مسئله معیارهاي را
پنج تایی طیف از فازی اعداد به کلامی متغیرهای تبدیل برای می شوند. بیان عضویت تابع بەوسیله آن ها از یک هر و می شوند داده نمایش فازی

است. استفادەشده جدول(۲) لیکرت

[۷] استفاده مورد کلامی متغیرهای :۲ جدول
بی تأثیر پایین بسیار تأثیر پایین تأثیر بالا تأثیر بالا بسیار تأثیر زبانی متغیر

(۰, ۰٫۱, ۰٫۳) (۰٫۱, ۰٫۳, ۰٫۵) (۰٫۳, ۰٫۵, ۰٫۷) (۰٫۵, ۰٫۷, ۰٫۹) (۰٫۷, ۰٫۹, ۱) فازی مقیاس

دیگر معیار بر را معیار هر اثر جدول(۲)، اساس بر می شود خواسته پاسخ دهنده هر از گام این در :(�̃�) اولیه تصمیم گیري ماتریس ساخت (۳ گام
×n ماتریس یک پاسخ دهنده هر براي می باشد. j معیار بر i معیار اثر با ارتباط در پاسخ دهنده نظر بیانگر �̃�𝑖𝑗 = 𝑙𝑖𝑗 , 𝑚𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 کند. مشخص
عامل هاي تعداد بیانگر n و پاسخ دهندگان بیانگر P می شود. (۵))تعریف (رابطه �̃�𝑝 = �̃�𝑝𝑖𝑗 بەصورت باشند فازی درایەهای دارای باید که n

.[۸] است مطالعه مورد



۲۱۳ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ دیلمی دوستی زیدی، رضائیان امیرخان، پور، حسین

�̃�𝑖𝑗 =
۱
𝑃 ×

𝑝

𝑝=۱
�̃�𝑖𝑗 (۵)

�̃�𝑖𝑗یک = 𝑙𝑖𝑗 , 𝑚𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗 بەطوری که می شود، استخراج افراد تمام نظرات ساده میانگین از (ماتریس(۶)) (�̃�) اولیه تصمیم گیري ماتریس ساخت برای
است. مثلثی فازي عدد

�̃� =
⎡
⎢
⎢
⎣

�̃�۱۱ �̃�۱۲ ⋯ �̃�۱𝑛
�̃�۲۱ �̃�۲۲ … �̃�۲𝑛
⋮ ⋮ … ⋮

�̃�𝑚۱ �̃�𝑚۲ ⋯ �̃�𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎦

(۶)

.[۸] می شود استفاده (۷) رابطەي از ، �̃� شده نرمالیزه ماتریس آوردن دست به براي : �̃� شده نرمالایزه ماتریس محاسبه (۴ گام

�̃� = 𝐾 × �̃� (۷)

𝐾 = 𝑚𝑖𝑛 ۱
ⅿax۱≪𝑗≪𝑛 ∑

𝑛
𝑗=۱ �̃�𝑖𝑗

, ۱
ⅿax۱≪𝑖≪𝑛∑

𝑛
𝑖=۱ �̃�𝑖𝑗

(۸)

می شود. حاصل (۹) رابطه بەصورت (۸) رابطه از بەدست آمده نرمالیزه ماتریس

�̃� =
⎡
⎢
⎢
⎣

�̃�۱۱ �̃�۱۲ ⋯ �̃�۱𝑛
�̃�۲۱ �̃�۲۲ … �̃�۲𝑛
⋮ ⋮ … ⋮

�̃�𝑚۱ �̃�𝑚۲ ⋯ �̃�𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎦

(۹)

می شود. محاسبه (۱۰) رابطه بەوسیلەی 𝑙″𝑖𝑗 , 𝑚
″
𝑖𝑗 , 𝑢

″
𝑖𝑗 فازي حد هر برای (�̃�) ماتریس گام این در :(�̃� ) فازی حد ماتریس محاسبه (۵ گام

𝑙″𝑖𝑗 = �̃�𝑙 × 𝐼 − �̃�𝑙
−۱ , 𝑚″

𝑖𝑗 = �̃�𝑚 × 𝐼 − �̃�𝑚
−۱ , 𝑢″

𝑖𝑗 = �̃�𝑢 × 𝐼 − �̃�𝑢
−۱ (۱۰)

می شود. تشکیل (۱۱) �̃�ماتریس و شده ترکیب یکدیگر با مثلثی فازي عدد بالاي و میانه پایین، حدهاي از هرکدام سپس

�̃� =
⎡
⎢
⎢
⎣

�̃�۱۱ �̃�۱۲ ⋯ �̃�۱𝑛
�̃�۲۱ �̃�۲۲ … �̃�۲𝑛
⋮ ⋮ … ⋮

�̃�𝑚۱ �̃�𝑚۲ ⋯ �̃�𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎦

(۱۱)

می شود. ایجاد V ماتریس درنتیجه می شود. تبدیل قطعی عدد به (۱۲) رابطه از استفاده با �̃� ماتریس از �̃�𝑖𝑗 هر : V ماتریس تشکیل (۶ گام

𝑉 =
(𝑙 + ۴𝑚 + 𝑢)

۶ (۱۱)
.[۹] می باشد V ماتریس ستون و سطر هر جمع ترتیب به 𝑅𝑖 و 𝐷𝑖 بەطوری که :𝐷𝑖 + 𝑅𝑖 و 𝐷𝑖 − 𝑅𝑖 مقادیر محاسبەی (۷ گام

بحث و نتایج .۳
FⅮeⅼphi تکنیک با ریسک ها شناسایی .۱ .۳

۴۸ و عامل ۹ چرخش، دوره ۲ از پس و فازی دلفی تکنیک از استفاده با ریسک ها، بین از شده شناسایی ریسک ها مهم ترین تعیین بەمنظور
عناوین گرفت. قرار تحلیل و تحلیل مورد صنعت این خبرگان از نفر توسط۸ پرسشنامه این محتوایی روایی شدند. شناسایی ریسک ها از شاخص

است. شده خلاصه (۳) جدول در شده شناسایی نهایی ریسک های
 :(۳) جدول
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لبنی صنایع تولید زنجیره در شناسایی شده ریسک های :۳ جدول
حمل ونقل هزینه افزایش R14

(R1) خواستەهاتأمین کنندگان سازی برآورد در ناتوانی R19
اولیه مواد بەموقع تأمین R111

مؤسسات و بانک ها بهره نرخ افزایش R113
تولید کیفیت عدم R23

(R2)تولیدکنندگان

بەموقع ارسال عدم R24
نقدینگی کمبود R27

رقابت سطح بودن بالا R29
انرژی حامل های قیمت آزادسازی R210

تولید برنامەریزی در اشتباه R211
ناسالم رقابت R212

محصول تمام شده قیمت رفتن بالا R214
استان در باتجربه فنی نیروی حضور عدم R216

تولید توقف R218
تقاضا نادرست پیش بینی R32

(R3)مشتریتوزیع کنندگان سوی از محصول برگشت R36
معوقه مطالبات دریافت R37

نهایی محصول قیمت افزایش R41
(R4)مردممصرف کنندگان مختلف اقشار خرید قدرت کاهش R43

فرهنگی تفاوت های R44

(R5)سلامت و بهداشت
کار محیط در گاز و گردوخاک ، شیمیایی ذرات تنفس ریسک R52

طولانی مدت ایستادن R54
کارگر توسط بار ظرفیت از بیش حمل R55

کارگر توسط دار کافیین و محرک مواد از استفاده R57
کارگر توسط بار نامناسب حمل R510

تکراری کار و طولانی مدت نشستن R511
کار محیط زیاد سروصدای وجود R512

مالت تب R61
(R6)کرونابیولوژیکی بیماری شیوع R63

آبله R64

(R7)سیاسی
اعتصابات R72

کشور بین المللی روابط R73
تولید عرصه در لابی گری وجود R75

اغتشاشات و جنگ وجود R76
تحریم ها R79

صادرات کاهش R81

(R8)اقتصادی
تورم نرخ افزایش R82

کشور در ارز نوسانات R83
کسب وکار روی مالیات مسائل R85

اقتصادی رکود وجود R87
واردات افزایش R88

فقر افزایش R810
محصول در تبلیغات عدم R91

(R9)الکترونیکتکنولوژی بازاریابی بەکارگیری عدم R92
توسعه و تحقیق واحد وجود عدم R93

قانون R101
(R10)مقرراتمحیطی و دولت R102

آتش سوزی زلزله، سیل، مانند: طبیعی بلایاي R103

OPA نتایج .۲ .۳
است. شده بیان جدول(۴) در که تحصیلات میزان و کار سابقه اساس بر خبرگان رتبەبندی : اول گام
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خبرگان رتبه :۴ جدول
DM DM1 DM2 DM3 DM4 DM5 DM6 DM7 DM8 DM9 DM10
Rank 5 3 2 1 7 9 4 6 8 10

خبره هر معیارها رتبه :۵ جدول
R14 R19 … R103

DM1 16 36 … 19
DM2 11 44 … 31
. . . . . . . . . ... . . .
DM10 17 38 … 27

: است شده آورده (۵) جدول در خبره هر توسط معیارها رتبه : دوم گام
: ۲۰۱۶ ⅯATⅬAB نرم افزار کمک با مدل حل : سوم گام

می باشد. جدول(۶) شرح به مدل حل با آمده دست به شاخص های وزن

شاخص ها وزن :۶ جدول
شاخص R14 R19 R111 … R103

وزن 0.0171 0.0062 0.0208 … 0.0105

ⅮEⅯATEⅬ F تکنینک بەکارگیری با شاخص ها درونی روابط محاسبه .۳ .۳
شاخص ها میانی عوامل از استفاده با سپس، می شود. تعیین و شناسایی  شاخص ها میان درونی روابط فازی، دیمتل روش از استفاده با مرحله این در
a۲۰۱۷R ورژن ⅯATⅬAB نرم افزار از استفاده با محاسبات کلیه می شود. محاسبه عوامل وزن فازی، شبکه تحلیل فرایند روابط کمک به و

است. دادەشده نمایش جدول(۷) سوم ستون در آن نتایج که است شده انجام

F DEMATEL برتری بردار :۷ جدول
(R+Ⅽ) فازی دیمتل برتری بردار شاخص ها

(۱٫۰۹, ۲٫۰۷, ۴٫۱۹) 𝑅۱۱۳
(۰٫۷۷, ۱٫۷۹, ۳٫۸۹) 𝑅۱۱۴
(۰٫۱۲, ۱٫۲۳, ۳٫۳۱) 𝑅۱۰۲
(۰٫۲۲, ۱٫۲۸, ۳٫۳۵) 𝑅۱۰۳

ⅮEⅯATEⅬ F و OPA ترکیبی رویکرد بەکارگیری با شاخص ها نهایی وزن .۴ .۳
می باشد. (۸) جدول ترتیب به ریسک ها اولویت بندی نتایج که کردیم استفاده ⅮEⅯATEⅬ OPA−Fuzzy روش ترکیب از پژوهش این در ما
آخر سطح در r مقادیر می دهد. نشان (r) پیرسون همبستگی ضریب با و مختلف روش های با را تعیین شده شاخص های رتبه جدول این در
نشان را (%۹۵ اطمینان (سطح 𝛼 = ۰٫۰۵ معنی داری سطح با را روش ها سایر با ⅮEⅯATEⅬ OPA−Fuzzy نتایج بین رابطه جدول،
نشان دهنده همبستگی ضریب این دارد. وجود معنی داری رابطه ۰٫۰۵می باشد از کمتر روش ها معنی داری سطح ازآنجایی که همچنین می دهد.

می باشد. قوی رابطه
با کرونا بیماری شیوع شاخص های ترتیب به ، شاخص ۴۸ میان در که می شود مشاهده OPA و ⅮEⅯATEⅬ F ترکیبی مدل حل به توجه بـا
واحدهای در ریسک ها بالاترین دارای ۸۲R شناسایی کد با تورم نرخ افزایش ،۸۳R شناسایی کد با کشور در ارز نوسانات ،۶۳R شناسایی کد

می باشند. موردبررسی لبنی صنعتی

نتیجەگیری .۴
سازمان ها برای می توانند ریسک ها این می یابد. افزایش نیز تولید در موجود ریسک و بی اطمینانی سطح گستردگی، و پیچیدگی افزایش با امروزه
و بهتر عملکرد یک به می تواند تحقیق این نتایج شوند. وی نارضایتی درنتیجه و مشتری به محصولات تحویل در تأخیر سبب و باشند هزینەآور
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ترکیبی روش با شاخص ها نهایی وزن :۸ جدول
شاخص ها روش بەدست آمده وزن OPA روش بەدست آمده وزن FDEMATEL ⅮEⅯATEⅬ F & OPA ترکیب دیفازی اولویت
R113 0.0171 (1.09,2.07,4.19) (0.019,0.035,0.072) 0.0186 15
R14 0.0062 (0.77,1.79,3.89) (0.005,0.011,0.024) 0.0057 38
R19 0.0209 (2.2,3.03,5.12) (0.046,0.063,0.107) 0.0345 5
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

R102 0.0115 (0.12,1.23,3.31) (0.001,0.014,0.038) 0.0068 34
R103 0.0106 (0.22,1.28,3.35) (0.002,0.014,0.035) 0.0066 36

بررسی آتی پژوهش های بەعنوان را زیر موارد می توانند حوزه این به علاقەمند محققین آتی، تحقیقات در شود. منجر ریسک کاهش در صحیح تر
کنند:

روش های از همچنین و فازی لگاریتمی ترجیحات برنامەریزی فازی، خطی آرمانی برنامەریزی روش مانند وزن دهی تکنیک های سایر از ●
شود. استفاده مرک۹ مانند رتبەبندی

شود. شناسایی فازی و خاکستری مجموعه روش های مبنای بر حاضر پژوهش ●
شود. ارزیابی و مشخص شهودی فازی شرایط در نیز عامل هر با متناسب اصلاحی اقدامات بعدی پژوهش های در می شود پیشنهاد ●

گردد. ارائه آینده پژوهش های در می تواند ریسک ها به پاسخ اقدام های انتخاب و ارزیابی بەمنظور مناسب مدل یک ارائه ●
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فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد مجموعه روی حسابی عملیات
نژاد تقی اله نعمت

ایران کاووس، گنبد کاووس، گنبد دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، و ریاضی آگروه

چکیده
چند تصمیمگیری مسائل در قطعیت عدم دادن نشان برای موثر ابزار یک عنوان به فیثاغورثی فازی های مجموعه اخیراً
که میشود مشخص عضویت عدم درجه و عضویت درجه توسط فیثاغورثی فازی مجموعه است. کرده ظهور معیاره
معرفی را فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد ابتدا مطالعه، این در است. یک مساوی یا کمتر آنها مربع توان مجموع
پیاده رو حسابی اعمال این مثال چند با پایان در کرد. خواهیم پیشنهاد آنها مجموعه روی حسابی اعمال سپس کرده

کرد. خواهیم بررسی و سازی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

عملیات فیثاغوریثی، ذوزنقهای فازی اعداد
سازی بهینه حسابی،

مقدمه
است. کرده ظهور معیاره چند تصمیمگیری مسائل از قطعیت عدم کشیدن تصویر به برای موثر ابزار یک فیثاغورث فازی های مجموعه اخیراً
است. یک مساوی یا کمتر آنها مربع توان مجموع که میشود مشخص عضویت عدم درجه و عضویت درجه توسط فیثاغورث فازی مجموعه
را مسائلی میتوانند فیثاغورث فازی مجموعههای شرایط از بسیاری در و است شهودی فازی مجموعههای از کلیتر فیثاغورث فازی مجموعههای
مجموعه برای شده توصیف ریاضی جزئیات [۱] در زو” ”و” ژانگ ” آن بر افزون کنند. حل را آنها نمیتوانند شهودی فازی مجموعه که کنند حل
تفریق و تقسیم عمل [۲] یانگ و پنگ” نمودند. معرفی را (PFN) فیثاغورث فازی اعداد از مفاهیمی و کردند اثبات را فیثاغورث فازی های
تصمیمگیری مسائل حل به منجر که فیثاغورث فازی اعداد بیشینه و کمینه رتبهبندی روش همچنین نمودند ارائه فیثاغورث فازی اعداد برای را
تصمیم در را فیثاغورث فازی تجمیع قدرت عملگرهای [۳] ویو و ویو دادند. گسترش را است فیثاغورث فازی اعداد با معیاره چند گروهی

دادند. توسعه معیاره چند گیریهای
ذوزنقهای های PFN معرفی به دوم بخش در و کرده بیان را لازم مقدمات برخی بخش این ادامه در میشود. دهی سازمان زیر صورت به مقاله این
تعاریف توضیح برای عددی مثال چند از پایانی بخش در و میکنیم تعریف را اعداد مجموعه این روی حسابی عملیات سوم بخش در میپردازیم.

میگیریم. کمک شده پیشنهاد محاسابت و
 

مقدمه
میپردازیم. هستند نیاز طرح این برای که ابتدایی مفاهیم بررسی به بخش این در

توسط که باشد 𝑋 در (𝑃𝐹𝑆) فیثاغوریثی فازی مجموعه یک 𝑃 و مرجع مجموعه یک 𝑋 کنید فرض فیثاغوریثی) فازی (مجموعه .۱ تعریف
است، شده ارائه زیر [۴]بصورت عباسوف و یاگر

𝑃={<𝑥, 𝜇𝑝 (𝑥) , 𝑣𝑝(𝑥) > |𝑥∈𝑋}

که است 𝑃 مجموعه در 𝑥∈𝑋 عنصر عضویت عدم درجه دهنده نشان 𝑣𝑝∶𝑋→[۰, ۱] و عضویت درجه دهنده نشان 𝜇𝑝∶𝑋→[۰, ۱] آن در که
میکنند. برقرار نیز را زیر شرط

۰≤𝜇𝑝(𝑥)۲+𝑣𝑝(𝑥)۲≤۱
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میشود. نامیده 𝑃 در 𝑥 عنصر تردید درجه 𝜋𝑝 (𝑥)= ۱−𝜇𝑝(𝑥)۲+𝑣𝑝(𝑥)۲ شاخص 𝑥∈𝑋 هر برای همچنین
درجه 𝜇𝐴 و میشود تعریف ℝ روی بر که است 𝑃𝐹𝑆 یک 𝐴={ (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ;𝑡, 𝑓} (𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁) فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی عدد .۲ تعریف

میشود: تعریف زیر بصورت آن عضویت عدم درجه 𝑣𝐴 و عضویت

𝜇𝐴 (𝑥)=
⎧

⎨
⎩

(𝑥−𝑎) 𝑡/(𝑏−𝑎), 𝑎≤𝑥<𝑏
𝑡, 𝑏≤𝑥≤𝑐
(𝑑−𝑥) 𝑡/(𝑑−𝑐), 𝑐<𝑥≤𝑑

۰, 𝑥<𝑎 𝑜𝑟 𝑥>𝑑,

𝑣𝐴 (𝑥)=
⎧

⎨
⎩

[𝑏−𝑥+𝑓 (𝑥−𝑎) ]/(𝑏−𝑎), 𝑎≤𝑥<𝑏
𝑓, 𝑏≤𝑥≤𝑐

[𝑥−𝑐+𝑓 (𝑑−𝑥) ]/(𝑑−𝑐), 𝑐<𝑥≤𝑑
۱, 𝑥<𝑎 𝑜𝑟 𝑥>𝑑,

۰≤𝜇𝐴(𝑥)۲+𝑣𝐴(𝑥)۲≤۱و 𝑓∈[۰, ۱] ،𝑡∈[۰, ۱] بطوریکه است 𝑣𝐴 عضویت درجه کمینه و 𝜇𝐴 عضویت درجه بیشینه ترتیب به 𝑓 و 𝑡 مقادیر و
میشود داده نمایش 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } بصورت 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 ،۲ تعریف در 𝑓= ۰ و 𝑡= ۱ دادن قرار با .𝑥∈𝑋 هر برای

است: ارائه قابل زیر بصورت آن عضویت عدم و عضویت توابع و

𝜇𝐴 (𝑥)=
⎧

⎨
⎩

𝑥−𝑎۱ /(𝑎۲−𝑎۱), 𝑎۱≤𝑥<𝑎۲
۱, 𝑎۲≤𝑥≤𝑎۳
𝑎۴−𝑥 /(𝑎۴−𝑎۳), 𝑎۳<𝑥≤𝑎۴

۰, 𝑥<𝑎۱ 𝑜𝑟 𝑥>𝑎۴,

𝑣𝐴 (𝑥)=
⎧

⎨
⎩

𝑎۲−𝑥 /(𝑎۲−𝑎۵), 𝑎۵≤𝑥<𝑎۲
۰ 𝑎۲≤𝑥≤𝑎۳

𝑥−𝑎۳ /(𝑎۶−𝑎۳), 𝑎۳<𝑥≤𝑎۶
۱, 𝑥<𝑎۵ 𝑜𝑟 𝑥>𝑎۶,

.𝑎۵≤𝑎۱≤𝑎۲≤𝑎۳≤𝑎۴≤𝑎۶ داریم که
فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد مجموعه روی حسابی عملیات .۲

کرد. خواهیم بیان را فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد مجموعه روی اصلی حسابی عملیات بخش این در
عدد یک 𝛼 و 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 دو 𝐵={ 𝑏۱, 𝑏۲, 𝑏۳, 𝑏۴ ; 𝑏۵, 𝑏۲, 𝑏۳, 𝑏۶ } و 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } کنید فرض تعریف۳.

میکنیم: تعریف باشد، حقیقی

𝐴⊕𝐵={ 𝑎۱+𝑏۱, 𝑎۲+𝑏۲, 𝑎۳+𝑏۳, 𝑎۴+𝑏۴ ; 𝑎۵+𝑏۵, 𝑎۲+𝑏۲, 𝑎۳+𝑏۳, 𝑎۶+𝑏۶ } (۱)
−𝐴={ −𝑎۴, −𝑎۳, −𝑎۲, −𝑎۱ ; −𝑎۶, −𝑎۳, −𝑎۲, −𝑎۵ } (۲)
𝐵⊖𝐴={ 𝑏۱−𝑎۴, 𝑏۲−𝑎۳, 𝑏۳−𝑎۲, 𝑏۴−𝑎۱ ; 𝑏۵−𝑎۶, 𝑏۲−𝑎۳, 𝑏۳−𝑎۲, 𝑏۶−𝑎۵ } (۳)
𝛼𝐴= 𝛼𝑎۱, 𝑎𝛼۲, 𝛼𝑎۳, 𝛼𝑎۴ ; 𝛼𝑎۵, 𝛼𝑎۲, 𝛼𝑎۳, 𝛼𝑎۶ , 𝛼≥۰

𝛼𝑎۴, 𝛼𝑎۳, 𝛼𝑎۲, 𝛼𝑎۱ ; 𝛼𝑎۶, 𝛼𝑎۳, 𝛼𝑎۲, 𝛼𝑎۵ , 𝛼< ۰ (۴)

باشد. 𝑎۵≥۰ اگر میخوانیم نامنفی را 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } عدد .۴ تعریف
باشد. حقیقی عدد یک 𝑎۵ اگر میگوییم علامت از آزاد را 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } عدد .۵ تعریف

آنگاه باشد، 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 𝐵={ 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴ ; 𝑥۵, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۶ } 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 یک 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } اگر تعریف۶.
میکنیم: تعریف زیر بصورت آنها ضرب

𝜇𝐴⊗𝐵= (𝑚𝑖𝑛 𝑎۱𝑥۱, 𝑎۱𝑥۴, 𝑎۴𝑥۱ , 𝑚𝑖𝑛 𝑎۲𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲ , 𝑚𝑎𝑥 𝑎۳𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳ ,

𝑚𝑎𝑥 𝑎۴𝑥۴, 𝑎۴𝑥۱, 𝑎۱𝑥۴ )
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𝑣𝐴⊗𝐵= (𝑚𝑖𝑛 𝑎۵𝑥۵, 𝑎۵𝑥۶, 𝑎۶𝑥۵ , 𝑚𝑖𝑛 𝑎۲𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲ , 𝑚𝑎𝑥 𝑎۳𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳ ,
𝑚𝑎𝑥 𝑎۶𝑥۶, 𝑎۶𝑥۵, 𝑎۵𝑥۶ )

عددی مثالهای .۳
میکنیم. محاسبه را فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد ضرب و جمع .۱ مثال

{(۳, ۵, ۷, ۹) ; (۱, ۵, ۷, ۱۰)}⊗ {(۵, ۷, ۸, ۹) ; (۳, ۷, ۸, ۱۱)}⊕ {(−۱, ۸, ۱۰, ۱۰) ; (−۲, ۸, ۱۰, ۱۲)}
= {(𝑚𝑖𝑛 {۳ ∗ ۵, ۳ ∗ ۹, ۹ ∗ ۵} ,𝑚𝑖𝑛 {۵ ∗ ۷, ۵ ∗ ۸, ۷ ∗ ۷} ,𝑚𝑎𝑥 {۷ ∗ ۸, ۷ ∗ ۷, ۵ ∗ ۸} , 𝑚𝑎𝑥 {۹ ∗ ۹, ۹ ∗ ۵, ۳ ∗ ۹} ) ;
(𝑚𝑖𝑛 {۱ ∗ ۳, ۱ ∗ ۱۱,۱۰ ∗ ۳} ,𝑚𝑖𝑛 {۵ ∗ ۷, ۵ ∗ ۸, ۷ ∗ ۷} ,𝑚𝑎𝑥 {۷ ∗ ۸, ۷ ∗ ۷, ۵ ∗ ۸} , 𝑚𝑎𝑥 {۱۰ ∗ ۱۱, ۱۰ ∗ ۳, ۱ ∗ ۱۱} ) }
⊕ {(−۱, ۸, ۱۰, ۱۰) ; (۳, ۸, ۱۰, ۱۲)}

= {(۱۵, ۳۵,۵۶, ۸۱); (۳, ۳۵, ۵۶, ۱۱۰}⊕ {(−۱, ۸, ۱۰, ۱۰) ; (−۲, ۸, ۱۰, ۱۲)}
= {(۱۵ − ۱, ۳۵ + ۸,۵۶ + ۱۰, ۸۱ + ۱۰); (۳ − ۲, ۳۵ + ۸, ۵۶ + ۱۰, ۱۱۰ + ۱۲}
= {(۱۴, ۴۳,۶۶, ۹۱); (۱, ۴۳, ۶۶, ۱۲۲} .

{(۴, ۷, ۹, ۱۰) ; (۲, ۷, ۹, ۱۲)}⊗ {(−۲, −۱, ۵, ۸) ; (−۳, −۱, ۵, ۹)}⊖ {(۱, ۸, ۱۰, ۱۰) ; (۱, ۸, ۱۰, ۱۲)}
= {(𝑚𝑖𝑛 {۴ ∗ (−۲) , ۴ ∗ ۸, ۱۰∗ (−۲)} ,𝑚𝑖𝑛 {۷∗ (−۱) , ۷ ∗ ۵, ۹∗ (−۱)} ,𝑚𝑎𝑥 {۹ ∗ ۵, ۷ ∗ ۵, ۹∗ (−۱)} , 𝑚𝑎𝑥 {۱۰ ∗ ۸, ۱۰∗ (−۲) , ۴ ∗ ۸} ) ;
(𝑚𝑖𝑛 {۲ ∗ (−۳) , ۲∗۹, ۱۲∗ (−۳)} ,𝑚𝑖𝑛 {۷∗ (−۱) , ۷ ∗ ۵, ۹∗ (−۱)} ,𝑚𝑎𝑥 {۹ ∗ ۵, ۷ ∗ ۵, ۹∗ (−۱)} , 𝑚𝑎𝑥 {۱۲ ∗ ۹, ۱۲∗ (−۳) , ۹ ∗ ۹} ) }
⊖ {(۱, ۸, ۱۰, ۱۰) ; (۱, ۸, ۱۰, ۱۲)}
= {(−۲۰, − ۹, ۴۵, ۱۰۸) ;(−۳۶, −۹, ۴۵, ۱۰۸}⊖ {(۱, ۸, ۱۰, ۱۰) ; (۱, ۸, ۱۰, ۱۲)}
= {(−۲۰ − ۱۰, −۹ − ۱۰, ۴۵ − ۸, ۱۰۸ − ۱) ;(−۳۶ − ۱۲, −۹ − ۱۰, ۴۵ − ۸, ۱۰۸ − ۱
= {(−۳۰, − ۱۹, ۳۷, ۱۰۷) ; (−۴۸, −۱۹, ۳۵, ۱۰۷} .

ارائه قبولی قابل و معتبر های جواب غیرمنفی و منفی اعداد مختلف های حالت برای پیشنهادی محاسبات شده مشاهده فوق مثال در که همانطور
میدهد.
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با فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی تماما خطی ریزی برنامه حل برای روش یک ارایه
نامنفی متغیرهای و تساوی قیود

نژاد تقی اله نعمت
ایران کاووس، گنبد کاووس، گنبد دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، و ریاضی آگروه

چکیده
براساس آن پارامترهای و متغیرها تمام که میشود معرفی فیثاغوریثی فازی خطی برنامهریزی مساله ابتدا مطالعه، این در
مسائل حل برای را روشی ما میباشند. تساوی نوع از مساله قیود و شده تعریف فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد
پیشنهادی روش مثال یک کمک به پایان در میدهیم. ارائه شده ذکر شرایط با فیثاغورسی فازی تماما خطی ریزی برنامه

دادیم. قرار بررسی مورد و داده شرح را

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

ریزی برنامه فیثاغوریثی، فازی مجموعه
فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد خطی،

مقدمه
روش این میشود. پیگیری جهان سراسر در پژوهشگران از بسیاری توسط که است جذاب بسیار حوزه یک فازی محیط در خطی برنامهریزی
و متغیرها فازی، خطی برنامهریزی در .[۳ −۱] شود استفاده باشند نامعلوم یا مبهم فازی، دادهها که شرایطی در موثری بسیار طور به میتواند
تولید، نقل، و حمل مسائل مانند واقعی و پیچیده بهینهسازی مسائل حل در میتواند روش این میشوند. گرفته نظر در فازی اعداد عنوان به پارامترها
و بهینه مسیرهای تعیین در میتواند فازی خطی برنامهریزی نقل، و حمل در مثال، عنوان به گیرد. قرار استفاده مورد غیره و تأمین زنجیره مدیریت
است. واقعی دنیای در بهینهسازی مسائل حل برای قدرتمند روش یک فازی خطی برنامهریزی کل، در .[۳] باشد موثر سوخت مصرف کاهش
عضویت تابع دو از مجموعه این در گردید. معرفی [۵ ،۴] آتاناسو توسط است، فازی ھای مجموعه از توسیعی که شهودی فازی های مجموعه
عملیات و گیری تصمیم نتیجه در میگیرد، قرار گیرندگان تصمیم اختیار در مجموعه این از بیشتری اطلاعات و میگیریم بهره عضویت عدم و

نمودند. ارائه شهودی فازی مجموعههای روی بر عملگر چند [۸] همکارانش و دی نمود. ارائه میتوان نیز کارآمدتری و تر دقیق ریاضی،
قرار مطالعه مورد را زمانی ارزش با شهودی فازی های محیط در صفتی چند خطی ریزی برنامه مسائل حل برای روشی [۱۰] سینگ و بهاراتی
برای روشی [۱۲] مورالز و پرز کردند. پیشنهاد شهودی فازی خطی ریزی برنامه مسائل حل برای دیگری روش [۱۱] همکاران و کبیراج دادند.

کردند. ارایه نابرابری های محدودیت با ⅬR نوع از شهودی کاملا فازی خطی ریزی برنامه فرد به منحصر بهینه مقادیر
؟ از عنصر یک عضویت عدم درجه و عضویت درجه مجموع آن در که هایی موقعیت با برخورد در شهودی فازی های مجموعه متاسفانه،
از کلیتر فیثاغورث فازی مجموعههای شد، معرفی فیثاغورثی فازی مجموعه مفهوم مشکل، این بر غلبه برای خورند. می شکست کند، می تجاوز
شهودی فازی مجموعه که کنند حل را مسائلی میتوانند فیثاغورث فازی مجموعههای شرایط از بسیاری در و است شهودی فازی مجموعههای
اثبات را فیثاغورث فازی های مجموعه برای شده توصیف ریاضی جزئیات [۱۳] در زو” ”و” ژانگ ” آن بر افزون کنند. حل را آنها نمیتوانند
فیثاغورث فازی اعداد برای را تفریق و تقسیم عمل [۱۴] یانگ و پنگ” نمودند. معرفی را (PFN) فیثاغورث فازی اعداد از مفاهیمی و کردند
اعداد با معیاره چند گروهی تصمیمگیری مسائل حل به منجر که فیثاغورث فازی اعداد بیشینه و کمینه رتبهبندی روش همچنین نمودند ارائه

دادند. گسترش را است فیثاغورث فازی
حل برای پیشنهادی روش سوم بخش در و کرده بیان را لازم مقدمات برخی دوم و اول بخش در میشود. دهی سازمان زیر صورت به مقاله این

است. شده ارائه ۱ جدول در ها مخفف تمام لیست همچنین میشود. داده توضیح ای ذوزنقه های PFN با FPFⅬPP
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ها مخفف .۱ مجموعهجدول فازی فیثاغوریثی Pythagorean fuzzy set 𝑃𝐹𝑆
اعداد فازی فیثاغوزیثی Pythagorean fuzzy nuⅿber 𝑃𝐹𝑁
اعداد فازی فیثاغوریثی ذوزنقه ای Trapezoiⅾaⅼ Pythagorean fuzzy nuⅿber 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁
مساله برنامه ریزی خطی فازی تماما فیثاغوریثی Fuⅼⅼy Pythagorean fuzzy ⅼinear prograⅿⅿing probⅼeⅿ 𝑃𝐹𝑃𝐹𝐿𝑃𝑃مقدماتی و نیاز مورد تعاریف

میپردازیم. هستند نیاز طرح این برای که ابتدایی مفاهیم بررسی به بخش این در
توسط که باشد 𝑋 در (𝑃𝐹𝑆) فیثاغوریثی فازی مجموعه یک 𝑃 و مرجع مجموعه یک 𝑋 کنید فرض فیثاغوریثی) فازی (مجموعه .۱ تعریف

است، شده ارائه زیر [۱۶]بصورت عباسوف و یاگر
𝑃={<𝑥, 𝜇𝑝 (𝑥) , 𝑣𝑝(𝑥) > |𝑥∈𝑋}

که است 𝑃 مجموعه در 𝑥∈𝑋 عنصر عضویت عدم درجه دهنده نشان 𝑣𝑝∶𝑋→[۰, ۱] و عضویت درجه دهنده نشان 𝜇𝑝∶𝑋→[۰, ۱] آن در که
میکنند. برقرار نیز را زیر شرط

۰≤𝜇𝑝(𝑥)۲+𝑣𝑝(𝑥)۲≤۱
میشود. نامیده 𝑃 در 𝑥 عنصر تردید درجه 𝜋𝑝 (𝑥)= ۱−𝜇𝑝(𝑥)۲+𝑣𝑝(𝑥)۲ شاخص 𝑥∈𝑋 هر برای همچنین

عضویت توابع و میشود داده نمایش 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ بصورت{ 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی عدد تعریف۲.
است: ارائه قابل زیر بصورت آن عضویت عدم و

𝜇𝐴 (𝑥)=
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑥−𝑎۱ /(𝑎۲−𝑎۱), 𝑎۱≤𝑥<𝑎۲
۱, 𝑎۲≤𝑥≤𝑎۳
𝑎۴−𝑥 /(𝑎۴−𝑎۳), 𝑎۳<𝑥≤𝑎۴

۰, 𝑥<𝑎۱𝑜𝑟 𝑥>𝑎۴,

𝑣𝐴 (𝑥)=
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑎۲−𝑥 /(𝑎۲−𝑎۵), 𝑎۵≤𝑥<𝑎۲
۰ 𝑎۲≤𝑥≤𝑎۳
𝑥−𝑎۳ /(𝑎۶−𝑎۳), 𝑎۳<𝑥≤𝑎۶

۱, 𝑥<𝑎۵ 𝑜𝑟 𝑥>𝑎۶,

.𝑎۵≤𝑎۱≤𝑎۲≤𝑎۳≤𝑎۴≤𝑎۶ داریم که
فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد مجموعه روی حسابی عملیات .۳

کرد. خواهیم بیان را فیثاغوریثی ذوزنقهای فازی اعداد مجموعه روی اصلی حسابی عملیات بخش این در
عدد یک 𝛼 و 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 دو 𝐵={ 𝑏۱, 𝑏۲, 𝑏۳, 𝑏۴ ; 𝑏۵, 𝑏۲, 𝑏۳, 𝑏۶ } و 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } کنید فرض تعریف۳.

میکنیم: تعریف باشد، حقیقی

𝐴⊕𝐵={ 𝑎۱+𝑏۱, 𝑎۲+𝑏۲, 𝑎۳+𝑏۳, 𝑎۴+𝑏۴ ; 𝑎۵+𝑏۵, 𝑎۲+𝑏۲, 𝑎۳+𝑏۳, 𝑎۶+𝑏۶ } (۱)
باشد. 𝑎۵≥۰ اگر میخوانیم نامنفی را 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } عدد .۴ تعریف

: میشود محاسبه زیر بصوت است، 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 عدد یک که 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } برای بندی رتبه روش .۵ تعریف

𝑅 (𝐴)=𝑎
۱+𝑎۲+𝑎۳+𝑎۴+𝑎۵+𝑎۲+𝑎۳+𝑎۶

۸
آنگاه باشند، 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 دو 𝐵={ 𝑏۱, 𝑏۲, 𝑏۳, 𝑏۴ ; 𝑏۵, 𝑏۲, 𝑏۳, 𝑏۶ } و 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } کنید فرض .۷ تعریف

𝐴 < 𝐵 𝑖𝑓 𝑅 (𝐴)<𝑅 (𝐵) ,
𝐴 > 𝐵 𝑖𝑓 𝑅 (𝐴)>𝑅 (𝐵) ,
𝐴 = 𝐵 𝑖𝑓 𝑅 (𝐴)=𝑅 (𝐵) .
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آنگاه باشد، 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 𝐵={ 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۴ ; 𝑥۵, 𝑥۲, 𝑥۳, 𝑥۶ } 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 یک 𝐴={ 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۴ ; 𝑎۵, 𝑎۲, 𝑎۳, 𝑎۶ } اگر تعریف۸.
میکنیم: تعریف زیر بصورت آنها ضرب

𝜇𝐴⊗𝐵= (𝑚𝑖𝑛 𝑎۱𝑥۱, 𝑎۱𝑥۴, 𝑎۴𝑥۱ , 𝑚𝑖𝑛 𝑎۲𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲ , 𝑚𝑎𝑥 𝑎۳𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳ ,

𝑚𝑎𝑥 𝑎۴𝑥۴, 𝑎۴𝑥۱, 𝑎۱𝑥۴ )
𝑣𝐴⊗𝐵= (𝑚𝑖𝑛 𝑎۵𝑥۵, 𝑎۵𝑥۶, 𝑎۶𝑥۵ , 𝑚𝑖𝑛 𝑎۲𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲ , 𝑚𝑎𝑥 𝑎۳𝑥۳, 𝑎۳𝑥۲, 𝑎۲𝑥۳ ,

𝑚𝑎𝑥 𝑎۶𝑥۶, 𝑎۶𝑥۵, 𝑎۵𝑥۶ )
فیثاغوریثی تماما فازی خطی ریزی برنامه حل برای پیشنهادی روش .۳

میپردازیم. تساوی قیود و نامنفی متغیرهای با فیثاغوریثی تماما فازی خطی ریزی برنامه مساله به بخش این در
میگیریم: نظر در را 𝑃𝐹𝑃𝐹𝐿𝑃𝑃 مساله کلی صورت

𝑀𝑎𝑥 (𝑀𝑖𝑛) 𝑍=
𝑛

𝑗=۱
𝐶𝑗⊗𝑋𝑗 𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜

𝑛

𝑗=۱
𝐴𝑖𝑗⊗𝑋𝑗=𝐵𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚. (۲)

هستند. 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 نیز 𝐵𝑖 و 𝐶𝑗 ،𝐴𝑖𝑗 و غیرمنفی 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 یک 𝑋𝑗 آن در که
است: زیر شرح به (۱) مساله حل برای پیشنهادی روش

داد: نمایش میتوان زیر بصورت را آنها بنابراین هستند. 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 نوع از پارامترها و متغیرها تمام (۱) مساله در (۱ مرحله

𝐶𝑗= 𝑐۱, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۴ ; 𝑐۵, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۶ ,
𝑋𝑗= 𝑥۱

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۴
𝑗 ; 𝑥۵

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۶
𝑗 , ∀𝑗= ۱, ۲, … ,𝑛.

𝐴𝑖𝑗= 𝑎۱
𝑖𝑗 , 𝑎۲

𝑖𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗 , 𝑎۴

𝑖𝑗 ; 𝑎۵
𝑖𝑗 , 𝑎۲

𝑖𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗 , 𝑎۶

𝑖𝑗 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚, ∀𝑗= ۱, ۲, … ,𝑛.
𝐵𝑖= 𝑏۱

𝑖 , 𝑏۲
𝑖 , 𝑏۳

𝑖 , 𝑏۴
𝑖 ; 𝑏۵

𝑖 , 𝑏۲
𝑖 , 𝑏۳

𝑖 , 𝑏۶
𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚.

است: ارائه قابل زیر بصورت (۱) مساله نتیجه در

𝑀𝑎𝑥 (𝑀𝑖𝑛) 𝑍=
𝑛

𝑗=۱
𝑐۱, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۴ ; 𝑐۵, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۶ ⊗ 𝑥۱

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۴
𝑗 ; 𝑥۵

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۶
𝑗

subject to
𝑛

𝑗=۱
𝑎۱
𝑖𝑗 , 𝑎۲

𝑖𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗 , 𝑎۴

𝑖𝑗 ; 𝑎۵
𝑖𝑗 , 𝑎۲

𝑖𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗 , 𝑎۶

𝑖𝑗 ⊗ 𝑥۱
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۴

𝑗 ; 𝑥۵
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۶

𝑗

= 𝑏۱
𝑖 , 𝑏۲

𝑖 , 𝑏۳
𝑖 , 𝑏۴

𝑖 ; 𝑏۵
𝑖 , 𝑏۲

𝑖 , 𝑏۳
𝑖 , 𝑏۶

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚

هستند. غیرمنفی 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 نوع از 𝑋𝑗= 𝑥۱
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۴

𝑗 ; 𝑥۵
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۶

𝑗 آن در که
میکنیم فرض (۲ مرحله

𝑎۱
𝑖𝑗 , 𝑎۲

𝑖𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗 , 𝑎۴

𝑖𝑗 ; 𝑎۵
𝑖𝑗 , 𝑎۲

𝑖𝑗 , 𝑎۳
𝑖𝑗 , 𝑎۶

𝑖𝑗 ⊗ 𝑥۱
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۴

𝑗 ; 𝑥۵
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۶

𝑗 = 𝑙۱𝑖𝑗 , 𝑙۲𝑖𝑗 , 𝑙۳𝑖𝑗 , 𝑙۴𝑖𝑗 ; 𝑙۵𝑖𝑗 , 𝑙۲𝑖𝑗 , 𝑙۳𝑖𝑗 , 𝑙۶𝑖𝑗

شود: خلاصه میتوان زیر بصورت (۱) مساله اینصورت در

𝑀𝑎𝑥 (𝑀𝑖𝑛) 𝑍=
𝑛

𝑗=۱
𝑐۱, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۴ ; 𝑐۵, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۶ ⊗ 𝑥۱

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۴
𝑗 ; 𝑥۵

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۶
𝑗



۲۲۳ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ نژاد تقی اله نعمت

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜
𝑛

𝑗=۱
𝑙۱𝑖𝑗 , 𝑙۲𝑖𝑗 , 𝑙۳𝑖𝑗 , 𝑙۴𝑖𝑗 ; 𝑙۵𝑖𝑗 , 𝑙۲𝑖𝑗 , 𝑙۳𝑖𝑗 , 𝑙۶𝑖𝑗 = 𝑏۱

𝑖 , 𝑏۲
𝑖 , 𝑏۳

𝑖 , 𝑏۴
𝑖 ; 𝑏۵

𝑖 , 𝑏۲
𝑖 , 𝑏۳

𝑖 , 𝑏۶
𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚.

هستند. غیرمنفی 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 نوع از 𝑋𝑗= 𝑥۱
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۴

𝑗 ; 𝑥۵
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۶

𝑗 آن در که
میشود: تبدیل بصورت (۱) مساله (۶) تعریف در شده ارائه بندی رتبه بکارگیری با (۳ مرحله

𝑀𝑎𝑥 (𝑀𝑖𝑛) 𝑅 (𝑍)=

=𝑅
𝑛

𝑗=۱
𝑐۱, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۴ ; 𝑐۵, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۶ ⊗ 𝑥۱

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۴
𝑗 ; 𝑥۵

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۶
𝑗

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜
𝑛

𝑗=۱
𝑙۱𝑖𝑗 , 𝑙۲𝑖𝑗 , 𝑙۳𝑖𝑗 , 𝑙۴𝑖𝑗 ; 𝑙۵𝑖𝑗 , 𝑙۲𝑖𝑗 , 𝑙۳𝑖𝑗 , 𝑙۶𝑖𝑗 = 𝑏۱

𝑖 , 𝑏۲
𝑖 , 𝑏۳

𝑖 , 𝑏۴
𝑖 ; 𝑏۵

𝑖 , 𝑏۲
𝑖 , 𝑏۳

𝑖 , 𝑏۶
𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚.

هستند. غیرمنفی 𝑇𝑟𝑃𝐹𝑁 نوع از 𝑋𝑗= 𝑥۱
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۴

𝑗 ; 𝑥۵
𝑗 , 𝑥۲

𝑗 , 𝑥۳
𝑗 , 𝑥۶

𝑗 آن در که
میشود: تبدیل زیر قطعی خطی ریزی برنامه مساله یک به (۱) مساله شده ارائه حسابی عملیات با (۴ مرحله

𝑀𝑎𝑥 (𝑀𝑖𝑛) 𝑅 (𝑍)= 𝑅
𝑛

𝑗=۱
𝑐۱, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۴ ; 𝑐۵, 𝑐۲, 𝑐۳, 𝑐۶ ⊗ 𝑥۱

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۴
𝑗 ; 𝑥۵

𝑗 , 𝑥۲
𝑗 , 𝑥۳

𝑗 , 𝑥۶
𝑗

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜
𝑛

𝑗=۱
𝑙۱𝑖𝑗=𝑏۱

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚,

𝑛

𝑗=۱
𝑙۲𝑖𝑗=𝑏۲

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚,

𝑛

𝑗=۱
𝑙۳𝑖𝑗=𝑏۳

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚,

𝑛

𝑗=۱
𝑙۴𝑖𝑗=𝑏۴

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚,

𝑛

𝑗=۱
𝑙۵𝑖𝑗=𝑏۵

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚,

𝑛

𝑗=۱
𝑙۶𝑖𝑗=𝑏۶

𝑖 , ∀𝑖= ۱, ۲, … ,𝑚,

𝑥۶
𝑗− 𝑥۴

𝑗 ≥ ۰,
𝑥۴
𝑗− 𝑥۳

𝑗 ≥ ۰,
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𝑥۳
𝑗− 𝑥۲

𝑗 ≥ ۰,
𝑥۲
𝑗− 𝑥۱

𝑗 ≥ ۰,
𝑥۱
𝑗− 𝑥۵

𝑗 ≥ ۰,
𝑥۵
𝑗 ≥ ۰.

فازی مساله هدف تابع و 𝑗= ۱, ۲, … ,𝑛 ازای به 𝑋𝑗 متغیر جواب و میکنیم حل را ۴ مرحله قطعی مساله رایانهای افزار نرم یک بهوسیله (۵ مرحله
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چکیده
مقاله این در است. مالی ریاضیات چالش های مهمترین از مالی مشتقات قیمت گذاری برای مناسب مدل از استفاده
فوریه تبدیل روش با صفر کوپن اوراق روی معامله اختیار قیمت گذاری به لوی فرایند با HJⅯ مدل از استفاده با
اختیاری قیمت گذاری تهران، بورس بازار در خزانەداری اسناد از عددی مثال یک با انتها در شدەاست. پرداخته سریع
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مقدمه .۱
اوراق اختیار قیمت گذاری هستند. کف و سقف اختیارهای و بهره نرخ سوآپ آتی، نرخ قراردادهای شامل عمدتاً فرابورس بهره نرخ مشتقات
همچنین و صفر کوپن قرضه اوراق در شرایطی بەعنوان می توان را کف و سقف اختیارهای چراکه است، مالی ریاضیات در مهم مسالەی قرضه

کرد. بیان کوپن دارای قرضه اوراق اختیار بەعنوان را سوآپ اختیار
تحت (OTⅭ) فرابورس بازار حاضر، حال در است. یافته زیادی گسترش فناوری پیشرفت دلیل به اخیر سال چند در بهره نرخ مشتقات بازار
در مشتقه قرارداد دلار میلیارد ۲۰۱۵۸ از که کرد عنوان ۲۰۱۳ سال در (BIS) بین المللی تسویەحساب های بانک است. بهره نرخ مشتقات تاثیر
قراردادهای از ٪۷۸ ارزش با برابر که بود نشده پرداخت مشتقات جهانی بازار در بهره نرخ مشتقات ارزش از دلار میلیارد ۱۵۶۸۳ از بیش آمریکا،
بهره نرخ مشتقات از استفاده از ناشی ریسک مدیریت برای ویژه به بهره، های نرخ برای مناسب مدل سازی به نیاز مشکل این رفع است. مشتقه

دارد[۱].
قیمت گذاری از منظور شود. مدل نامشخص و نادرست قیمت گذاری به منجر است ممکن مالی، مشتقات قیمت گذاری برای نامناسب مدل از استفاده

باشد. متفاوت پیش بینی شده مدل قیمت با بازار قیمت های که است این نادرست
امکان و داشتەباشد بازار ابزارهای دقیق ارزیابی باید بهره نرخ برای مناسب مدل یک دارند. غنی و طولانی سابقه بهره نرخ مشتقات مدل های

باشد. داشته وجود بازار های داده به کالیبراسیون
کوتاه بهرەهای نرخ  برای ارنشتاین⁃اولنبک فرآیند از استفاده با که است واسیچک مدل بازار، در استفاده مورد بهره نرخ مدل های اولین از یکی

شد. ارائه مدت
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همکاران و کاکس ایده جمله از شد. نواقص این کردن برطرف در سعی مدل این در تغییرات ایجاد با که بود نواقصی دارای واسیچک مدل اما
از دیگر یکی هال⁃وایت مدل بود. ها نرخ نشدن منفی از اطمینان برای واسیچک کوتاەمدت بهره نرخ فرآیند انتشار ضریب در جذری عبارتی
علیرغم متأسفانه، پرداخت[۴]. واسیچک مدل نواقص رفع به بازده، منحنی کل از تابعی عنوان به مالی مشتقات گرفتن نظر در با که است مدل هایی
بازار قیمت های کلی طور به که می دهد نشان مطالعات دارند، مطابقت اولیه دوره ساختار با خوبی به تصادفی بهره نرخ مدل های که واقعیت این
بهره نرخ مدل های که ندارد وجود تضمینی هیچ که است دلیل این به عمدتاً که است ناسازگار تصادفی بهره نرخ مدل های با بهره نرخ مشتقات
به را بهره نرخ منحنی های پیچیده حرکات توانند نمی تصادفی بهره مدل های دیگر، عبارت به کنند. ارائه را معقولی نوسانات و قیمت ها تصادفی،
به می کند. دشوار دارد، بستگی بازدهی منحنی شکل به آنها ارزش که را بهره نرخ مشتقات پوشش و قیمت گذاری امر این دهند. پوشش درستی

است. ضروری بازده منحنی کل برای جایگزین مدل ارائه دلیل، همین
چارچوب کردند. فرض آنی پیش روی نرخ های حسب بر بازده منحنی کل در تغییر توصیف برای را منعطف چارچوب یک همکاران و هیث
به نیز، مدل این حال، این با می شود. ساخته براونی حرکت یک توسط آربیتراژ بدون قیمت گذاری برای (HJⅯ) مورتون هیث⁃جارو⁃ کلاسیک
براونی حرکت های ویژگی با نیز بازار بهره نرخ های دینامیک همچنین نیست. کامل بازار، شده مشاهده تازه ویژگی های گرفتن در آن ناتوانی دلیل
مطابقت صفر کوپن قرضه اوراق شده مشاهده بازده توزیع با است، نرمال توزیع بر مبتنی که براونی حرکت یک دقیق، بیان به نیست. سازگار

ندارد.

HJⅯ مدل .۲
است. زیر صورت به بهره نرخ برای HJⅯ مدل دینامیک

𝑑𝑓(𝑡, 𝑇) = 𝛼(𝑡, 𝑇, 𝜔)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡, 𝑇, 𝜔)𝑑𝑊𝑡 , 𝑡 < 𝑇 (۱)
است. وابسته 𝜔 نمونه مسیرهای به که است تلاطم 𝜎(𝑡, 𝑇, 𝜔) و رانش 𝛼(𝑡, 𝑇, 𝜔) بعدی، 𝑑 براونی حرکت 𝑊𝑡 آن در که

برای HJⅯ مدل درواقع زمانیقرارمیدهد. ساختار مدلهای از اساسی ساختمانی بلوکهای عنوان به را لحظهای آتی نرخهای HJⅯ چارچوب
آتی نرخ های براساس که هستند مدت کوتاه بهره نرخ با مدل هایی از تعمیمی و چارچوب یک و میشود استفاده نرخبهره مدلهای آنالیزکردن
کل HJⅯ مدلهای زیرا است متفاوت مدت کوتاه نرخبهره مدلهای با HJⅯ چارچوب به مربوط یافته توسعه مدل می شوند. نوشته لحظەای
اختیارها، ارزش گذاری مدلهای سایر به نسبت را مدل،آن دراین آربیتراژ بدون شرط همچنین میدهد قرار بررسی مورد را بازده نرخ منحنیهای

کرد اشاره زیر موارد به میتوان مدل این دیگر ازمزیتهای میکند. متمایز
و سازی معکوس به همه ریسک بازاری قیمت بردن ازبین برای و... هو⁃لی و ⅭIR واسیچک، مدل مانند دیگر قیمتگذاری مدلهای .۱
ورقهقرضه قیمتگذاری فرمول میتوان ریسک، بازاری قیمت شکل کردن پارامتری برای مدل ها این دارند.در نیاز منحنی برگردان روش
تابع این حل که میآید دست به کوپن بدون قرضه اوراق قیمتهای از تابعی عنوان به ریسک قیمت مرحله این بعداز و کرد معکوس را
قیمتگذاریهای در ریسک بازاری قیمت بردن بین از برای زمانی ساختار سازی معکوس به نیازی HJⅯ مدل اما است. مشکل کاری

ندارد. اختیارها
تسویه برای جاری نرخهای میگذارد. تاثیر بهره نرخهای زمانی ساختار بر که است تصادفی عامل چند با تصادفی جاری نرخهای دارای .۲
هستند. بهادار اوراق برای آتی قیمتهای حرکت از بازار انتظار منعکس کننده و میشوند بیان ارز یا بهادار اوراق روی سریع حسابهای

میشود. شامل را آمریکایی و اروپایی از اعم اختیارها، همه مدلها این .۳

لوی فرایند .۳
باشد. برقرار زیر شرایط اگر شود می نامیده لوی فرآیند (Ω, ℱ, 𝔽, ℙ) احتمال فضای روی {𝑋𝑡}𝑡≥۰ تصادفی فرآیند .۱ .۳ تعریف

باشد. داشته مستقل نموهای {𝑋𝑡}𝑡≥۰ .۱
باشند. نداشته بستگی ℎ به 𝑋𝑡+ℎ − 𝑋ℎ , 𝑡 ≥ ۰ توزیع های .۲

.ℙ(|𝑋𝑡+ℎ − 𝑋ℎ| > 𝜖) → ۰ ، 𝑡 → ۰ و 𝜖 > ۰ هر برای یعنی این باشد. پیوسته تصادفی بطور 𝑋 .۳
باشد. پیوسته راست از 𝑋𝑡(𝜔) نمونه مسیر .۴

(𝑎.𝑠.). 𝑋۰ = ۰ .۵
بازار در کنید فرض همچنین بگیرید. نظر در آن روی را ۰ < 𝑇 < ∞ آن کهدر 𝐹 = {ℱ𝑡|𝑡 ∈ [۰, 𝑇]} فیلتر ، (𝜔, ℱ, 𝑃) احتمال فضای
الگو این 𝑡 زمان در کنند. پیروی هیث⁃جرو⁃مورتون، بهالگوی متعلق مارکوفی متغیره تک مدل از بهره نرخهای زمانی ساختار معادلات واقعی،

می شود معرفی زیر صورت به 𝑃 احتمال اندازه تحت 𝑇 سررسید با لحظهای آتی بهره نرخ برای ایتو فرایند یک صورت به
𝑑𝑓(𝑡, 𝑇) = 𝛼𝑓(𝑡, 𝑇) + 𝛿𝑓(𝑡, 𝑇)𝑑𝑊𝑡
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تصادفی دیقرانسیل معادله است. [۰, 𝑇] بازه روی کراندار تابعی 𝛿𝑓(۰, 𝑇) و نامنفی تابعی 𝛼(𝑡, 𝑇) استاندارد، بعدی یک براوانی حرکت 𝑊 که
نوشت انتگرالی معادله یک صورت به میتوان را فوق اولیه شرط با

𝑓(𝑡, 𝑇) = 𝑓(۰, 𝑇) +
𝑡

۰
𝛼𝑓(𝑠, 𝑇)𝑑𝑠 +

𝑡

۰
𝛿𝑓(𝑠, 𝑇)𝑑𝑊𝑠

انتخاب با مدل آتی زمانی ساختار رفتار بنابراین هستند. 𝐻𝐽𝑀 مدل پارامترهای 𝛿𝑓(⋅, 𝑇) آتی تلاطم پارامتر و 𝑓۰ اولیه خرید پیش نرخ منحنی
پارامترهای آنگاه باشد، سازگار آربیتراژ بدون قیمتگذاری با مدل اگر که است این 𝐻𝐽𝑀 مدل ویژگی مهمترین است. کنترل قابل پارامترها این
داشته وجود 𝑇 سررسید از مستقل 𝜆(𝑡) فرایند باید آربیتراژ فرصت از اجتناب برای دقیقتر بهعبارت هستند. هم به وابسته 𝛿𝑓(۰, 𝑇) ، 𝛼(𝑡, 𝑇)

که باشد
𝛼𝑓(𝑠, 𝑇) = 𝛿𝑓(𝑠, 𝑇)[

𝑇

𝑠
𝛿𝑓(𝑠, 𝑢)𝑑𝑢 + 𝜆(𝑠)]

ریسک قبول خاطر به معامله طرف یک به ریسکی سرمایهگذاریهای در که وجهی گرفت. درنظر نرخبهره ریسک بیمه عنوان به می توان را 𝜆(𝑡)
است. 𝑇 سررسید از مستقل که می گیرد تعلق

لوی فرایند با HJⅯ مدل با قرضه اوراق قیمت گذاری .۴
است زیر صورت به 𝐿𝑡 لوی فرایند فرض با HJⅯ مدل در بهره نرخ دینامیک

𝑓(𝑡, 𝑇) = 𝑓(۰, 𝑇) + 𝛼𝐿(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 − 𝜎(𝑡, 𝑇)𝑑𝐿𝑡 ∀۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (۲)
است. 𝑓(۰, 𝑇) اولیه مقادیر که

است. زیر صورت به (۲) مدل تحت صفر کوپن اوراق قیمت گذاری

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝑃(۰, 𝑇)𝐵𝑡 exp −
𝑡

۰
𝜓𝑠(𝑆(𝑠, 𝑇))𝑑𝑠 +

𝑡

۰
𝑆(𝑠, 𝑇)𝑑𝐿𝑠 .

به که است (𝑎𝑡 , 𝑏𝑡 , 𝑣𝑡) پارامترهای با لوی فرایند به مربوط مشخصه تابع 𝜓(𝑥) و بانکی سپرده میزان 𝐵𝑡 ، 𝑆(𝑡, 𝑇) = −∫𝑇𝑡 𝜎(𝑡, 𝑢)𝑑𝑢 که
می شود. تعریف زیر صورت

𝜓𝑡(𝑢) = 𝑎𝑡𝑢 −
۱
۲𝑢𝑏𝑡𝑢 + ℝ𝑑

(𝑒𝑢𝑥 − ۱ − 𝑢𝑥)𝑣𝑡𝑑𝑥 (۳)

است زیر صورت به نمایی صورت به آن نمایش

۱ = 𝑃(𝑡, 𝑡) = 𝑃(۰, 𝑇)𝐵𝑡 exp −
𝑡

۰
𝜓𝑠(𝑆(𝑠, 𝑇))𝑑𝑠 +

𝑡

۰
𝑆(𝑠, 𝑡)𝑑𝐿𝑠

کنید فرض

𝐵𝑡 =
۱

𝑃(۰, 𝑡) exp
𝑡

۰
𝜓(𝑆(𝑠, 𝑡))𝑑𝑠 −

𝑡

۰
𝑆(𝑠, 𝑡)𝑑𝐿𝑠 . (۴)

شد خواهد زیر صورت به (۲) مدل تحت صفر کوپن قرضه اوراق قیمت گذاری فرمول

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝑃(۰, 𝑇)
𝑃(۰, 𝑡) exp

𝑡

۰
𝜓(𝑆(𝑠, 𝑡))𝑑𝑠 − 𝜓(𝑆(𝑠, 𝑇))𝑑𝑠 +

𝑡

۰
𝑆(𝑠, 𝑇) − 𝑆(𝑠, 𝑡)𝑑𝐿𝑠 . (۵)

کرد تقسیم تصادفی قسمت یک و قطعی قسمت یک به زیر صورت به را (۵) معادله توان می
𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐷(𝑡, 𝑇) exp(𝑋𝑡), (۶)
𝐷(𝑡, 𝑇) = 𝑃(۰, 𝑇)

𝑃(۰, 𝑡) exp
𝑡

۰
𝜓(𝑆(𝑠, 𝑡))𝑑𝑠 − 𝜓(𝑆(𝑠, 𝑇))𝑑𝑠 , (۷)
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و

𝑋𝑡 =
𝑡

۰
𝑆(𝑠, 𝑇) − 𝑆(𝑠, 𝑡)𝑑𝐿𝑠. (۸)

ثابت سررسیدها همه برای 𝜎 نوسان ساختار و می شود ایجاد تقسیم پذیر بی نهایت توزیع یک توسط که است لوی فرآیند یک 𝐿 که آنجایی از
نیستند. (همگن) ثابت الزاما که است، مستقل نموهای دارای 𝑋𝑡 فرآیند که داد نشان می توان می شود، فرض

قرضه اوراق روی معامله اختیار برای سریع فوریه تبدیل روش .۵
از استفاده با ۱۹۹۹ سال در مادان و کار و [۳] کرد مطرح را ۱ فوریه تبدیل معکوس از دیگر حالتی قضیەای، معرفی با پلاز گیل ۱۹۵۱ سال در
روش [۲] پرداختند. هستون مدل تخت اروپایی معاملات اختیار قیمت گذاری به سریع، فوریه تبدیل نام به جدید روشی با فوریه، تبدیل معکوس
برخوردار بالایی دقت و سرعت از روش این چراکه شد. تبدیل مشتقات قیمت گذاری برای مفید و محبوب راهکارهای از یکی به سرعت به آن  ها

است.
می شود. تعریف زیر صورت به پیوسته تابع یک فوریه تبدیل باشد. (Ω, 𝐹, 𝑃) احتمال فضای در تصادفی متغیر یک 𝑊 کنید فرض

̂𝑓(𝜔) =
∞

−∞
𝑒𝑖𝜔𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 < ∞ (۹)

برگرداند. فوریه تبدیل معکوس از می توان را اصلی 𝑓 .تابع 𝜔 ∈ ℝ که

𝑓(𝑡) = ۱
۲𝜋

∞

−∞
𝑒𝑖𝜔𝑡 ̂𝑓(𝑡)𝑑𝜔 < ∞ (۱۰)

می شود بازنویسی آن قطعی قسمت از تابعی عنوان به صفر کوپن قرضه اوراق روی اختیار قیمت گذاری تابع
𝕍𝑝𝑢𝑡(۰) = 𝑃(۰, 𝑇)𝔼ℚ𝑇[(𝐾 − 𝐷𝑒𝑋𝑇)+|𝐹۰]

= 𝑃(۰, 𝑇)𝔼ℚ𝑇[(𝐾 − 𝑒−𝜁𝑒𝑋𝑇)+|𝐹۰]
𝕍𝑝𝑢𝑡(۰, 𝑇, 𝐾).

نوشت زیر صورت به را فروش اختیار قیمت گذاری می توان 𝐾 = 𝑒ⅼog𝐾 > ۰ فرض با است. اختیار توافقی قیمت 𝐾 که
𝕍𝑝𝑢𝑡(۰, 𝑇, 𝐾) = 𝑃(۰, 𝑇)𝔼ℚ𝑇[(𝐾 − 𝑒−𝜁𝑒𝑋𝑇)+|𝐹۰]

= 𝑃(۰, 𝑇)𝔼ℚ𝑇[(𝑒ⅼog𝐾 − 𝑒−𝜁𝑒𝑋𝑇)+|𝐹۰]
= 𝑃(۰, 𝑇)𝔼ℚ𝑇[(𝑒ⅼog𝐾(۱ − 𝑒−𝜁−ⅼog𝐾𝑒𝑋𝑇)+|𝐹۰]
= 𝐾𝑃(۰, 𝑇)𝔼ℚ𝑇[(۱ − 𝑒−(𝜁+ⅼog 𝑆)𝑒𝑋𝑇)+|𝐹۰]

= 𝐾𝑃(۰, 𝑇)𝕍𝑝𝑢𝑡(۰, 𝑇, ۱).
نوشت. زیر صورت به می توان را 𝜙 تابع فوریه تبدیل ،𝐾 = ۱ برای .𝜁 = − ⅼog𝐷 و 𝑅 ∈ (−∞, ۰) که

�̂�(𝑢) = ۱
𝑖𝑢(۱ + 𝑖𝑢) .

می یابد. کاهش زیر صورت به قیمت گذاری مساله اکنون

𝕍𝑝𝑢𝑡(۰, 𝑇, 𝐾) = 𝐾𝑃(۰, 𝑇)
۲𝜋 𝑒−𝑅𝜁

ℝ
𝑒𝑖𝑢𝜁 ۱

(𝑖𝑢 − 𝑅)(۱ − 𝑖𝑢 − 𝑅)𝜒𝑋𝑇(𝑢 − 𝑖𝑅)𝑑𝑢. (۱۱)
می شود. تعریف زیر صورت به و است مدل مشخصه تابع 𝜒𝑋𝑇(𝑢) که

𝜒𝑋𝑇(𝑢) = exp
𝑡

۰
𝜓𝑠(𝑖𝑢𝑆(𝑠, 𝑇) + (۱ − 𝑖𝑢)𝑆(𝑠, 𝑡)) − 𝜓𝑠(𝑆(𝑠, 𝑡))𝑑𝑠 . (۱۲)

1Fourier Transformation
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پارامترها. برآورد :۱ جدول
شروع تاریخ سررسید تاریخ پایه دارایی قیمت توافقی قیمت سررسید در قیمت 𝜎
۰۲̸۱۰̸۲۰۲۳ ۰۳̸۰۱̸۲۰۲۴ ۸۲۱۳۹۰ ۸۴۷۴۳۹٫۷۳۵۵ ۸۶۱۷۳۰ ۸۸۷۴۳۳٫۷۱۶۱
۰۳̸۰۷̸۲۰۲۳ ۰۲̸۱۰̸۲۰۲۳ ۷۸۲۸۹۰ ۸۸۷۴۳۳٫۷۱۶۱ ۸۲۱۳۹۰ ۹۶۸۰٫۳۸۶۲۴۴

عددی مثال .۶
خزانه اسناد ارزش درواقع است. شده استفاده هستند صفر کوپن اوراق مشابه که داری خزانه اسناد از عددی مثال یک عنوان به بخش این در
سررسیدهای با اختیار دو (۰۰۵ (اخزا خزانەداری اسناد از یکی گرفتن نظر در با مقاله این در است. شده گرفته درنظر اختیار قیمت عنوان به داری
استفاده ⅯⅬE روش از پارامتر ها تخمین برای شدەاند. مشخص نیاز مورد پارامترهای ۱ جدول در است. شده قیمت گذاری و فرض ماهه سه

شدەاست.
فرض 𝑅 = ۱۰ ۱ در و 𝑅 = ۱ مقدار ۱ شکل در شدەاست. داده نشان پارامترها گرفتن نظر در متغیر با اختیار قیمت تغییر روند ۲ و ۱ شکل در

است. شده

آن انواع و براونی حرکت :۱ شکل

آن انواع و براونی حرکت :۲ شکل
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چکیده
طور به شود. می گرفته کار به روانشناسی از زیادی های قسمت در متفاوتی معانی با که است ای واژه اضطراب
و باشد می افراد روانی کشمکشهای و فشار محصول و نتیجه که است نامطلوبی هیجانی حالت بیانگر اضطراب کلی
رویارویی هنگام به که است روانی وضعیتی ریاضی اضطراب است، آینده حوادث وقوع از بیم و ترس آن بارز مشخصه
معمولا وضعیت این آید می پدید افراد در امتحان و مساله حل یادگیری، یاددهی، های موقعیت ریاضی، محتوی با
در عملکرد بر عوامل این تاثیر تا شده سعی مقاله این در باشد. می روانی تنش و تحمیلی افکار زیادی، نگرانی با همراه
عبارت آماری جامعه شد. انجام همبستگی نوع از توصیفی پژوهش منظور بدین گیرد. قرار بررسی مورد ریاضی درس
کلگ جلایی روستای نیکشهر شهرستان دولتی مدارس هشتم تا چهارم پایه پسر و دختر آموزان دانش کلیه از بود
شدندجهت انتخاب ای خوشه گیری نمونه روش با ها نمونه اند. بوده تحصیل به مشغول ۱۴۰۰ −۱۴۰۱ سال در که
چهار دارای مقیاس این گردید. استفاده ۱۹۹۰ هنری و چیو ریاضی مقیاس از آموزان دانش ریاضی اضطراب سنجش
های مولفه بین از که داد نشان تحقیق نتایج است. معلم) – مسئله حل – یادگیری – ریاضی اضطراب (ارزیابی بعد
مقاله ادامه در و کند بینی پیش را ریاضی درس در عملکرد توانست ریاضی یادگیری اضطراب تنها ریاضی اضطراب

کردیم. بیان را درس کلاس در ریاضی اضطراب مدیریت برای راهکار چند

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای
ریاضی اضطراب

ریاضی درس در عملکرد
ریاضی اضطراب ارزیابی

ریاضی اضطراب کاهش و کنترل
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
ایجاد با و افزایشدهد افراد در را مزاحم و نامربوط افکار و پرتی حواس میزان تواند خاصمی طور به ریاضی اضطراب و کلی طور به اضطراب
شده انجام تحقیقات شوند. ریاضی مفاهیم و روابط از افراد ادراکات تحریف موجب پردازشاطلاعات، های فرایند و ذهنی ساختارهای در اختلال
رفتار کاهش موجب روانی فشارهای کلی طور به و افسردگی اضطراب، که است واقعیت این بر نیرومندی گواه افراد عملکرد و اضطراب پیرامون
آموز دانش به درس کلاس در معلم که ای شده خواسته تکالیف که هنگامی ویژه به شود می گوناگون های موقعیت با مقابله اشخاصدر موثر مفیدو
درس درکلاس بالا اضطراب وجود خود های پژوهش براساس (۱۹۸۱) باکستون و (۱۹۹۸) دارلی باشد. بیشتری فکری های گام دارای دهد می
می ریاضی اضطراب جمله از قوی های هیجان چگونه که کند می بحث و داند می مدت دراز تاثیر با مهم بسیار و خطرناک ای پدیده را ریاضی
اضطراب (۱۹۹۲) لئون سازند. گرفتار باطل دور یک در را او و شوند فرد مفید عملکرد در نقصان و استدلال و تفکر توانایی ایست موجب تواند
ریاضی دانش ی زمینه با معکوسی ارتباط ریاضی، اضطراب میزان که است معتقد و شود می ریاضی اجتناب موجب که داند می عاملی را ریاضی
آنان ریاضی پیشرفت در کننده بینی پیش عامل عنوان به تواند می افراد در ریاضی اضطراب سطح میزان بنابراین دارد، او ریاضی پیشرفت و فرد

∗سخنران
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از باشد بیشتری فکری های گام نیازمند که ریاضی تر پیچیده های تکلیف انجام برای و است انگیزه کم مضطرب و افسرده فرد اصولا آید بشمار
پیچیدگی میزان با تکلیف یک انجام برای انگیزش ی درجه برکز⁃دادسون ی شده پذیرفته قانون براساس زیرا است برخوردار کمتری های قابلیت

یابد. می کاهش تکلیف آن

تحقیق روش .۲
جامعه شد. گردآوری پرسشنامه طریق از پژوهشی های داده گیرد. می قرار توصیفی های طرح مقوله در که است همبستگی نوع از حاضر تحقیق
۶۵ آنها میان از که =N)۱۵۰) نیکشهر شهرستان کلگ جلایی روستای پسر و دختر هشتم تا چهارم پایه آموزان دانش کلیه از بود عبارت تحقیق
اضطراب مقیاس از عبارت تحقیق ابزار گرفت. قرار بررسی مورد و گردید انتخاب تصادفی ای خوشه روش به دختر) ۳۰ و پسر ۳۵ ) آموز دانش
پارکر و پلیک (S−ⅯARS) کوتاه فرم – ریاضی اضطراب بندی درجه مقیاس براساس را ریاضی اضطراب مقیاس آنان بود هنری و چیو ریاضی
مقیاس این داد قرار استفاده مورد هشتم تا چهارم های پایه کودکان برای را آن توان می اند کرده عنوان خود آنچه اساس بر و آوردند وجود به
مقیاس این در نمره حداقل کند می تصریح را ریاضی با مرتبط های فعالیت که باشد می لیکرت قسمتی چهار مقیاس در کوتاه عبارت ۲۲ شامل
مقیاس، این اند. کرده محاسبه مختلفی ابزارهای با را آن همبستگی مقیاس، این روایی سنجش برای هنری و چیو باشد. می ۸۸ نمره حداکثر و ۲۲
ریاضی اضطراب مقیاس و مقیاس این نمرات بین آن بر علاوه دارد، (ⅯARS) ریاضی اضطراب بندی درجه مقیاس با (۰٫۹۷) بالایی همبستگی
همبستگی، ضریب محاسبه وسیله به سازه، روایی به مربوط شواهد است. آمده دست به (۰٫۷۱) بالایی مثبت همبستگی (TASⅭ) (سارسون)
بود شده برآورد وهفتم ششم چهارم، های پایه برای که ضرایب این آمد. دست به تحصیلی سال نیم ریاضی های نمره و مقیاس این نمرات میان
در ضرایب این که کرد. استفاده کرانباخ آلفای روش از مقیاس این های مقیاس زیر و کل پایایی برآورد برای حسینی بود، معنادار و منفی همه

است. شده ارائه ۱ شماره جدول

ریاضی اضطراب مقیاس پایایی مورد در کرانباخ آلفای اجرای از حاصل ضرایب :۱ جدول
تعداد آلفا ضریب بعد
۸۰ ۰٫۶۲ ریاضی یادگیری اضطراب
۸۰ ۰٫۵۲ ریاضی مساله حل اضطراب
۸۰ ۰٫۴۷ ریاضی معلم اضطراب
۸۰ ۰٫۸۰ ریاضی ارزیابی اضطراب
۸۰ ۰٫۸۵ کل

جدول در ضرایب این که کردند استفاده کرانباخ آلفای روش از نمونه، کل و پایه هر برای ابزار این پایایی برآورد برای هنری و چیو همچنین
است. شده ارائه ۲ شماره

ضرایب :۲ جدول
آلفا ضریب تعداد کلاس

۰٫۸۰ ۱۵ چهارم
۰٫۸۲ ۱۰ پنجم
۰٫۸۲ ۱۲ ششم
۰٫۸۳ ۱۴ هفتم
۰٫۸۳ ۱۴ هشتم
۰٫۸۲ ۶۵ کل

اصلی نتایج .۳
درس در آنان عملکرد با آموزان دانش معلم) مساله، حل یادگیری، ، ریاضی ارزیابی (اضطراب ریاضی اضطراب های مولفه روابط بررسی برای

است. شده آورده ۴ و ۳ شماره جداول در آن نتایج که شد. استفاده رگرسیون تحلیل از همبستگی ماتریس از بعد ریاضی
اضطراب های مولفه تمامی رابطه شود می مشاهده ۳ شماره جدول در که گونه همان .𝑝 > ۰٫۰۵ (*) برای و 𝑝 > ۰٫۰۱ (**) برای اینجا در که
است ذکر به لازم همچنین باشد. می منفی همبستگی این و است معنادار ریاضی درس در عملکرد با ریاضی ارزشیابی اضطراب از غیر به ریاضی
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ریاضی درس در عملکرد و ریاضی اضطراب های مولفه بین همبستگی ماتریس :۳ جدول
۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱

۱ ۱ ریاضی نمرات
۱ ۰٫۲۵۱ ۲ ریاضی یادگیری **−اضطراب

۱ ۰٫۶۱۷ ۰٫۱۸۳ ۳ ریاضی مساله حل **اضطراب −**
۱ ۰٫۴۸۰ ۰٫۴۶۸ ۰٫۱۳۵ ۴ ریاضی معلم **اضطراب ** −*

۱ ۰٫۰۲۰ ۰٫۲۹۴ ۰٫۲۳۵ ۰٫۰۷۸ ۵ ریاضی ارزشیابی **اضطراب ** −
۱ ۰٫۴۲۸ ۰٫۶۵۱ ۰٫۸۷۱ ۰٫۸۷۷ ۰٫۲۳۹ ۶ ریاضی کلی **اضطراب ** ** ** −**

ریاضی اضطراب براساس ریاضی عملکرد بینی پیش مدل :۴ جدول
𝑃 𝐹 استاندارد خطای شده تعدیل 𝑅۲ 𝑅۲ 𝑅 متغیرها

۰٫۰۵ ۲۰٫۱۰۸ ۴٫۶۱ ۰٫۰۶۰ ۰٫۰۶۳ ۰٫۲۵۱ ریاضی یادگیری اضطراب

اضطراب رابطه و ۰٫۰۱ سطح در ریاضی درس در عملکرد با ریاضی کلی اضطراب و ریاضی مساله حل ریاضی، یادگیری اضطراب میان رابطه که
است. معنادار ۰٫۰۵ سطح در ریاضی درس در عملکرد با ریاضی معلم

تنهایی به و شده رگرسیون وارد معنادار بین پیش متغیر عنوان به یادگیری اضطراب تنها شود. می مشاهده ۴ شماره جدول در که گونه همان
برآورده را ورود شرط اند نتوانسته ریاضی اضطراب های مقیاس زیر سایز کند. تبببن را ریاضی عملکرد واریانس از درصد ۳٫۶ است توانسته

شوند. رگرسیون وارد و کرده

ریاضی اضطراب براساس ریاضی عملکرد بینی پیش مدل :۵ جدول
داری معنی سطح t شده استاندارد ضرایب نشده استاندارد ضرایب Betaمتغیرها استاندارد خطای B

۰٫۰۰۵ ۱۷٫۸۲۲ − ۰٫۹۰۶۰ ۱۶٫۱۴۳ ثابت
۰٫۰۰۰۵ −۰٫۴۸۴ −۰٫۲۵۱۰ ۰٫۰۶۶۰ −۰٫۲۹۴ یادگیری اضطراب

آورده ریاضی، اضطراب های مولفه طریق از ریاضی درس در عملکرد بینی پیش برای گام به گام رگرسیون تحلیل به مربوط نتایج ۵ جدول در
داری معنی شکل به توانسته ریاضی یادگیری اضطراب تنها ریاضی، اضطراب به مربوط های مولفه بین از جدول، مندرجات اساس بر است. شده
به توجه با می باشد. −۰٫۲۵۱ با برابر یادگیری اضطراب برای شده استاندارد رگرسیونی ضریب مقدار نماید. بینی پیش را آموزان دانش عملکرد
عملکرد بر ریاضی یادگیری اضطراب مولفه که گیریم می نتیجه می باشد، معنی دار ۰٫۰۰۱ آلفای سطح در که (−۴٫۴۸) آمده دست به 𝑡 آماره مقدار
میزان به آموزان دانش عملکرد ریاضی، یادگیری اضطراب متغیر در استاندارد انحراف یک افزایش با و است موثر ریاضی درس در آموزان دانش

می یابد. کاهش ۰٫۲۵۱
ریاضی اضطراب کاهش و کنترل علمی های شیوه .۱ .۳

باید آموزان دانش ریاضی عملکرد بر تاثیرشان و ریاضی اضطراب عمدتا و هیجانی و عاطفی های حالت به مربوط های واقعیت شناخت از پس
دادیم. پیشنهاد را راهکار چند ادامه در که کارگیریم به موثر طور به و کرده شناسایی را آنها کاهش مهارو علمی راهکارهای

بر شدن مسلط برای تلاش و ریاضی های فعالیت ی عرصه در اضطراب ی مقوله ویژه به روانی فشارهای و هیجانی های پدیده شناخت .۱
علمی راهکارهای کمک با ها حالت این

سبک شامل تواند می تفاوت این والدین و معلمان سوی از ویژه به گوناگون ابعاد در فراگیران فردی های تفاوت با علمی برخورد و توجه .۲
و خانوادگی فرهنگی⁃اقتصادی، های مولفه اطلاعات، پردازش و ذهنی فرایندهای فعال، حافظه ظرفیت یادگیری، شناختی مختلف های

باشد. جنسیتی
آموزان دانش ریاضی دانش گیری اندازه برای ما معمولی و قلمی و کاغذ شیوه ریاضی رفتاری سنجش متعارف و سنتی های شیوه اصلاح .۳
ریاضی های امتحان در توفیق و شرکت از ناشی هراس و بیم علمی. نه و باشد عادلانه نه شاید امتحان، بار یک با گاه هم آن دانشجویان، و
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تنها که کرد خواهند حرکت جهتی در آموزان دانش از بسیاری طبعا و کند می مشغول خود به را فرد ی اندیشه و ذهن ترم، آغاز از همواره
۱۹۹۵ سال در « مدرسه ریاضیات برای سنجش «استانداردهای انجمن آورد. فراهم خشک و رسمی های امتحان این در را آنان موفقیت
ریاضی معلمان برای ها آن به توجه و مطالعه که است کرده منتشر آمریکا معلمان ریاضی ملی (NⅭTⅯ) عنوان تحت را بولتن یک

بود. نخواهد فایده از خالی
جذاب هم که مسائلی انتخاب برای آنان هدایت و آموزان دانش شدن درگیر برای ریاضی تکلیف های و مسائل از ای دسته آزاد انتخاب .۴

انگیز. چالش هم و باشد
وادار و مناسب های جواب و سوال طرح با آنان خود کمک با درس کلاس در آموزان دانش علمی و درسی اشتباهات رفع و اصلاح .۵
آموزش فراگیران پیش از بیش امروزه که است امری خودشان به ها خوان ریاضی پیشرفت مسئولیت واگذاری بیشتر، نوشتن به آنان نمودن
مساله حل و یادگیری های موقعیت در علمی های فهمی بد و اشتباهات از شاگردان درست گاهی آ میان این در دارند تاکید آن بر ریاضی
در شاگرد بودن محترم آن بر افزون آید حساب به آنان ریاضی عملکرد رشد برای مسئولیت احساس در ای کننده تعیین عامل تواند می
زدایی اضطراب برای کارآمد هایی عامل خود که آورد می ارمغان به وی های کلاسی هم میان در را او امنیت و ایمنی احساس و کلاس،

هستند.
گیری نتیجه .۲ .۳

آنها از یکی که گیرد می قرار چند عواملی تاثیر تحت ریاضی درس در پیشرفت و یادگیری که داشت آن از حکایت گذشته تجربی و نظری شواهد
در پیشرفت تواند می منفی رابطه یک در ریاضی یادگیری اضطراب که داد نشان نیز حاضر تحقیق از آمده دست به نتایج است. ریاضی اضطراب
می فرهنگی عوامل شد اشاره نیز قبلا که گونه همان بودند. داده گزارش را ی مشابه نتایج نیز گذشته تحقیقات نماید. بینی پیش را ریاضی درس
تنها ریاضی یادگیری اضطراب و ارزیابی و معلم، مساله، حل اضطراب های مولفه میان از اساس همین بر شاید کنند تشدید را اضطراب این توانند
موقعیت با رویارویی با مولفه این مفهومی نظر از که چرا نماید، بینی پیش را ریاضی درس در منفی عملکرد بینی پیش قدرت توانسته اخیر مولفه
کسب فرهنگی پیشینه آن عامل تنها و آید وجود به ارزشیابی و معلم به اضطراب تعمیم از قبل تواند می که است ارتباط در ریاضی یادگیری های
تبیین را ریاضی درس در منفی عملکرد نتوانسته لازم میزان به ولی دارد، مشابهی وضعیت نیز ریاضی مساله حل چه اگر است. فرد توسط شده
در ریاضی درسی های کتاب انباشتگی ترم، پایانی روزهای برای مطالب شدن انباشته و درسی اوقات تنظیم عدم رسد می نظر به همچنین کند.
نگرش خصومت، یادگیری، و آموزش برای قبلی باز نسبتا زمان با مقایسه در مطالب حجم با نامتناسب و ناکافی زمان و ایران جدید آموزشی نظام
های کلاسی هم مقابل در آنان تحقیر و نمودن پاچه دست آموزان، دانش به نسبت معلمان سوی از گرایانه واقع غیر انتظارات حمایتی، غیر های
داشت. خواهد همراه به را ریاضی عملکرد در نقصان طبعا که است کرده اضطراب نوعی دچار را آموزان دانش ضعیف مطالعه های مهارت و خود
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چکیده
فناوری از استفاده ميشود، حس فناوري و علم افزون روز پيشرفت به توجه با تدریس نوين روشهاي به نياز امروزه
ریاضی آموزش هدف است. گسترش حال در جهان در چشمگیری طور به اخیر دهەهای در ریاضی تـدریـس در
است. طولانی تاریخی دارای ریاضی آموزش و فناوری میان رابطه است. روزمره زندگی و رياضی بين ارتباط برقراری
تعلیم” “علم و تعلیم” “فن آموزگاری”، “روش معنی به ها لغت نامه پداگوژی(در محتوایی⁃ دانش و آموزشی نظام
بەعنوان دیجیتال و الکترونیکی آموزش از استفاده گیرد. بهره دیجیتال بنیادین تحول از باید است.) شده ترجمه
چگونگی و دیجیتال سواد آموزش برای آموزشی دورەهای برگزاری می باشد؛ ریاضی آموزش توسعه در موثر روشی
تری عمیق درک و بود خواهد کارآمد بسیار زمینه این در معلمان به تدریس روش در ریاضی نرم افزارهای بەکارگیری

می آورد. فراهم دانش آموزان برای را

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

۱ فناوری
۲ دیجیتال سواد

۳ ریاضی تدریس
۴ ریاضی افزار نرم

پداگوژی۵

مقدمه .۱
سخت را آن یادگیری و آموزش نتیجه در و دشوار را مفاهیم احساس امکان ریاضیات طعم بودن التزامی است. التزامی مفاهیم با علمی ریاضیات،
تدريس جريان و فرايند رياضي، در علي الخصوص تدريس، سنتي روشهاي در می طلبد. را خاصی آموزشی روش های بەطوری که است کرده
گرفتن درنظر بدون و بوده وحده متكلم معلم میشود. يادگيري تجارب در دانش آموز درگيري و فعاليت از مانع كه است گونهاي به يادگيري و
نتايج از ميدهد. انتقال آنها به مدت طولاني سخنرانيهاي قالب در را كتاب محتواي یک نواختي بهصورت شاگردان علايق و استعدادها تواناييها
است دروس محتواي و مطالب تكرار و حفظ به فقط توجهها و دانشآموزان در شديد تحصيلي افت آموزشي، سيستمهاي در تدريس سنتي رويکرد
دانشی دارد. وجود می شود تدریس دردبیرستانها که موضوعاتی و معلم تربیت دورەهای در شده ارائه ریاضی دانش بین عمیق شکافی هنوز .[۴]
به توجه با تدریس نوين روشهاي به نياز امروزه . [۷] ندارد دانش آموزان نیازهای با چندانی ارتباط می آموزند دانشگاه در معلمان دانشجو که
سوق يادگيري سوي به طوطيوار حفظ از را دانشآموزان بەتوان تا بود تدريسي روشهاي بهدنبال ميشود، حس فناوري و علم افزون روز پيشرفت
روشهايي تدريس فعال روشهاي ميكند. معلمان و دانشآموزان به شاياني كمك كه است روشهايي از تدريس فعال روشهاي از استفاده داد.
درک به کمک دانش آموزان به ریاضی آموزش نهایی هدف برميانگيزند[۸]. وي عمومي نيازهاي زمينه در را دانشآموز ذهني فعاليت كه هستند

است. آینده در مفاهیم یادآوری و عمل در مهارت ها کاربرد مطلب،

دیجیتال عصر در ریاضی معلمان پداگوژیکی و محتوا دانش .۲
واقعی دنیای در و عمل عرصه در آن کاربرد دادن نشان درسی، مبحث یک دادن یاد برای روش ها موثرترین از یکی می داند خوبی به معلمی هر
دچار کمتر و کرده برقرار ارتباط آن با می بینند، خود اطراف دنیای در و واقعی جهان در را مسئله یک کاربرد نحوه دانش آموزان زمانی که است.

∗سخنران
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بنابراین نیست. ساده همیشه روزمره زندگی و واقعی دنیای در درسی مباحث کاربرد کردن پیدا ریاضی، کلاس یک در اما می شوند. فراموشی
داد. نشان علمی یا ریاضی مباحث سایر در را ریاضی مفهوم آن کاربرد می توان

ادامه دانشگاهی سطح در را رياضی رشته میخواهند که خاصی افراد يا رياضی به علاقهمندان و نخبهها پرورش تنها رياضی آموزش از هدف .
تفکر، مهارتهای رشد مسئله، حل و رياضی سازی مدل مهارت های کسب روزمره، زندگی و رياضی بين ارتباط برقراری بلکه نيست، دهند
مفاهيم بکارگيری کلی، حالت در و علوم ساير و رياضی بين ارتباط برقراری آن ها، تفسير و تعبير و رياضی مختلف نمايشهای بين ارتباط برقراری

می باشد. درسی برنامه اصلی های هدف جمله از آن ها تحليل و تفسير و پيرامونی محيط در رياضی
بەعنوان آن از برخی ها که می شود، مربوط آموزش راهبردهای یا استراتژی ها به عموما اصطلاح این است. معلم یک وجودی علم یا هنر پداگوژی
ذهنی عالی فعالیت های به دستیابی و همیاری طریق از یادگیری پداگوژیک تدریس الگوی کاربست از نهایی، هدف می کنند. یاد نیز یادگیری سبک
است. شده آموزش دائمی بحث های از اخیر سال چند در شد، مطرح دیویی۱ جان طرف از قرن این شروع در که هم یاری طریق از یادگیری است.
معلمان از مستقیما را خود مهارت های و نگرش این که بەجای روش این با فراگیران که است این می رود، انتظار پداگوژی از که دستاوردی مهمترین
چگونه نیازمندند؛ مهارتی یا و نگرشی دانشی، چه به که بگیرند یاد و برسند نوآوری و کشف به معلمان، راهنمایی با بەتوانند کنند، دریافت خود
موضوع یک ساختن درک قابل چگونه دانش که محتوا، پداگوژی دانش بین نظری جنبه از شولمن۲ آورند. بەدست آن را می توانند راهی چه از و
چگونگی مورد در مستقلی دانش که می کند مشخص را پداگوژی دانش همچنین او می شود. قائل تمایز محتوایی، دانش و است دیگران برای
اداره آموزش، کلی قواعد یادگیرندگان، و یادگیری به مربوط عمومی، پداگوژی دانش است. درس درکلاس یادگیری موقعیت های ساختن بهینه
دانشگاهی تخصص به که درآمده دیسیپلین یک شکل به ریاضی پداگوژی گذشته، دهەی دو در است. آموزش آرمانهای و اهداف درس، کلاس
شکل و است معلمان قلمرو در منحصرا و است پداگوژی و محتوا از خاصی تلفیق محتوایی⁃پداگوژیکی دانش .[۱] است نیاز آموزش آن برای
مثال ها، استنتاج ها، نوع قدرت مندترین و ایدەها بازنمایی شکل مفیدترین را دانش این شولمن می شود. شامل را آن ها حرفه ای درک از خاصی
برای آن را درک که می داند موضوع یک برای صورت بندی و بازنمایی روش مفیدترین کلمه، یک در و اثبات ها توضیحات، تصویرکشیدن ها، به
سخت را خاص موضوع یک یادگیری چیزی، چه که هست نیز نکته این درک شامل پداگوژیکی محتوایی⁃ دانش می کند. فهم قابل یادگیرندگان،
برمیگیرد در دادەاند، توسعه و ساخته زمان طول در موضوع یک به نسبت دانشآموزان که را تصوراتی و مفاهیم دانش، این می سازد. آسان یا

.[۲]
(تدریس آن ها همە کردن فراموش سپس و محدود سوالات جواب یادداشت برداری، کتابخوانی، فرهنگ که وسطایی قرون و قدیمی پداگوژی
و فعال معلم می دهد، نشان عکس العمل معلم فعالیت براساس شاگرد آغازگراست، معلم می دهد گوش شاگرد می کند، صحبت معلم کلیشەای)
اما داشت کارایی و می کرد کار خوب پداگوژی این پیش سال ۱۰۰ تا کرد اذعان باید می برد رنج ضعفی چه از پداگوژی این است. منفعل شاگرد،
که می طلبد را جدیدی پداگوژی های ارتباطی و اطلاعاتی فناوری رشد نیست، پداگوژی چنین برای جایی شدن جهانی عصر در و سوم هزاره در
دنیای در را جدید تئوری های باشند قادر گیرند، نظر در نگری کلی یا کلان ابعاد در را مسائل قادرند که می پردازد فرهیختەای انسان های بەترتیب

گیرند[۶]. بەکار واقعی زندگی موقعیت های در و واقعی زمان در واقعی
هر که می کند تشویق را دانش آموزان و کند حل مختلف شیوەهای به را واحد مسئلە ی یک است قادر معلم آل، ایده ریاضی درس کلاس یک در
به آن حل و مسئله یک به کردن نگاه برای بیشتری و مختلف راهبردهای چه هر کنند. امتحان مسئله حل برای را خود خلاقانه حل های راه یک
کردن حفظ درگیر آن ها ترتیب این به می یابد افزایش نیز مسئله مختلف جوانب درک برای آن ها قابلیت میزان همان به برسد، آموزان دانش ذهن
نوع از بیشتر ریاضی معلمان بیازمایند. را مختلفی حل های راه مسئله هر برای می کنند، سعی بالعکس بلکه نمی شوند حل راه یک یا فرمول یک
خواند نخواهند را ریاضی درس دانش آموزان نباشند، جدی و خشک اگر که می کنند فکر و سخت گیر معمولا آنان هستند. علمی نگر درس معلمان
به ربطی مسأله دارند، اعتراض ریاضی معلم یک تدریس به نسبت دانش آموزان که زمان هایی از بسیاری گرفت. نخواهند یاد ریاضی از چیزی و

ندارند. آن از خوشی دل شاگردان که برمی گردد معلم رفتار نوع به مشکل بلکه ندارند معلم تدریس
کردیم. برخورد آن با زیاد حاضر عصر در که است سخنی گیرد؛ بهره دیجیتال بنیادین تحول از باید پداگوژی محتوایی⁃ دانش و آموزشی نظام
به صنعتی تولید از تغییر آن ویژگی و است انسانی تاریخ از مرحلەای که عصری می کنیم؛ زندگی دیجیتال)  عصر همان (یا اطلاعات عصر در ما
و دانش آموختن نحوەی یکدیگر با و کسب وکارها با را افراد تعامل شیوەی ملاحظەای قابل بەطور عصر این است. شدن کامپیوتری و اطلاعات

می دهد. تغییر پداگوژیکی محتوایی⁃ دانش حتی

تدریس و فناوری .۳
شد، فناوری دنیای وارد جدیدی فناورانەی امکانات ارتباطات، و اطلاعات عصر قدرت های از یکی منزلەی به فناوری، عصر به اینترنت ورود با
تساوی فقدان این و نبودند بهرەمند برابر گونەی به امکانات این از کشوری، سطح در چه و جهانی سطح در چه گوناگون، جغرافیایی نقاط اما
این در نیز اقداماتی و شد جلب شکاف این سازی برطرف به مسئولان توجه رفته رفته شد. کشورها میان در دیجیتال شکاف پیدایش به منجر

1John Dewey
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امروز که پداگوژیکی محتوایی⁃ دانش کنار در دیجیتال سواد نداشتند. را لازم کارایی دیگر برخی و بودند اثربخش برخی که شد انجام مورد
می کمک دیجیتال شکاف سازی برطرف به که است ابزارهایی از یکی است، دیجیتال عصر در دروس تدریس و زندگی ضرورت های از یکی
ارزش یابی و دیجیتال اطلاعات و محتوا تفسیر و درک متفاوت، های فناوری از استفاده برای لازم مهارت های داشتن معنی به دیجیتال سواد کند.

است. دیجیتال اطلاعات
سرعت با موضوع این و بوده توجه مورد همواره آموزان دانش به آموزش توسعه در موثر روشی بەعنوان دیجیتال و الکترونیکی آموزش از استفاده
است. داده قرار خودش سیطره تحت را آن ابعاد و سنتی آموزش شیوەهای تمام و درنوردیده را آموزش مرزهای خودش ذاتی انتقال قدرت و زیاد
قالب در دیجیتال آموزش که می باشد آنان فرهنگی و علمی رشد در آموزان دانش یادگیری کیفیت افزایش تربیت و تعلیم نظام عالی اهداف از یکی
موضوع این طرح است. شدن جهانی حال در حاضر حال در موضوعات این است. جدید روش های این از یکی پداگوژیکی محتوایی⁃ دانش
می طلبد. یادگیری سیستم در هم مناسب گذاری سرمایه و تدارکات و است انجام حال در بیشتر تمرکز ایجاد بەمنظور ریاضی دیجیتال آموزش که
تدریس کردن کامل مانع که دانش شکاف های یا و خاص مهارتی با برخورد بەهنگام نیاز صورت در می خواهند دیجیتال امروزی جامعه معلمان
و واقعی دنیای در را معلمان فعالیت های مستقیم بەطور باید یادگیری ببینند. آموزش می شود دلخواە شان و محسوس نتیجەی به دست یافتن یا و
خاص یادگیری این به بەتوانند باید معلمان شود. متمرکز تئوری مباحث و آموزشی دانش روی که این جای به کند حمایت خدمت حین آموزش

باشند. داشته دسترسی دارند نیاز آن به که زمانی در و خودشان تدریس حیطەی در
جایگاه آموزشی، محتوای درس، کلاس های امروزه .بنابراین است گروهی یادگیری و دور راه از آموزش یا و یادگیری خود موارد این از یکی
دوره برگزاری باشد. بشر امروزه نیازهای با متناسب که و بیاریم وجود به آن برای جدیدی تعریف یک است لازم که دارد آموز دانش و معلم
معلمان. حرف های پیشرفت زمینەی در سرمایەگذاری و معلمان به ریاضی آموزشی افزارهای نرم و دیجیتال سواد آموزش برای آموزشی های
دانش خود دانش آموزان با مقایسه در مورد این در آن ها از برخی حتی و ندارند را جدید های رسانه و فناوری از استفاده مهارت معلمان از برخی
برای خدمت ضمن آموزش های آن در که کرد تأسیس را سازمانی می توان داد. آموزش آن ها به را پایه مهارت های باید بنابراین دارند؛ کمتری
دیجیتال یادگیری اصلی اصول و دهند ارتقا رسانەها و فناوری از استفاده در را مهارت هایشان آن طریق از که آموزش هایی شود، برگزار معلمان
دو می کنیم پیشنهاد ما بررسی اساس بر دهد. می ارائه را آنها تدریس در دیجیتالی ابزارهای از استفاده به ریاضی معلمان ارائه نحوه بیاموزند. را
مرحله در و ریاضی مفهومی درک برای خاص افزار نرم یادگیری زمان اولا، شود. ارائه ریاضیات در آموزگاران درک توضیح برای حیاتی موضوع
ابزارهای ساختن روشن ادامه برای آینده در تحقیق که دهد می نشان نتیجه ریاضیات. یادگیری و آموزش درباره خاص درک موضوع معلمان دوم،

باشد. یکم و بیست قرن برای مناسب آن ها، آموزان دانش ریاضیات یادگیری نتیجه یک عنوان به و کند پشتیبانی معلمان از تواند می دیجیتالی
ریاضی، یادگیری و تدریس در فناوری شایستگی های منزلەی به چشـمـگیـری طور به اخیـر دهـەهـای در ریاضی تـدریـس در فـنـاوری از استفاده
بسیاری که سال هاست است. طولانی تاریخی دارای ریاضی آموزش و فناوری میان رابطه است. گسترش حال در جهان در و یافته افزایش
های ایده و ریاضی به گوناگون دسترسی های همچنین کردەاند. آسان را ریاضی یادگیری گوناگون، شیوەهای به حساب ها ماشین و رایانەها از
ریاضی اصول تدریس برای رایانه از که می گیرد انجام زمانی رایانه کمک با ریاضی آموزش .[۷] می کنند فراهم دیگر محیط های در را ریاضی
محاسبات تنها نه رایانەای افزار نرم  .[۶] دهند جهت را آن ها و کنند شبیەسازی را ریاضی پدیدەهای که شود داده اجازه دانش آموزان به و استفاده
امکان مستعد مغز به امر این دهد. نمایش عینی بەصورت می تواند را محاسبات این نتایج بلکه می دهد انجام را نمادی ورزی های دست  و حسابی
نـقشی رایانه کمک به ریاضی یادگیری کند. استفاده مفهومی ارتباطات دیدن برای دیداری، و مجسم بەطور شده داده نمایش نتایج از که می دهد
سنتی تدریس راستای در است کنندەای تکمیل کاربرد رایانه بەوسیلەی یادگیری تعاملی محیط همچنین می کند. ایفا درس این آمـوزش در اساسی

می شود[۲]. استفاده تخته و گچ از آن ها در که کلاس هایی در

ریاضی افزارهای نرم .۴
امروزه همچنین می کند، کمک تدریس به دانش آموزان جذب براي معلمان به کمک در آن محاسن یادگیري و تدریس در کامپیوتر از استفاده شیوه
اطلاعات میکند، کمک خاصی گرافیکی دادههاي تهیه نمودارها، ترسیم در کامپیوتر میکنند. استقبال خیلی کامپیوتر طریق از یادگیري آموزان دانش
امکان کلمات، املاي تصحیح امکان داد. آموزش می توان کامپیوتر در تخصصی های برنامه طریق از نیز را تخصصی اطلاعات میآیند. در روز به
افزار نرم چندین معرفی به ادامه در میسازند. فراهم را غیره و انتگرال مثل ریاضی عملگرهای نوشتن صحیح نحوەی و اطلاعات سازي ذخیره

می پردازیم: آن ها کاربرد و ریاضی
معادلەی نمودار رادیکال ها، جملەای، چند روی جبری عملیات و صحیح اعداد روی اصلی اعمال قسمت دو شامل افزار نرم این : Aⅼgebra −۱

دارد. کاربرد تحصیلی راهنمایی دورەی در بیشتر و می باشد حقیقی اعداد محور روی اعداد نمایش و مختصات دستگاه در راست خط
معادلات دستگاه و معادلات حل ماتریس ها، روی عملیات جبرخطی، اعداد، تجزیه از: عبارتند افزار نرم این توانایی های از تعدادی : Ⅿapⅼe −۲
رسم دیفرانسیل، معادلات حل توابع، از انتگرال گیری و مشتق گیری حدگیری، ضمنی، بعدی دو نمودارهای رسم بازگشتی، رابطەهای حل جبری،

و… بعدی سه نمودار
روی عملیات ماتریس ها، روی عملیات رویەای، و بعدی سه بعدی، دو مختلف نمودارهای رسم پیشرفته، حساب ماشین : Ⅿathⅽaⅾ −۳
مختلط، اعشاری، جمله از مختلف نمادهای بزرگ، و کوچک یونانی نمادهای انتگرال گیری، مشتق گیری، حدگیری، اعمال معادلات، و تساوی ها
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نویسی برنامه منطقی، عملگرهای روی عملیات فوریه، سری های لاپلاس، تابع فاکتور،
دستگاه و معادلات حل جملەای، چند تجزیه جبری، محاسبات شامل ریاضی مسائل حل در توانید می افزار نرم این از : Ⅿatheⅿatiⅽa −۴
شامل خطی جبر معین، انتگرال و مشتق کاربرد حد،مشتق گیری، شامل انتگرال و دیفرانسیل حساب مثلثات، رابطەها، و توابع رسم جبری، معادلات

نمود. استفاده پارامتری رویەهای و بعدی سه منحنی های و سطوح رسم همچنین و … ویژه، مقادیر ماتریس ها، بردارها،

نتیجه .۵
به نسبت را مطلوبتری تاثیر دیجیتالی آموزشی نـرم افزارهـاي از اسـتفاده آمـوزش، اصـول و علـم پیشرفت با که نمود برداشت چنین توان می
بـه آموزشـی افز ارهـای نـرم ارزش اسـت. داده اختصـاص خـود به را بیشتری موفقیت درصد و داده نشـان ریاضی آموزش امر در سـنتی پداگوژی
پویانمایی با را ریاضیات اولیه اصول همان کاربرد افزارها نرم انواع از استفاده با می توانند دانش آموزان است، شیوه چندین به دانش عرضه ی دلیـل
را یادگیری سـطح بەتوان تـا کـاربرد به و اندیشید را تدابیري باید پس میکند، فراهم عمیقتر درك بـراي را فرصتی تنوع این کنند. مشاهده ویدئو یا
استفاده به ریاضی مدرسان یا و معلمان تشویق و هوشمند مدارس ایجاد با مگـر نمیشود عملی کار این و رساند خود حد بالاترین به مدارس در

می شود. مختلف علوم در ریاضیات کاربرد و سازی تجسم کمک با تدریس و پروژکتور ویدئو افزارها، نرم این از

مراجع
بوشهر. ریاضی آموزش کنفرانس پانزدهمین ریاضیات. تدریس در محتوا پداگوژی دانش اهمیت .(۱۳۹۶) ریحانی،ابراهیم. [۱]

ص ،۳۵ پژوهش، و خانواده فصل نامه نهم. پایه دختر دانش آموزان ریاضی نگرش بر رایانه بەکمک ریاضی آموزش تاثیر بررسی .(۱۳۹۶) محبوبه. زادشیر، و علی رضا عصاره، [۲]
. ۶۳ الی ۴۹ ص

.۶۴ الی ۵۳ ص ص ،(۴) ۶ وفناوری، علم نامه سیاست ترویجی⁃ علمی فصل نامه دیجیتال. سواد .(۱۳۹۵) سمانه. عبدلی، و سعید پوریان، کاظم [۳]
تربیت. و تعلیم پژوهشکده انتشارات تهران: ابتدایی. دوره ریاضیات TIⅯSS بین المللی مطالعه سومین یافتەهای .(۱۳۸۰) حمان. نوری، و علی رضا كيامنش، [۴]

۱۳۵الی۱۵۷. ص ص ،۵۸ ریاضی، اندیشه و فرهنگ انتشارات عمیق. پژوهش هایی نیازمند حوزەای ریاضی: معلمان آموزش .(۱۳۹۵) نرگس. مهربانی، مرتاضی [۵]
رشته ارشد کارشناسی پایان نامه ، معلم. تربیت دانشگاه دانش آموزان. ریاضی درس یادگیری و نگرش بر کامپیوتر کمک با ریاضی آموزش تأثیر .(۱۳۸۵) فریبا. آور، مژده [۶]
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و پایه دروس به نسبت آموزان دانش نگرش با مدرسه مکانی موقعیت بین ارتباط
آنها تحصیلی پیشرفت در آن تاثیر

سیدمحمدیب خدیجه ،آ، یحیوی∗ نسترن
ایران کاووس، گنبد شایستگان، دبیرستان مشهد، خیام انتفاعی غیر دانشگاه ریاضی، ارشد آکارشناسی
ایران کاووس، گنبد خجسته، جبار شهید دبستان اسلامی، آزاد دانشگاه ابتدایی، آموزش بکارشناسی

چکیده
در ابتدایی مقطع آموزان دانش تحصیلی پیشرفت میزان بر مدرسه مکانی موقعیت بین ارتباط بررسی به مقاله این در
بررسی طرح پژوهش این در گیرد. می نظر در را پایه علوم و ریاضیات دروس خاص طور به و می پردازد پایه دروس
قرار بررسی مورد درصد ۵ داری معنی سطح در با فرضیەای همراه به پژوهشی سوال یک و ایم گرفته بکار را جمعی
اطلاعات جمع آوری جهت و اند گرفته قرار سنجش مورد نمونه عنوان به ابتدایی مقطع دانش آموز ۹۸ است. شده داده
«سنجش و پایه» علوم و ریاضیات در موفقیت «سنجش نام به اعتماد قابل و معتبر ابزار دو از نیز پژوهش این برای
نشان شد، انجام جداگانه تست آنالیز از استفاده با که اطلاعات تحلیل نتایج است. شده استفاده دانش آموزان» موقعیت
یکدیگر با دارند، مثبتی نگرش پایه علوم و ریاضیات به نسبت که روستایی و شهری دانش آموزان ضعیف نمرات که داد
مطالعه به نسبت مکانی شان، موقعیت علی رغم دانش آموزان که آن برای یافتەها، این اساس بر ندارد. چندانی تفاوت
عملکرد نگرش، که خاطر این به گردید؛ ارائه توصیەهایی و پیشنهادات کنند، پیدا مثبتی نگرش پایه علوم و ریاضیات

می کند. پیش بینی خوبی به پایه، علوم و ریاضیات در خصوص به را، دانش آموزان تحصیلی

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

مدرسه مکانی موقعیت
آموزان دانش نگرش

پایه علوم دروس
ریاضیات

2020 MSC:
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
نقش خاطر به این که است کرده معرفی مدرسه آموزشی سیستم در اصلی مباحث از یکی را پایه علوم و ریاضیات کشور، ملی آموزشی سیاست
را مهمی جایگاه مدرسه آموزشی برنامه در مبحث، یک عنوان به پایه علوم و ریاضیات که می دهد نشان امر این است. ملی توسعه در آن مهم
درسی برنامه اگر است. پیشنیاز الکترونیک و برق شناسی، زمین کامپیوتر، مهندسی مهندسی، چون رشتەهایی در و می دهد اختصاص خود به
شد خواهیم جامعه بر نیز و فرد بر آن سراسری تاثیر متوجه دهیم، قرار بررسی مورد نزدیک از را دبیرستان مقاطع تمامی در پایه علوم و ریاضیات
می گیرد. قرار استفاده مورد گستردەای سطح در بشر، زندگی حوزەهای تمام در می شود، کسب پایه علوم و ریاضیات مطالعه با که مهارتی .[۵]
مطالعه ضرورت امر، این .[۸] دارد کلیدی نقشی افراد اجتماعی و مدنی خصوصی، زندگی با تعامل نحوه شکل گیری در پایه، علوم و ریاضیات
و ریاضیات دلیل همین به می کند. توجیه می گیرند، قرار ثانویه و پایه آموزش تحت کشورها بیش تر در که دانش آموزانی همه برای را مبحث
بسیاری حاضر، عصر در که دارد تاسف جای حال، این با می باشد. محسوب کشور سطح در تحصیل از مقاطع این در اصلی مبحثی پایه علوم
«نتایج در دانش آموزان عملکرد ما، کشور در می کنند. عمل بد بسیار خود پایانی آزمون های در و درگیرند پایه علوم و ریاضیات با دانش آموزان از
در مکانی موقعیت که اجتناب ناپذیری نقش حال، هر به اصلی). آزمونگر (گزارش نبودەاست کننده دلگرم تازگی به دبیرستان» نهایی امتحانات

∗سخنران
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بالای نرخ دلیل به را، ریاضی دبیران و پایه علوم پژوهشگران توجه است زیادی مدت دارد، پایه علوم و ریاضیات یادگیری به نسبت نگرش
مدتی برای می کنند، پیدا پایه علوم و ریاضیات یادگیری ضمن دانش آموزان که نگرش هایی کردەاست. جلب خود به مبحث، در موفقیت عدم
درباره امر این .[۹] بیاموزد بهتر را پایه علوم و ریاضیات که کند کمک دانش آموز به است ممکن نگرش ها این و ماند خواهند باقی طولانی
نسبت دبیرستان ها در پایه علوم و ریاضیات یادگیری ضمن هم چنین دانش آموزان نیست. گونه این همیشه اما است. صادق نیز مثبت نگرش های
مثبتی نگرش پایه علوم و ریاضیات یادگیری به نسبت که دبستانی دانش آموزان که می دهد نشان [۲] یافتەهای می کنند. پیدا نیز منفی نگرش آن به
آینده، در اما می شوند، راهنمایی وارد مثبتی نگرش با دانش آموزان بیش تر می دهند. نشان مباحث این مطالعه به بیش تری علاقه آینده در دارند،
بدیهی ضعف پایانی، نتایج در که داد نشان ،[۱۰] اصلی آزمونگر گزارش می دهند. تغییر را خود نگرش دبیرستان، در ریاضیات یادگیری حین در
امر این است. ساده» پروسەهای و مفاهیم از آن ها گاهی ناآ نیز و دارند ابتدایی تکنیک های از کمشان «دانش ریاضی، در پیشرفت در دانش آموزان
آموزش همکاری با آموزش، وزارت باشد. کلاس در پروسەها و مفاهیم تکنیک ها، یادگیری در دانش آموزان موفقیت عدم از ناشی است ممکن
تا بود تلاشی این کردەاست. برگزار خدمت ضمن آموزشی دورەهای دبیرستان ها، در پایه علوم و ریاضیات دبیران برای مدارس و پرورش و
در و نمی آموختند کامل و درست را پایه علوم و ریاضیات هم چنان آموزان دانش کوشش ها، این علی رغم یابد. بهبود مربی آموزشی ترفندهای
ممکن که داد نشان یادگیری، در شکست نداشتند. بهتری عملکرد پرورش و آموزش سوی از جامع پایه علوم و ریاضیات آزمون های در نتیجه
بگیرد، را ریاضیات صحیح یادگیری جلوی است ممکن که مدرسه مکانی موقعیت و آموزان دانش نگرش های چون دیگری فاکتورهای است

باشند. دخیل

آموزان دانش آموزشی عملکرد و مدرسه مکانی موقعیت مفهوم .۲
کشور در گرفتەاست. قرار آن در مدرسه و است ارتباط در فیزیکی محیط در دیگر مناطق با که می شود گفته خاصی محل به مدرسه مکانی موقعیت
دانش آموزان تحصیلی موفقیت بر آن در فرهنگی گوناگونی می رود گمان که شهری زندگی به نسبت و است یکنواخت و ساده روستایی، زندگی ما،
آب نظیر بهتری رفاهی امکانات روستایی، مناطق به نسبت شهری مراکز در که است خاطر این به امر این دارد. کم تری پیچیدگی بگذارد، اثر
است. طور همین نیز دبیران و آموزشی امکانات با رابطه در می گیرد. قرار شهروندان اختیار در پزشکی مراقبت های خدمات و برق لولەکشی،
مدارس در که کنیم مشاهده است ممکن بنابراین نیستند. یکسان نیجریه مدارس در آموزشی فرصت های که می دهد نشان معمول شرایط این
که می دهد نشان مطالعات از برخی که حالی در دارد. وجود بیش تری آموزشی فرصت های روستایی، مناطق در همتایشان به نسبت ایران، شهری
با می دهند. نشان را آن منفی تاثیرات مطالعات از دیگر برخی دارد، بسزایی تاثیر دانش آموزان یادگیری در موفقیت یا حاصل در مکانی، موقعیت
مکانی موقعیت که دریافت شهری شان، همتایان به نسبت پایه علوم و ریاضیات یادگیری در روستایی دانش آموزان بیش تر سختی های (مشاهده)
عملکرد بر مدرسه مکانی موقعیت تاثیر درباره [۳] زوایاست. شامل که دارد پایەای علوم و ریاضیات مختلف جنبەهای یادگیری در مهمی تاثیر
به نسبت شهری دانش آموزان که دریافتند و کرده تحقیق شهری و روستایی مدارس در پایانی آزمون در پایه علوم و ریاضیات در دانش آموزان
روستایی مدارس در دانش آموزان موفقیت عدم که حالی در کردند، دریافت ممتاز نمرات و کرده عمل بهتر مبحث این در روستایی شان همتایان
نشان بررسی ها دیگر نیست. مکانی موقعیت دلیل به تحصیلی عملکرد در تفاوت که داده نشان [۶] مطالعات از برخی می خورد. چشم به بیش تر
که داد نشان [۶] داشتند. بهتری عملکرد شهری شان همتایان به نسبت پایه، علوم و ریاضیات عملی مهارت های در روستایی دانش آموزان که دادند
روستا در مدرسه یا مطالعه محل که است این جا، این در مکانی موقعیت از منظور نمی کند. تفاوت ایجاد دانش آموزان عملکرد در مکانی موقعیت
آزمون های در شدند، می وارد راهنمایی به که دبستانی فارغ التحصیلان ۴۸۰ شهری⁃روستایی عملکرد در (۲۰۰۴) اوب شهر. در یا دارد قرار
به گرفت، تحصیلی» سنجی «لیاقت لقبِ که بررسی اش در او کرد. مشاهده مهمی تفاوت ملی» متعارف ورودی «آزمون شایستگی سنجی فرعی
اندازه بین مهمی مثبت رابطه شاهد دیگران هم چنین، بهترند. روستایی شان همتایان از شهری مدارس در محصل دانش آموزان که رسید نتیجه این
در تدریج به شهری، مناطق در بزرگ مدارس که رسیدند نتیجه این به آن ها بودند. اویو» «ایالت آزمون در عملکرد و مدرسه مکانی موقعیت و
یافتەهای در [۱] این، وجود با می دهند. نشان روستایی مناطق در کوچک مدارس به نسبت بهتری عملکرد ریاضیات، و پایه علوم آزمون های
کلی امتیاز و انگلیسی زبان نیز و دارند بیش تری کلامی شایستگی خود شهری همتایان از روستایی آموزان دانش که رسیدند نتیجه این به خود
اعلام آستون دانشگاه در پژوهشگر گروه یک دیگری، رویداد طی است. بهتر بسیار می شود، داده ملی متعارف ورودی (آزمون) اساس بر که آن ها
دانش آموزان خوبی به تنها نه روستایی) کوچک مدارس (محصلان راهنمایی دانش آموزان شده، دریافت معتبر گزارش چندین اساس بر که کردند
خو اوقات اکثر در تنهایی کردن کار به که جایی آن از داشتەاند. فعالیت و کار به نسبت بهتری نگرش عموما بلکه دیدەاند، آموزش مدارس دیگر
نگرش بر مستقیمی تاثیر اندازه، که نبود ممکن کنند. سازماندهی را فعالیتشان تا شود داده تری بیش مسئولیت آن ها به بود ممکن بودند، گرفته
و ریاضیات یادگیری بر آموزش دیداری شده طراحی  مدل های تاثیر درباره داشت که هنگامی نیز [۵] داشتەباشد. ریاضیات به نسبت دانش آموزان
دانش آموزان پایه علوم و ریاضیات نمرات که دریافت و داد نشان را دیدگاهی چنین می کرد، مطالعه نیجر ایالت در راهنمایی سوم سال در پایه علوم
بود. نخواهد یکسان نتایج، کنیم، نگاه تحصیل بر محل تاثیر به مربوط اسناد به گوناگون زوایای از اگر ندارد. یکدیگر با تفاوتی روستا و شهر در
نتیجه این به دیگر عدەای می کنند، عمل بهتر آزمون ها در خود روستایی همتایان به نسبت شهری دانش آموزان که دارند اصرار برخی که حالی در
مکانی موقعیت هیچ که گرفتەاند نتیجه طور این برخی دارند. بهتری عملکرد احتمالات) همه خلاف (بر روستایی دانش آموزان که رسیدەاند

است یکسان محل دو این در عملکردها که چرا است؛ برتر دیگری از که کند ادعا روستا) یا (شهر خاصی
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ریاضیات یادگیری و نگرش .۳
می داده شرح گونه این و شده ارزیابی خاص موجودیتی تایید عدم یا تایید میزان با که است روانشناسی« »میل یک جا، این در گرایش از منظور
اختیاری انتخاب تاثیر یعنی صرفا نگرش است. خاصی وضعیت یا شخص شی، ایده، به منفی یا مثبت پاسخ به رغبت یا تمایل واقع در .[۷] شود
اشخاص، درباره منفی یا مثبت نظرات نقطه به کلی طور به نگرش که است این بر [۴] ها. پاداش و ها مشوق ها، چالش به. پاسخ و فرد، یک
»نوعی است: داده ارائه نگرش برای تعریفی آلپورت، از نقل به چنین هم او گیرند. می نام نگرش« »موردِ اغلب که وقایعی یا چیزها ها، مکان
می محرک یا مستقیم تاثیری اطراف، های وضعیت و اشیا به نسبت فرد واکنش بر و گیرد می شکل تجربیات طریق از که عصبی و ذهنی تمایل
آن توسعه باعث فرد یک تجربیات نتیجه ه ک است روانی گرایش یک نگرش، که است این آید، می بر تعاریف انواع از آنچه (ص. ۱۷) گذارد«.
است ممکن پاسخ این است. تاثیرگذار ها آن به مناسب پاسخ دادن چگونگی و اشخاص اشیا، ها، موقعیت گرفتن نظر در چگونگی بر که شود، می
ها نگرش ،( ۲۰۰۶ (وینر گفته طبق باشد. تردیدآمیز یا و خنثی نکند، یا بکند حمایت خاص) شی یا فرد (وضعیت، آن از یا باشد، منفی یا مثبت
تاثیرگذار نیز آینده رفتار بر است ممکن و هستند ما رفتار و احساسات دانش، اساس بر ها آن دهند. می نشان را چیزی یا شخص از ما ارزیابی
می تشکیل زیادی بسیار اجزای از ها نگرش است. اشخاص یا چیزها به نسبت همواره ما نگرش باشد. داشته هدفی باید حتما نگرش باشند.
گزیند، می بر اطراف محیط از آموز دانش چه آن بر و دارد اثر رفتار بر نگرش باشند. تاثیرگذار مطلب درک و یادگیری بر است ممکن و شوند

است. تاثیرگذار آموزان دانش دیگر و گیرند می قرار استفاده مورد تدریس در که ابزارهایی معلمان، به نسبت واکنشش

پژوهش نتایج .۴
و ریاضیات به نسبت که آموزانی دانش عملکرد بر مدرسه، مکانی موقعیت آیا که است مطلب این تشخیص خاص، طور به مطالعه این از هدف
در که را آموزان دانش درباره پژوهشی سوالات تا شد مطرح زیر اولیه فرضیه منظور بدین خیر. یا است تاثیرگذار دارند، مثبتی نگرش پایه علوم
به نسبت که روستا و شهر در آموزان دانش پایین نمرات بین آیا که شود می بیان صورت بدین فرضیه دهد. قرار سنجش مورد شده، مطرح بالا

نیست. توجهی قابل تفاوت دارند، مثبتی نگرش پایه علوم و ریاضیات
اطلاعات باشد. می کاووس گنبد شهرستان دولتی دبستانهای در ابتدایی مقطع آخر سال آموزان دانش همه شامل پژوهش، این مطالعه مورد جمعیتی
هستند پسرات دیگر تای ۸۲۷ دختر ها آن نفر ۱۰۲۳ که هستند نفر ۱۸۵۰ جمعا آموزان دانش این که دهد می نشان آنها به مربوط نام ثبت فرم
نتایج که است بوده تا ۹۸ پژوهش این سنجش برای جمعیت این از شده اتخاذ نمونه دهند. می تشکیل را پژوهش این مطالعه مورد جمعیت که

است. شده ارائه زیر جدول در بررسی این از حاصل

ریاضی درس به نسبت روستایی و شهری آموزان دانش نگرش تاثیر پژوهش نتایج :۱ جدول
p−مقدار t−استیودنت آماره آزادی درجه معیار انحراف میانگین تعداد متغیر

۰٫۶۸ ۲٫۷۶ ۵۲ روستایی
۰٫۳۷۴ ۰٫۸۹ ۹۶

۰٫۷۶ ۲٫۶۳ ۴۶ شهری

برابر شده حساب P−vaⅼue مقدار شد، انجام آزادی درجه ۹۶ با و درصد ۵ داری معنی سطح در آزمون که زمانی که داد نشان بالا تحلیل نتایج
نشان نتایج این شود. می پذیرفته آموزان دانش نمرات بر مکانی موقعیت تاثیر عدم یعنی اولیه فرضیه اساس این بر و بود درصد ۵ از بیشتر ۰٫۳۷۴
با زیادی تفاوت دارند، مثبتی نگرش پایه علوم و ریاضیات به نسبت که روستایی و شهری آموزان دانش پایین نمرات که دهد می نشان دهد می

دارند. یکسانی مثبت نگرش پایه علوم و ریاضیات به نسبت روستایی، و شهری آموزان دانش که دهد می نشان چنین هم ندارد. دیگر یک

گیری نتیجه
مبحث این به اگر پایه، علوم ریاضیات در روستایی شهری آموزان دانش عملکرد است. شده استنباط ای نتیجه مطالعه، این های یافته اساس بر

ندارد. تفاوتی یکدیگر با باشند، داشته مثبتی نگرش

پیشنهادات .۵
شوند: می ارائه زیر پیشنهادات آمد، دست به مطالعه این از که نتایجی و ها یافته از وسیله بدین

در تا کند فراهم اختیاردهنده محیطی دولت، تا است نیاز دارد، تنگاتنگی رابطه مثبت نگرش با آموزان دانش تحصیلی عملکرد که جایی آن از −
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و مجرب و شایسته معلمان ریاضیات، آزمایشگاه ای، کتابخانه امکانات نظیر نیاز مورد تسهیلات تدارک با شود. ایجاد مثبت نگرش آموزان دانش
کرد. فراهم را موقعیتی چنین توان می کنترل، قابل اندازه با کلاسی همه، از تر مهم

نگرش فرد در اگر که چرا بپردازند؛ پایه علوم و ریاضیات مطالعه به شان، مکانی موقعیت به توجه بدون تا شوند تشویق باید آموزان دانش −
بود. نخواهد تاثیرگذار او عملکرد بر مکانی موقعیت باشد، شده ایجاد مبحث به نسبت مثبتی

آن از قبل یعنی شود؛ اقدام زود کافی اندازه به کار این برای و یابد کاهش ای حرفه طور به باید منفی نگرش مواردند: این شامل پیشنهادات دیگر
ریاضی دبیران چنین هم بگیرد. قرار تاثیر تحت عملکردش نتیجه در و بکشد دست پایه علوم و ریاضیات آموختن از کلی طور به آموز دانش که
یادگیری به نسبت منفی نگرش هر ایجاد جلوی و کرده تقویت را مثبت نگرش تا ببرند بهره موجود یادگیری منابع از گاهانه آ باید پایه علوم و
علوم و ریاضیات یادگیری از آموزان دانش جنسیت که دهد اطمینان تا گیرد صورت هایی تلاش باید نهایت، در بگیرند. را پایه علوم و ریاضیات
تا کنند تشویق را پسر آموزان دانش هم و دختر آموزان دانش هم باید آموزان دانش برادرهای و خواهر و والدین دبیران، کند. نمی جلوگیری پایه

گیرند. فرا را پایه علوم و ریاضیات میزان یک به
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گیری جهت بر آن تاثیر و ابتدایی مقطع آموزان دانش در آموزشی انگیزه ایجاد
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چکیده
درست آموزش لذا گیرند می فرا را مطالب ترین ای پایه و ترین ابتدایی،مقدماتی مقطع در آموزان دانش اینکه بر علم با
افزایش مقاله این هدف لذا است. اهمیت حائز بسیار باشد، می آنان تحصیلی پیشرفت برای ای مقدمه که آنها کارآمد و
به است. ابتدایی ریاضی آموزش در آموزان دانش پیشرفت اهداف های گیری جهت اهمیت و ماهیت از معلمان درک
جهت ماهیت و چیست پیشرفت هدف گیری جهت اینکه مورد در نظری پیشینه یک شامل مطالعه این خاص، طور
اصلی مدل های مورد در شده چاپ گزارشات بر مروری ابتدا مقاله این در است. آموزان دانش هدف های گیری
در پیشرفت هدف های گیری جهت چرا اینکه مورد در بحث سپس، می شود. ارائه هدف نظریه در شناسایی شده
خاص پیشنهادات ارائه با نهایت، در شود. می پشتیبانی زمینه این در تحقیق های یافته با است، مهم ریاضی آموزش
می صورت نهایی گیری نتیجه قبل، های بخش در شده مطرح اصلی های استدلال بندی جمع به ریاضی، معلمان به

گیرد.
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مقدمه .۱
اوایل از دانند. می مدرسه یادگیری در موفقیت برای مهمی عامل را آموزان دانش انگیزه که است زیادی مدت مربیان و روانشناسان از بسیاری
تحقیقات است. داشته وجود کلاس عملکرد و یادگیری بر آموزان دانش انگیزه تأثیر چگونگی مورد در پایدار تحقیقاتی تمرکز یک ،۱۹۷۰ دهه
به آموزان دانش که میزانی و کند می بینی پیش را مدرسه یادگیری در مشارکت کیفیت هم آموزان دانش انگیزه که است داده نشان زمینه این در
اخیر، های سال در ویژه، به .[۱] کنند می پایداری مشکلات با مواجهه در و کنند می اجتناب آنها از یا هستند برانگیز چالش های موقعیت دنبال
دانش که شود می مربوط موضوع این به که (ایمز، اند شده مند علاقه پیشرفت، انگیزه نام به انگیزه، از نوعی به پرورش و آموزش متخصصان
”اهداف عنوان به که پیشرفت، اهداف مقالات، این در شوند. می برانگیخته چگونه و چرا چیست، یادگیری مختلف های موقعیت در آموزان
موقعیت در آنچه مورد در آموزان، دانش باورهای اساس بر آنها است. مرتبط آموزان دانش یادگیری چرایی با که شوند می شناخته نیز هدف”
شایستگی افزایش دادن نشان هدف با تا بیاموزد را ریاضیات کند سعی است ممکن آموزی دانش مثال، عنوان به .[۸] می باشند است، مهم پیشرفت
های قضاوت از اجتناب یا توانایی دادن نشان برای را ریاضیات است ممکن دیگری آموز دانش که حالی در کند، دنبال را ریاضیات در خود

بیاموزد خود شایستگی مورد در نامطلوب
گیرند می نظر در یادگیری برای آنها که پیشرفتی اهداف توسط موفقیت تنظیم یک در آموزان دانش رفتار که کند می بیان پیشرفت هدف تئوری .
پذیرش حال، این با .(۱۹۹۷ (اوردان، کند می تعیین مدرسه یادگیری در را آنها عملکرد ارزیابی و مشارکت رویکرد، اهداف این و شود می هدایت
زمینەای ویژگی های و آموزشی تلاش های به بسته آن دامنه و موقعیت خاص متغیر یک که است، وجهی چند و پویا پدیده یک پیشرفت میزان
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یک به شدن نزدیک عنوان به توانند می کنند، می اتخاذ را متفاوتی پیشرفت اهداف که آموزانی دانش خاص، طور به .[۳] است یادگیری محیط
که است معتقد پیشرفت هدف تئوری .[۷] شوند دیده متفاوت اطلاعات جستجوی و مختلف سؤالات پرسیدن مختلف، های نگرانی با موقعیت
وسیعی حجم و می دهد، توضیح شکل بهترین به یادگیری در را آنها انگیزه و رفتار شناخت، که است چیزی همان دانش آموزان پیشرفت اهداف

.[۸] دادەاند نشان سازگاری ارتقای و درک برای را پیشرفت هدف نظریه از استفاده اعتبار تحقیقات از

دستیابی هدف های گیری جهت اصلی های مدل .۲
گیری جهت و تسلط هدف گیری جهت کنند: می کار پیشرفت موقعیت یک در که است شده شناسایی اصلی هدف گیری جهت دو ادبیات، در
«جهت یا خود» مشارکت هدف «گرایش و وظیفه» درگیر هدف گیری «جهت عنوان به ترتیب به هدف گیری جهت دو این .[۲] عملکرد هدف
این بین اصلی تفاوت باشند، متفاوت اصطلاحات اگر حتی حال، این با اند. شده نامگذاری عملکرد» هدف گیری جهت و یادگیری» هدف گیری
برای ای وسیله عنوان به یا شود می گذاری ارزش خود خودی به هدف یک عنوان به یادگیری آیا که است این در هدف گیری جهت نوع دو
که دهند می ترجیح را هایی موقعیت و کنند می تمرکز کار روی بر تسلط اهداف با آموزان دانش ویژه، به .[۷] بیرونی اهداف برخی به رسیدن
(ایمز، کنند می ارزیابی شده” خودفرفرنس ”استانداردهای از استفاده با را خود معمولا آنها دهند. گسترش را جدید دانش و ها مهارت بتوانند
خود بر دارند عملکردی اهداف که دانش آموزانی دیگر، سوی از در .[۱۱] ام؟ یافته بهبود آیا ام؟ آورده دست به من آیا مانند ،(۲۶۲ ص ،۱۹۹۲
آموزان دانش این کنند. مقایسه دیگر دانش آموزان با را آن و دهند نشان را خود توانایی بتوانند که می دهند ترجیح را موقعیت هایی و می کنند تمرکز
می فکر دیگران آیا کردم؟ عمل کلاس آموزان دانش سایر از بهتر من آیا مانند کنند، می ارزیابی فردی بین هنجارهای از استفاده با را خود معمولا

. [۱] هستم؟ باهوش من که کنند
بالای سطوح داشتن مانند مرتبط، پیامدهای است مرتبط پیشرفت انطباقی الگوی با تسلط هدف گیری جهت که اند داده نشان مطالعات از بسیاری
همسالان از کمک درخواست و دشوار کارهای در طولانی تر اصرار .[۸] خود و وظایف با رابطه در مثبت نگرش داشتن علاقه؛ و خودکارآمدی
.[۶] است مختلط نحوی به عملکرد اهداف به مربوط یافتەهای دیگر، سوی از . خودتنظیمی و فراشناختی مختلف راهبردهای از استفاده با و
ناسازگار پیامدهای با دیگر برخی که حالی در کنند، می مرتبط انطباقی یادگیری پیامدهای با را عملکرد اهداف تحقیقاتی های یافته از تعدادی
اجتناب و عملکرد رویکرد کنند: تفکیک بعد دو به را عملکرد گیری جهت گرفتند تصمیم هدف پردازان نظریه مرحله، این در هستند. مرتبط
مانند انطباقی، پیشرفت رفتارهای با عملکرد رویکرد اهداف که دهد می نشان جدید تمایز این اساس بر شده انجام تحقیقات .[۶] عملکرد از
که دهد می نشان عملکرد از اجتناب اهداف مورد در تحقیقات دیگر، سوی از استراتژی. از استفاده و وظیفه، تداوم خودکارآمدی، بالای سطوح
کمک رفتارهای از اجتناب خودناتوانی، راهبردهای از استفاده خودکارآمدی، پایین سطوح مانند ناسازگار رفتارهای از طیفی با اهداف این حفظ

است. مرتبط جویی
را دستیابی هدف یک از بیش آموزان دانش که کردند پیشنهاد و کردند چندگانه هدف دیدگاه ارائه به شروع هدف پردازان نظریه از تعدادی اخیراً
کنار در مجزا دستیابی هدف چهار تا سه داشتن عنوان به باید را چندگانه اهداف آیا که نیست مشخص مثال، عنوان به .[۸] کنند دنبال زمان یک در
چندگانه اهداف ماهیت امروز، به تا .(۱۹۹۹ (Ng، روش موارد. برخی در مرتبط یا مرتبط دستیابی اهداف داشتن عنوان به یا گرفت، نظر در هم
وجود شناختی روش همچنین و نظری چارچوب یک فقدان و ،[۳] است مانده باقی پاسخ بی سؤال یک عنوان به آموزشی نتایج با آنها ارتباط و
تعداد و ماهیت مورد در مختلف نظری گزارش های میان در کنون، تا بنابراین، .(۱۹۹۹ جی، (ان چندگانه اهداف درمان هدایت های شیوه دارد.
فرض دستاورد هدف چارچوب رایج ترین می کند، پیشنهاد را عملکرد از اجتناب اهداف و عملکرد رویکرد تسلط، که موردی دستیابی، اهداف

.[۱۰] است کرده دریافت ادبیات در را تجربی پشتیبانی ترین قوی و می شود،

ریاضیات در پیشرفت هدف های گیری اهمیتجهت .۳
می انجام آموزان دانش که چیزی عنوان به بلکه شود، نمی گرفته نظر در شود، می آموخته منفعلانه طور به که چیزی عنوان به ریاضیات امروزه،
پیگیری به قادر که دلسوز و کارآمد کاملا یادگیرندگان سازی آماده برای ریاضی صلاحیت توسعه از ریاضی آموزش تمرکز راستا، این در دهند.
پیشرفت اهداف و آنهاست یادگیری برای ای واسطه آموزان دانش پیشرفت اهداف اینکه به توجه با است. کرده تغییر هستند خود تحصیلی اهداف
دانش بدانیم که است مهم بسیار شود”[۶]، می پیشرفت های موقعیت به پاسخ و تعامل شدن، نزدیک برای متفاوتی های ”روش به منجر متفاوت
این در خود. تحصیلی نتایج به هستند. مرتبط هم با چگونه اهداف این و کنند می تعیین خود ریاضی یادگیری برای را اهدافی چگونه آموزان
یادگیری در را آنها انگیزه و رفتار شناخت، که است چیزی آن آموزان دانش پیشرفت اهداف که کند می تاکید شدت به پیشرفت هدف نظریه جنبه،
ریاضی معلمان باشد همه برای اساسی هدف یک باید آموزان دانش تسلط هدف گیری جهت توسعه بنابراین، دهد. می توضیح شکل بهترین به
و دشوار موضوع یک عنوان به را ریاضیات آموزان دانش از بسیاری که دهد می نشان تحقیقات ریاضی، آموزش زمینه در ویژه به حال، این با
اگرچه، کنند؟ تمرکز ریاضیات یادگیری بر تسلط بر توانند می آموزان دانش چگونه بنابراین، شوند. نمی موفق آن در که کنند می درک ترسناک
دانش آموزان بدانیم که است مهم دارد، می آموزند آنچه و چگونگی برای پیامدهایی می شوند، تحصیلی تکالیف درگیر دانش آموزان که دلایلی

نیستند. اطرافیانشان تأثیر از اجتماعی «انزوای
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می توسعه گیرند می یاد آن در که تری گسترده روانی و اجتماعی فضای به توجه با نحوی به را پیشرفت اهداف آموزان دانش واقع، در [۱۱]
بر دانش آموزان که زمانی ویژه، به .[۵] است معلمانشان اهداف با موازی که کنند می اتخاذ را پیشرفتی اهداف آموزان دانش خصوص، به دهند.
مشابهی نگرش های دارند تمایل می کنند، تأکید آموختەشده مطالب عمیق درک بر و می کنند تمرکز یادگیری بر تسلط بر معلمانشان که باورند این
به را رقابت آنها معلمان که کنند می احساس آموزان دانش که هنگامی دیگر، سوی از کنند. اتخاذ موضوع آن برای را تسلط اهداف و باشند داشته
برای را عملکرد از اجتناب اهداف یا عملکرد رویکرد و کنند می درونی را ها ارزش این دهند، می پاداش بهتر عملکرد به و کنند می ترویج شدت
کلاس هنجارهای ریاضی، تکالیف ماهیت که است داده نشان تحقیقات ریاضیات، آموزش به توجه با خصوص، به کنند. می اتخاذ موضوع آن
روانشناسان از بسیاری واقع، در .[۴] گذارد می تأثیر ریاضیات یادگیری برای آموزان دانش دلایل بر شدت به معلم های شیوه ماهیت و درس
های کلاس از بسیاری های ویژگی زیرا دهند، قرار ریاضیات درس کلاس در خاص طور به را انگیزشی تحقیقات که کنند می انتخاب آموزشی
را ریاضیات دارند تمایل معلمان که دهد می نشان تحقیقات جنبه، این از کند. می تسهیل را انگیزه ناسازگار الگوهای که رسد می نظر به ریاضی
اهداف پذیرش که بودند، محور عملکرد که شدند. می تدریس سنتی رویکردهای با معلمان بیشتر و کنند تدریس کردند می تدریس که روشی به

.[۱۱] کنند می تشویق را عملکرد

ریاضی آموزش در تسلط اهداف اتخاذ ترویج .۴
که را پیشرفتی اهداف نوع که باشند داشته نیاز است ممکن بخشند، بهبود را خود دانش آموزان پیشرفت سطح مایلند ریاضی معلمان اگر
جهت گیری های پذیرش قدرتمند یادگیری محیط های که است شده پذیرفته کلی طور به بخشند. الهام و کنند غربال می کنند، دنبال دانش آموزانشان
.[۱۰] است مرتبط پیشرفت با مرتبط نتایج انطباقی الگوی با عموماً تسلط اهداف حفظ که دلیل این به عمدتاً ،[۲] می برند پیش را تسلط هدف
کند. کمک تسلط اهداف پذیرش به می تواند که می کند اشاره آموزشی شیوەهای و درس کلاس متغیرهای از تعدادی به پژوهش جنبه، این در
این .[۶] است زمان تخصیص و ارزشیابی شیوەهای گروەبندی، ترتیبات دانش آموزان، شناخت اختیارات، توزیع کار، طراحی شامل شیوەها این
یادگیری از مندی بهره منظور به ریاضی درس های کلاس سازماندهی نحوه و آموزان دانش به ریاضیات آموزش نحوه تغییر برای توان می را ابعاد
متنوع آموزشی مطالب که شوند متوجه دانش آموزان اگر تکلیف، طراحی مورد در خاص، طور به داد. قرار استفاده مورد آموزان دانش رشد و
افزایش را آنها لذت و شود ایجاد آنها در یادگیری برای درونی انگیزه است ممکن می کند، توجه آن ها فردی علایق به و دارد کاربردی ارزش است،
دانش آموزان فعال مشارکت بیرونی، کنترل های رساندن حداقل به با می توانند معلمان اختیار، توزیع به توجه با بعد، مرحله در .[۱۱] دهد می
اگر ارزشیابی، شیوەهای به توجه با کنند. حمایت دانش آموز استقلال از خود، تصمیمات پیامدهای با برخورد و تصمیم گیری، و برنامەریزی در
اجتماعی مقایسەهای تأثیر است ممکن بدانند، خود یادگیری از بخشی را دانش آموزان اشتباهات و دهند انجام عمومی بەجای را ارزشیابی معلمان

دهد. کاهش را شکست از ترس و دهد کاهش دانش آموزان بین در را
اگر داد. پاسخ آنها به خیر یا بله ساده پاسخ یک با توان می یا دارند صحیح پاسخ یک فقط که پرسند می سؤالاتی معلمان اغلب این، بر علاوه
گفتمان نوع این دهد. می ارائه را پاسخ مستقیماً یا کند می سوال دیگری آموز دانش از یا معلم ندهد، را انتظار مورد پاسخ بلافاصله آموز دانش
است. مهم که است چیزی تنها صحیح پاسخ داشتن که دهد می آموزان دانش به را پیام این .[۹] نیست تسلط اهداف پرورش برای حمایتی
که کنید تقسیم کوچک تر بخش های به را کار یا بپرسید، راهنما سؤالات کنید، فراهم را اضافی انتظار زمان مقداری توانند می معلمان عوض، در
این معلم اگر دهند. می نادرست های پاسخ آموزان دانش وقتی که باشند پیامی نوع مراقب باید معلمان این، بر علاوه است. اصلی سؤال با مطابق
نظر در خود یادگیری های فرصت عنوان به را اشتباهات است ممکن آموزان دانش است، یادگیری از طبیعی بخشی کردن اشتباه که بدهد را پیام
فقط دانش آموزان اغلب راستا، همین در کنند. پیدا را خود خطاهای که شود داده اجازه آموزان دانش به است ممکن کار، این انجام برای بگیرند.
برخی حفظ به مند علاقه اما ندارند، مفاهیم درک به ای علاقه معمولا آنها کنند. کسب بالایی نمره تا کنند دریافت را درست پاسخ می خواهند
که باشد تفکری فرآیند از کمتر باید پاسخ نبودن یا درستی ریاضیات، یادگیری برای حال، این با هستند. مسائل حل برای ها رویه یا ها فرمول
زندگی با آنها دادن ارتباط طریق از مفاهیم درک اهمیت بر باید معلمان خود، خاطر به یادگیری ارتقای برای شود. می استفاده مسئله حل برای
پایین ترین به بالاترین از ترتیب به که نمرات لیست ارسال مانند اعمالی نهایت، در کنند. تأکید معنادار مشکلات پرسیدن و آموزان دانش روزمره
باید دادن نمره یادگیری، در تسلط تقویت منظور به می کند. تاکید دانش آموزان بین رقابت بر فقط منحنی یک روی بر نمرەدهی یا شدەاند، مرتبه

است. غلط یا درست های پاسخ دادن نشان از بیش شامل که دهند، ارائه سازنده و اساسی بازخورد باید معلمان و کند تاکید خودسازی بر
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.۱۳۸۷ ،۳ ویرایش تهران، دانش، ورای انتشارات مدارس. معلّمان و مشاوران مدیران، ی ویژه تحصیلی ی انگیزه ایجاد های روش  کتاب مصطفوی. محمد [۱۱]
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دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری بر دست ورزی تأثیر
۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در همدان استان فامنین شهر پسر
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چکیده
دانش آموزان هفتم پایه ریاضی هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری بر دست ورزی تأثیر بررسی حاضر، تحقیق از هدف
پژوهش های زُمرة در هدف، به توجه با حاضر مطالعه بود. ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در همدان استان فامنین شهر پسر
اساس بر و پژوهش های آزمایشی ردیف در مطالعه نوع و ماهیت به توجه با و کمی دادەها، نوع به توجه با کاربردی؛
مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان شامل تحقیق این آماری جامعة است. کنترل گروه با پس آزمون پیش آزمون⁃ طرح،
دو به ساده تصادفی بەصورت دانش آموزان از نفر ۳۰ دسترس در نمونەگیری روش به که فامنین شهر اول متوسطه
آزمون ريون، پيشرونده ماتريس هاي آزمون از مطالعه این در شدند. تقسیم نفر) ۱۵) کنترل و نفر) ۱۵) آزمایش گروه
به استنباطی و توصیفی روش دو به تحقیق این در شد. استفاده هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری محقق ساخته
و میانگین آمارەهای از استفاده با دادەها توصیفی، آمار بخش در شد؛ پرداخته بەدست آمده دادەهای تجزیەوتحلیل
اثرات کنترل و پیش آزمون تعدیل بەمنظور کوواریانس تحلیل آزمون استنباطی، آمار بخش در و توصیف؛ انحراف معیار
SPSS.۲۱ نرم افزار از استفاده با دادەها تجزیەوتحلیل مراحل کلیه گرفت. قرار استفاده مورد پس آزمون نتایج بر آن
هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری بر دست ورزی تأثیر میزان بین که داد نشان دادەها تحلیل نهایت در گرفت. انجام
کلاس در دست سازەها از استفاده لذا دارد؛ وجود معناداری تفاوت کنترل، گروه با مقایسه در آزمایش گروە ریاضی
در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم پایه ریاضی هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری سطح افزایش موجب درس

است. ۱۴۰۲− ۱۴۰۳شده تحصیلی سال

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

دست ورزی
یادگیری

هندسی اَشکال
حجم
سطح

مقدمه .۱
اصولا باشند؛ داشته فعالی نقش دانش آموزان آن در که دارند روش هایی بر اساسی تأکید آن، آموزش روش های و جدید درسی برنامەهای امروزه
محتوای مانند: عواملی و می برد پیش بە را فرآیند این که اوست و است دانش آموز خود عهدة بر یادگیری فرآیند در اصلی نقش روش ها، این در
راستا، این در البته می کنند؛ پیدا مفهوم و معنی دانش آموز با ارتباط در همگی معلمان، اقدامات نیز و کمک آموزشی ابزارهای و تجهیزات آموزشی،
صحیح مسیر در درس اهدافِ با متناسب را دانش آموزان فعالیت های تا می کوشد و می نماید ایفاء را سازمان دهنده و جهت دهنده نقش بیش  تر معلم
معلمان بلکه کرد تکیه بەخصوص شیوة یك به نمی توان تدریس برای که است این بر عقیده آموزش، جدید رویکردهای در واقع در نماید. هدایت
نمایند نزدیکتر فعال یادگیری به را خود تدریس و جلب درس به را دانش آموزان توجه و علاقه تدریس، متنوع شیوەهای بکارگیری با بتوانند باید
فعال روش های وی کرد؛ توصیه را آن بکارگیری و برد پی تدریس فعال روش های اهمیت به همه از بیش پیاژه۱ مسیر، این در .(۱۳۹۰ (شعبانی،
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عهده بر یادگیری نهایی مسئولیتِ فعال، تدریس در چند هر کرد؛ معرفی یادگیری امر در دانش آموزان شکوفایی برای روش بهترین را تدریس
فرصت آنان به همچنین می کند؛ تشویق یادگیری مسیر در بیش تر سعی و تلاش به را دانش آموزان خوب، تدریس یك اما است؛ دانش آموزان شخص
نمایند؛ استفاده متفاوتی یادگیری شیوەهای از تا دارند آزادی عمل دانش آموزان فعال، تدریس روش  های در این بر علاوه می دهد. تمرین و تجربه
ذهنی مهارت های آن، نتیجة در که کنند؛ استفاده زندگی در خود آموختەهای از و بگیرند یاد هم با برند؛ کار به را خود مختلف هوش های و حواس
و نوآوری تخیل، پرورش زمینۀ و می شود ویژه توجه فردی تفاوت های به می شود؛ حاکم کلاس بر خودانضباطی جوِ می یابد؛ پرورش عملی و
برنامەریزان و صاحب نظران اکثر امروزه اساس این بر .(۱۳۹۳ همکاران، و (دیزج می  گردد فراهم دقیق تر و بهتر یادگیری نهایت در و خلاقیت
دست سازەها جمله از آموزشی تجهیزات از بیش تر چه هر استفاده فعال، يادگيري نتیجه در و فعال تدریس روش های کنار در آموزشی، و درسی
استفاده مورد تدريس ابزارهای بەعنوان که هستند فيزيکی اشيائی دست سازەها .(۱۳۹۶ خنیفر، و (فرهادیان می نمایند توصیه یادگیری امر در را
از می توانند دست سازەها .(۲۰۰۹ همکاران۲، و (بوگان کنند درگير رياضیاتی دروس در بەویژه عملی يادگيری با را دانش آموزان تا می گيرند قرار
دست سازة يک ،(۲۰۰۹) اسميت۳ نظر از شوند. ساخته دانش آموز و معلم توسط که اين يا شوند، آورده خانه از يا شوند خريداری فروشگاه يک
می کند معرفی اشيائی را دست سازەها نیز ،(۱۹۸۶) کندی۴ کند. پر را غيررسمی رياضيات و رسمی رياضيات بين فاصله پلی، مانند می تواند خوب
می شوند، مرتب می شوند، داده حرکت می شوند، لمس دانش آموزان توسط اشياء اين که معنا اين به کنند، درگير را حس چندين می توانند که
ايدەهای که هستند ابزارهايی دست سازەها، ،(۲۰۱۶) بولیارد۵ و مویر⁃پاکنهام ديدگاه از می شوند. انجام آن ها روی ديگری دست ورزی های و
که راەهايی از يکی بەعنوان را دست سازەها ،(۲۰۰۱) بووالينو۶ و استين می دهند. نمايش محسوس و روشن صريح، بەطور را رياضيات انتزاعی
شکل سه به دست سازەها کوک۷، و مارش دیدگاه طبق .(۱۳۹۰ بیات، و (مرادی توپقرا کردەاند معرفی می کند، بامعنا دانش آموزان برای را رياضيات
ساخته دانش آموز و معلم توسط ،(... و چوب کبریت نخ، چسب، (مقوا، دسترس در ابزارهای با که ساختەنشده دست سازەهای  (۱ می شوند: يافت
به زيادی شباهت که مجازی دست سازەهای  (۳ می شوند. تهيه آموزشی صنايع شرکت های توسط که ساختەشده دست سازەهای  (۲ می شوند.
کلاس  در دست سازە مجموعه این بە کارگيری از هدف .(۲۰۱۵ کوک، و (مارش می شوند يافت رايانه محيط در و دارند فيزيکی دست سازەهای
استفاده با (هندسه) رياضی مفهوم يک مستقيم نمايش که زمانی زیرا است رياضی مجرد ايدەهای از عينی مدل ها فراهم آوردن (هندسه)، رياضی
کاری محيط يک در دست سازه مناسب کاربرد طريق از بتواند که دارد وجود احتمال اين يادگيرنده برای شود، ممکن دست ورزی شده ابزارهای از
مختلف شیوە های به جديد مفاهيم تدريس با لذا نماید؛ کشف را (هندسه) رياضی ساختار يک يا بسازد (هندسه) رياضی مفهوم يک معنادار،
استفاده هندسی مباحث جمله از رياضی مفاهيم از دانش آموزان جاری درک شناخت برای می توان دست ورزی، فرآیند و دست سازەها جمله از
دانش آموزان رياضیاتی تعاريف پالودن و بهبود در مؤثری نقش که دارند را توانایی این واقعی بودن، و عینی بودن بەدلیل دست سازه که چرا نمود؛
فراهم دانش آموزان برای را امکان این نەتنها دست سازەها که کرد اشاره موضوع این به می توان بنابراین ۲۰۱۴)؛ تولوک۸، و (اولکان باشند داشته
مشترک زبان یک ارائەدهنده بلکه کنند، اقدام ریاضیاتی انتزاعی ایدەهای و فرآیندها مورد در خود ادراکی مدل های ایجاد به نسبت که می آورند
قابلیت بر علاوه لذا می کنند؛ پیدا دانش آموزان دیگر و معلم با را مدل ها این تبادل و کردن برقرار ارتباط امکان دانش آموزان آن، بەواسطه که هستند
و دانش آموزان مشارکت زمینة ایجاد و بکارگیری همانند: دیگری مزیت های ادراکی، فرآیندهای قالب در مستقیم کمک رسانی در دست سازەها
فراهم هندسه مانند درسی در بویژه سریع تر و بهتر یادگیری برای را شرایط نهایت در و ریاضیاتی مطالب از لذت بردن و علاقەمندی سطح افزایش
که ۱۳۹۷)؛ همکاران، و (عالمیان می آید بەشمار امروزی مدرنِ جوامع مؤلفەهای مهم ترین از یکی هندسه که چرا ۲۰۱۸)؛ فانگ۹، و (ها  آورند
باعث و آموزش را مسائل حل نحوة گیرد، فرا را روزمره زندگی در لازم ریاضیاتی دانش که سازد قادر را فرد که است آن هندسی مباحث کلی هدف
یکی آنجائیکه از لذا ۲۰۱۲)؛ (اوزرم۱۰، گیرد فرا را تجزیەوتحلیل و استدلال روش های و باشد داشته مسائل حل برای روشی یادگیرنده که شود
دانش دریافت و ارائه فقط مدارس در آن آموزش از اصلی هدف که است هندسی مباحث فراگیران، برای ریاضی درس بخش های مشکل ترین از
و چندگانه هوش های از یکی بەعنوان دانش آموزان فضایی هوش سطح بالابردن آن، هدف بلکه نیست؛ نقشەکشی و هندسه از دانش آموزان نظری
عرصه این یادگیری در متأسفانه که ۲۰۱۷)؛ همکاران۱۱، و (گارسیا است مهندسی آموزش های در هوش ها حیاتی ترین و ضروری ترین جمله از
و آموزش راه سر بر عدیدەای مشکلاتِ هندسی، مسائل دشوار فهم و قوی تَجسم به نیاز نیز و آن انتزاعی و مجرد ماهیت سبب به مهم، بسیار
ریاضی شاخەهای سایر در که است رو آن از دانش آموزان برای هندسه درس اهمیت واقع در .(۱۴۰۰ همکاران، و (بازگیر دارد وجود آن یادگیری
شهود از منظور که فضایی؛ شهود شکل گیری دیگری و تفکر مهارت توسعة یکی می نماید: دنبال را هدف دو آن یادگیری اساساً و دارد تأثیر هم

2. Boggan et al.
3. Smith
4. Kennedy
5. Moyer-Packenham & Bolyard
6. Stein & Bovalino
7. Marsh & Cooke
8. Olkun & Toluk
9. Ha & Fang
10. Özerem
11. Garcia et al.



۲۴۹ آمار و ریاضی ملی همایش چهارمین ̸ رضایی صبوری،اکبر ه روح ال

مهارت پنج اساس، همین بر .(۲۰۱۶ مامن۱۲، و (الکس می نگرد واقعی دنیای در را سطح) و (حجم ناحیه و فضا چگونه فرد که است آن فضایی
متوسطه و ابتدایی دورەهای از مهارت ها این از بعضی توسعة که دارد؛ نیاز آموزشی نظام در خاص توجه به که دارد وجود هندسه آموزش در پایه
دیداری موضوعی هندسه شک بدون دیداری۱۳: مهارت (۱ از: عبارتند که می شوند، مطرح دوم متوسطه آموزش سطح در نیز بعضی و شروع اول
زبان روی که است درس هایی جمله از هندسه درس شفاهی۱۴: مهارت (۲ می رود. کار به اثبات ها در مقدماتی ابزاری بەعنوان جنبه این و است
(۳ کنند. توصیف را آن ها بین روابط و شکل ها ویژگی های و دقیق تعریف های و بگیرند یاد را زیادی واژەهای باید دانش آموزان و دارد تأکید
که چرا کنند؛ بیان نمودار و تصویر قالب در را خود ایدەهای که آورد فراهم فرصتی دانش آموزان برای باید هندسه درس ترسیمی۱۵: مهارت
منطقی۱۶: مهارت (۴ هستند. هندسی موقعیت یک از تصویر رسم در کافی مهارت داشتن نیازمند قضیه، اثبات از بیش خود زندگی آیندة در آن ها
و درسی برنامەهای از بعضی متأسفانه می دهد. آموزش را آن درستی تشخیص و تجزیەوتحلیل چگونگی که است موضوع هایی از یکی هندسه
پدیدەها ریاضی توصیف امروزه کاربردی۱۷: مهارت (۵ می دهند. سوق آن، درک نه و مفاهیم حفظ به را دانش آموزان تدریس، رو ش های از بعضی
و (عالمیان می رسیم اصلی پدیدة مورد در اطلاعاتی به غالباً آن پیادەسازی و مدل یک تجزیە وتحلیل با می شود؛ خوانده ریاضی» «مدل سازی
مانند دروسی در بەویژه آموزش فرآیند در دست سازەها از استفاده با مهارت ها دسته این پیادەسازی که می رسد بەنظر بنابراین ۱۳۹۷)؛ همکاران،
بەنحوی ۲۰۱۶)؛ بولیارد، و (مویر⁃پاکنهام گردد واقع مؤثر می تواند فراگیر گروەهای همة برای دارد، سروکار ... و سطح حجم، با که هندسه
از یادگیری و ۱۳۹۶)؛ (زینی وندزاده، می شود برده نام یادگیری فرآیند در کمک آموزشی ابزار های و وسایل بەعنوان دست سازەها از امروزه که
سبب به زیرا می نماید، کمک هندسه درس یادگیری مشکلات کاهش در دانش آموزان به که گردیده مبدّل مؤثر روشی بەعنوان دست ورزی طریق
واقعی دنیای در آن کاربرد با می  توانند دانش آموزان و شده آشکار قبل از بیش واقعی دنیای با هندسه رابطه اشیاء، ملموس  بودن و دست ورزی
تفکر و انگیزه اعتمادبەنفس، گروهی، کارِ و جمعی روحیة تدریس، فرآیند در آن ها مستقیم بکارگیری همچنین یابند. دست بهتری شناخت به
از و کرده کارآمدتر و جذابتر را هندسه درس کلاس بی شک دست سازەها، از کارآمد و مطلوب بهرەمندی و برده بالا دانش آموزان در را خلاقانه
در می کند. شرکت یادگیری در فعال عضوی بەعنوان دست ورزی فعالیت های انجام با دانش آموزان زیرا می کند؛ خارج کسل کنندگی و ایستا حالت
کسب را جدید مفاهیم فعالیت، حین در و می کند هندسی اَشکال ساختن به شروع خود، قبلی تجربه و دانش از استفاده با دانش آموز و معلم واقع
فهم تر قابل خود برای را را انتزاعی مفاهیم و نمادها جهانِ می توانند فعالیت ها این یاری با همچنین می اُفتد. اتفاق آنان برای معناسازی و می نماید
مفاهیم آنجائیکه از .(۲۰۱۶ (ال⁃ابوس۱۸، می نماید جلوگیری آن ها یافتەهای و دانش فراموش شدن از معنادار، یادگیری این و کرده ملموس تر و
ساخت می رسد بەنظر شدەاند، تشریح و مطرح غیرپویا بەصورتی و زندگی حیطة از خارج و مکتوب شیوة به غالباً ما درسی کتاب های در هندسه
محاسبات انجام نیز و بهتر یادگیری امر در فراگیری ذهن، محرک سازی راستای در می تواند دانش آموزان و معلم توسط دست سازەها از استفاده و
شیوەهای از معلمان شناخت عدم دلیل به زیرا شده، واقع غفلت مورد ما آموزشی نظام در مسأله این البته که نماید؛ توجەای شایان کمک آنان به
صحیح، آموزش یک از دانش آموزان که گردیده باعث دانش آموزان، هم و معلمان طرف از هم دست سازەها از استفاده و ساخت و تدریس نوین
پایه مفاهیم دارای اول متوسطه مقطع هفتم ریاضی کتاب حجم)” و (سطح ۶ ”فصل آنجائیکه از بنابراین باشند؛ محروم خلاقانه حتی و بەروز
محقق لذا می آید؛ بەشمار بعد سال های در یادگیری پیش نیاز و ضروری مهم، امری دانش آموزان برای آن ها یادگیری و است هندسه مهارت های
شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری بر دست ورزی آیا که: سؤال این به پاسخ با مطالعه این در دارد سعی
امر در دست سازەها از استفاده و تدریس نوین شیوەهای به را خود همکاران بتواند دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین
پای پیش مرزوبوم، این فرزندان خلاقانەتر و سریع تر یادگیری و آموزش شرایط شدن بهتر چه هر جهت در را راهکارهایی و کرده دعوت آموزش

دهد. قرار خود همکاران

تحقیق پیشینه و ادبیات .۲
طوطي وار، يادگيري منفعل، يادگيرندگان همچون: عبارت هایي بردن کار به بنا را هندسه کلاس هاي نوعاً ریاضی، آموزش منتقدین از بسیاری امروزه
درس کلاس در هندسی مباحث و ریاضی کتاب تدريس و می کنند توصیف ... و کاغذي مداد⁃ تکاليف مسائل، حل در کلیشەای شيوة يک
نخست هندسه، کلاس های از بسياري در که کردەاند مشاهده ،(۱۹۹۹) کلمنت۲۰ و باتيستا .(۲۰۱۲ (اوکانر۱۹، مي گيرد انجام معلم تنظيمات تحت

12. Alex & Mammen
13. Visual Skill
14. Oral Skills
15. Graphic Skill
16. Logical Skill
17. Applied Skills
18. Al-ebous
19. O’Connor
20. Battissa & Clement
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حل را مشابه مسائل که می خواهند آن ها از سپس کنند، حل را مسائل چگونه که می دهند یاد دانش آموزان به توضيحاتي و مثال ها از استفاده با
گاريتي۲۱ مشابه، بەطور مي شوند. بیان مثال ها سپس و ارائه تعاريف و قوانين و تعميم ها ابتدا پايين، به بالا رويکرد اساس بر همچنين کنند.
و مي کنند سخنراني معلمان است، حقايق طوطي وار حفظ و يادگيري بر مبتني عموماً هندسی مباحث و رياضي کلاس هاي که کرده بيان ،(۱۹۹۸)
رياضيات يادگيري واقع در و نشده طراحي معنادار يادگيري ارتقاي بەمنظور آموزش و مي کنند حل را درسي کتاب از بي شماري مسائل دانش آموزان
و ریاضی در آموزش کلي، بەطور .(۱۳۹۶ همکاران، و (مهدیان مي باشد رياضيات تدريس در اساسي مشکل يک فهم بدون هندسی) (مباحث
مي کند. محدود دانش آموزان در را ادراک و تَجسم خلاقيت، رشد روش  ها، اين که است؛ تجويزي و رویەمدار معلم محور، شیوة به هندسی مباحث
بەعلاوه، باشند. داشته کافي نوآورانه و خلاقانه تفکر سنّتي، کلاس هاي در نمي تواند دانش آموز که است معتقد ،(۲۰۱۵) سوئن فلد۲۲ همچنین
نتيجه دانستەاند؛ زجرآور موضوعي را، آن مباحث و هندسه گروه، دو هر و بوده مشکل آفرين معلمان و دانش آموزان از بسياري براي رويکرد اين
در تدريس سنّتي روش هاي محدودیت سوئن فلد، بدهند. دست از را هندسه به علاقەشان دانش آموزان از بسياري اگر نيست شگفت آور که، اين
به فرصتي هيچ گونه تدريس سنّتي روش هاي که چرا است؛ دانسته دانش آموزان به «آماده» اطلاعات ارائه و معلم محور آموزش به مرتبط را هندسه
آموزش فرآيند در شدن درگير براي فرصتي دانش آموزان به باید که حالی در نمي دهند؛ گوش دادن و صندلی به تکيەدادن از غير به دانش آموزان
دانش آموزان گریز موجب که است تدريسي روش هاي به مربوط امروزي مدارس مهم مشکل اساس، این بر شود. داده معنادار يادگيريي بەمنظور

.(۱۴۰۰ پازوکی، و (یافتیان است شده هندسی مباحث جمله از ریاضیاتی دروس از
گرفت صورت هفتم» پایه ریاضی کتاب حجم و سطح مبحث «آموزش عنوان با ،(۱۴۰۲) همکاران و عبودی توسط که مطالعەای در اساس این بر
خمیر یا مقوا از استفاده با و دهند تمایز هم از بەخوبی را هندسی حجم های و اَشکال توانستند درس پایان از بعد دانش آموزان که داد نشان نتایج
«بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۴۰۱) اصغری و ربی لذت بردند. و قابل لمس دیدند و عینی بەصورت را درس مفاهیم که این از و بسازند را آن ها
هندسی سؤالات به پاسخ برای دانش آموزان از بسیاری که دادند نشان هندسی» شکل با مواجهه در متوسطه دورة دانش آموزان درک های انواع
دانش آموزان به می تواند عاملی و اجمالی درک های به توجه با هندسه تدریس همچنین، می کنند. استفاده عاملی درکِ به نسبت اجمالی درکِ از
با تحقیقی در ،(۱۴۰۰) دمیلویی نژاد و خجسته یابند. ارتقاء استدلالی درک مسیر به هندسی شکل به نگاەکردن طبیعی درک مسیر از تا کند کمک
تحصیلی سال در بندرخمیر شهر ابتدایی اول دوره ریاضی در مساحت و محیط درس آموزش برای دست ورزی روش از استفاده «اثربخشی عنوان
معناداری بەصورت مساحت و محیط مباحث ریاضی درس در دانش آموزان یادگیری بر دست ورزی روش به آموزش که دادند نشان «۱۴۰۰ −۱۳۹۹
مساحت) و (محیط هندسه مهارت های یادگیری بر دست ورزی فعالیت های «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۴۰۰) همکاران و بازگیر است. مؤثر
بزرگتر بحرانی، t جدول از ۲۷ آزادی درجة با (۱۸̸۵۳۶) آمده بەدست T نسبت هندسی مهارت های متغیر برای که دادند نشان پسر» دانش آموزان
پازوکی و یافتیان است. تأثیرگذار دانش آموزان هندسه مهارت های یادگیری بر دست ورزی فعالیت های که است این بیانگر آزمون نتایج لذا است؛
که شد انجام کتابخانەای روش به و مروری بەصورت مطالعه هندسه» در شکلی مفاهیم با دانش آموزان «چالش های عنوان با تحقیقی در ،(۱۴۰۰)
شکل به توجه با تنها را هندسی اَشکال نام دانش آموزان، از بسیاری شد. پرداخته مشکلات این از بخشی شرح به معتبر پژوهش های اساس بر
و شهود بر تنها هندسی، اَشکال تشخیص در و نبودند آشنا بەدرستی اَشکال این از یک هر اصلی خصوصیات با و می زنند حدس آن ها ظاهری
مشکلات به نسبت را معلمان گاهی آ موضوعاتی، چنین پیرامون بحث دارند. تعریف نادیدەگرفتن به تمایل و می کردند تکیه خود قبلی تجارب
تحقیقی در ،(۱۳۹۷) پاکروان داشت. پی در را تدریس شیوەهای اصلاح و هندسه آموزش فرآیند بازبینی همچنین و برد بالا دانش آموزان یادگیری
جاسک شهرستان موردی: (مطالعه سنّتی روش با آن مقایسه و دست سازەها کمک با اول متوسطه هفتم پایه ریاضی مفاهیم برخی «تدریس عنوان با
با هندسی ترسیم های آموزش و احتمال آموزش حجم، آموزش صحیح، اعداد آموزش تأثیر بین که دادند نشان «(۱۳۹۵ −۱۳۹۶ تحصیلی سال

دارد. وجود معناداری تفاوت دانش آموزان یادگیری میزان بر سنّتی روش به آنان آموزش با دست سازەها کمک
از استفاده و هندسه در هندسی مهارت های در هشتم پایة دانش آموزان بدفهمی های «شناسایی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۷) همکاران و عالمیان
مباحث در متعددی خطاهای دانش آموزان اغلب که دادند نشان دانش آموزان» هندسی مهارت های سطح بهبود و ارتقاء برای ون هیلی۲۳ نظریة
کنترل گروه دانش آموزان نمرات میانگین از پایین تر بدفهمی ها در آزمایش گروه دانش آموزان نمرات میانگین داشتند. هندسی مهارت های و هندسه
دانش آموزان بەسود تفاوت این داشت؛ وجود معناداری تفاوت ون هیلی تفکر سطوح در آزمایش و کنترل گروه دانش آموزان عملکرد بین بود.
دانش آموزان بەسود که داشت وجود معناداری تفاوت هندسی مهارت های در گروه دو دانش آموزان عملکرد بین همچنین بود. آزمایش گروه
دادند نشان کلاس» محیط ادراک بر ریاضی دست سازەهای بکارگیری «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۶) خنیفر و فرهادیان بود. آزمایش گروه
وجود معناداری تفاوت پس آزمون و پیش آزمون در دانش آموزان ریاضی پیشرفت و کلاس محیط ادراک و دست سازه بر مبتنی تدریس بین که
مشارکتی یادگیری گروەهای چارچوب در دانش آموزان پیشرفت و کلاس محیط ادراک بر ریاضی دست سازەهای بکارگیری همچنین دارد.
رشد بر تصویری حافظة تأثیر هندسی: تفکر رشد جهت مدلی «ارائة عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۶) همکاران و مهدیان است. بوده تأثیرگذار
مستقیم تأثیر و هندسی تفکر رشد بر تصویری حافظة غیرمستقیم تأثیر به می توان آن نتایج از هندسه» علمی معرفت شناسی طریق از هندسی تفکر
فعال تدریس روش های «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۶) ناصری و طباطبایی کرد. اشاره هندسی تفکر رشد بر هندسه علمی معرفت شناسی

21. Garrity
22. Schoenfeld
23. van Hiele Model
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همچنین و ابتدایی چهارم پایه دانش آموزان بین در برگزارشده آزمون های نمرات که دادند نشان اقدام پژوهی» دانش آموزان: یادگیری بر ریاضی
نقش، ایفای نمایش، بازی، روش از استفاده اساس این بر کرده؛ پیدا افزایش معنادار گونەای به مداخله از بعد و قبل تحصیلی پیشرفت آزمون
به دانش آموزان علاقەمندکردن در یادگیری، یاددهی⁃ فرآیند در دانش آموزان مشارکت نیز و دست سازەها از استفاده نوین، فناوری های از استفاده

است. بوده مؤثر آنان نمرات بالابردن و ریاضی درس
آموزشی» دست سازەهای و سنّتی روش های مقایسه طریق از هندسه آموزش «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۶) همکاران و بهرامی سعادت آبادی
رضاپور و اعتمادالعلما دارد. دانش آموزان یادگیری بر قابل ملاحظەای و مثبت معنادار، تأثیر آموزشی دست سازەهای از استفاده روش که دادند نشان
مانند فرآیندهایی و روش ها ارائة و بیان پژوهش این هدف ریاضی» یادگیری تسهیل کننده شیوة «دست ورزی، عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۵)
جایگزین و مدرسه محیط در دانش آموز فعال ساختن با و می کند استوار تفکر و مسأله فهم پایة بر بیش تر را ریاضی آموزش که (دست ورزی)
یکدیگر با ارتباط در را دانش آموزان و معلمان و می کند اقدام ... و پاسخ و پرسش سخنرانی، مانند: سنّتی تدریس روش های بەجای آن ساختن
نتایج نهایت در که شوند؛ راهنمایی پژوهش و اندیشیدن به دانش آموزان و شود سازماندهی ریاضی درس کلاس در اثربخش آموزشی تا داده یاری 
در دست سازه با همراه ساخت گرایی تدریس روش «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۴) پاشا و فرهادیان است. تأثیر گذار دانش آموزان که داد نشان
با که آزمایش گروه تحصیلی پیشرفت که دادند نشان یزد» ۲ ناحیه هشتم پایة دانش آموزان تحصیلی پیشرفت بر چهارضلعی ها) (خاصیت هندسه
دهقان پور بود. بالاتر دیدەاند، آموزش (سنّتی) متداول تدریس روش با که کنترل گروه از دیدند، آموزش E۵ ساخت گرایی بر مبتنی تدریس روش
راهنمایی مدارس در سنّتی تدریس روش با آن مقایسه و آموزشی دست سازەهای از استفاده با هندسه «آموزش عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۸۹)
سنّتی تدریس روش با مقایسه در ریاضی آموزش در دست سازەها بەکارگیری که داد نشان «۱۳۸۸ −۸۹ تحصیلی سال در کرمان یک ناحیة دخترانه
افزایش اضطراب، و ترس کاستن ریاضی، از بردن بیش تر لذت درس، این به نسبت دانش آموزان مثبت نگرش بهبود یادگیری، میزان افزایش بر
دیدگاه و است مؤثر دانش آموزان در فراشناخت میزان افزایش و ریاضی مسألة حل توانایی افزایش ریاضی، دانستن سودمند و مهم افزایش انگیزه،

است. مناسب آموزشی دست سازەهای دربارة معلمان
که دادند نشان بگذارد؟» تأثیر دانش آموزان خلاقیت بر می تواند هندسی تکلیف یک ارائه «آیا عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۲۲) همکاران۲۴ و گاجتسيس
تحقیقی در ،(۲۰۲۱) همکاران۲۵ و گریدوس دارد. مؤثری نقش دانش آموزان خلاقیت و یادگیری در تکلیف یک بەعنوان دست سازەها از استفاده
دادند نشان مدرسه» هندسه در ریاضی خلاقیت جنبەهای مسأله: حل در متعدد راەحل های و کمکی خطوط ساخت هندسی، شکل «درک عنوان با
”دست ورزی” یادگیری سبک به بنابراین نمی دهند؛ تشخيص را آن ها همۀ دانش آموزان اما است، زیادی اطلاعات نشان دهندۀ هندسی شکل که
و مشکلات بررسی حرفەای: دبیرستان در هندسه «یادگیری عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۲۰) رتاواتی۲۶ و باروت هستند. نیازمند مؤثر روشی بەعنوان
تعاریف به توجه با هندسی اشکال تشخیص توانایی عدم از: عبارتند هندسه در دانش آموزان چالش های که دادند نشان دانش آموزان» تفکر سطوح
غیره. و هندسی اشکال با ارتباط در دقیق استدلال های ارائة توانایی عدم هندسی، اصطلاحات و نمادها درک عدم تَجسم، در ضعف آن ها، رسمی
تفاوت که داد نشان دبیرستانی» دانش آموزان میان در ریاضی تحصیلی پیشرفت روی دست ورزی ها «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۸) کنتاس
چیزی «چه عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۶) همکاران۲۷ و لاسکی دارد. وجود ریاضی به نگرش حسب بر آزمایش و کنترل گروه بین معناداری
یادگیری فرآیند هستند، اسباب بازی ها شبیه آن چه و بتنی اشیاء و دست سازەها از استفاده که باورند این بر می کند؟» مؤثر را ریاضی دستکاری های

می دهند. افزایش یادگیری جهت را بچەها انگیزه و می کنند تسهیل را ریاضی
با ریاضی ارتباط که یافتند دست نتیجه این به متوسطه» ریاضیات تدریس در واقعی دنیای «ارتباطات عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۵) گاینزبرگ۲۸
و کنند درک را ریاضیات مفاهیم تا می کند کمک دانش آموزان به و می شود ریاضیات یادگیری انگیزه افزایش باعث دست سازەها و واقعی دنیای
با دانش آموزان تعامل «تجزیەوتحلیل عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۲) لودویگزن۲۹ و دولونن برند. کار به واقعی مشکلات حل برای را ریاضیات
بهبود دانش آموزان کلی نمره که می شویم متوجه پس آزمون، و پیش از توصیفی آمار از استفاده با آن ها» معلم و بعدی سه هندسه یادگیری ابزار
دانش آموزان درک چرایی و چگونگی مورد در جدیدی بینش می توانند که کنیم شناسایی را الگوهایی می توانیم اجتماعی، تعامل طریق از می یابد.
ویژگی های و دانش نمایش و دانش آموزان مشارکت اساس بر تدریس استراتژی که داد نشان دادەها تجزیەوتحلیل کنند. ایجاد هندسی مفاهیم از
در ،(۲۰۱۰) نوفل۳۰ و ابسای ال⁃ دهد. ارائه دانش آموزان یادگیری از معتبری و قوی درک می تواند شده، طراحی سه بعدی حالت در موجود
از دست سازەها از استفاده که داد نشان نتایج اول» پایه دانش آموزان ریاضی پیشرفت بر دست سازه ابزارهای از استفاده «تأثیر عنوان با تحقیقی

گردد. واقع مؤثر ریاضی درس در دانش آموزان تحصیلی پیشرفت در می تواند که است روش هایی جمله
دست ورزی از استفاده که داد نشان نتایج اول» پایه دانش آموزان ریاضی پیشرفت بر دست ورزی مواد «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۰۹) اویجز۳۱
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با تحقیقی در ،(۲۰۰۸) پارهام۳۲ گردد. واقع مؤثر ریاضی درس در دانش آموزان تحصیلی پیشرفت در می تواند که است روش هایی جمله از
از که دانش آموزانی درسی پیشرفت در گوناگونی مثبت نشانەهای که داد نشان نتایج ابتدایی» سطح ریاضی دست سازەهای از «استفاده عنوان
عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۰۱) بووالينو و استين دارد. وجود نمی کنند، استفاده که آن هایی به نسبت می کنند استفاده ریاضی آموزش در دست سازه
تفکر هدف با دانش آموزان به کمک رسانی در مهم ابزاری بەعنوان می توانند دست سازەها که داد نشان نتایج پازل» از تکه یک «دست ورزی ها:
داد نشان نتایج می کنند!» کار «دست سازەها عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۰۱) موک۳۳ گیرند. قرار استفاده مورد معنادارتری روش های به استدلال و
سول۳۴ گردد. واقع مؤثر ریاضی درس در دانش آموزان تحصیلی پیشرفت در می تواند که است روش هایی جمله از دست سازەها از استفاده که
باعث دست سازەها از استفاده که داد نشان نتایج دوم» سال دانش آموزان با دست سازەها گوناگون روش های «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۰۰)

است. شده تحصیلی دوره یک در ریاضیات در پیشرفت
نیازهای بر مبتنی و بدیع تازه، روش های به را خود جای آموزش سنّتی و کلیشەای روش های تا گرفته صورت فراوانی تلاش های اخیر دهة در لذا
فناوری و علوم زمینة در را نوینی دریچەهای و دهد پرورش دانش و علم تولیدکنندة و خلاق را دانش آموزان دهد؛ دانش آموزان اجتماعی و فردی
به که گزافی هزینەهای و زحمات تمام علی رغم است؛ گرفته صورت راستا همین در نیز درسی کتب و آموزشی نظام تغییر که بگشاید؛ کشور در
تغییری هیچ کشور مدارس اتفاق به قریب در هستیم؛ معلم محور و سنّتی شیوه به تدریس شاهد هنوز متأسفانه شده، تحمیل آموزش وپرورش نظام
بەصورت شاگردان علایق و استعدادها توانایی ها، گرفتن نظر در بدون و بوده متکلم وحده معلم هنوز نمی شود. دیده ارزشیابی و تدریس زمینه در
اُفت آموزشی، نظام در تدریس از نوع این نتایج از که می دهد؛ انتقال آن ها به طولانی مدت سخنرانی های قالب در را درسی کتب محتوای یکنواختی
در است. نوآورانه و خلاقانه نگاه نوع هر از دور به دروس محتوای و مطالب تکرار و حفظ به فقط آن ها توجه و دانش آموزان در شدید تحصیلی
دادن تغییر بدون آموزش وپرورش، در سرمایەگذاری گونه هر می رسد، بەنظر که بەنحوی شده کشور آموزشی نظام دامن گیر مشکلات، این واقع
یادگیری بر دست ورزی تأثیر بررسی به مطالعه این در تا می داند لازم خود بر محقق لذا است؛ بی ثمر امری معلمان آموزش شیوەهای و نگرش ها
مشکل ترین جمله از که چرا بپردازد؛ ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم پایه ریاضی هندسی اَشکال سطح و حجم
یا و هندسی تجسم اگر ریاضی، مفاهیم بهتر درک برای ریاضیات علوم در است. آن هندسی مباحث فراگیران، برای ریاضی درس بخش های
در بیش تری تلاش تا است کافی هندسه بودن مهم برای امر همین می آموزیم، بهتر را موردنظر مفهوم باشیم، داشته آن از درستی هندسی تعبیر
معمول بەطور دانش آموزان که چرا برآییم؛ هندسه آموزشی مشکلات رفع جهت در باید آن به رسیدن برای لذا گیرد؛ انجام آموزش کیفیت بهبود
چه به هندسه درس در موجود مطالب که می پرسند سؤال همواره دلیل همین به ندارند، دیگر دروس در آن کاربرد و هندسه از درستی درک
اما دارند، حضور مدارس در هندسه تدریس امر در توانمند و باتجربه همکارانی که است صورتی در این دارد؟ کاربردی چه و می خورد دردشان
هندسه از صحیح درک و مناسب آموزش نداشتن یعنی این و می کنند صحبت هندسه درس ساعت در بودن شان کسل و خستگی از دانش آموزان
اهمیت هندسی، مباحث در دست ورزی پدیده به توجه که اینجاست لذا دانش آموزان؛ طرف از چه و معلم طرف از چه دست سازەها کاربرد و

می رسد. بەنظر ضروری و لازم دانش آموزان، فضایی و منطقی توانایی های پیشبرد در که می کند پیدا ویژەای
می گردد: مطرح زیر سؤالات اساس، این بر

معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال حجم یادگیری بر دست ورزی آیا −۱
دارد؟

معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال سطح یادگیری بر دست ورزی آیا −۲
دارد؟

تحقیق روش .۳
پژوهش های ردیف در مطالعه نوع و ماهیت به توجه با و کمی دادەها، نوع به توجه با کاربردی؛ پژوهش های زُمرة در هدف، به توجه با حاضر تحقیق
مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان کلیة را تحقیق این آماری جامعة است. کنترل گروه با پس آزمون پیش آزمون⁃ طرح اساس بر و  آزمایشی
آموزش، موضوع و محتوا بودن تعاملی قابل و کاربردی ارائة دلیل به دادند. تشکیل ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر اول متوسطه
بەصورت و انتخاب فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان از نفر ۳۰ و گرفت انجام دسترس در روش به نمونەگیری
شرکت آزمایش در که دانش آموزانی همة که است ذکر شایان شدند. تقسیم نفر) ۱۵) کنترل گروه و نفر) ۱۵) آزمایش گروه به ساده تصادفی
نیز تحقیق در حضور عدم شرایط بودند. یکسان نسبتاً فرهنگی نظر از و بالا به متوسط هوش دارای هوشی نظر از پسر، جنسیت نظر از کردند
ابزار از مطالعه این در بود. جلسه دو از بیش غیبت تحقیق، این از خروج ملاک و بودن دیرآموز و جسمی معلولیت گونه هر از: بود عبارت

است: شده استفاده زیر سنجش

32. Parham
33. Moch
34. Sowell
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برای انگلستان در ریون۳۵ توسط که است غیرکلامی هوشی آزمون های از یکی ریون پیشرونده ماتریس های آزمون ریون: هوش آزمون الف)
تجدیدنظر مورد بارها و آمده بەعمل آن دربارة زیادی پژوهش های آزمون این تهیه از بعد است. شده ساخته اسپیرمن عمومی عامل اندازەگیری
و دانش آموزان هوش سطح سنجش برای که است تصویر ۳۶ شامل و رنگی که پیشرونده ماتریس های فرم حاضر، مطالعه در است. گرفته قرار
گرفته کار به بزرگسالان و سال ۱۱ تا ۵ کودکان آزمایش برای ۱۹۴۷ سال در فرم این می گیرد. قرار استفاده مورد معلم همیار بەعنوان آنان انتخاب
یک هر باید آزمودنی شدەاند. تنظیم خاص منطق اساس بر که است نمودارهایی یا اَشکال الگوهای توالی شامل شده مطرح سؤال های می شود.
که است آن مستلزم سؤال هر پاسخ یافتن کند. کامل صحفه پایین در ارائەشده تصویر چند بین از تصویر یک انتخاب با را نمودارها یا تصاویر از
در آزمودنی عملکرد به توجه با لذا برد؛ کار به ناقص جزء یافتن برای را کشف شده رابطه سپس کند کشف را تصاویر اجزای بین رابطة آزمودنی
که بەطوری می شود مشکل تر بەتدریج ولی است؛ آسان بسیار اولیه سؤال های کرد. مشخص را وی هوشبهر و درصدی رتبة می توان دفترچه این
صورت دو به آزمون این کند. پیدا را آن ها درست پاسخ محدود، زمان یک در می تواند کسی کمتر که است مشکل قدری به انتهایی سؤال های
اجرا گروهی بەصورت آزمون تبریز شهر متوسطه و راهنمایی مقطع دانش آموزان روی آزمون این هنجاریابی در است. اجرا قابل گروهی و فردی
شد. گرفته نظر در دقیقه ۳۰ ریون هوش آزمون انجام مدت زمان حاضر، تحقیق در که این مهم نکته .(۱۳۹۲ (درتاج، شد داده فرصت دقیقه ۵۰ و
است. گردیده استفاده سطح و حجم یادگیری آزمون محقق ساخته آزمون از حاضر تحقيق در هندسی: اَشکال سطح و حجم یادگیری آزمون ب)
دو به سنّتی) و (دست سازه آموزش طي از پس و شد گرفته پيش آزمون کنترل) و (آزمایش گروه دو هر از ابتدا دست ورزی روش اجراي از قبل
براي شد. استفاده مدارس در رياضي آزمون سؤالات و رايج روش هاي از آزمون سؤال های تدوين براي شد. گرفته پس آزمون گروه هر از گروه،
بەصورت كه دانش آموزان از نفري ۱۵ گروه يك روي بر سؤالات اين گردید. طراحي سؤال ۱۵ با کدام هر سؤال نمونه دو پس آزمون و پیش آزمون
حذف آن سؤالات از برخي مبهم، سؤالات شناسايي و همبستگي ضريب دشواري، ضريب اساس بر سپس درآمد. اجرا به شدند، انتخاب تصادفي
پس آزمون برای سؤال ۱۲ و پیش آزمون براي سؤال ۱۲ پایان، در سؤالات همبستگي ضريب و دشواري ضريب تعيين از پس گرديد. اصلاح يا
سؤالات صوري نظر از باشد آموزشي اهداف و درسي برنامة محتواي از دقيق نمونه شامل بايد آزمون يك محتواي كه اين به توجه با گردید. تعيين
بر علاوه موردنظر آزمون هاي صوري و محتوايي اعتبار سنجش براي لذا شدەاند؛ تهيه آن اندازەگيري براي كه باشد موضوعي به شبيه بايد آزمون
گرفته بهره متخصص بە عنوان فامنین شهر اول متوسطه آموزش كارشناسان از تعدادي نظر از گردید، استفاده مشاور و راهنما استاد نظر از كه اين
كرونباخ آلفاي ضريب از استفاده با آزمون پايايي و اجرا نفري ۱۵ گروه يك روي بر مقدماتي سؤالات آزمون، پايايي سنجش براي همچنین شد.
ضریب مقدار اگر آزمون هر در گردید. محاسبه ۰̸۸۱ كرونباخ آلفاي اساس بر پس آزمون و پيش آزمون در نيز آزمون پايايي سپس گرديد، محاسبه
یادگیری که این مهم نکته برخوردارند. لازم (پایایی) اعتبار از آزمون سؤالات که گرفت نتیجه می توان ،۰̸۷۰ از بزرگتر یا مساوی کرونباخ آلفای
(زمان (پیش آزمون⁃پس آزمون) هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری محقق ساخته آزمون طریق از کنترل و آزمایش گروه دو هر دانش آموزانِ

گرفت. قرار سنجش مورد دقیقه) ۶۰ آزمون هر پاسخگویی
ریون، آزمون  همچنین ... و مقالات کتب، اسنادی منابع از دادەها و اطلاعات گردآوری جهت شد، اشاره قبلی قسمت های در که همانطور
طراحی و آموزشی نوین شیوەهای از استفاده به توجه با مطالعه این است. شده استفاده هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری معلم ساخته آزمون
روش گیرد. قرار آموزشی مراکز استفاده مورد و باشد داشته تأثیر آموزشی اوضاع بهبود در می تواند هندسه آموزش در مناسب دست ورزی های
پس آزمون از استفاده و آزمایش) و (کنترل گروه دو با شبەآزمایشی تحقیق روش نوع از آموزشی اهداف و محتوا موضوع، به توجه با تحقیق این
یادگیری گروه در می شود. انجام دست ورزی فعالیت انجام طریق از هندسی اَشکال سطح) و (حجم هندسه تدریس گروه یک در است. بوده
مربوط دروس تک تک اهداف به توجه با هفته، دو طی در محقق ابتدا در مداخله)؛ (برنامه دست ورزی فعالیت انجام بر مبتنی هندسه مهارت های
درس طرح تهیة به اقدام تدریس، نوین روش های و ریاضیات تدریس راهنمای و اول متوسطه هفتم پایه ریاضی کتاب حجم) و (سطح ۶ فصل به
در دقیقه) ۴۵ جلسه (هر جلسه ۸ یک ماه مدت به است. نموده آزمایش گروه کلاس در آموزش برای دست ورزی لازم فعالیت های پیش بینی و
دیگر، گروه در و شد خواهد تدریس ... و کاغذ مقوا، طریق از سطح) و (حجم هندسه دست ورزی، فعالیت های از استفاده با آزمایش، گروه
ريون هوش آزمون از گروه دو هوش همگني بررسي براي نیز تحقیق اين در می باشد. سنّتی و دیداری روش به و دست سازەها از استفاده بدون
آموزش برای شده پیش بینی مباحث در گروه دو هر دانش آموزان پیش دانستەهای شد، گرفته پیش آزمون ابتدا گروه دو هر در همچنین شد. استفاده
تدریس پیش بینی  شده مباحث سنّتی روش به کنترل گروه در و آزمایش گروه در دست سازەها روش  از استفاده با سپس گرفت؛ قرار سنجش مورد
دو و گرفت قرار سنجش مورد کنترل گروه و آزمایش گروه دانش آموزان آموختەهای پس آزمون، از استفاده با آموزش اجرای از پس گردید.
آزمون طریق از کنترل و آزمایش گروه دو هر دانش آموزانِ سطح) و (حجم یادگیری که این مهم نکته شدند. مقایسه هم با کنترل و آزمایش گروه
گرفت. قرار سنجش مورد دقیقه) ۶۰ آزمون هر پاسخگویی (زمان پس آزمون) (پیش آزمون⁃ هندسی اَشکال سطح و حجم یادگیری معلم ساخته
تحلیل آزمون از استنباطی، آمار بخش در توصیف؛ انحراف  معیار، و میانگین آمارەهای از استفاده با دادەها توصیفی، آمار بخش در مطالعه این در
نرم افزار از استفاده با دادەها تجزیەوتحلیل مراحل کلیة و شد استفاده پس آزمون نتایج بر آن اثرات کنترل و پیش آزمون تعدیل بەمنظور کوواریانس

گرفت. صورت SPSS.۲۱

35.Raven
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پس آزمون و پیش آزمون در کنترل و آزمایش گروه دو سطح و حجم یادگیری آزمون نمرەهای انحراف معیار و میانگین :۱ جدول

 گروه
 آزمون پس آزمون پیش

 معیارانحراف میانگین معیارانحراف میانگین

 12/3 13/12 02/2 70/9 آزمایش 

 99/2 65/10 97/1 60/9 کنترل 

اسمیرنوف کولموگروف⁃ آزمون :۲ جدول
 شاخص                          

 متغیر

mean s k-s-z Sig  

 434/0 871/0 45/2 70/6 گروه آزمایش 

 959/0 507/0 97/1 73/7 گروه کنترل 

تحقیق های یافته .۴
توصیفی یافتەهای .۱ .۴

متغیرها توصیفی شاخص های .۱ .۱ .۴
می باشد: زیر شرح به تحقیق سؤالات

معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال حجم یادگیری بر دست ورزی آیا −۱
دارد؟

معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال سطح یادگیری بر دست ورزی آیا −۲
دارد؟

نوبت دو در گروەها از یک هر عملکرد گرفتند. قرار مطالعه مورد کنترل) و (آزمایش گروه دو حاضر تحقیق در شد عنوان پیش تر چنان که
نسبت آمده بەدست اندازەهای اساس بر بتوان تا شد اندازەگیری محقق ساخته سطح و حجم یادگیری آزمون اساس بر پس آزمون) (پیش آزمون⁃
در گروەها از یک هر وضعیت به عینیت بخشی برای قسمت این در دلیل این به کرد؛ داوری زمان، طی در آمده بەعمل کاربندی اثربخشی به

است. شده اشاره پراکندگی شاخص های به پس آزمون و پیش آزمون
در ۹̸۶۰)؛ مقابل در ۹̸۷۰) نداشت چندانی تفاوت پیش آزمون در کنترل و آزمایش گروەهای میانگین داد نشان (۱) جدول نتایج که همانطور

است. آزمایش گروه نفع به تفاوت این که ۱۰̸۶۵)؛ مقابل در ۱۲̸۱۳) می شود مشاهده گروه دو بین بارزی تفاوت پس آزمون در که حالی
دادەها نرمال بودن پیش فرض بررسی .۲ .۱ .۴

۰̸۴۳۴ با برابر ترتیب بە کنترل و آزمایش گروه دو در شده محاسبە تقریبی p−vaⅼueدوطرفه مقدار می شود مشاهده (۲) جدول در که همانطور
می باشند. نرمال دادەها و نمی شود رد صفر فرض بنابراین هستند؛ بیش تر ۰̸۰۵ از که می باشند ۰̸۹۵۹ و

واریانس برابری پیش فرض بررسی .۳ .۱ .۴
برای نیاز مورد اطلاعات می شود. استفاده لوین آزمون از کار این برای باشد. یکسان گروه واریانس های باید کوواریانس، تحلیل انجام برای

آمد. خواهد بەدست کوواریانس تحلیل اجرای هنگام در لازم گزینه انتخاب صورت در فرضیه این بررسی

واریانس یکسانی بررسی برای لوین آزمون نتایج :۳ جدول
 شاخص                            

 متغیر
F Df1 Df2 

 

Sig 

 861/0 14 1 031/0 گروه آزمایش 

 271/0 14 1 26/1 گروه کنترل 
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هندسی اَشکال حجم یادگیری در کنترل و آزمایش گروه دو کواریانس تحلیل نتایج :۴ جدول
 شاخص                              

 متغیر

 مجذور اتا ( Pمعناداری ) Fضریب  میانگین مجذورات درجه آزادی  مجموع  مجذورات 

 808/0 00/0 88/113 3833 1 3833 آزمون پیش

 48/0 00/0 31/25 11/852 1 11/852 هاگروه

    66/33 27 84/908 خطا 

     29 6850 کل تصحیح شده 

هندسی اَشکال سطح یادگیری در در کنترل و آزمایش گروه دو کواریانس تحلیل نتایج :۵ جدول
 شاخص                   

 متغیر

 مجذور اتا ( Pمعناداری ) Fضریب  میانگین مجذورات درجه آزادی  مجموع  مجذورات 

 756/0 00/0 73/83 47/950 1 47/950 آزمون پیش

 465/0 00/0 47/23 40/266 1 40/266 هاگروه

    35/11 27 46/306 خطا 

     29 96/1464 کل تصحیح شده 

معناداری سطح است مشاهده قابل که همانطور می دهد. نشان را می شود استفاده گروەها واریانس برابری جهت که لوین آزمون نتایج (۳) جدول
این در لذا می باشد؛ برابر متغیر دو این در گروەها واریانس و نمی شود رد صفر فرض بنابراین می باشد، ۰̸۰۵ از بیش تر کنترل و آزمایش گروه

هستند. برابری واریانس دارای گروەها هم و بوده نرمال دادەها هم مطالعه
تحقیق فرضیەهای به مربوط استنباطی یافتەهای .۲ .۴

تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال حجم یادگیری بر دست ورزی آیا اول: سؤال
دارد؟ معناداری

نمرات اثرات حذف با است مشاهده قابل که همانطور می دهد. نشان را هندسی اَشکال حجم یادگیری کواریانس تحلیل آزمون نتایج (۴) جدول
معناداری تفاوت هندسی اَشکال حجم یادگیری متغیر پس آزمون در تفاوت کنترل و آزمایش گروه دو بین هندسی، اَشکال حجم یادگیری پیش آزمون
در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال حجم یادگیری بر دست ورزی بنابراین 𝑝)؛ < ۰٫۰۱ و 𝐹 = ۲۵٫۳۱) دارد وجود

دارد. معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال
تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال سطح یادگیری بر دست ورزی آیا دوم: سؤال

دارد؟ معناداری
نمرات اثرات حذف با است مشاهده قابل که همانطور می دهد. نشان را هندسی اَشکال سطح یادگیری کواریانس تحلیل آزمون نتایج (۵) جدول
معناداری تفاوت هندسی اَشکال سطح یادگیری متغیر پس آزمون در تفاوت کنترل و آزمایش گروه دو بین هندسی، اَشکال سطح یادگیری پیش آزمون
در فامنین شهر پسر دانش آموزان هفتم ریاضی هندسی اَشکال سطح یادگیری بر دست ورزی بنابراین 𝑝)؛ < ۰٫۰۱ و 𝐹 = ۲۳٫۴۷) دارد وجود

دارد. معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال

نتیجه گیری و بحث .۵
دروس نظری بودن سبب به ما کشور در اما می شود، برده کار به جهان سراسر در کاربردی و عملی پیشبرد جهت در علم بیش تر امروزی دنیای در
داده کاهش درس این فراگیری برای را دانش آموزان انگیزة و رغبت جهت این از و شده حفظیات و فرمول بر مبتنی که ریاضیات بەویژه مختلف،
سبک های با آن ها آموزش در که ارزندەای نقش که آن ضمن تدریس، امر در دست ورزی ها از بهرەگیری و عملی روش های از استفاده لذا است؛
زندگی واقعیت های به درس این نزدیک کردن با و کرده دور فرمول و اعداد دنیای از را (هندسه) ریاضی درس می تواند دارد، یادگیری مختلف
طبیعی محیط در آن چه و اثبات رسیده به ریاضی در آن چه میان معنادار ارتباط وجود دیگر، عبارت به یا بیافزاید؛ آن کردن لذت بخش بر طبیعی
باشد. اثربخش محتوای دارای می کنیم، استفاده تدریس در بهرەگیری برای ساده و دقیق ولی ظرافت به که آن چه هر می شود سبب دارد وجود
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مدرسه ریاضیات درسی برنامه از قابل ملاحظەاي حجم ثابت، جایگاهی بودن دارا با که است مدرسەاي ریاضیات در مهم موضوعات از یکی هندسه
از بسياری توجه تاكنون گذشته از كه می شود محسوب ریاضی دروس چالش برانگيزترین از یکی همچنین هندسه است. داده اختصاص خود به را
جای جای در دارد. تعيين كنندەای نقش هندسی شکل های شناخت مدرسەای، هندسۀ درک برای است. كرده جلب خود به را ریاضی آموزشگران
فرآیند از مهمی بخش شکل ها این با ارتباط و شناخت گفت، می توان و می شود مشاهده مختلفی هندسی شکل های هندسه، درسی كتاب های
بەطور و هندسی شکل های درکِ در دانش آموزان كه است موضوع این نشان دهندۀ معلمان، تجارب و پژوهش ها نتایج اما است؛ هندسه یادگيری
هدف مهم ترین راستا این در می شود. محسوب هندسه یادگيری برای بزرگی مانع امر این كه هستند مواجه بسياری مشکلات با شکلی مفاهيم كلی،
مفهوم یک مستقیم نمایش که زمانی است. ریاضی مجرد ایدەهای از عینی مدل ها فراهم آوردن هندسه، کلاس های در دست سازەها بەکارگیری از
مناسب کاربرد طریق از بتواند که دارد وجود احتمال این یادگیرنده برای است، غیرممکن واقعاً شده دست ورزی  ابزارهای از استفاده با ریاضی
دست ورزی و مسأله حل شامل هندسی تفکر کند. کشف را ریاضی رابطه یک یا بسازد ریاضی مفهوم یک معنادار، کاری محیط یک در دست سازه
ترسیمی، شفاهی، دیداری، مهارت های همچنین کند. کمک آن ها به بخشیدن صحت  برای می تواند، درک قابل  مثال های و است فضایی تصاویر با
در ناتوانی و صحیح روش انتخاب عدم قبلی، دانش یادآوری در ضعف مطالب، بودن جدید هستند. هندسی مهارت های از کاربردی و منطقی
توسط که عملی تدریس روش هندسه، تدریس برای باید معلم می شود. محسوب دانش آموزان عمده مشکلات از هندسی اشکال فضایی تَجسم
وسایل با دانش آموزان تک تک بەوسیله معلم، توسط ارائەشده جزئیات آموزش، در که صورت این به کند. اتخاذ می شود، انجام دانش آموز خود
همراه دست ورزی فعالیت با ریاضی آموزش وقتی کنند. لمس هستند، یادگیری حال در که را چیزی عیناً آن ها و شود انجام دسترس، در و ساده
و تأثیر و نهاده پا کاربرد حیطه در می تواند دانش آموز که این ضمن می شود. انجام اثربخشی آموزش بالا را یادگیری یاددهی⁃ کیفیت می گردد.
تفاوت های به ویژەای توجه که سبک این ساختار سبب به که آموزش امر در وی دخیل کردن که آن حال کند. مشاهده بەوضوح را درس این نقش
بالابردن و دانش آموز شخصیت تکوین در می تواند خود نوبه بە نیز خانواده با مدرسه از خارج و گروهی کارِ بر مبتنی فعالیت های و دارد فردی
شهروند ایجاد سبب امر همین بنیادین تحول سند اساس بر که نماید ایفاء مهمی نقش جامعه در اعتماد بەنفس و خودباوری عزت نفس، روحیه
دست ورزی ها این از استفاده بودن وقت گیر لحاظ به ولی است، کارآمد بسیار روش ها این از استفاده چه اگر می شود؛ آینده در مفید و مطلوب
دیگر، سوی از گیرند؛ بهره آن ها از احسن نحو به نمی توانند روش ها این با عدم آشنایی سبب به نیز معلمان همه که آن حال می باشد؛ دشوار کمی
با دانش آموزان باشیم داشته توجه که این پایانی سخن می باشد. سخت دسترس در وسایل از استفاده با دروس تمام برای ازابزارها برخی ساختن
آن ها به و دهد نشان دانش آموزان به را آن از استفاده نحوة آشکاری بەطور باید معلم بلکه نمی گیرند، یعاد ریاضی راحتی به دست سازه از استفاده
با و باشد داشته فعالیت ها برای را مشخصی هدف خود ذهن در باید معلم گذشته، این از کند. کمک ریاضی مفاهیم روی بر تمرکز و کشف در

بسازند. را خودشان نیاز مورد دانش آن ها که دهد اجازه دانش آموزان به مناسب، سؤالات طراحی
از: عبارتند که می گردند مطرح ذیل پیشنهادات اساس این بر

نمایند. توجه تدریس نوین روش های از استفاده هنگام معلمان تشویق و خود درس های طرح در هندسی سطوح به معلمان می شود پیشنهاد −
نظریه جمله از هندسی نظریەهای آموزش محتوای با هندسه ضمن خدمت دورەهای برگزاری با آموزش وپرورش نظام که می شود پیشنهاد −

سازند. آماده مدارس در هندسه بهتر تدریس برای را معلمان ون هیلی، هندسی
گردد. تهیه معلمان فراگیری یا و کلاس در بهرەگیری جهت دست ورزی، روش با آموزشی فیلم های می شود پیشنهاد −

سازند. منطبق دست ورزی روش با تدریس فنون نیز و تمرین ها و درسی کتب که می شود پیشنهاد آموزشی نظام کتب برنامەریزان و طراحان به −
دارد) را ریاضی درس دست ورزی نقش اصل در که (هنری اوریگامی ها و فناوری و کار هنر، ریاضی، مانند: دروسی میان می شود پیشنهاد −

شود. ایجاد تلفیقی عملکردی و انطباق
بگیرند. یاد را گرفتن یاد چگونه که کرد هدایت طوری را دانش آموزان و باشد متمرکز پاسخ بر نه و ساختار و فرآیند بر باید ریاضیات آموزش −
نمایشگاهی برگزاری به اقدام ... و معلم روز پژوهش، هفته دانش آموز، روز جمله: از تحصیلی سال مختلف ایام در معلمان که می شود پیشنهاد −
ساخت شان چگونگی و آن ها کاربرد پیرامون بررسی و بحث و توضیح به و کنند بازدید کارشان از همه که کنند دانش آموزان خود دست سازەهای از

می شود. دانش آموزان تفکر و خلاقیت قوه روشن شدن برای جرقەای و جدید افکار ایجاد برای پیش درآمدی خود امر، این که بپردازند؛
از و کنیم برگزار کارگاه و سمینار معلمان برای ما وقتی بماند؛ بی نتیجه تلاش ها همه است ممکن نگردد، فراهم مناسب و لازم تجهیزات اگر −
فرصت خلاقیت کش نیمکت های و میز وجود و می باشد نفر ۴۰ تا ۳۰ کلاس هر فراگیران نُرم طرفی از می گوییم سخن تدریس فعال روش های
پنبه یعنی گیرد، صورت تدریس کافی نور بدون کوچک و غیراستاندارد کلاس های در و است داده دست از را دانش آموزان چهرەبەچهره حضور
طلق، (قیچی، امکانات حداقل آن در و شود دایر ریاضی آزمایشگاه عنوان تحت خاص اتاقی مدارس در باید پس است. شده ریسه چه آن  کردن
گردد دانش  آموزان بیش تر تعامل موجب و باشد عادی کلاس های از متفاوت صندلی ها و میز چیدمان که طوری شود، دیده تدارک چسب) مقوا،

شود. کمتر کلاس در دانش آموزان حجم و

مراجع
اردکان. ایران، آموزشی نظام در تعلیم وتربیت تازەهای ملّی همایش اولین ریاضی، یادگیری تسهیل کننده شیوه دست ورزی، .(۱۳۹۵) ی. رضاپور، و ن.، اعتمادالعلما، [۱]
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۲۷۳–۲۵۹ صص. ،ED–159 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

درس در تحصیلی پیشرفت انگیزه و خودباوری بر معلم همیار نقش اثربخشی
در همدان استان فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان ریاضی

۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال
ەزادهب نعمت ال عباس سید ،آ، شاکری∗ مهدی

کرمان نور پیام دانشگاه ارشد کارشناسی آدانشجوی
کرمان نور پیام دانشگاه علمی هئیت بعضو

چکیده
درس در تحصیلی پیشرفت انگیزه و خودباوری بر معلم همیار نقش اثربخشی میزان بررسی حاضر، تحقیق از هدف
۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در همدان استان فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان ریاضی
ماهیت به توجه با و کمی دادەها، نوع به توجه با کاربردی؛ پژوهش های زمره در هدف، به توجه با حاضر مطالعه بود.
است. کنترل گروه با پس آزمون پیش آزمون⁃ طرح، اساس بر و نیمەآزمایشی پژوهش های ردیف در مطالعه نوع و
نمونەگیری روش به که فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان شامل تحقیق این آماری جامعه
شدند. تقسیم نفر) ۳۰) کنترل و نفر) ۳۰) آزمایش گروه دو به تصادفی بەصورت دانش آموزان از نفر ۶۰ دسترس در
انگیزه پرسشنامەهای و تحصیلی پیشرفت محقق ساخته آزمون ريون، پيشرونده ماتريس هاي آزمون از مطالعه این در
این در شد. استفاده ،(۱۳۹۱) همکاران و فرزیان پور دانش آموزان خودباوری و ،(۱۹۸۶) هارتر تحصیلی پیشرفت
توصیفی، آمار بخش در شد؛ پرداخته بەدست آمده دادەهای تجزیەوتحلیل به استنباطی و توصیفی روش دو به تحقیق
کوواریانس تحلیل آزمون استنباطی، آمار بخش در توصیف؛ انحراف معیار و میانگین آمارەهای از استفاده با دادەها
تجزیەوتحلیل مراحل کلیه گرفت. قرار استفاده مورد پس آزمون نتایج بر آن اثرات کنترل و پیش آزمون تعدیل بەمنظور
نقش اثربخشی میزان بین که داد نشان دادەها تحلیل نهایت در گرفت. انجام SPSS.۲۱ نرم افزار از استفاده با دادەها
وجود معناداری تفاوت کنترل، گروه با مقایسه در آزمایش گروە تحصیلی پیشرفت انگیزه و خودباوری بر معلم همیار
هفتم پایه پسر دانش آموزان تحصیلی پیشرفت انگیزه نیز و خودباوری سطح افزایش موجب معلم همیار نقش لذا دارد؛

است. شده ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر اول متوسطه مدارس

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

معلم همیار
تحصیلی پیشرفت انگیزه

خودباوری

مقدمه .۱
زندگی خصوص به بشر زندگی در بسزایی اهمیت دانش این است. بوده بشر توجه مورد همواره که است دانش هایی کهن ترین از یکی ریاضی
خود به را آموزشی برنامەهای از زیادی ساعات آموزش، اول سال های همان از که است حدی به آن اهمیت و می نماید ایفاء افراد روزمره
اطرافِ جهانِ با کلی بەطور و ما زندگی با که باشد آن ریاضیات اهمیت و یادگیری علت مورد در توضیح سادەترین شاید و می دهد اختصاص
و (حق خواه است برخوردار خاصی جایگاه و اهمیت از کشورها از بسیاری در ریاضی آموزش امروزه لذا ۱۳۹۲)؛ (درتاج، است شده عجین ما
عالی ترین از یکی «ریاضیات کورانت۱ اعتقاد به که می باشد درسی مواد کارآمدترین و اثربخش ترین از یکی ریاضی، علم که چرا ۱۳۹۹)؛ داودی،
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و کمال به بشر علاقۀ میزان بیان کننده همچنین و برهان و عقل سیر نشان دهنده و انسان اراده منعکس کننده که است آدمی اندیشۀ تراوش های
پذیرش مورد نیز فنون و علوم سایر پیشبرد در ریاضی علم بنیادی نقش که است معتقد همچنین وی .(۱۴۰۰ صالحی، و (سیدعلیان است» زیبایی
و علوم پیشرفت به مربوط اهداف به دست نیافتن و ناتوانی ضعف، موجب ریاضی، زمینۀ در آموزشی اهداف به نرسیدن که طوری است، همگان
ریاضی درس یاددهی و آموزش فعالیت های در معلمان جایگاه و نقش و ریاضی امروزه اساس، این بر .(۱۳۹۲ (درتاج، شد خواهد دیگر فنون
در معلم ولی باشد، دانش آموزان یادگیری برای فرصتی یاددهی، فعالیت های اولیه، و سطحی نگاه در شاید است. اهمیت حائز و پیچیده بسیار
در باید معلم آن، از فراتر حتی دارد؛ برعهده متنوعی وظایف بازخورد، ارائه و اجرا فرآیند بر نظارت دانش آموزان، راهنمای فعالیت، طراح نقش
اجتماعی فرآیند یک ریاضیات جمله از مختلف دروس آموختن که چرا نماید؛ تلاش تدریس، و درس کلاس در دانش آموزان مشارکت راستای
فرصت های نتیجه در می سازند؛ را خود ریاضی مهارت های و دانش گروهی، بەطور و یکدیگر همکاری با دانش آموزان آن طریق از و است
انتخاب میان، این در .(۱۳۹۳ همکاران، و (دیزج می آید پدید مفهوم، و معنا درباره مذاکره و توجیه توضیح، جمعی، گفتگوی راه از نیز یادگیری
و است هدف یادگیری وابستەاند، هم به آموزش و یادگیری زیرا دارد؛ دانش آموزان یادگیری توانایی های بر زیادی تأثیر (آموزش) تدریس شیوه
درگیرشدن زمینه بیش تری کیفیت و کمیت با سنتی روش های به نسبت فعال تدریس روش های از استفاده بنابراین هدف؛ به رسیدن وسیله آموزش
که دانش آموزانی درسی، برنامەریزان و تعلیم وتربیت کارشناسان اعتقاد به که ۲۰۰۸)؛ (شبانی، می نمایند فراهم را یادگیری فرآیند با دانش آموزان
که این جای به زیرا می برند؛ بیش تری لذت یادگیری از بلکه می گیرند، فرا بهتر نەتنها می پردازند یادگیری امر به تدریس نوین روش های طریق از
از یکی اساس این بر .(۲۰۰۳ (کرامتی، می دانند خویش یادگیری مسئول را خود و دارند مشارکت یادگیری جریان در فعالانه باشند، شنونده فقط
انتخاب و شناسایی را خود کلاس ساعی و ممتاز دانش آموزانِ معلمان، طرح، این در که است معلم۲ همیار طرح تدریس، فعال روش های مهم ترین
می شود برگزیده است، معلم” ”همیار همان که بەعنوانسرگروه گروه اعضای بین از نفر یک و می کند تقسیم نفره ۶ الى ۳ گروەهای به بعد و کرده
تکالیف و فعالیت ها یادآوری قبل، جلسه درس مرور درسی، تکالیف بازدید دارند: برعهده را زیر وظایف معلم همیارانِ درس، کلاس هر در که
معلم همیار طرح که گفت می توان بنابراین ۲۰۲۱)؛ (جیانگرکو۳، ... و غایب دانش آموزان به درس مطالب توضیح و گروه عضو دانش آموزان به
بەمنظور درس هر ممتاز دانش آموزان علمی توانمندی های از بهرەگیری به می توان آن اهداف جمله از که است گروهی یادگیری شیوەهای از یکی
و گروهی فعالیت های نهادینە کردن و تعلیم وتربیت امر در ساعی دانش آموزانِ مشارکت جلبِ دانش آموزان، سایر از درسی اشکالات تدریجی رفع
روش به نسبت معلم همیار طرح واقع در .(۲۰۱۶ همکاران۴، و (ژو برد نام دانش آموزان خودباوری سطح افزایش و اجتماعی تعامل کیفی ارتقای
طولِ در که است روانشناختی پندارِ یک خودباوری دارد. بسزایی تأثیر دانش آموزان خودباوری و اعتمادبەنفس سطح پرورش در سنتی تدریس
دانش آموزان در خودباوری شکل گیری فرآیند بهبود البته نیست، تغییر قابل سرعت و سادگی به و می گیرد شکل کس هر وجود در رشد دورانِ
دانش آموزان از استفاده لذا ۲۰۱۵)؛ همکاران، و (قزلباش است آموزشی نظام در میان مدت و طولانی مدت کارشناسانه برنامەریزی های مستلزم
معلم همیار روش .(۲۰۱۳ جهاندیده، و (حسنی می شود آنان اجتماعی رشد نتیجه در و خودباوری سطح افزایش به منجر معلم همیار طرح در
بەهدر زمان های از می توان طرح این از استفاده با که بکند؛ فراگیران به فزون تری کمک درسی متون یادگیری در می تواند مفیدی، بەعنواناستراتژی
با بنابراین ۲۰۱۸)؛ همکاران۵، و (وانگ نمود استفاده دانش آموزان سایر تحصیلی پیشرفت برای کوشا و فعال دانش آموزان از نیز و کلاس در رفته
پیشرفت ابعاد از بەعنوانیکی که تحصیلی پیشرفت جهت در را انگیزه سطح می توان ممتاز و کوشا دانش آموزان از بهرەمندی و طرح این از استفاده
موفقیت به دستیابی و ییش تر تلاش باعث معلم همیار طرح همچنین آورد. بوجود دانش آموزان سایر در می آید، بەشمار آموزش وپرورش نظام در
اساس، این بر .(۱۳۹۸ همکاران، و (قاسمی شود آنان در درسی مطالب یادگیری امر در موفقیت یا مشخص تحصیلی پایه یك دروس گذراندن در
چرا بگذارد؛ تأثیر پیشرفت، جهت در دانش آموزان انگیزه و کلاس پویایی کلاسی، تعاملات و دانش آموزان یادگیری بر می تواند معلم همیار طرح
توجه با خود عملکرد همەجانبه ارزیابی به را یادگیرنده که است درونی نیرویی پیشرفت، انگیزەهای از بەعنوانیکی تحصیلی پیشرفت انگیزش که
۱۳۹۶)؛ (سیف، می دهد سوق است، همراه عملکرد در موفقیت با که لذتی از برخورداری و عملکرد در موفقیت برای تلاش معیارها، عالی ترین به
روش های به را خود جای آموزش سنتی و کلیشەای روش های تا گرفته صورت پیشرفته کشورهای در زیادی تلاش های اخیر دهەهای در لذا
در را نوینی دریچەهای و داده پرورش دانش، و علم تولیدکننده و خلاق را آنان دهد؛ دانش آموزان اجتماعی و فردی نیازهای بر مبتنی و بدیع تازه،
گرفته صورت درسی کتب و آموزشی نظام تغییر زمینه در زیادی تلاش گذشته، سال های طی ما کشور در چند هر بگشاید؛ فناوری و علوم زمینه
هستیم معلم محور و سنتی شیوه به تدریس شاهد هنوز متحمل شده، آموزش وپرورش که سنگینی هزینەهای و زحمات تمام علی رغم اما است؛
دیده است، بایسته و شایسته که آن گونه معلم همیار جمله از تدریس نوین شیوەهای زمینه در تغییری هیچ کشور مدارس اتفاق به قریب در و
کتاب محتوای یکنواختی بەصورت شاگردان، علایق و استعدادها توانایی ها، گرفتن نظر در بدون و بوده متکلم وحده معلم هم هنوز نمی شود.
حفظ به فقط آن ها توجه و دانش آموزان در علاقه و انگیزه کاهش آن نتایج از که می دهد انتقال آن ها به طولانی مدت سخنرانی های قالب در را
شیوەهای و نگرش ها دادن تغییر بدون لذا است؛ خودباوری تفکر پرورش و خلاقانه نگاه نوع هر از دور به دروس محتوای و مطالب تکرار و
آیا که: بپردازد موضوع این موشکافانه و دقیق بررسی به مطالعه این در دارد سعی محقق بنابراین است؛ بی ثمر امری چنینی این آموزش تدریس،
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سال در فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت انگیزه و خودباوری بر معلم همیار نقش
تجارب و برده پی آموزش امر در معلم همیار طرح از استفاده جایگاه و نقش به سؤال، به پاسخ با تا دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی

بگذارد. اشتراک به خود همکاران با را آمده بەدست

نظری مبانی .۲
معلم همیار . .۱ .۲

انتقال در دانش آموزان مشارکت روش این اصلی ویژگی دارند. شرکت درس تدریس در معلم جای به دانش آموزان کلیه معلم همیار روش در
می شود. یادگیری شدن کارآمد باعث گروه افراد تفاوت معلم همیار طریق از یادگیری در می باشد. دانش آموزان سایر به درسی مطالب و مفاهیم
پیشرفت بالارفتن موجب طریق این از و کنند کار کسی هر با بگیرند یاد دانش آموزان که است این روش، این طریق از یادگیری هدف های از یکی
برای دارند. نیاز آن به سالم شناختی و روانی اجتماعی، توسعه برای که می شود آن ها به تجاربی انتقال و مثبت ارتباط ایجاد فراگیران، تحصیلی
(۲ باشد. داشته نظر زیر را دانش آموزان همه رفتار (۱ رعایت کنند: باید را چیز سه معلم شوند، موفق معلم همیار روش در همیار گروەهای که این
ضروری مهارت های آموزش برای مناسب مواقع در (۳ بگوید. آنان به می برند کار به دانش آموزان که را اجتماعی ای مهارت های از حاصل نتایج
دانش آموزان (زرنگ) علمی نظر از قوی دانش آموزان معلم، راهنمایی و هدایت با معلم همیار .(۲۰۲۱ (جیانگرکو، کند مداخله کارگروەها در
علمی سطح به آن ها تا داده ارتقاء قابل قبولی سطح به را آنان مشارکت، و تکرار تمرین، با و داده قرار پوشش تحت و کمک را کلاس ضعیف
علمی و فکری توانمندی های از می تواند کلاس دانش آموزان سازماندهی و شناخت با معلم نقش، و طرح این اساس بر برسند. کلاس در متوسط
و استعداد معدل، اساس بر می تواند دانش آموزان شناسایی نماید. استفاده ضعیف دانش آموزان دروس تقویت جهت در بالا معدل دانش آموزان
همیاری معلم، همیار بر مبتنی تدریس روش اساس که کرد عنوان می توان شده، ذکر مطالب به توجه با .(۲۰۰۵ (سوآو۶، باشد آنان مالی توان
در است. بیستم قرن ابتدای در ديویي جان افکار و آثار یادگیری در همیاری اندیشه سرآغاز که کرد عنوان این گونه می توان است. یادگیری در
را خود کار نیز دوچ۷ ،۱۹۶۰ دهه در می کرد. ترغیب مسأله حل و بررسی برای گروەهایی تشکیل به را معلمان ديویي، قرن، این آغازین سال های
توجه مورد و یافت ادامه هم ۱۹۷۰ دهه در همیاری طریق از یادگیری درباره پژوهش کرد. شروع یادگیری در همیاری الگوهای ترویج و تحقیق با
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پرداختند تحقیق به مسأله این روی که بودند افرادی جمله از کاگان۱۱ دیویدسون۱۰، سالوین۹، جانسون۸، و راجرز گرفت. قرار زیادی اساتید
فعالیت های و است اجتماعی فرآیند یک یادگیری که باورند این بر همیاری بر مبتنی تدریس روش حوزه پژوهشگران .(۲۰۰۳ (بارتوش۱۲،
دیگران با تعامل حاصل ما آموختەهای بیش تر که است داده نشان پیاژه۱۳ است. حیاتی اطلاعات، و اندیشه تولید مرحله به رسیدن برای یادگیری
می آورد؛ فراهم را آموزشگاهی گوناگون اهداف به رسیدن بەمنظور اساسی تلاش برای لازم فرصت معلم، همیار بر مبتنی تدریس روش لذا است؛
در معلمان ،(۱۹۸۴) جانسون گفته به است. ذهنی عالی فعالیت های به دستیابی برای کوشش تدریس، روش این هدف عمدەترین همه، این با
برندەشدن، برای می شوند وادار دانش آموزان و می کنند ترغیب را رقابتی روش معلمان برخی هستند؛ روبرو آموزشی موقعیت سه با درس کلاس
یادگیری به خود میل اساس بر که می دهند اجازه و می دهند قرار دانش آموزان اختیار در را آموزشی موقعیت آموزگاران، از برخی کنند. تلاش
بگیرند؛ فرا را درسی مطالب همیاری گروەهای قالب در که می کنند سازماندهی بەصورتی را دانش آموزان معلمان، موارد برخی در و بپردازند.
درس امتیاز و نمره برای دانش آموزان و دارد رقابتی و مسابقەای حالت تدریس، در استفاده مورد روش های اغلب که می شود مشاهده امروزه ولی
اساس، این بر .(۲۰۱۷ (سپهوند، می شود استفاده کمتر کند، ترغیب گروهی آموزش و گروهی فعالیت های به را آن ها که تکالیفی از و می خوانند
آنان اجتماعی شخصیت به توجه و دانش آموزان اجتماعی و عاطفی دانشی، زمینەهای رشد همیاری، یادگیری و همیاری مدرسه مزایای از یکی
فراگیران گوشەگیری تحصیلی، پیشرفت اُفت قبیل: از مشکلاتی که شد عنوان همیاری تدریس روش چرایی بحث در که همانطوری است.
همکاران۱۶ و هوک ،(۱۹۹۴) فاریوار۱۵ ،(۱۹۸۴) بلوم۱۴ تحقیقات و مطالعات در می برد؛ بین از را جمعی فعالیت های در ناراحت بودن و بی هدفی
عاطفی، آموزشی، اهدافِ شدن برآوردە در معلم همیار روش اثرگذاری روشنی به ،(۲۰۱۱) کاواناک۱۸ ،(۲۰۰۵) همکاران۱۷ و وینمن ،(۱۹۹۷)

.(۱۴۰۰ سعدی پور، و (جهاندیده می شود اثبات شناختی و اجتماعی
تحصیلی پیشرفت .۲ .۲

انگيزش تعريف براي زيادي رويکردهاي مي شود. اطلاق است، مربوط پيشرفت يادگيري به كه رفتارهايي به مدرسه در تحصيلي پيشرفت سازه
هدفهاست؛ رويکرد آنها، از يکي ميپردازند. موفقيت به مربوط انگيزش هاي به عام بەطور رويکردها، از بعضي دارد، وجود تحصيلي پيشرفت
كه دانش آموزانی است؛ داده نشان رويکرد اين زمينه در تحقيقات آمده، پديد ناسازگارانه و سازگارانه انگيزش هاي اساس بر هدفها رويکرد
اين با بالا سطح تواناييهاي وجود با افراد از بعضي ميدهند؛ متفاوتي پاسخهاي يادگيري، و آموزشي مشکلاتِ برابر در دارند يکساني توانايي هاي
(امجد ميشوند نااُميد نميرسد موفقيت به تلاشهايشان كه اين از و دارند اندكي توانايي ميرسد نظر به كه ميشوند مواجه گونەاي به دشواريها
رسيدن مقابل در زيرا است، ناسازگارانه كه ميکنند تفسير را آن آموخته شده درماندگي الگوي قالب در گاهي همچنین .(۲۰۲۲ همکاران۱۹، و
كه مي بينند گونەای به را مشکلات گروهي مقابل، در مي كند. ايجاد مانع آنها دروني تواناييهاي بالفعل كردن و ارزشمند اهداف به دانش آموزان
بر نمودن غلبه    از لذت احساس وجودشان در حتي نمي شوند، ناراحت مشکلات از كنند، غلبه هست، راەشان سر بر كه چالش هايي بر مي توانند
اين مي كنند؛ غني تر را خود مسأله حل سطوح و مي كنند متمركز تلاش حداكثر با راهبردها دادن تغيير به را خود توجه آنها ميآيد. پديد چالش
،(۱۹۹۴) همکاران۲۱ و هوسن تعليم وتربيت، دايرەالمعارف در .(۲۰۲۰ همکاران۲۰، و (اسنولا مي نامند تسلط جهت گيري با پاسخ هايي را واكنش ها
حالت يك دروني انگيزش مي شود. ناميده دانش آموز دروني انگيزش كه مي دانند منحصر انگيزش از بعدي آن به بيش تر را تحصيلي پيشرفت انگیزش
(۱ مي شود: تقسيم بخش دو به خودكنترلي بداند. خودكنترلي و لازم كفايت داراي را خود انسان كه مي شود حاصل هنگامي و است روانشناختي
دانش آموز كه كفايتي احساس يا كنترل توانايي (۲ بگيرد. تصميم خود تحصيلي امور براي تا مي شود داده دانش آموز به كه فرصتي يا كنترل فرصت

.(۲۰۱۳ بریگت۲۲، و (راکوسیزی كند اقدام آن اساس بر بتواند تا باشد داشته بايد موقعيت در
خودباوری .۳ .۲

نظريە هاست. این از يکي اجتماعي شناختي⁃ نظريه كنند. تبيين را آدمي رفتار تا كردند تلاش سال  ها خلال در متعددي روانشناختي مختلف نظريە هاي
آدمي رفتار و عاطفه انگيزش شناخت در را خود» «باورهاي نقش آن، در كه كرد ارائه آدميان كنش وري مورد در را نظريه اين بندورا۲۳ ۱۹۶۸ در
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مهارت اعمال شان و احساسات تفكرات، بر تا مي سازد قادر را آن ها كه مي پرورانند را خود» «نظام يك افراد، كه است معتقد بندورا نمود. برجسته
عوامل ديگر همراه به كه داده قرار جمعي و شخصي كارگزاري نظريه يك بافت در را خودباوری ،(۲۰۰۱ ،۱۹۹۷) بندورا آن بر علاوه باشند. داشته

.(۲۰۱۳ همکاران۲۴، و (کیندت است مؤثر فوق العاده آدمي سلامت و موفقيت تنظيم در اجتماعي شناختي⁃
و شبيه حدي تا مفاهيم با فرقي چه مفهوم اين بگوييم كه است آن خودباوری از منسجم و دقيق تعريف بەدست دادن براي شيوە ها بهترين از يکي

دارد: آن به نزديك
کاری معین، شرایط در می توانم خودم مهارت های با که این درباره فرد باور از: عبارتست خودباوری نيست. ادراك شده مهارت خودباوری −
دارد سروكار چالش انگيز و متغير موقعيت  هاي در توانايي ها و مهارت  ها منسجم كردن و هماهنگي توانايي درباره فرد باورهای با که دهم؛ انجام را

.(۱۳۹۳ (عاشوری،
سلسله به تدریس عمل لذا می افتد؛ اتفاق تدریس عمل با امر این و است دانش آموزان در یادگیری ایجاد آموزش، امر اصلی هدف آنجائیکه از
بەصورت که فعالیتی باشد. یادگیری مطلوب شرایط ایجاد هدفش که فعالیتی دارد؛ نیاز شده طراحی پیش از و هدفدار منظم، مرتب، فعالیت های
از بالعکس؛ و باشد تأثیرگذار شاگردان اَعمال و فعالیت ها در معلم رفتار و ویژگی ها یعنی باشد؛ داشته جریان فراگیر و معلم بین متقابل رفتار و تعامل
از: عبارتست تدریس دیگر، عبارت به بپیوندد. بەوقوع غیرمستقل یا مستقل بەصورت است ممکن تأثیر این متأثر شود. آنان رفتارهای و ویژگی ها
یادگیری توانایی افزایش آن، هدف که شاگرد؛ رفتار در تغییر ایجاد برای معلم هدفدار و منظم طراحی اساس بر شاگرد، و معلم متقابل رفتار یا تعامل
خوب راهبردهای که می گیرند یاد خوب دانش آموزانی لذا ۲۰۱۹)؛ برهمبهات۲۵، و (لودیا است یادگرفتن خوب نتیجەاش خوب تدریس و است
توسعه آنان در راهبردها این ذخایر که می کند کمك دانش آموزان به تدریس الگوی و می دهند توسعه خود در را آموزش وپرورش کسب و یادگرفتن
می رساند یاری اجتماعی تعهدات و مهارت ها ساختن و عاقلانه رفتار و تفکر افزایش توانایی با فردی مثابه به دانش آموزان رشد به الگوها این یابد،
از بیش معلمان آموزشی، نظام های چنین در زیرا نمی شود؛ مهم اصل این به توجهی چندان ما مدارس در متأسفانه که ۲۰۱۸)؛ همکاران، و (وانگ
از را اندیشیدن قدرت خود، فشرده برنامەهای و درسی کتاب های کردن دیکته قالبی، خشك روش های با آنان می زنند. حرف کنند، عمل که آن
طرح جمله از تدریس فعال روش های از استفاده با بتوانند باید شاگردان، ذهن به علمی حقایق انباشتن و انتقال جای به مدارس و گرفتەاند شاگردان
چند هر .(۱۴۰۰ همکاران، و (خسروی نژاد کنند تأکید می شود، دانش  آموزان در اندیشیدن و انتقادی تفکر قدرتِ افزایش باعث که معلم، همیار
دانش آموزان تا ببرند کار به را روش هایی تدریس، برای آن ها است لازم و دارند بسزایی نقش معلمان مناسب، تدریس روش های انتخاب روند در
و آنان نیازهای و فراگیران ویژگی های با تعلیم وتربیت، مبانی و اصول با اگر معلمان و کنند؛ دخالت یادگیری فرآیند در متفکرانه و فعال بەصورت
برخورد برای را دانش آموزان و کنند نقش ایفای جامعه بەعنوانسازندگان بود نخواهند قادر هرگز باشند، نداشته آشنایی تدریس فنون و روش ها نیز
بین از دانش آموزان در خودباوری و استقلال حس که ابنجاست کنند؛ آماده می شوند، روبرو که جدید موقعیت های و زندگی مختلف شرایط با
نشان آموزشی نظام در را خود جایگاه و می کند پیدا ارزش معلم همیار طرح پیادەسازی که اینجاست لذا ۲۰۲۲)؛ همکاران، و (جاردی می رود
زیرا باشد، داشته مسئولانه مشارکت یادگیری فرآیند در شاگرد و باشد خودانگیخته که می شود تسهیل یادگیری نوع «آن راجرز۲۶ عقیده به می دهد؛
بوجود را یادگیری نوع پایدارترین و فراگیرترین و می شود شامل را او احساس و عقل یعنی شاگرد، شخصیت کل خودانگیختگی راستا این در
دانش آموزان می خورند. شکست هم با یا می شوند موفق هم با یا دانش آموزان معلم، همیار روش اجرای با واقع در .(۲۰۲۱ (جیانگرکو، می آورد»
کلاسی، چنین در می کنند؛ نگاه یادگیری باارزش و مهم بەعنوانمرجع خود همکلاسی های به بدانند خود اصلی مرجع را معلم که این جای به
احساس همچنین ۱۳۹۳)؛ همکاران، و (اشجاری است انسان رفتار فعال ساز عامل انگیزش همین و دارند یادگیری برای بالاتری انگیزه دانش آموزان
موفق نمی توانند گروه اعضای از یک هیچ و بگیرند یاد تا کند کمک را دیگران تا است مسئول فرد هر یعنی دارند، همدیگر به مثبت وابستگی

.(۱۴۰۰ سعدی پور، و (جهاندیده شوند موفق گروه اعضای تمام که این مگر شوند
پایه دانش آموزان تحصیلی پیشرفت بر معلم همیار طرح اجرای تأثیر «بررسی عنوان با ،(۱۴۰۱) هوشمند توسط که مطالعەای در اساس، این بر
کلاس به نسبت معلم همیار با کلاس قابل ملاحظه تحصیلی پیشرفت که داد نشان  آمده بەعمل آزمون های حاصل نتایج گرفت، صورت دهم»
احساس و انسانی نگرش تقویتِ همسالان، و خویش رشد برای دانش آموزان توانمندی از استفاده روش، این اجرای مهم ویژگی های از بود. دیگر
و تصمیم گیری مسئولیت پذیری، خودباوری، روحیه پرورش و تقویت اجتماعی، مهارت  توسعه دانش آموزان، دیگر سرنوشت به نسبت مسئولیت
تجربه» یک بیان شیمی: درس آموزش در معلم همیار از «استفاده عنوان با تحقیقی در ،(۱۴۰۱) قائمی امیری و قائمی امیری است. فردی مهارت
یادگیری بر زیادی تأثیر و بود قابل توجه بسیار می شدند اداره سنتی روش به که کلاس هایی با مقایسه در دانش آموزان، توسط کسب شده نتایج
کلاس های معلمان نظر از معلم همیار طرح اجرای ضعف و قوت نکات «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۴۰۱) نعمت نژاد است. داشته دانش آموزان
قدرت افزایش دانش آموزان، فعال بودن تحصیلی، پیشرفت مسئولیت پذیری، افزایش اعتمادبەنفس، افزایش معلمان، دیدگاه از که داد نشان چندپایه»
حسادت معلمان و می دانند همیار طرح اجرای قوت نکات از را بودجەبندی اساس بر دروس پیشرفت کلاس، نظم افزایش گروهی، کارهای انجام
اعتماد عدم سروصدا، ایجاد مشکلات، از معلم گاهی آ عدم دوستان، از حمایت مسائل، حل برای تلاش عدم معلم، از دل سردی دانش آموزان، بین
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یادگیری «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۸) همکاران و گرشاسبی می کنند. بیان همیار طرح ضعف نکات از را اولیاء شکایت همیار، به دانش آموزان
که دادند نشان جیگساو» مدل رویکرد با دبیرستانی سوم دانش آموزان تحصیلی عملکرد و خود انگیزش بر خودارزیابی و دبیر همیار مشارکتی
خودارزیابی» و مشارکتی «یادگیری همچنین دارد. تأثیر هندسه درس در دانش آموزان خود» «انگیزش ارتقاء در خودارزیابی» و مشارکتی «یادگیری
مشارکتی یادگیری الگوی این، بر علاوه داد. نشان گروەها در را معناداری تفاوت و تأثیر انگیزشی» «باورهای همان یا خود انگیزش مؤلفەهای بر

داشت. مثبتی تأثیر شناختی حیطه در دانش آموزان یادگیری پایین سطوح در هم و یادگیری بالای سطوح در هم خودارزیابی و دبیر همیار
علوم تجربی درس در دانش آموزان تحصیلی پیشرفت بر همیاری تدریس روش تأثیر «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۸) همکاران و قاسمی
تحصیلی پیشرفت در همیاری تدریس روش تأثیر میزان که رسیدند نتیجه این به مسجدسلیمان» شهرستان ابتدایی ششم پایه دانش آموزان
بعد در همیاری تدریس روش که صورتی در است، سنتی آموزش روش از بیش تر مهارتی اهدافِ بعد در علوم تجربی درس در دانش آموزان
مشارکتی یادگیری «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۷) ەپور عبدال و صالحی است. نداشته سنتی روش با قابل ملاحظەای تفاوت شناختی اهدافِ
دو در دانش آموزان عملکرد بین دادند نشان یافتەها دوم» متوسطه دختر دانش آموزان در معلم همیار طرح با درس) کلاس (در کشور اداره شیوه به
تأیید را معناداری تفاوت این نیز کل و یازدهم دهم، پایەهای اثر اندازه مقادیر دارد. وجود معناداری تفاوت کشور اداره شیوه و معلم همیار طرح
با تحقیقی در ،(۱۳۹۷) همکاران و حبیبی است. شده بهتر معلم همیار طرح به نسبت کشور اداره طرح در دانش آموزان عملکرد که می کنند بیان و
و انگیزه ایجاد بر مذکور طرح اجرای که دادند نشان دادەها تحلیل با دانش آموزان» و معلمان دیدگاه از معلم همیار طرح اثربخشی «بررسی عنوان
دانش آموزان تحصیلی پیشرفت در معلم همیار طرح اثربخشی «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۶) صفایی دهبارز می باشد. اثربخش خودباوری
دانش آموزان تحصیلی پیشرفت در معلم همیار روش بین معنادار تفاوت داد نشان یافتەها رودان» شهرستان نظری رشتەهای متوسطه سوم پایه
لحاظ به دیدەاند، آموزش معلم همیار طرح با که افرادی انگیزش با دیدەاند آموزش سنتی روش با که افرادی انگیزش بین همچنین دارد. وجود
با دیدەاند آموزش معمول روش با که افرادی نهایی امتحانات نمرات میانگین افزایش بین داشت. وجود معناداری تفاوت انگیزش به دستیابی
امتحانات نمرات بیش تر میانگین به دستیابی لحاظ به دیدەاند، آموزش معلم همیار طرح با که افرادی نهایی امتحانات نمرات میانگین افزایش
تدریس روش با همیاری تدریس روش تأثیر «مقایسه عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۴) همکاران و خفتەدل داشت. وجود معنادار تفاوت نهایی
نمرات میانگین بین داد نشان نتایج ابتدایی» پنجم پایه علوم تجربی درس در پسر دانش آموزان اجتماعی مهارت های و تحصیلی پیشرفت بر ۲۷۵E
همیاری تدریس روش با که دانش آموزانی و دیدەاند آموزش ۵E تدریس روش با که دانش آموزانی اجتماعی مهارت های و تحصیلی پیشرفت
مهارت های بر همیاری روش با تدریس و تحصیلی پیشرفت بر ۵E روش با تدریس عبارتی به دارد. وجود معناداری تفاوت دیدەاند، آموزش
پیشرفت، انگیزه بر همیاری تدریس روش «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۴) همکاران و مومنی مهموئی است. بوده مؤثرتر دانش آموزان اجتماعی
بر معنادار بەطور همیاری تدریس روش دادند نشان ابتدایی» پنجم پایه دختر دانش آموزان تجربی علوم درس در تحصیلی پیشرفت و خودپنداره

است. بوده مؤثر دانش آموزان علوم درس در تحصیلی پیشرفت و خودپنداره پیشرفت، انگیزه افزایش
یادگیری بر آن تأثیر و همیاری روش از استفاده با دانش آموزان خلاقیت افزایش «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۴) همکاران و خلیلی نژاد
و انگیزه افزایش بر مثبتی تأثیر همیاری، تدریس شیوه که داد نشان زوجی و مستقل نمونەهای برای t آزمون از حاصل یافتەهای ریاضی» درس
تأثیر «بررسی عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۲) همکاران و ایزان است. داشته ریاضی درس در دانش آموزان یادگیری رشد آن، پی در و خلاقیت
پیشرفت که دادند نشان پیرانشهر» شهر ابتدایی ششم پایه دانش آموزان علوم تحصیلی پیشرفت بر همیاری رویکرد اساس بر درس کلاس مدیریت
دانش آموزانی از بیش تر ،(۱۵̸۶۹) نمرات میانگین با بودند، پرداخته یادگیری به همیاری شیوه به کلاس مدیریت با که دانش آموزانی تحصیلی
گروه دو میان همیاری گروەهای در همچنین بودند. یادگیری مشغول ،(۱۴̸۱۰) نمرات میانگین با (سخنرانی)، معمول روش اساس بر که بود
عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۲) همکاران و سیفی نشد. دیده معناداری تفاوت ،۱۵̸۷۵ نمرات میانگین با دختران و ۱۵̸۶۳ نمرات میانگین با پسران
با کنترل و آزمایش گروه دو با و نیمەتجربی بەصورت مطالعه متوسطه» دانش آموزان نگرشی و تحصیلی پیشرفت بر معلم) (همیار دوم معلم «تأثیر
مدت به آزمایش گروه است. گردیده اجرا و طراحی آموزشی محتوای پایایی و روایی تأیید از پس که گرفته انجام پس آزمون و پیش آزمون اجرای
پس آزمون گروه، دو هر از مدت، این از پس شدەاند. داده آموزش معلم همیار بدون کنترل گروه و معلم همیار روش با شیمی درس در هفته ۱۲
دوم معلم اثربخشی بیانگر که دارند معناداری تفاوت یکدیگر با کنترل و آزمایش گروه نگرشی و تحصیلی پیشرفت نمرات میانگین آمد. بەعمل
نگرش بر همیاری تدریس روش «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۱۳۹۱) همکاران و سیرتی لیاولی است. دانش آموزان نگرش و تحصیلی پیشرفت در
آزمایش گروه دانش آموزان نمرات میانگین که دادند نشان چالوس» شهرستان ابتدایی پنجم پایه دانش آموزان ریاضی درس تحصیلی پیشرفت و
آزمایش گروه در نگرش پس آزمون و پیش آزمون نمرات مقایسه همچنین است. کنترل گروه دانش آموزان نمرات میانگین از بیش معناداری بەطور
تفاوت این است، دختر آزمودنی های نمرات میانگین از بیش تر پسر آزمودنی های نمرات میانگین این بر علاوه می دهد. نشان را معناداری تفاوت
دانش آموزان تحصیلی پیشرفت در سنتی آموزش روش با مقایسه در همیاری تدریس روش اعمال گرچه است، آن از حاکی نتایج نیست. معنادار

می شود. ریاضی درس به دانش آموزان مثبت نگرش افزایش موجب و است مؤثر معناداری بەطور

می گیرند. یاد خود قدیمی مطالب کمک به را جدید مطالب یادگیرندگان می گوید که است یادگیری برای ساخت گرایانه رویکرد بر مبتنی آموزشی مدل یک ۵E تدریس روش .۲۷
مرحله هر و کند، می توصیف را یادگیری از مرحله یک ۵E مراحل از یک هر است. مخاطبان برای ارائەها کردن معنادارتر و جذاب تر به کمک برای نیز چارچوبی آموزش، بر علاوه
قبلی تجربه و دانش از کنند، تجربه را مشترک فعالیت های تا می دهد اجازه مربیان و دانش آموزان به ۵E ارزیابی. و تفصیل، توضیح، کاوش، تعامل، شود: می شروع “E” حرف با

کنند. ارزیابی مستمر طور به مفهوم یک از را خود درک و بسازند، معنا آن، اساس بر و کنند استفاده
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این دارد؟» اهمیت بین فردی عوامل کدام معلمان: و معلمان همیار بین موفق مشارکت «ایجاد عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۲۲) همکاران و جاردی
می کند. مشخص را کاتالونیا در مدارس در شاغل معلمان و معلمان همیار بین مؤثر بین فردی مشارکت که می  کند شناسایی را عواملی مطالعه
بر مؤثر اصلی بین فردی عوامل که داد نشان معلم ۱۸ و معلم همیار ۲۲ با نیمەساختاریافته مصاحبه ۴۰ اساس بر پدیدارشناختی مطالعه این
وابستگی مانند: کلیدی جنبەهای شرکت کنندگان نظر از و یکدیگر؛ برای قائل شدن ارزش  و توجه اعتماد، آرامش، احساس از: عبارتند مشارکت
توضیح موفق مشارکت های برای عوامل مهم تر بەعنوان را گروهی کار و کلاس گروه یک به تعلق احساس باز، ارتباط حرفەای، سازگاری شخصی،
لودیا می دهد. ارائه کنند، حمایت معلمان همیار مؤثر مشارکت توسعه از می توانند مدارس چگونه که این مورد در را بینشی یافتەها این دادند.
نشان ریاضی» درس در سنتی آموزش مقابل در (مشارکتی) همیاری آموزش روش های «اثربخشی عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۹) برهمبهات و
عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۶) همکاران۲۸ و اسلاوین بود. مؤثر بسیار دانش آموزان خودباوری میزان و عملکرد بهبود در همیاری روش که دادند
به شوق افزایش همکاری، حس تقویت باعث مشارکتی یادگیری دادند نشان شواهد» بهترین ترکیب ابتدایی: علوم برنامەهای تجربی «ارزیابی های
افزایش عاطفی، روابط بهبود گوش دادن، قدرت تقویت انتقادگری، و انتقادپذیری روحیه پرورش گروهی، و فردی مسئولیت احساس یادگیری،
خودرهبری مهارت های تقویت خودباوری، افزایش اضطراب، کاهش کلامی، مهارت های رشد وظیفەشناسی، حس تقویت متقابل، احترام اعتماد،
می سازد. فراهم دانش آموزان اجتماعی مهارت های رشد برای را مناسبی زمینەهای نتیجه در و گردیده معلم به دانش آموزان وابستگی کاهش و
نشان دانش آموزان» نگرش و انگیزش تحصیلی، پیشرفت در (همیاری) مشارکتی یادگیری «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۴) فیشر۲۹ و شکار
کسب بیش تری خودباوری سطح به و بهتری نمرات گواه، گروه با مقایسه در (همیاری) مشارکتی روش این به آموزش دیده دانش آموزان که دادند
سال دانش آموزان یادگیری انگیزه و انگلیسی خواندن مطلب دركِ بر مشارکتی یادگیری «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۳) وو۳۰ و پان کردەاند.
کم مهارت و متوسط دانش آموزان بەویژه دانش آموزان انگلیسی خواندن مطلب دركِ بر مشارکتی یادگیری آموزش که دادند نشان انگلیسی» زبان اول
انگلیسی زبان خواندن یادگیری برای دانش آموزان خودباوری و انگیزه بر مثبتی اثر مشارکتی یادگیری روش به آموزش همچنین دارد. مثبتی تأثیر

داد. نشان را
نتایج جبر» درس در هشتم پایه دانش آموزان تحصیلی عملکرد روی مشارکتی یادگیری «تأثیر عنوان با تحقیقی در ،(۲۰۱۰) جمعه۳۱ و الخاطب
عنوان با تحقیقی در ،(۱۹۹۴) لازارویتز۳۲ دادند. نشان سنتی و مشارکتی یادگیری گروه در دانش آموزان عملکرد بین معناداری تفاوت آمده بەدست
نتایج دبیرستان» دوره دانش آموزان زمین شناسی درس در آن عاطفی پیامدهای و تحصیلی پیشرفت بر همیاری آموزش یادگیری محیط «اثرات
عزت  نفس، رفتن بالا موجب عاطفی حیطه در و می شود دانش آموزان در کادمیکی آ پیامدهای افزایش به منجر همیاری یادگیری محیط است حاکی
«رابطه عنوان با تحقیقی در ،(۱۹۹۰) رافوئل۳۳ و راس می شود. دوستان تعداد افزایش و کلاسی فعالیت های در درگیری و اشتغال خودباوری،
بەدست تحصیلی پیشرفت با همیاری روش بین باثباتی بسیار رابطه که دادند نشان مشارکتی» یادگیری گروەهای در مسأله حل و تحصیلی پیشرفت
برای بازخوردی و ملاك می کنند، مرور را آموزشی مواد یکدیگر با گفتگو طریق از دانش آموزان داشتند، اظهار نتیجه این توضیح در آن ها آوردەاند،
تکمیل و آورده بەدست باشند، گرفته یاد ناقص یا باشند فاقد است ممکن که را اطلاعاتی و می آوردند بەدست فهم  شان و درك میزان و چگونگی
با تحقیقی در ،(۱۹۸۴) شاران۳۴ نمایند. منتقل دیگران به بازسازی شده، بەطور را گرفته یاد مطالب قادرند دانش آموزان رهگذر این از می نمایند،
شیوه به گروهی تحقیق آموزش و مشارکتی آموزش مطالعه این در همیاری» روش تکنیك دو با را سنتی روش به آموزش اثرات «مقایسه عنوان
برتر همیاری آموزش تکنیك دو هر در دانش آموزان تحصیلی پیشرفت کلی بەطور که بود آن از حاکی نتایج که گرفت قرار آزمون مورد استد،
آموزش با ”جیگساو” تکنیك نوع از همیاری آموزش شیوه «مقایسه عنوان با تحقیقی در ،(۱۹۷۸) همکاران۳۵ و آرونسون دارد. سنتی آموزش از
تکنیك نوع از همیاری آموزش شیوه بین که دادند نشان اجتماعی» علوم و ریاضی دروس در دانش آموزان نگرش و تحصیلی پیشرفت در سنتی

دارد. وجود معناداری تفاوت سنتی آموزش به نسبت دانش آموزان نگرش و تحصیلی پیشرفت میزان خودباوری، سطح میزان در ”جیگساو۳۶”
که چرا دهد؛ انجام را خویش رسالت بود نخواهد قادر نباشد، جامعه و فراگیران نیاز و شرایط با متناسب اگر تدریس روش های اساس، این بر
هنرمند و فرهیخته انسان های به نیاز آن ها، حل برای که است مواجه نشیبی و فراز پر و گوناگون مشکلات و مسائل با آموزش وپرورش نظام
«طرد و مسأله» صورت پاک کردن جای «به باشند قادر که انسان هایی است؛ اجتناب ناپذیر و قطعی ضرورت یک انسان  ها، دسته این تربیت که دارد؛
مختلف دلایل به سنتی تدریس روش های که است این امر واقعیت نمایند. بهینه و انتخاب متناسب را مسأله حل روش های مشکل»، حذف و
تدریس، نوین شیوەهای دارد، ضرورت و نیست امروز جامعه نیاز مورد انسانی منابع تربیت راستای در هدف به معطوف تغییرات جوابگوی
و امروز دنیای در غیرپویا و یک سویه آموزش وپرورش صورت، این غیر در شود؛ آن ها جایگزین معلم همیار روش همچون مشارکتی و تحول گرا
الزام با دقیقاً آن در که دارند نیاز اساسی جنبشی به آموزش وپرورش نظام های بنابراین داشت؛ نخواهد بدنبال را رضایت بخشی رەآورد فردا بەویژه
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متخصصان که است صورت این در دارند؟ نیاز شدەای تربیت انسان های نوع چه به آینده در و می روند کجا به که باشد شده مشخص عمیق تری
بگیرند، کار به را دلسوز و کارآمد نیروهای و منابع تمام و کنند تعیین تعلیم وتربیت تحول برای را مشخصی چارچوب می توانند تعلیم وتربیت
این الگوی بهترین که گردد فراهم آموزش فرآیند در فعال مشارکت برای لازم زمینه و شود گرفته کار به نوین شیوەای به تدریس روش های تا
تبدیل آموزش وپرورش امر در دائمی بحث های از یکی به اخیر سال چند در که است معلم همیار طرح یادگیری، یاددهی⁃ جریان در مشارکت
یادگیری آیا ببینند تا می دهند قرار آزمایش مورد را همیاری طریق از یادگیری گروەهای دوم، و اول متوسطه ابتدایی، مدارس معلمان و است؛ شده

می گردد: مطرح زیر سؤالات اساس، این بر می برند. لذت یادگیری از فقط یا می شود بهتر و بیش تر دانش آموزانشان
دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان تحصیلی پیشرفت انگیزه بر معلم همیار نقش آیا −۱

دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان خودباوری بر معلم همیار نقش آیا −۲

تحقیق روش .۳
ردیف در مطالعه نوع و ماهیت به توجه با و کمی دادەها، نوع به توجه با کاربردی؛ پژوهش های زمره در هدف، به توجه با حاضر تحقیق
پسر دانش آموزان کلیه را تحقیق این آماری جامعه است. کنترل گروه با پس آزمون پیش آزمون⁃ طرح اساس بر و نیمە آزمایشی پژوهش های
و محتوا تعاملی بودن قابل و کاربردی ارائه دلیل به دادند. تشکیل ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه
انتخاب فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان از نفر ۶۰ و گرفت انجام دسترس در روش به نمونەگیری آموزش، موضوع
شرکت آزمایش در که دانش آموزانی که است ذکر شایان شدند. تقسیم نفر) ۳۰) کنترل گروه و نفر) ۳۰) آزمایش گروه دو به تصادفی بەصورت و
نیز تحقیق در حضور عدم شرایط بودند. یکسان نسبتاً فرهنگی نظر از و بالا به متوسط هوش دارای هوشی نظر از پسر، جنسیت نظر از کردند
ابزار از مطالعه این در بود. جلسه دو از بیش غیبت تحقیق، این از خروج ملاک و بودن دیرآموز و جسمی معلولیت گونه هر از: بود عبارت

است: شده استفاده زیر سنجش
برای انگلستان در ریون۳۷ توسط که است غیرکلامی هوشی آزمون های از یکی ریون پیشرونده ماتریس های آزمون ریون: هوش آزمون الف)
تجدیدنظر مورد بارها و آمده بەعمل آن درباره زیادی پژوهش های آزمون، این تهیه از بعد است. شده ساخته اسپیرمن عمومی عامل اندازەگیری
و دانش آموزان هوش سطح سنجش برای که است تصویر ۳۶ شامل و رنگی که پیشرونده ماتریس های فرم حاضر، مطالعه در است. گرفته قرار
گرفته کار به بزرگسالان و سال ۱۱ تا ۵ کودکان آزمایش برای ۱۹۴۷ سال در فرم این می گیرد. قرار استفاده مورد معلم همیار بەعنوان آنان انتخاب
یک هر باید آزمودنی شدەاند. تنظیم خاص منطق اساس بر که است نمودارهایی یا اَشکال الگوهای توالی شامل شده مطرح سؤال های می شود.
که است آن مستلزم سؤال هر پاسخ یافتن کند. کامل صحفه پایین در ارائەشده تصویر چند بین از تصویر یک انتخاب با را نمودارها یا تصاویر از
در آزمودنی عملکرد به توجه با لذا برد؛ کار به ناقص جزء یافتن برای را کشف شده رابطه سپس کند کشف را تصاویر اجزای بین رابطه آزمودنی
که بەطوری می شود مشکل تر بەتدریج ولی است؛ آسان بسیار اولیه سؤال های کرد. مشخص را وی هوشبهر و درصدی رتبه می توان دفترچه این
صورت دو به آزمون این کند. پیدا را آن ها درست پاسخ محدود، زمان یک در می تواند کسی کمتر که است مشکل قدری به انتهایی سؤال های
اجرا گروهی بەصورت آزمون تبریز شهر متوسطه و راهنمایی مقطع دانش آموزان روی آزمون این هنجاریابی در است. اجرا قابل گروهی و فردی
شد. گرفته نظر در دقیقه ۳۰ ریون هوش آزمون انجام مدت زمان حاضر، تحقیق در که این مهم نکته .(۱۳۹۲ (درتاج، شد داده فرصت دقیقه ۵۰ و
تدریس روش اجراي از قبل است. گردیده استفاده تحصیلی پیشرفت محقق ساخته آزمون از حاضر تحقيق در تحصیلی: پیشرفت آزمون ب)
هر از گروه، دو به سنتی) و (همیار آموزش طي از پس و شد گرفته پيش آزمون کنترل) و (آزمایش گروه دو هر از ابتدا معلم) همیار (طرح فعال
براي است. شده استفاده مدارس در رياضي آزمون سؤالات و رايج روش هاي از آزمون سؤال های تدوين براي شد. گرفته پس آزمون گروه دو
بەصورت كه دانش آموزان از نفري ۳۰ گروه يك روي بر سؤالات اين گردید. طراحي سؤال ۱۵ با کدام هر سؤال نمونه دو پس آزمون و پیش آزمون
حذف آن سؤالات از برخي مبهم، سؤالات شناسايي و همبستگي ضريب دشواري، ضريب اساس بر سپس درآمد. اجرا به شدند، انتخاب تصادفي
پس آزمون برای سؤال ۱۲ و پیش آزمون براي سؤال ۱۲ پایان، در سؤالات همبستگي ضريب و دشواري ضريب تعيين از پس گرديد. اصلاح يا
سؤالات صوري نظر از باشد آموزشي اهداف و درسي برنامه محتواي از دقيق نمونه شامل بايد آزمون يك محتواي كه اين به توجه با گردید. تعيين
بر علاوه موردنظر آزمون هاي صوري و محتوايي اعتبار سنجش براي لذا شدەاند؛ تهيه آن اندازەگيري براي كه باشد موضوعي به شبيه بايد آزمون
شد. گرفته بهره متخصص بەعنوان فامنین شهر اول متوسطه آموزش كارشناسان از تعدادي نظر از شد، استفاده مشاور و راهنما استاد نظر از كه اين
محاسبه كرونباخ آلفاي ضريب از استفاده با آزمون پايايي و اجرا نفري ۳۰ گروه يك روي بر مقدماتي سؤالات آزمون، پايايي سنجش براي همچنین
آلفای ضریب مقدار اگر آزمون هر در گردید. محاسبه ۰̸۷۶ كرونباخ آلفاي اساس بر پس آزمون و پيش آزمون در نيز آزمون پايايي سپس گرديد،
هر دانش آموزانِ یادگیری که این مهم نکته برخوردارند. لازم اعتبار از آزمون سؤالات که گرفت نتیجه می توان ،۰̸۷۰ از بزرگتر یا مساوی کرونباخ

گرفت. قرار سنجش مورد دقیقه) ۶۰ آزمون هر پاسخگویی (زمان پس آزمون) (پیش آزمون⁃ محقق ساخته آزمون طریق از گروه دو

37.Raven
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بررسی آن هدف و گویه ۳۳ شامل ،(۱۹۸۶) هارتر۳۸ تحصیلی پیشرفت انگیزه استاندارد پرسشنامه تحصیلی: پیشرفت انگیزه پرسشنامه ج)
سنجش ابزار یک بەعنوان ،(۱۹۸۰،۱۹۸۱) هارتر مقیاس  اصلاح شده شکل ابزار این است. دانش آموزان بین در تحصیلی پیشرفت انگیزش
قطب یک که می سنجد دوقطبی سؤال  های با را تحصیلی پیشرفت انگیزش هارتر، اصلی مقیاس شد بیان که همانگونه است. تحصیلی انگیزش
در را درونی یا بیرونی دلایل از یکی می تواند فقط سؤال هر موضوع به آزمودنی پاسخ و است بیرونی انگیزش دیگر قطب و درونی انگیزش آن 
مقیاس ،(۲۰۰۵) همکاران۳۹ و لپر دارند؛ نقش دو هر بیرونی و درونی انگیزه  های تحصیلی، موضوع  های  بسیاری در که آنجا از باشد. برداشته
اساس بر پرسشنامه این می گیرد. نظر در بیرونی  و درونی انگیزش دلایل از یکی تنها سؤال هر که درآوردند معمول مقیاس های شکل به  را هارتر
استفاده با خود مطالعه در ،(۱۳۸۸) بحرانی میباشد. همیشه=۵) تقریباً اوقات=۴؛ اکثر اوقات=۳؛ گاهی بەندرت=۲؛ (هیچ وقت=۱؛ لیکرت مقیاس
با را ابزار این اعتبار نیز همکاران و نجفی کرد. تأیید را ابزار روایی و آورده بەدست را ۰̸۸۴ با برابر KⅯO ضریب اکتشافی تحلیل شیوه از
آزمون با را آن اعتبار و کرده تأیید را پرسشنامه این روایی نیز ،(۱۳۹۵) همکاران و معروفی کردەاند. گزارش ۰̸۸۲ کرونباخ آزمون از استفاده
تحقیق ابزار مناسب اعتبار از نشان که آمد بەدست ۰̸۷۹ پرسشنامه اعتبار مهرانی، و شاەمرادی مطالعە در آوردەاند. بەدست ۰̸۸۵ کرونباخ آلفای

.(۱۳۹۷ مهرانی، و (شاەمرادی دارد
خودباوری میزان سنجش هدف با ،(۱۳۹۱) همکاران و فرزیان پور دانش آموزان خودباوری استاندارد پرسشنامه خودباوری: پرسشنامه د)
گزینەهای برای که می باشد درجەای چهار لیکرت طیف بەصورت كه است گویەای ۵۰ آزمون يک پرسشنامه اين است؛ شده ساخته دانش آموزان
،۱۳ ،۱۲ ،۱۱ ،۸ ،۳ ،۲ شماره گویەهای البته می شود؛ گرفته نظر در ۴ و ۳ ،۲ ،۱ امتیاز بەترتیب همیشه» «تقریباً و مواقع» «بعضی «بەندرت»، «هرگز»،
«به «هرگز»، گزینەهای برای که می شوند نمرەگذاری معکوس بەصورت ۵۰ و ۴۵ ،۴۳ ،۴۱ ،۴۰ ،۳۹ ،۳۷ ،۳۳ ،۳۱ ،۲۹ ،۲۸ ،۲۷ ،۲۶ ،۲۵ ،۲۴ ،۲۳ ،۱۶
محتوایی روایی همکاران و فرزیان پور تحقیق در می شود. گرفته نظر در ۱ و ۲ ،۳ ،۴ امتیازات بەترتیب همیشه» «تقریباً و مواقع» «بعضی ندرت»،

.(۱۳۹۱ همکاران، و (فرزیان پور است آمده بەدست ۰̸۸۵ بالای کرونباخ آلفای با پرسشنامه اعتبار همچنین است؛ شده تأیید پرسشنامه
ریون هوش آزمون  همچنین ... و مقالات کتب، اسنادی منابع از دادەها و اطلاعات گردآوری جهت شد، اشاره قبلی قسمت های در که همانطور
انگیزه پرسشنامه تحصیلی، پیشرفت محقق ساخته آزمون معلم، همیار بەعنوان آنان انتخاب و مطالعه مورد دانش آموزان هوش سطح سنجش برای
پیش آزمون نفر) ۶۰) کنترل و آزمایش گروه دو هر از آزمایشی، عمل گونه هر از قبل و ابتدا شد. استفاده خودباوری پرسشنامه و تحصیلی پیشرفت
مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان از نفر ۶۰ و انجام دسترس در روش به نمونەگیری آمد. بەعمل مذکور پرسشنامەهای و آزمون ها طریق از
آزمایش، گروه در شدند. تقسیم نفر) ۳۰) کنترل گروه و نفر) ۳۰) آزمایش گروه دو به تصادفی بەصورت و انتخاب فامنین شهر اول متوسطه
یک در ضعیف و متوسط (قوی، ناهمسان و ناهمگون انتخاب شیوه با کلاسی نمرات میانگین اساس بر نفره ۵ گروه ۶ در دانش آموزان گروەبندی
آموزش در همیاری جهت انضباطی و اخلاقی علمی، ممتاز دانش آموز سرپرستی به معلم همیار قالب در گروەها این شد. انجام هم) کنار گروه
از استفاده با صحیح) عددهای دوم: فصل مسأله، حل راهبردهای اول: (فصل هفتم پایه ریاضی کتاب آموزش مطالعه، این در شدند. سازماندهی
کنترل، گروه اما گردید؛ ارائه آزمایش گروه برای روز ۴۰ مدت به جلسه)، دو هفته (هر دقیقەای ۵۰ جلسه ۱۰ قالب در معلم همیار تدریس روش
عددهای دوم: فصل مسأله، حل راهبردهای اول: (فصل هفتم پایه ریاضی کتاب (معلم محور) سنتی روش با صرفاً و نکرد دریافت مداخلەای
آزمون (شامل: پس آزمون کنترل) گروه و آزمایش (گروه پژوهشی نمونەهای از آموزش، جلسات انتهای در شد. داده آموزش آنان برای صحیح)
هم با کنترل و آزمایش گروه دو دانش آموزان آموختەهای و شد گرفته خودباوری) و تحصیلی پیشرفت انگیزه پرسشنامەهای تحصیلی، پیشرفت

گردید. مقایسه
تحلیل آزمون از استنباطی، آمار بخش در توصیف؛ انحراف  معیار، و میانگین آمارەهای از استفاده با دادەها توصیفی، آمار بخش در مطالعه این در
نرم افزار از استفاده با دادەها تجزیەوتحلیل مراحل کلیه و شد استفاده پس آزمون نتایج بر آن اثرات کنترل و پیش آزمون تعدیل بەمنظور کوواریانس

گرفت. صورت SPSS.۲۱

تحقیق های یافته .۴
آنجائیکه از است. برخوردار خاصی اهمیت از تحقیق نوع هر براي پاسخ یافتن و سؤالات صحت وسقم بررسی براي دادەها تجزیەوتحلیل
بخش هاي مهم ترین و اصلی ترین از تجزیەوتحلیل می باشد، تحقیق موضوع از شده جمع آوري اطلاعات بر متکی که تحقیقاتی بیش تر در امروزه
اختیار در اطلاعات پردازش از پس و گرفته قرار تجزیەوتحلیل مورد آماري فنون از استفاده با خام دادەهاي نتیجه در می شود محسوب تحقیق

می گیرند. قرار استفادەکنندگان
می باشد: زیر شرح به تحقیق سؤالات اساس، این بر

دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان تحصیلی پیشرفت انگیزه بر معلم همیار نقش آیا −۱
دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان خودباوری بر معلم همیار نقش آیا −۲
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پس آزمون و پیش آزمون در کنترل و آزمایش گروه دو تحصیلی پیشرفت آزمون نمرەهای انحراف  معیار و میانگین :۱ جدول

 گروه
 آزمون پس آزمون پیش

 معیارانحراف میانگین معیارانحراف میانگین

 ۷5/1 45/13 19/2 64/10 آزمایش 

 01/2 56/10 95/1 43/10 کنترل 

تحصیلی) پیشرفت انگیزه پس آزمون وابسته: (متغیر تحصیلی پیشرفت انگیزه آزمون کوواریانس تحلیل نتایج :۲ جدول
 داری سطح معنی F میانگین مجذورات درجه آزادی  مجموع مجذورات  اثرات متغیرها

 610/0 21/0 58/11 1 58/11 آزمون انگیزه پیشرفت تحصیلی پیش

 0001/0 12/24 25/1394 1 25/1394 همیار معلمنقش 

   34/5۷ 56 10/10243 خطا 

    59 21/11638 کل  

نوبت دو در گروەها از یک هر عملکرد گرفتند. قرار مطالعه مورد کنترل) و (آزمایش گروه دو حاضر تحقیق در شد عنوان پیش تر چنان که
اندازەهای اساس بر بتوان تا شد اندازەگیری خودباوری و محقق ساخته تحصیلی پیشرفت انگیزه آزمون اساس بر پس آزمون) (پیش آزمون⁃
یک هر وضعیت به عینیت بخشی برای قسمت این در دلیل این به کرد؛ داوری زمان، طی در آمده بەعمل کاربندی اثربخشی به نسبت آمده بەدست

است. شده اشاره پراکندگی شاخص های به پس آزمون و پیش آزمون در گروەها از
در ۱۰̸۴۳)؛ مقابل در ۱۰̸۶۴) نداشت چندانی تفاوت پیش آزمون در کنترل و آزمایش گروەهای میانگین داد نشان (۱) جدول نتایج که همانطور

است. آزمایش گروه نفع به تفاوت این که ۱۰̸۵۶)؛ مقابل در ۱۳̸۴۵) می شود مشاهده گروه دو بین بارزی تفاوت پس آزمون در که حالی
شده استفاده کواریانس تحلیل از ریاضی درس در هفتم پایه دانش آموزان تحصیلی پیشرفت انگیزه بر معلم همیار روش  اثرات بررسی بەمنظور
مقایسه باقیمانده نمرەهای به توجه با گروەها و می شود برداشته وابسته متغیر نمرەهای از پس آزمون نمرەهای تأثیر کواریانس تحلیل در است.

است. آمده (۲) جدول در آن نتایج که می شوند
در گروەها بین اولیه تفاوت های تعدیل از بعد تحصیلی پیشرفت انگیزه پس آزمون در گروەها بین تفاوت که است این از حاکی (۲) جدول نتایج
است این یافته این معنی 𝑃)؛ < ۰٫۰۰۰۱ ، 𝑑𝑓 = ۱, ۵۹ ،𝐹 = ۲۴٫۱۲) یعنی است، معنی دار پایه هفتم ریاضی درس در تحصیلی پیشرفت انگیزه
۱۴۰۳ −۱۴۰۲ تحصیلی سال در فامنین شهر اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان تحصیلی پیشرفت انگیزه بر معلم همیار روش  که

نیست. یکسان معمول تدریس روش تأثیر با دانش آموزان انگیزه افزایش در معلم همیار طرح تأثیر عبارتی، به دارد. معناداری  تأثیر
در ۴۷̸۹۵)؛ مقابل در ۴۸̸۱۷) نداشت چندانی تفاوت پیش آزمون در کنترل و آزمایش گروەهای میانگین داد نشان (۳) جدول نتایج که همانطور

است. آزمایش گروه نفع به تفاوت این که ۵۱̸۱۲)؛ مقابل در ۶۵̸۲۴) می شود مشاهده گروه دو بین بارزی تفاوت پس آزمون در که حالی
تحلیل در است. شده استفاده کواریانس تحلیل از ریاضی درس در هفتم پایه دانش آموزان خودباوری معلم بر همیار اثرات روش  بررسی بەمنظور
که می شوند مقایسه باقیمانده نمرەهای به توجه با گروەها و می شود برداشته وابسته متغیر نمرەهای از ریاضی پس آزمون نمرەهای تأثیر کواریانس

است. آمده (۴) جدول در آن نتایج
یعنی است، معنی دار اولیه تفاوت های تعدیل از بعد خودباوری پس آزمون در گروەها بین تفاوت که است این از حاکی (۴) جدول  نتایج
مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان خودباوری بر معلم همیار روش  که است این یافته این معنی 𝑃)؛ < ۰٫۰۰۰۱ ، 𝑑𝑓 = ۱, ۵۹ ،𝐹 = ۸۰٫۷۵)

پس آزمون و پیش آزمون در کنترل و آزمایش گروه دو خودباوری نمرەهای انحراف معیار و میانگین :۳ جدول

 گروه
 آزمون پس آزمون پیش

 معیارانحراف میانگین معیارانحراف میانگین

 54/۷ 24/65 85/2 1۷/48 آزمایش 

 ۷4/3 12/51 63/2 95/4۷ کنترل 
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خودباوری) پس آزمون وابسته: (متغیر خودباوری آزمون کوواریانس تحلیل نتایج :۴ جدول
 داری سطح معنی F میانگین مجذورات درجه آزادی  مجموع مجذورات  اثرات متغیرها

 600/0 264/0 56/34 1 56/34 آزمون خودباوری پیش

 0001/0 ۷5/80 03/11568 1 03/11568 نقش همیار معلم

   48/135 56 15/24510 خطا 

    59 25/36035 کل  

دانش آموزان خودباوری افزایش در معلم همیار طرح تأثیر عبارتی، به دارد. معناداری ۱۴۰۲− ۱۴۰۳ تأثیر تحصیلی سال در فامنین شهر اول متوسطه
نیست. یکسان معمول تدریس روش تأثیر با

نتیجه گیری و بحث .۵
می شد. تلقی استدلالی” ”قدرت تربیتِ برای درس والاترین بەعنوان ریاضیات قرن ها است. ریاضیات مدرسەای، آموزش در مهم موضوعات از
فکر انسان، به ”ریاضیات که است بوده این هست؟ مدرسه در ریاضیات همه این چرا که پرسش این به پاسخ متعارف ترین حال، و گذشته در
این با است. برخوردار بالایی جایگاه از مدرسەای درسی برنامه در ریاضی نیز ایران آموزشی نظام در نقشی، چنین دلیل به می آموزد.” را بهتر کردن
که است؛ بوده آموزشگران اصلی دغدغەهای از آن ها کردن مرتفع و شناختن که دارد وجود موانعی مدرسەای ریاضی یادگیری و تدریس در حال
دانش آموزان یعنی باشد ریاضی درس با متناسب که است تدریسی روش های از معلمان نکردن استفاده ریاضی، آموزش ضعف علت های از یکی
تدریس مختلف روش های دنیا معلمان تعداد به که می  دانیم همه کنند. بیان نباشد، درست که چند هر را خود افکار و کنند فکر تا می سازد وادار را
وضعیت و شرایط به توجه با روشی چه که دارد اهمیت پس می گیرد؛ جای کلی قالب چند در معمولا تدریس روش های همۀ اما دارد وجود
که می شود انتخاب مهم درس این تدریس برای روش هایی ما، کشور در متأسفانه ولی برساند؛ بهرەوری بیش ترین به را ما که گردد انتخاب کلاس
می شود انتخاب روش هایی مواردی در همچنین می باشد. معلم توسط درس ارائه روش آسانترین روش، بهترین معمولا که باشد؛ روش آسانترین
ریاضی، درس که چرا است؛ درس این یادگیری برای روش بدترین دانش آموزان نظر از ولی شده داده تشخیص مناسب روش معلمان نظر از که
آن از و دهد افزایش یادگیری برای را شوق و شور طریق این از بتواند تا دارد دانش آموزان بیش تر و مستقیم تر مشارکت به نیاز بهتر یادگیری برای
بهتر تا باشند داشته کامل گاهی آ درسی موضوع هر آموزشی اهداف به باید تعلیم وتربیت مربیان و معلمان بنابراین شود؛ خارج نمرەمحور حالت
از بیش ریاضیات امروزه لذا نمایند. تعیین اهداف این به توجه با را درسی مبحث هر تدریس روش و کرده درک را کلاسی موقعیت های بتوانند
لاینفک، جزء به ریاضی تدریس روش های و ریاضیات گذشته، قرن ربع در که چرا است؛ گرفته خود به حیاتی نقش و ملموس شده دیگر زمان هر
شکاف یک نماینگر ریاضیات بکارگیری یا درک در ناتوانی ۲۱ قرن آستانه در که است شده تبدیل اقتصاد و تکنولوژی علوم، اساسی و فراگیر
معلمان برداریم. گامی معضل این رفع جهت در نکردەایم سعی هرگز اما نامیدەایم؛ عقب افتاده را خودمان بارها ما، واقع در است. عمیق آموزشی
فکر هم والدین اکثر شاکی اند. آن ها تدریس نحوه و معلمان از بد نمره گرفتن محض به دانش آموزان و دارند شکایت شاگردان نخواندن درس از
این بر می کنند؛ خالی شانه خطاها، از قسمتی گرفتن برعهده از و نمی پذیرند را مسئولیت نهایت، در است؛ خارج آن ها عهده از کار این می کنند
ولی هستم ریاضی درس به نسبت شاگردان از تعدادی کم انگیزگی یا بی انگیزگی و بی رغبتی شاهد کلاس ها همه در تقریباً که گفت می توان اساس
مرتفع البته ساخت؛ برطرف را مسأله این دانش آموزان خود مهم تر همه از و والدین همچنین و معلم سوی از فعالیت ها بعضی به اقدام با می توان
دانش آموزان به معلومات انتقالِ بر تدریس پایه اگر بنابراین نیست؛ دسترس از دور که دارد دستەجمعی فعالیت یک به نیاز مسأله این ساختن
آموزش مطالب محتوای اگر شود؛ توجه باشد⁃ ریاضی عمل انجام اصلی محور دانش آموز که فعال⁃ و تحقیقی نظام یک به و نباشد استوار
راهنمایی با و خود تلاش با دانش آموزان که شود اداره طوری ریاضی درس کلاس اگر و گردد منطبق دانش آموزان ذهنی فعالیت های با ریاضی
فعال بودن و تدریس نوین روش های از استفاده لذا می پذیرد؛ صورت عمیق تر و پایدارتر آسانتر، بهتر، یادگیری شوند، نائل آموزش اهداف به معلم
علاقه جهت والدین آن ها، حتی و دانش آموزان در صحیح نگرش ایجاد دانش آموزان، فردی تفاوت های به توجه تدریس، جریان در دانش آموز
و پیشرفت نتیجه در و دانش آموزان یادگیری سطح ارتقای و مشکل شدن برطرف در زندگی، در ریاضی اهمیت به بردن پی و ریاضی درس به
راهنما، بەعنوان معلم نقش موضوع معلم، همیار طرح جمله از تدریس فعال شیوه در که این نهایت در بود. خواهد مؤثر بسیار آنان خودباوری
در و بخوانند کلاس از قبل را موضوع آن قادرند دانش آموزان درسی، موضوعات از بعضی در که بەطوری است؛ برخوردار خاصی اهمیت از
راهنما، بەعنوان معلم نقش مورد در درسی برنامه سند اهدافِ به رسیدن برای را راه نقشه مطالعه این کلی، بەطور دهند. ارائه را آن درس کلاس
رسید: است، تشریح شدە که را درسی برنامه سند اهداف تمام به می توان درس کلاس در معلم همیار طرح از بهرەگیری با بنابراین می کند؛ ترسیم
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برای را یادگیری مناسب فرصت های معلم (۲ می کند. آشنا یادگیری منابع با را متربیان و دارد برعهده را یادگیری راهبری و راهنما نقش معلم (۱
سازماندهی به معلم (۴ می دهد. جهت و سازمان یادگیری، فعالیت های اجرای به معلم، همیار طرح از استفاده با معلم (۳ می کند. فراهم متربیان
یک از داتش آموزان یادگیری برای اگر گرفت نتیجه می توان شد، بیان که مباحثی مجموع در می دهد. اهمیت متربیان مشارکتی و گروهی فعالیت
خودباوری و اعتماد بەنفس سطح نیز و تحصیلی عملکرد در را چشمگیری پیشرفت می توان شود، استفاده معلم همیار طرح بومی و صحیح الگوی

که: گفت می توان تحقیق یافتەهای تبیین در اساس این بر کرد. مشاهده دانش آموزان
دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان تحصیلی پیشرفت انگیزه بر معلم همیار نقش آیا اول: سؤال
کلاس روش ها، این در که چرا مي دهد، افزایش را یادگيرنده انگيزه و علاقه رغبت، فعال، تدریس روش های که گفت می توان تحقیق یافته   تبیین در
بسيار یادگيری در که مي گردد ایجاد دانش آموزان بين خاصي ذهني طراوت و مي شود شاد صحنەای به تبدیل و شده خارج معمول و خشک حالت از
(معلم محور)، منفعل تدریس روش های با مقایسه در دانش آموزمحور) یا معلم (همیار تدریس فعال روش های همچنین هستند. بااهميت و مهم
بيش تر دانش آموزان مشارکت و فعاليت چه هر مي یابد؛ افزایش تدریس فرآیند در یکدیگر با و معلم با دانش آموزان تعامل و فعاليت مشارکت،
ارزش باورهای اساس، این بر می گردد. حاصل تحصیلی پیشرفت و مي یابد افزایش یادگيری آن، تبع به و رفته بالا یادگيری برای آن ها انگيزه گردد
فایدەمندی و اهمیت و معلم) (همیار تدریس امر در مشارکت داشتن دوست مثلا شخصی علاقەهای از دانش آموزان ادراك که است علاقه و
کنترل و نظارت تحت را خود یادگیری تا می دهد یاری را دانش آموزان مختلف انگیزشی حالات این از گاهی آ می دهد. نشان وی برای را آن
بەصورت که می شود یادگیرندگان از جامعەای به تبدیل کلاس معلم، همیار طرح در واقع در است. مفید بسیار آنان موفقیت کسب در و درآورند
به احترام و همکاری مهارت های تقویت و اصلاح به معلم همیار طرح ببرند. بالا را افراد لذت و صلاحیت دانش، تا می کنند کار هم با فعال
گروه یک در مختلف ویژگی های با دانش آموزان وقتی می گردد. منتهی مخالف اندیشەهای تحمل و انتقادی تفكر پرورش دیگران، اندیشەهای
اصلی منبع خود یادگیرنده یادگیری، نوع این در می کنند. پیدا احترام و علاقه یکدیگر به نسبت آن ها می کنند، کار مشترك هدف یک برای کاری
تأکید مردم سالارانه فعالیتی اساس بر اجتماعی علمی حقایق به رسیدن برای ارزش ها و معیارها آزاد انتخاب بر بیش تر و است خویشتن تحول
دانش آموزان، یادگیری فرآیند رو این از می کنند. بازی معلم همیار یادگیری در اساسی نقش انتخاب، و مسئولیت آزادی، اصل سه لذا می شود؛
بیش تعامل، و تشریک مساعی بر مبتنی گروەهای در آمده بەوجود هم کوشی بنابراین است؛ خودرهبر و خودنظم جو خودفرمان، خودگردان، فرآیندی
روانی تحول و است دانش آموز ذهنی تحول تابع یادگیری معلم، همیار روش در می کند. انگیزش ایجاد فردگرایی و رقابت بر مبتنی محیط های از
واکنش و محیط بر خود تأثیر اثر بر یادگیرنده می شود. یادگیری سبب می دهد، انجام دانش آموز آنچه روش این در است. یادگیری توضیح دهنده
و قائمی امیری ،(۱۴۰۱) هوشمند تحقیقات نتایج با فرضیه این از حاصل نتایج اساس، این بر می یابد. دست پیشرفت به محیط عمل برابر در فعال
و حبیبی ،(۱۳۹۷) ەپور عبدال و صالحی ،(۱۳۹۸) همکاران و قاسمی ،(۱۳۹۸) همکاران و گرشاسبی ،(۱۴۰۱) نعمت نژاد ،(۱۴۰۱) قائمی امیری
سیفی ،(۱۳۹۲) همکاران و ایزان ،(۱۳۹۴) همکاران و خلیلی نژاد ،(۱۳۹۴) همکاران و مومنی مهموئی ،(۱۳۹۶) دهبارز صفایی ،(۱۳۹۷) همکاران
،(۲۰۱۶) همکاران و اسلاوین ،(۲۰۱۹) برهمبهات و لودیا ،(۲۰۲۲) همکاران و جاردی ،(۱۳۹۱) همکاران و سیرتی لیاولی ،(۱۳۹۲) همکاران و
و آرونسون ،(۱۹۸۴) شاران ،(۱۹۹۰) رافوئل و راس ،(۱۹۹۴) لازارویتز ،(۲۰۱۰) جمعه و الخاطب ،(۲۰۱۳) وو و پان ،(۲۰۱۴) فیشر و شکار

دارد. همخوانی ،(۱۹۷۸) همکاران
تبیین در دارد؟ معناداری تأثیر ۱۴۰۳ −۱۴۰۲ اول متوسطه مدارس هفتم پایه پسر دانش آموزان خودباوری بر معلم همیار نقش آیا دوم: سؤال
حواس همچنین کنند؛ استفاده متفاوتی یادگیری شیوەهای از تا دارند عمل آزادی دانش آموزان معلم، همیار طرح در که گفت می توان تحقیق یافته  
تقویتِ باعث آن از استفاده نتیجه، در کنند؛ استفاده زندگی در خود آموختەهای از و بگیرند یاد هم با برند، کار به را خود مختلف هوش های و
توجه فردی تفاوت های به می شود، حاکم کلاس بر خودانضباطی جو می یابد، پرورش عملی و ذهنی مهارت های می شود؛ آنان در اعتمادبەنفس
می کند. فراهم بیش تردانش آموزان چه هر خودباوری برای را زمینه امر همین می آیدو فراهم خلاقیت و نوآوری تخیل، پرورش زمینۀ و می شود
بین از دانش آموزان رقابت منفی جنبەهای روش، این در لذا می شویم؛ غرق همه یا می یابیم نجات همه یا است: این همیاری کلاس شعار واقع در
فرصت این معلم همیار طرح در می شود. دانش آموزان در علاقه و ارزش باورهای ارتقاء باعث و می سازد علاقەمند درس به را آن ها و می رود
مسئول و رهبر نوعی به شاگردان همه روش، این در دیگر عبارت به کنند. تجربه مدام بەصورت را موفقیت تا می شود داده دانش آموزان تمام به
را حمایت و موفقیت ها دانش آموزان است. مؤثر بسیار دانش آموزان خودباوری و اعتماد بەنفس پرورش در معلم همیار روش به یادگیری هستند.
می کنند. احساس با ارزش را خود دارند، احتیاج آن ها مشارکت به و می پرسند سؤال آن ها از دیگر دانش آموزان که زمانی و می کنند تجربه گروه در
منجر گرفته قرار دیگر افراد توجه و احترام مورد كه این از شخص احساس و یادگیری افزایش طریق از عزت نفس تقویت به همیاری یادگیری در
می افتد. مؤثر خودباوری باورهای ارتقاء در دانش آموزان نفس عزت و اعتماد بەنفس بردن بالا با معلم همیار یادگیری که روست این از می شود.
عملکرد نتایج درباره قضاوت و مشاهده به آن از پس و کرده عملکرد معیارهای تعیین به موظف را خود انتخابی، اهداف اساس بر خودباور افراد
و تعیین برای محرکی این و کرده نارضایتی احساس آنان عملکرد، مطلوب و واقعی سطوح بین ناهمخوانی مشاهده صورت در و می پردازند خود
آنان توان از خارج ولی است، ممکن که می کنند انتخاب را اهدافی و موقعیت ها بالا، خودباوری احساس دارای افراد آن هاست. در عمل اصلاح
درباره آنان باورهای تا شود می باعث دانش آموزان خودکارآمدی باورهای ارتقاء با همیاری طریق از یادگیری که داشت اذعان می توان لذا نیست؛
همکاران و خسروی نژاد ،(۱۴۰۱) نعمت نژاد ،(۱۴۰۱) هوشمند تحقیقات نتایج با فرضیه این از حاصل نتایج اساس این بر بیابد. ارتقاء نیز اهداف
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(۱۳۹۴)،جاردی همکاران و مهموئی مومنی ،(۱۳۹۴) همکاران و خفتەدل ،(۱۳۹۷) همکاران و حبیبی ،(۱۳۹۸) همکاران و گرشاسبی ،(۱۴۰۰)
،(۱۹۹۴) لازارویتز ،(۲۰۱۳) وو و پان ،(۲۰۱۴) فیشر و شکار ،(۲۰۱۶) همکاران و اسلاوین ،(۲۰۱۹) برهمبهات و لودیا ،(۲۰۲۲) همکاران و

دارد. همخوانی ،(۱۹۷۸) همکاران و آرونسون
از: عبارتند که می گردند مطرح ذیل پیشنهاداتی نهایت در

شود. مقایسه مطالعه این نتایج با آمده بەدست  نتیجه و آید بەعمل استان ها و جوامع سایر در مشابهی تحقیقات که می گردد پیشنهاد −
می توانند آزمایشی مطالعات و داشته پی در را شناختی حوزه در جامع تری نظری مدل می تواند کیفی پژوهش های از استفاده می رسد نظر به −

کنند. بررسی نمونه گروەهای در را آن اثربخشی و طراحی تأثیرگذار، و معنی دار روابط بر مبتنی مداخلاتی
شود. انجام معلمان و دانش آموزان با مصاحبه و کلاسی مشاهدات بر تأمل و تأکید با پژوهش هایی می گردد پیشنهاد −

صورت معلم همیار طرح جمله از تدریس فعال روش های بکارگیری موانع و چالش ها زمینه در پژوهش هایی آتی، مطالعات در می شود پیشنهاد −
گیرد.

مطالعه یک در می توان دانش آموزان، خودباوری و تحصیلی پیشرفت انگیزه بر معلم همیار طرح بر مبتنی تدریس روش مثبت تأثیر به توجه با −
و دارند همیار بەعنوان کلاس در حضور به نسبت که احساسی معلم، همیار طرح در شرکت خصوص در دانش آموزان ادراکاتِ پدیدارشناسانه،

داد. قرار سنجش و واکاوی مورد را دارند کلاسی فعالیت های سایر و درسی فعالیت های انجام در که نقشی
در پیگیری برنامەهای از تا شود فراهم امکانی می شود، پیشنهاد رو این از گردید. اجرا جلسه) ۱۰) مشخص زمان مدت در انجام گرفته مطالعه −

شود. استفاده دانش آموزان رشد مراحل طول در پژوهش این نتایج بررسی بەمنظور منظم، زمان های مدت
جایگذاری و دسترس در نمونەگیری از شد موجب مسأله این و گردید اجرا نیمەآزمایشی روش به موجود، شرایط دلیل به انجام شده مطالعه −
گردد؛ انجام نیز نیمەآزمایشی از غیر صورتی به مطالعه این می شود پیشنهاد منظور، همین به شود؛ استفاده کنترل و آزمایش گروه دو در تصادفی

گردند. کنترل یا حذف امکان حد تا بیرونی روایی تهدیدکننده عوامل و گردد استفاده تصادفی نمونەگیری از که گونەای به
پیشنهاد رو این  از شد، استفاده کوواریانس تحلیل آماری روش از (پیش آزمون) همپراش متغیر کنترل یا و حذف بەمنظور انجام گرفته، مطالعه در −
پژوهشی روش به را پیش آزمون اثر بتوان تا شود استفاده سالمون گروهی چهار روش از آینده مطالعات در که شود فراهم سازوکاری می شود،

کرد. کنترل
این با مطالعاتی در می شود، پیشنهاد لذا باشد؛ تأثیرگذار نتایج بر می تواند امر این و بوده مدرس همان محقق گرفته، انجام مطالعه در آنجائیکه از −
در می شود پیشنهاد همچنین آورد. بەعمل جلوگیری مطالعه در تورش و سوگیری از بتوان تا نباشند فرد یک آموزشی مدرس و محقق محوریت،

نباشند. جریان در تحلیلگر و محقق آزمودنی ها، آن در که شود استفاده سوکور سه روش از آتی مطالعات
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چکیده
اول متوسطه آموزان دانش ریاضی عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت تأثیر بررسی حاضر پژوهش هدف
بوده همبستگی نوع از توصیفی حاضر تحقیق می باشد. ۱۴۰۲ −۱۴۰۳ تحصیلی سال در شهرکرد شهرستان نهم پایه
چهارمحال استان در شهرکرد شهرستان اول متوسطه دوره نهم پایه آموزان دانش کلیه مطالعه این آماری جامعه است.
استفاده مورگان جدول از و ساده تصادفی گیری نمونه از پژوهش این در می باشد. نفر ۴۱۰۳ تعداد به بختیاری و
پرسشنامه ،(۱۳۷۵) سلطانی فلسفی ذهنیت پرسشنامه از اطلاعات آوری جمع جهت شدند. انتخاب نفر و۳۵۱ شده
و تجزیه برای است. شده استفاده ریاضی درس شده کسب نهایی نمره و (۲۰۰۴) چن سین یس تحصیلی خودپنداره
گردید. استفاده متغیره دو رگرسیون و پیرسون همبستگی ضریب آزمون از فرضیەها رد یا تایید برای و اطلاعات تحلیل

داشتەاند. مثبت تأثیر تحصیلی عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت که داد نشان یافتەها
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مقدمه .۱
می باشد. فلسفی ذهنیت است، یادگیری و آموزش در تفکر و فلسفه حوزه در پژوهشگران توجه مورد کمتر که مولفەهایی از یکی مقاله، این در
می نماید یاری درست تفکر در را فرد که ذهــنی خصوصیات و توانمندی از عبارت که است علمی درست اندیشیدن روش همان اصطلاح این
نظام  هاي هدف مهمترين است. انعطاف پذیری و تعمق جامعیت، گانه سه ابعاد شامل و دهد می سوق صحیح داوری آیین داشــتن به را او و
و منطقي صحيح، تفكري از باید معلمان چيز، هر از قبل دلیل همین به و است دانش آموزان به كردن فكر چگونه آموزش حاضر، عصر در آموزشي
دهند. پرورش و کشف آموزان دانش در را فلسفی ذهنیت بتوانند تا باشند فلسفی ذهنیت دارای باید خود بهتر عبارت به باشند.م برخوردار ق خ
به نسبت تعصب نداشتن آموزشی؛ مشکلات با رویارویی در مطلوب راەحل های انتخاب آنان: عملکرد در معلمان فلسفی ذهنیت تأثیر از مواردی
دانش با دوستانه روابطه ایجاد و عجولانه تصمیمات اتخاذ از دوری آموزان؛ دانش فکری و علمی رشد به ویژه توجه مسائل؛ حل در خاص روش
مسائل میان مؤثر ارتباطی ساختن جدید؛ موقعیت این برابر در مناسب العمل عکس داشتن و جدید تغییرات مقابل در نکردن ایستادگی آموزان؛
دوبرابر را متغيرها متعدد اثرات به دقّت ضرورت رفتاري علوم زمینه در تحقیقات ناگزیر تنيده درهم و پیچیده حقیقت نهایی. اهداف با زودگذر
تصویری خودنمایی، خود، شمای مفهوم به واژه این به تحقیقات، برخی در دارد. متعددی تعاریف نظری، واژه یک عنوان به خودپنداره مي كند.
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هم و نظري ازبعد هم شود، دانش آموزان ریاضی بهتر هرچه عملکرد باعث که مواردی با رابطه در مطالعه است. شده اطلاق داده نشان خود از
دانش رشد که سازد می آموزشی محیطی بلکه آورد، می پدید انسانی رفتار حیطه در نو دانشی اینکه بر علاوه چون دارد، ویژه اهمیتی عملی، بعد
مانند متغیرهاي یافتن و یادگیري − یاددهی پروسه در خاص ساختار این روی تمرکز زمان این در ترتیب بدین سازد. می آسان و میسر را آموز

.(۱۳۸۷ (عشورنژاد، دارد خاصی ضرورت و اهمیت تربیت و تعلیم امر در کند، می پیش بینی را متغیر این که تحصیلی خودپنداره
شهرستان نهم پایه آموزان دانش ریاضی عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت آیا که است سئوال این به پاسخ درصدد حاضر پژوهش د

دارند؟ معنادار تاثیر شهرکرد
به اندیشی جامع و شود می استفاده تفکر در افراد یاری جهت ابزاری شکل به که است توانمندی فلسفی ذهنیت : فلسفی ذهنیت .۱ .۱ تعریف
از ما هدف اینکه مورد در پرسشهایی ساختن مطرح است. مقطعی و زودگذر امور اثرگذاری قبال در مقاومت مستلزم ، آن های جنبه از یکی عنوان
اندیشی جامع جهت در ای ،مرحله دارد مسائل دیگر با ارتباطی چه مسئله این اینکه یا و دارد هدف آن با ای رابطه چه ما اعمال یا چیست زیستن

.(۱۳۸۹ ابوترابی، و آبادی کلاته (جاویدی رود می شمار به
۱

دارد اشاره مدرسه در یادگیری با رابطه در شایستگی هایش از دانش آموز ادراک شامل تحصیلی خودپنداره تحصیلی: خودپنداره .۲ .۱ تعریف
.(۱۳۹۱ همکاران، و مهر (خجسته

در را خود توانمندی واقعی زندگی با مشابه یا و واقعی مسائل حل با فراگیر آن در که است ارزشیابی شیوه : ریاضی عملکرد .۳ .۱ تعریف
گاه آن و داده نشان ریاضی در ویژه مهارت یک اجرای یا و حل راه تولید مسئله، حل استدلال، بر شده گرفته یاد های مهارت و علم از بهرگیری

.(۱۳۸۵ پور، (مختاری دهد می قرار داوری مورد و تفسیر را آن وضعیت عملکرد بر نظارت با معلم
۲

راجع محتاطانه روش به را تمایل این و دارد دانستن به بسیاری میل دارد، فلسفی ذهن که کسی اسمیت، اعتقاد به فلسفی ذهنیت .۴ .۱ تعریف
توانایی و گذاری ارزش و درست قضاوت و تفکر به عادت است. اندیشیدن درست او آیین و است منطقی وی ذهنیت کند. می ترکیب باورهایش
ارزش و ها نگرش عادات، دادن شکل از است عبارت که سازد می منشی فلسفی ذهنیت نامید. فلسفی ذهنیت توان می را زندگی در آن از استفاده
شدن بهتر باعث که است فکری خصلت نوعي فلسفي ذهنیت .(۲۰۱۲ دادخواه، و (بیکزاد باشد استوار آن بر درست قضاوت و تفکر که هایی
آن ها تربیتی مسائل و مشکلات و آموزشی مسائل با برخورد در بتوانند که دهد می گاهی آ و علم معلمان به و مي گردد افراد در ارزشي قضاوت های
یادگیری،عمل مطلوب موقعیت ساختن برای آموزشي مواد آوردن فراهم و یادگیری فرصت های ساختن میسر با و نموده، حل صحیح طور به را
خصوصیاتي فلسفی ذهنیت دارای افراد سازند. فراهم را دانش آموزان جانبەی همه شکوفایی و تفکر وپرورش رشد زمینەی وسیله، این به و نمایند

شوند. گروەبندی انعطاف پذیری و تعمق ، جامعیت یعني مرتبط، بهم بعد سه در است ممکن که دارند را
۳

ایجاد ب) وسیع زمینەای با ارتباط در خاص و ویژه موارد به توجه الف) از: عبارتند «جامعیت» خصوصیات و جامعیت:نشانەها .۵ .۱ تعریف
کسب به ،امر عمل به اقدام از (قبل نظری عمیق های اندیشه در صبوری د) تعمیم ی قوه کاربرد ج) درازمدت اهداف و آني مسائل میان ارتباط

علم)
دیگران برای الف)آنچه از: عبارتند هستند منطقی تفکر همان یا فلسفی ذهن دارای که افرادی در تعمق نشانەهای جمله :از تعمق .۶ .۱ تعریف
بودن حساس ج) ویژه. موقعیت در اساسی فرض های و سؤال ها، نظریەها؛ تدوین و کشف، ب) مي دهد. قرار سؤال مورد را مي شود قلمداد مسلّم

ساختن. قیاسي فرضیەای شیوه به را وقضاوت د)حکم امور. ربط و تلویحي معاني به
۴

، ها اندیشه روی بر گذاری ارزش ب) رواني جمود از شدن آزاد الف) باشد: می مورد چهار انعطاف داشتن :علائم انعطاف پذیری .۷ .۱ تعریف
زودگذر های داوری در د)صبوری مختلف جوانب از نظر مورد مسائل دادن قرار توجه مورد ج) آنها منابع آوردن نظر در بدون نظریات و افکار

.(۱۳۹۴ سلطانی، و (کوشاي پیچیده وضعیت در عمل به وتمایل مشروط و

1 Philosophical mentality
2 .Mathematical Performance
3 Comprehension
4 Penetration
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۵

طلبی⁃ ترقی شخصیت⁃ وسیع⁃وحدت دید صدر⁃ سعه ژرف اندیشی⁃ کنجکاوی⁃ منطقی⁃ تردید فلسفی: ذهنیت ویژگی های .۸ .۱ ملاحظه
مفهوم یا خود که است همان چیزی کیستم؟» «من پرسش به فرد هر پاسخ روان شناسان، بیشتر عقیده خودپنداره:به انسانی ارزش های از طرفداری
از بسیاری نظر به می دهد. نشان را او علاقه و پذیرش میزان یا نفس عزت سوال، این به پاسخش از وی ارزیابی و می سازد، را فرد خویشتن
خصوصاً و افراد، خود کم بینانەی دید ما، عصر دشواری های جمله از دارند. افراد سازگاری در اصلی نقشی خودپنداره و عزت نفس نگرەپردازان،
آنها پیروزی یا شکست ساختن فراهم در (خودپنداره) خویش به افراد نگرش شیوەی که دهد می نشان گوناگون های تحقیق است. دختران
آموزان، دانش می شود. خاص توجهی خودارزیابی ها و خود نظام ویژه به رفتار، مشخص کنندەی های عامل به امروزه ، رو این از مؤثراست.
این می دهد. رشد و گسترش فرد یک عنوان به خود از را فردی پندار های و می آورد دست به بیشتری های تجربه کند، می رشد که هم چنان
روان متخصصان این رو از و باشند می مؤثر اشخاص کنش و گزینش بر می تواند می شود، آماده دیگران با رابطه در که گونه همان ها، پنداشت
می توان آنها بین از که شمرند می مؤثر خودپنداره تشکیل در را زیادی عوامل آنها می دانند. انگیزشی حائزخصوصیات را خودپنداره شناسی
ثابت تحقیقات .(۱۳۷۲ شاملو، از نقل (به برد نام را نقش واجرای هویت بحران الگو، با همانندسازی دیگران، با قیاس دیگران، العمل عکس
که دریافتند خودپنداره رشدِ مطالعه با (۱۹۹۱) کارپاتی ین و ویگ فیلد یابد. می تغییر سن بالارفتن با خود از آموزان دانش توصیف که است کرده
آغازین دورەهای در آنان لیاقت کسب است. بیش تر بعد تحصیلی دورەهای از ابتدایی آغازین دورەهای در آموزان دانش توقعات و لیاقت کسب
تحصیلی خودپندارەی می شود. بندی تقسیم غیرتحصیلی و تحصیلی خودپندارەی به خودپنداره ندارد. ای رابطه لیاقت از داوری هایشان با ابتدایی
شاخەهای نیز غیرتحصیلی خودپندارەی می شود. دستەبندی علوم) و ریاضیات، ادبیات، (مانند ویژه موضوعی زمینەی در خود از مفاهیمی به
به دنیا که مسائلی مهمترین از یکی روزها تحصیلی:این خودپنداره شود. می شامل در را اجتماعی خودپندارەی و ، فیزیکی عاطفی، خودپندارەی
و ها تجربه در نوجوانان است. افراد میان در «خود» کیفیت بررسی های و «خود» است درگیر آن با اخص طور به پرورش و آموزش و اعم طور
خودشان به نسبت بیشتری منزلت و ارزش که نوجوانانی دارند. هم با زیادی بسیار تفاوت های «خود» محتوای چگونگی و اجتماعی رفتار و اعمال
توانمند شخصی را خویش فرد وقتی می کند بیان (۱۳۷۵ احمدی، از نقل به ،۱۹۸۸) ایفورت موفق ترند. نیز دیگران با رابطه در می کنند احساس
برمی دارد. وتلاش سعی از دست زود خیلی بداند ناتوان فردی را خود اگر حالی که در می دهد نشان بیشتری استقامت مشکلات برابر در بداند
باهوش » همچون کلماتی توصیف، این آورد ودست باشد آزاد و دقیق ، خویش توصیف در کاملا که گیرد قرار وضعیتی در دانش آموزی چنانچه
ثابت و تغییرناپذیر خودپنداره است. او خودپنداره چکیده آوردەایم بدست آنچه گاه آن باشد، این ها مثل و شناس» پرتلاش » شناس»، وظیفه » ،«
گل هستم»، عالی ریاضی درس در «من ریاضی درس در عالی نمره کسب می گیرد. شکل تجربه، آن از دیگران تعبیر و افراد تجربه با بلکه نیست
که هستند باورهایی دارم». بدی اوضاع املاء در باشد«من داشته غلط شش املاء درس در چنانچه هستم.»، بارز گل زن یک «من تیم برای زدن

می باشد. خودش به او نگاه اساس و باشند می شخص تجربه حاصل،
۷ ۶

است. خودشان از آنها تلقی طرز می گذارد تأثیر داشت خواهند افراد که تجاربی نوع در آنچه نیست. خود وصف صرفاً خودپنداره .۹ .۱ ملاحظه
خوبی دانش آموز ریاضی «درس در است معتقد که آموزی دانش مساوی، توانایی با هندسه درس دانش آموز دو از که نیست عجیب مثال، برای
هندسه درس تکالیف رغبت و میل با و کند شرکت مدرسه ریاضی تیم در بخواند، ریاضی درباره هایی مقاله و کتاب بیکاری زمانهای در است»،
ریاضی «در دارد عقیده که دوم آموز دانش برساند. اثبات به خود درباره را خود نگرش و باشد داشته بهتری عملکرد بنابراین و دهد انجام را
تا هندسه تکالیف دادن انجام از و باشد نداشته ریاضی به مربوط برنامه فوق فعالیت ورزد، اجتناب ریاضی مطالعه از است»، ضعیفی دانش آموز
برنینگ، و (گلاور کند می ثابت خویش درباره را خود نگرش احتمالا نیز شخص این گلاوروبرنینگ، اعتقاد کند.به می اجتناب لحظه آخرین
بر تحصیلی پیشرفت که کرد پیش بینی می توان همچنین (۱۳۸۰ کریم زاده، از نقل به ۱۹۷۹) روزنبرگ ارزیابی های طبق بر .(۱۳۷۵ خرازی، ترجمه
مقایسه نظریه طبق بر همچنین، است. گذار اثر دانش آموز تحصیلی خود مفهوم بر دوستان یا و والدین معلم، مثل معتبر افراد ارزشیابی های اساس
دلیل دوم حالت در می گذارد. تأثیر خود مفهوم بر درس کلاس فضای در مخصوصاً اجتماعی، مقایسه مجموعه یک درون مناسب رفتار اجتماعی،
نتیجه تحصیلی الگوخودپنداره این طبق دارد، قرار اساس این بر خودپنداره مهارت رشد الگو می شود. محسوب خودپنداره تحصیلی پیشرفت
خودافزایی الگوی در آید. می شمار به تحصیلی خودپنداره اصلی کننده مشخص و علت همچون تحصیلی پیشرفت و است تحصیلی پیشرفت
پیشرفت خودپنداره، رفتن بالا با که زیرا می شود. تصریح خودپنداره رشد برای آموزشی برنامەهای در ضمنی و آشکار دخالت بر خودپنداره،
کند. می تأکید تحصیلی پیشرفت در مهارت ها افزایش و دادن رشد ،بر مهارت افزایش الگوی در عکس به کند. می پیدا رشد نیز تحصیلی
امروز تا دور های زمان از دارد. خاصی اهمیت و ویژه جایگاه مدارس در که است درسی ریاضیات دانش آموزان ریاضی عملکرد بر موثر عوامل
شده انجام فعالیتهای بیشتر پرداختەاند وبررسی پردازي نظریه به آن، بر مؤثر عوامل و ریاضی یادگیري حیطه در بسیاری محققان و نظریەپردازان
سه این در که افرادي تمامی کرد. طبقەبندي آموزشی طراحی و آموزشی پژوهشهای کلاسی، آموزش : دسته سه به می توان را ریاضی حیطه در
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بالا جهت معلمان کلاسی آموزش زمینه در است. ریاضی یادگیري و آموزش بهبود آرمان آن و هستند یکسانی آرمان داراي می کنند، فعالیت زمینه
برنامه وهمچنین ریاضی، آموزش و یادگیري بیشتر فهم و درك براي پژوهشگران آموزشی، تحقیقات زمینه در دانش آموزان، یادگیري توان رفتن
معلمان و آموزشی طراحان پژوهشگران، هرچند .(۲۰۱۵ ، (ماگیدسون می کنند کوشش مناسب آموزشی مواد وپیشرفت رشد براي آموزشی ریزان

وابستەاند. دیگري به شدت به یک هر اما می کنند، فعالیت مستقل کدام هر
۹ ۸

شکل به مساله حل مفهوم سازي با همیشه ریاضیات، بررسی قلمرو است. ” مساله حل ”توانایی ریاضیات در مهم مباحث از یکی .۱۰ .۱ ملاحظه
روي را خود تمرکز (۲۰۱۶) پولیا کردەاند.همچنین بیان را گوناگونی گامهای مساله، حل براي متفاوت کارشناسان است. بوده مواجه مشکل یک
است. راەحل درستی کردن امتحان و راەحل اجراي راەحل، طراحی مساله، فهم و درك شامل؛ گامها این دهد. می قرار مساله حل براي گام چهار
است این بحثی چنین علت ترین اصلی اند. کرده اشاره پولیا نظیرگامهای گامهای به بیش کما نیز (۲۰۰۷) ديکرت و ورشافل و (۲۰۱۰) شونفلید
زمینه آن در شاگردان که آن براي دارد. وجود ای ویژه مفاهیم و حقایق زمینه در که است گویەهایی دارای تحصیلی پیشرفت آزمون هاي که
مفاهیم حقایق، این بردن بکار و یادگرفتن براي مناسب و متنوع فرصت هاي است لازم بدهند، جواب تکالیف به یا کنند مساله حل بتوانند ویژه
یادگیري برای مطلوب فرصت هاي کردن مهیا اندیشمندان این دید از ترتیب بدین کنند. تجربه تحصیل مدت طول در را کردن کار روشهای و
حوزه این در که است آن تحقیق روش گردآوری در اصلی نکته .(۲۰۱۶ ، بیرنز و رود(جونز می شمار به موفق تدریس لازم شرایط از یکی
نمایان هم اختلاف نظرهایی موارد بعضی در حتی و ندارد وجود باشد متخصصان توافق مورد که یکسانی) گامهای (یا ای ویژه چارچوب اصولا
ویژگی های اطلاعات، گردآوري ابزار نمونەگیری، روش و نمونه حجم آماری، جامعه پژوهش)، (نوع مطالعه روش پژوهشگر کلی طور به است،
پايايي و روايي اطلاعات، تحلیل و تجزیە برای مورداستفاده ابزار دادەها، تحلیل تجزیه و روش پرسشنامه)، (ساختار اطلاعات گردآوری ابزار

است. پرداختە اخلاقی ملاحظات و پژوهش قلمرو پژوهش، انجام مراحل پرسشنامه،
۱۵ ۱۴ ۱۳ ۱۲ ۱۱ ۱۰

و دادەها ماهیت معیار مبنای بر پژوهش این است، پذیرفته صورت مختلفی معیارهای به توجه با تحقیق این در شده اتخاذ شیوه پژوهش: روش
چنین هم است. مختلف حوادث و موضوعات رویدادها، منظم و عینی واقعی، توصیف آن هدف زیرا است توصیفی تحقیق یک تحقیق اساس
محیط ازحیث و کاربردی پژوهش کلی، هدف حیث از باشد. می پیمایشی نوع از پژوهش این نیز و است. همبستگی حاضر پژوهش روش
آموزان دانش ی همه تحقیق اين آماری جامعه است. مقطعی نوع از نیز اجراء زمان لحاظ از و پرسشنامه، تکنیک  از استفاده با میدانی پژوهش
آموز دانش ۲۲۰۹ پسر؛ آموز دانش نفر ۱۸۹۴) نفر ۴۱۰۳ تعداد به بختیاری و چهارمحال استان در شهرکرد شهرستان اول متوسطه دوره نهم پایه
روش آمد. دست به نفر ۳۵۱ مورگان جدول از استفاده با حاضر پژوهش نمونه حجم آماری، جامعه حجم به توجه دهند.با می تشکیل دختر)
روش الف) است: آمده بدست روش دو از پژوهش این در دادەها آوری جمع می باشد. ساده تصادفی نمونەگیری تحقیق این در نمونەگیری
(۱۳۷۵) سلطانی فلسفی ذهنیت پرسشنامه −۱ از: عبارتند تحقیق این در اطلاعات  آوری جمع ابزار مهم ترین میدانی روش ⁃ب) کتابخانەای
حاضر، پژوهش در آموزان دانش ریاضی عملکرد گیری اندازه ملاک ریاضی ۳⁃عملکرد (۲۰۰۴) چن سین یس تحصیلی خودپنداره ۲⁃پرسشنامه
شود: می بررسی و شود می تقسیم قسمت دو به اصلی فرضیه ها: یافته باشد. می ۱۴۰۱ −۱۴۰۲ تحصیلی سال ریاضی شده کسب نهایی نمره
سال در شهرکرد شهرستان نهم پایه اول متوسطه آموزان دانش ریاضی عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت الف): اصلی فرضیه
ریاضی عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت تأثیر بررسی در که داد نشان یافتەها نتایج دارند. معنادار تاثیر ،۱۴۰۲ −۱۴۰۳ تحصیلی
با برابر آموزان) دانش ریاضی (عملکرد وابسته متغير و تحصیلی) خودپنداره و فلسفی (ذهنیت مستقل متغيرهاي بين همبستگي آموزان دانش
ذهنیت به آموزان دانش ریاضی عملکرد تغييرات از درصد ۷۰ كه دهد مي نشان مقدار اين و آمده بدست ۰̸۶۹۶ تعيين ضريب است. ۰̸۸۳۴
منظور اين براي شده تعديل تعيين ضريب از لذا گيرد نمي نظر در را آزادي درجه مقدار اين چون شود. مي مربوط تحصیلی خودپنداره و فلسفی
به نشده استاندارد ضرايب ستون از استفاده با توان مي را رگرسيوني معادله است. بوده درصد ۶۹ با برابر آزمون اين در هم آن كه شود مي استفاده
توجه با تحصیلی پنداره خود درونی+(− ۰. ۷۸۴) رضایت (۲۲۷ .۰)+ فلسفی ذهنیت ریاضی=۷. ۱۴۹+(۰. ۱۲۰) عملکرد كرد: محاسبه زير شرح
و ۰̸۰۱۳ با برابر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت متغیرهای برای رگرسيون ضرایب به مربوط t آزمون به مربوط داری معنی سطح اینکه به
مستقل متغير هر از واحد يك ارتقاء با گفت مي توان است. موثر آموزان دانش ریاضی عملکرد در نتيجه در بوده، کوچکتر ۰̸۰۵ مقدار از که ۰̸۰۰۱
۰̸۱۲ تحصیلی، خودپنداره و فلسفی ذهنیت واحد يك ارتقاي با عبارتي به يا كرد. خواهد پيدا ارتقاء وابسته متغير شده نوشته ضريب ميزان به
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عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت نتيجه در كرد، خواهد پيدا ارتقاء آموزان دانش ریاضی عملکرد معيار انحراف واحد ۰̸۲۲۷ و
است تاثیرگذار نهم پایه اول متوسطه دانش آموزان ریاضی عملکرد بر تحصیلی خودپنداره و فلسفی ذهنیت پس داشتەاند. مثبت تأثیر تحصیلی
فرضیه می شود. دانش آموزان تحصیلی کارکرد پیشرفت باعث خویش سهم به که است مؤثر شاگردان یادگیری از آنها تفسیر شیوه بر هم این که
،۱۴۰۲ −۱۴۰۳ تحصیلی سال در شهرکرد شهرستان نهم پایه اول متوسطه آموزان دانش ریاضی عملکرد بر عمومی تحصیلی ب)خودپنداره اصلی:
(خودپنداره مستقل متغيرهاي بين همبستگي دانش آموزان ریاضی عملکرد بر عمومی تحصیلی خودپنداره تأثیر بررسی در ۱۶ دارد. معنادار تاثیر
مي دهد نشان مقدار اين و آمده بدست ۰̸۵۹۵ تعيين ضريب است. ۰̸۷۷۱ با برابر دانش آموزان) ریاضی (عملکرد وابسته متغير و عمومی) تحصیلی
نظر در را آزادي درجه مقدار اين چون مي شود. مربوط عمومی تحصیلی خودپنداره به دانش آموزان ریاضی عملکرد تغييرات از درصد ۶۰ كه
رگرسيوني معادله است. بوده درصد ۵۹ با برابر آزمون اين در هم آن كه مي شود استفاده منظور اين براي شده تعديل تعيين ضريب از لذا نمي گيرد
عمومی تحصیلی =۷. ۹۶۶+(۰. ۰۷۶)خودپنداره ریاضی عملکرد كرد: محاسبه زير شرح به نشده استاندارد ضرايب ستون از استفاده با توان مي را
که ۰̸۰۰۰ با برابر عمومی تحصیلی خودپنداره متغیرهای برای رگرسيون ضرایب به مربوط t آزمون به مربوط داری معنی سطح اینکه به توجه با
ميزان به مستقل متغير هر از واحد يك ارتقاء با گفت توان مي است. موثر آموزان دانش ریاضی عملکرد در نتيجه در بوده، کوچکتر ۰̸۰۵ مقدار از
معيار انحراف واحد ۰̸۳۷۶ عمومی، تحصیلی خودپنداره واحد يك ارتقاي با عبارتي به يا كرد. خواهد پيدا ارتقاء وابسته متغير شده نوشته ضريب
تبیین در است. داشته مثبت تأثیر تحصیلی عملکرد بر عمومی تحصیلی خودپنداره نتيجه در كرد، خواهد پيدا ارتقاء آموزان دانش ریاضی عملکرد
دیگران با مقایسه در می دانند، توانمندتر و مطمئن تر را خود تحصیلی، های فعالیت انجام در که افرادی که کرد بیان اینطور می توان نتیجه این
موفقیت های می شود. فرد تحصیلی پیشرفت و رشد موجب خودپندارەای چنین اساس این بر و می دهند رشد را مؤثری بسیار تحصیلی خودپنداره
تحصیلی فعالیت های انجام بنابراین اوست؛ پیشرفت برای مناسبی مکان مدرسه که آورد می بوجود دانش⁃آموز در را احساس این مرور به بیشتر
موفقیت های و شده وی تحصیلی خودپنداره بیشتر رشد باعث بلندمدت در تمایل این می شود. زنده او وجود در درسی امور در مشارکت و خود
تحلیل و انجام دیگر مقاطع ریاضی کلاس های در ریاضی عملکرد و خودپنداره و فلسفی ذهنیت شود، می پیشنهاد آورد. می بدست بیشتری
به محدود ریاضی مبحث بود. بختیاری و چهارمحال استان در شهرکرد شهرستان متوسطه نهم پایه پسران و دختران به محدود تحقیق این شود.

است. بوده محدود ۱۴۰۲ −۱۴۰۳ تحصیلی سال به تحقیق این بود. متوسطه نهم پایه ریاضی کتاب از مبحث چند
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سازگاری و مدرسه در موفقیت شیوه یادگیری مدرسه، به نسبت نگرش تحصیلی، خودپنداره و عملکرد بر تحصیلی موفقیت برنامه تأثیر ر.کوچکی. و کرایی، الف. ذ.عباسپور، [۱۲]

.۱۳۹۱ ،۴۵ –۲۷ صفحات اردبیلی)، محقق (دانشگاه مدرسه روانشناسی مجله دانش آموزان. اجتماعی
.۱۳۸۹ ،۳ ویرایش تهران، ترمه، روانشناسی. و تربیتی مطالعات مشهد، فردوسی دانشگاه مدیران رهبری سبک و فلسفی ذهنیت جعفرآبادی. کلاته .جاویدی ط و ر.ابوترابی [۱۳]

دانشگاه ارشد. کارشناسی نامه پایان تهران. شهر دختر آموزان دانش در تحصیلی پیشرفت با خودکارآمدی و غیرتحصیلی) و (تحصیلی خود مفهوم رابطه بررسی زاده. م.کریم [۱۴]
.۱۳۸۰ تهران.،

.۱۳۷۲ تهران، رشد، شخصیت. روانشناسی در نظریەها و ها مکتب س.شاملو. [۱۵]
.۶۲ .۱۳۹۱ ،۱۹ –۱۶ صفحات تدبیر، مجله مدیران. فلسفی ذهنیت سنجش سلطانی. . الف [۱۶]

.۱۴۰۱ اسلامی)، تبلیغات سازمان به (وابسته الملل بین نشر و چاپ شرکت تربیت. و تعلیم فلسفه و اصول کتاب ع.شریعتمداری. [۱۷]
روانشناسی رشته ارشد، کارشناسی پایان نامه بهشتی. شهید دانشگاه دانشجویان تحصیلی موفقیت و خودتنظیمی یادگیري خودپنداره ساختاري روابط بررسی ف.عشورنژاد. [۱۸]

.۱۳۸۷ بهشتی، شهید دانشگاه تربیتی. علوم و روانشناسی دانشکده تربیتی،
.۲۰ .۱۳۹۱ ،۱۶۱ –۱۴۳ صفحات آموزشی، های نظام در پژوهش راهنمایی. دورەی در ریاضی عملکرد با تحصیلی خودپندارەی رابطۀ بررسی ف.قنادی. و مقامی ح. [۱۹]

.۲۱ .۱۳۸۵ تهران.، دانشگاه اجتماعی. و انسانی علوم پژوهشنامه رهبری، های تئوری و هیجانی هوش بین رابطه بررسی پور. م.مختاری [۲۰]

بین روابط و همبستگی درجات پژوهش نوع این در می رود. بکار دیگر عامل چند یا یک تغییرات اثر در عامل چند یا یک در تغییرات میزان مطالعه برای پژوهش نوع این ۱۶
هستند. همگام منفی یا مثبت جهت در نسبی بەطور یکدیگر با متغیرها که سازیم مشخص که است آن پژوهش نوع این هدف می گردد. بررسی متغیرها
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۲۸۱–۲۷۹ صص. ،ED–169 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

برای مسایل حل آموزش طریق از ریاضی درس در فراشناخت تفکر ایجاد
دوم متوسطه دانش آموزان

،آ اوج بگ∗ جعفر
غربی⁃شاهین دژ آذربایجان استان پرورش و آآموزش

چکیده
چنانچه است. مسئله حل با برخورد در دانش آموز توانایی های شناسایی ریاضی، درس کلاس در معلم هنر مهمترین
که دانش آموزی می شود. ایجاد فراشناختی تفکر نوعی شود، مسئله حل فرایند وارد هدفمند، و گاهانه آ دانش آموز،
آن ها درستی و نمی کند اعتماد درسی کتاب نوشتەهای حتی و درس کلاس در معلم گفتەهای به دارد فراشناختی تفکر
دبیرستان آموزان دانش در فراشناخت تفکر ایجاد جهت عملی راهکارهای ارایه به مقاله این در می نماید. آزمایش را

می پردازیم. نظری متوسطه دوم دوره از مثالهایی با همراه ریاضی مسایل حل آموزش برای روشی ارایه با

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

فراشناخت
مسئله حل راهبردهای

ریاضی آموزش
2020 MSC:

97B10
97B50

مقدمه .۱
از بعضی که است توانایی و ویژگی یا هنر یک بلکه نیست، دادنی آموزش مسئله حل که بودند معتقد اخیر دهه چند تا آموزش حوزه فعالان
در که کسانی تعداد اخیر، سالهای در نمی گرفت. صورت دانش آموزان به مسئله حل آموزش برای تلاشی بنابراین ندارند. بعضی و دارند انسا ن ها
پولیا است. پولیا جورج است داده انجام زیادی مطالعات زمینه این در که کسانی از یکی است. شده بیشتر می کنند تحقیق مسئله حل آموزش مورد
آغاز مهم این برای را گستردەای تلاش آموزش حوزه پژوهشگران و فعالان نیز ایران در کند. مدل سازی بەنوعی را مسئله حل تفکر کرد تلاش
تفکر اتاقهای و ریاضیات خانەهای ایجاد است. انجام حال در آموزشی سیاستگذاری های و پژوهشی علمی مقالات بصورت تلاشها این کردەاند.
مورد جدی صورت به مسئله حل تفکر تقویت فرآیند تا شده سبب که است تلاشهایی عمده از دانش آموزی پژوهشسراهای و مدارس در ریاضی
موضوعاتی و مسئله طرح مسئله، حل تعمیم، استدلال، مانند فرایندهایی نیز متوسطه مقطع جدید شده تالیف کتابهای در چه اگر گیرد. قرار توجه
به اما شدەاند، گنجانده دارد، آموزان دانش ریاضی تفکر پرورش در مهمی نقش که ریاضی گفتمان و چندگانه بازنمایی های پاسخ، باز مسائل نظیر

داریم. فاصله مطلوب وضعیت تا هنوز حوزه، این صاحبنظران عقیده
در مطالب توسیع توانایی ارتقای و تفکر سطح ارتقای باعث دانش آموز، در نفس عزت و نفس به اعتماد ایجاد بر علاوه مسئله حل مهارت های
و تفکر پرورش برای مناسبی موقعیتهای دانش آموزان، به اطلاعات صرف انتقال جای به می رود انتظار آموزشی نظام از لذا شد. خواهد علوم سایر
دارد. وجود جامعه توسعه کلید عنوان به ریاضی بر ویژەای تاکید دنیا آموزشی نظام های اغلب در سازد. فراهم آنها منطقی استدلال توانایی توسعه
می تواند مهارتها این می گردد. آموز دانش در ریاضی مسئله حل مهارت ایجاد به منجر که است روشهایی آموزش معنای به مسئله حل آموزش
مفاهیم و مهارتها تکنیکها، قاعدەها، کارگیری به تنها مسئله حل است معتقد گانیه باشد. توسیع قابل الگوهای یا شده تعیین پیش از منظم الگوهای

∗سخنران

اوج بگ) (جعفر jafar.ojbag@gmail.com الکترونیک: پست
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دلایل عمده از می شود. نیز جدید یادگیری موجب که است فرایندی بلکه نیست، جدید موقعیت یک در فرد تجربه و دانش قبلی شده یادگرفته
کرد: اشاره زیر موارد به می توان ریاضی مسئله حل در دانش آموزان ناتوانی

مسئله حل مهارت دادن یاد برای آموزشی طراحی فقدان ●
مکانیکی های فعالیت وتکرار آموزشی های محیط بر حاکم زده امتحان فضای ●

ریاضی مفاهیم به نسبت عمیق درک نداشتن ●
آموزش زمان با آموزشی مطالب حجم نبودن متناسب ●

ریاضی بدفهمی های ●
تستی و کنکوری روشهای مخرب آثار ●

و ندارند ریاضیات از درستی درک آموزان دانش می شود. داده درس ریاضی فرمول  های و قواعد تنها ریاضی، آموزش جهت موارد بیشتر در
می پندارند. بی معنی رابطەهای و فرمولها از ای مجموعه را ریاضیات

اطلاعات به آنها توسط ما که راههایی یعنی می شود؛ گفته می شوند، پردازش اطلاعات آنها در که راههایی یا ذهنی درونی فعالیتهای به شناخت
قرار استفاده مورد را آنها فراخوانی با نیاز، هنگام به و می کنیم ذخیره حافظه در و می آوریم در رمز به و می دهیم تشخیص را آنها می کنیم، توجه
یادگیری هدفهای به رسیدن برای آنها از بهینه استفاده چگونگی و خودمان شناختی فرایندهای درباره ما گاهی آ و دانش به فراشناخت می دهیم.

.(۱۹۹۳ اسنومن، و می شود(بایلر گفته
آنها فراشناختی دانش میزان در قوی یا ضعیف دانش آموزان میان تفاوت (۱۳۹۰ آبادی، احمد و زارع از نقل (به واورسون، توبیاس نظر براساس

است.

مسئله آموزشحل برای عملی روشی .۲
دارند تمایل اغلب و کنند مسئله حل به شروع دارند دوست مربوط، های نظریه یا مشابه مسائل مرتبط، حقایق از گاهی آ از قبل دانش آموزان
را مفاهیم بین ارتباط بتواند اگر بود، خواهد بخش لذت و جذاب آموز دانش برای مسئله حل کنند. ،حل می خوانند که سرعتی همان با را مسئله
دانش تمام ابتدا باید آموز دانش به مسئله حل روش آموزش شروع برای نماید. بیان روزتر به اطلاعات با را مفاهیم یا و کند برقرار مسئله حل با
سیاه تخته سوم یک است بهتر شود. داده قرار آموز دانش اختیار در واضح صورت به مسئله حل برای لازم ابزارهای مسئله، فهم برای نیاز مورد
باقیمانده سوم دو در آن حل و مسئله و یابد اختصاص شده طراحی قبل از که مسئلەای برای لازم ابزارهای و نیاز مورد دانش نوشتن به (وایتبرد)
و کم دانش با که شود مطرح هایی مسئله است لازم ابتدا در باشد. داشته دسترسی شده گفته مطالب کل به دانش آموز طوریکه به پذیرد، صورت

باشند. حل قابل است، کرده درک عمیقاً آموز دانش که ابزارهایی
باشیم: داشته نظر در را زیر موارد باید روش این به مسئله حل جریان در

اطلاعات کمک به را مسئله حل ایده بازداریم. مسئله به تفکر بدون شدن خیره از را دانش آموز و طرح را معین مسئله یک حل برای اصلی ایدەهای
معماگونه صورت به اغلب که است اطلاعاتی حاوی مسئله هر که دهیم نشان دانش آموز به عملا را مطلب این و کنیم ایجاد مسئله خود در موجود
پیشروی باعث می تواند زیرا گیرد؛ قرار توجه مورد باید که است ویژگی های از یکی خطاپذیری است. شده پنهان مسئله صورت دل در زیرکانه و
و مفاهیم بین اتصالات و ارتباطات برقراری طریق از معنادار یادگیری تا شود فراهم بستری و شرایط باید ریاضی مسئله حل آموزش در شود.

. شود ایجاد روش ها
دهیم: قرار توجه مورد دقت به را زیر موارد باید نیز مسئله طرح در

شود. مطرح خود مناسب زمان در باید مسئله ●
باشد) برانگیز تحسین آن حل سادگی، عین (در باشد برخوردار کافی جذابیت از ●

باشد. تکرار قابل لازم دفعات به ولی باشد نداشته طولانی حل راه ●
باشد. کلاسی تدریس امتداد در ●

داد. قرار آموز دانش اختیار در منزل در کار برای را مسئله آن مشابه بتوان ●
باشد. اجرا قابل مشابه مسایل برای مسئله حل فرآیند ●

می پردازیم: مسئله حل آموزش روش اجرای برای اصلی گام چهار بیان به ادامه در
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نادیده موقتاً را مابقی و می کنیم نگاه است درک قابل برایمان که عبارات) یا (کلمه مسئله از قسمتی به فقط مسئله: حل سرنخ یافتن .۱
می کنیم. یادداشت خلاصه و کوتاه طور به می آوریم یاد به که را اطلاعاتی تمام می گیریم.

با را باید که جاهایی و بیندازید مسئله کل به نگاهی آوردەایم. دست به مسئله سرنخ از که اطلاعاتی با مسئله بازنویسی مسئله: بازنویسی .۲
کنید. بازنویسی سازگار و مفید اطلاعات

صورت در کنید. یادداشت را توصیفی افکار کوتاه) توصیف همزمان، عمل و (تفکر مسئله حل و اطلاعات تکمیل برای اطلاعات: تکمیل .۳
شد). خواهد منجر ایده تولید به تفکر با همراه (نوشتن کنید. استفاده ساده علایم از بکشید. نمودار لزوم

برسید. نظر مورد جواب به تا کنید ساده را شده استخراج روابط امکان حد تا مرحله این در حل: راه استخراج و سادەسازی .۴

مسئله حل نمونه :۱ شکل
همکاری ما با آنها حل برای روشن الگویی با شده حل مسایل با مشابه جدید مسایل تهیه در که کنیم ترغیب را آموزان دانش است لازم پایان در
نظر تبادل بتوانند تا دهیم قرار آموزان دانش اختیار در شده هماهنگ قبل از و منظم شکل به را گروهی کار فرصت جلسات در همچنین کنند.
مربوط هستند ناآشنا که موقعیت هایی به هم و آموزان دانش تجربه در روزمره موقعیت های در ریاضیات کاربرد به هم باید مسائل باشند. داشته

باشد.

مراجع
،(۷ (پیاپی ۳ ۲،شماره دوره آموزشی، مدیریت در نو رهیافتی آموزان،” دانش ریاضی مسایل حل در فراشناخت آموزش ”تاثیر احمدآبادی، محمدی ناصر و زارع، حسین [۱]

.۱۳۹۰ ،۱۶۱–۱۷۵
.۱۳۸۱ ،۴۵–۶۱ ،۶۹ شماره ،− دوره ریاضی، آموزش رشد آن،” اهمیت و ریاضی معلمان آموزش ”میزگرد گویا، زهرا [۲]

،۱ شماره ،۱ دوره ریاضی، آموزش در پژوهش متوسطه،” اول دوره آموزان دانش ریاضی گیری یاد بر کارگروهی ”تاثیر سادات نیا. ناهید و قیومی، عباسعلی حسن مرادی، نرگس [۳]
.۱۳۹۹ ،۱۵–۲۸

در (تغییر ایران درسی مطالعات انجمن ملی همایش در شده ارایه ایران،” در متوسطه ریاضی درسی برنامه تحولات تاریخچه ”بررسی خاکباز، سادات عظیمه و نوروزی، سپیده [۴]
.۱۳۹۲ پرورش). و آموزش تحصیلی های دوره درسی برنامه

،۲۵۱–۲۶۴ ،۴ شماره ،۵ دوره آموزش)، و (فناوری آموزش فناوری ریاضی،” آموزش فرآیند در خلاقیت از ”دورنمایی زاده، بخشعلی شهرناز و یافتیان، نرگس خواه، نجفی مهدی [۵]
.۱۳۹۰

[6] Biehler, R., & Snowman, J. (1993). Psychology applied to teaching. Houghton Mifflin.
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۲۸۷–۲۸۲ صص. ،ED–204 آمار، و ریاضی ملی همایش چهارمین

مفاهیم و خودراهبر یادگیری در حل مسأله بر مبتنی مجازی آموزش تأثیر بررسی
چندمتغیری کوواریانس و لون آزمون از استفاده با دانش آموزان ریاضی

راینیج برهانی نژاد سمیه رضاییب، اکبر ،آ، عبائی∗ خیاط فاطمه
ایران تهران، ،۴۶۹۷ −۱۹۳۹۵ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه ریاضی، آموزش ارشد کارشناسی آدانشجوی

ایران تهران، ،۴۶۹۷ −۱۹۳۹۵ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه بدانشیار،
ایران تهران، ،۴۶۹۷ −۱۹۳۹۵ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه جاستادیار،

چکیده
مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی اثربخشی تعیین حاضر تحقیق هدف
دانش آموزان کلیه مطالعه این آماری جامعه است. بوده آزمایشی نیمه نوع از حاضر تحقیق است. هفتم پایه ریاضی
اربیل، شهر اول متوسطه دخترانه مدارس بین از دسترس در نمونەگیری از استفاده با است. اربیل شهر هفتم پایه دختر
نمونەها روی بر پرسشنامه آزمون ها̸ و انتخاب تصادفی بەطور نمونه بەعنوان کلاس دو و انتخاب اربيل ايرانيان مدرسه
جمع آوری جهت است. هفتم پایه دختر دانش آموز ۳۰ پژوهش، این برای موردنظر نمونه حجم می شود. پیادەسازی
برای است. شده استفاده ریاضی آزمون و (۲۰۰۱) همکاران و فیشر توسط خودراهبر یادگیری پرسشنامه از اطلاعات
یافتەها است. شده استفاده متغیری چند کوواریانس آزمون از فرضیەها رد یا تأیید برای و اطلاعات تجزیەوتحلیل
هفتم پایه ریاضی مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی که داد نشان

است. اثرگذار

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش
خودراهبر یادگیری

ریاضی مفاهیم یادگیری
2020 MSC:

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
پوشاندن عمل جامه برای نظام این کوشش های تمام و است آموزش وپرورش ارزیابی در مهم شاخصەهای از یکی دانش آموزان تحصیلی پیشرفت
.([۲]) دارند تأثیر تحصیلی پیشرفت بر مختلفی عوامل که پی می بریم تحصیلی پیشرفت بر مؤثر عوامل به دقیق تر نگاهی با که است امر این به
می توان هم چنین، است. مسأله کردن حل گوناگون راە های و متنوع مهارت های مختلف، عادت  های اطلاعات، و دانش کسب یادگیری، مفهوم
معروف ترین بااین حال، کرد. تعریف ناپسند و مضر اعمال و رفتارها کسب بەعنوان حتی پسندیده، اعمال و رفتارها فراگیری بەعنوان را یادگیری
یکی .([۱]) می شود است، گفته تجربه حاصل که رفتاری در پایدار نسبتاً تغییرات ایجاد فرآیند به یادگیری، است: قرار این به یادگیری از تعریف
است. شده مبدل آموزش وپرورش اصلی اهداف از یکی به اخیر، دهه چند در که است خودراهبر یادگیری مفهوم یادگیری، در مهم مفاهیم از
که است فرآیندی بەعنوان خودراهبر یادگیری .([۴]) می شود گرفته کار به آموزش وپرورش زمینه در روزافزون بەطور خودراهبر یادگیری تئوری
با یادگیرندگان و داشته عهده بر را خود یادگیری نتایج ارزشیابی و اجرا برنامەریزی، خود، آموزشی نیازهای شناسایی مسئولیت یادگیرندگان آن در
بەعنوان خودراهبر یادگیری .([۶]) می کنند فعالیت و تلاش تعیین شده قبل از یادگیری اهداف به نیل بەمنظور دیگران از مستقل بەطور و ابتکار
آنان تحصیلی موفقیت در مهمی نقش و است یادگیرندگان آموزشی عملکرد برای مؤثری کننده پیش بینی مادام¬العمر و مستقل آموزشی شیوه یک

.([۷]) دارد

∗سخنران
(سمیه borhani@pnu.ac.ir رضایی)، (اکبر rezaei@pnu.ac.ir عبائی)، خیاط (فاطمه fatemeh.Khayatabaei@gmail.com الکترونیک: پست
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قرار تأثیر تحت را دانشگاەها و مدارس بخش خاص تر، بەطور و اجتماعی بخش های همه فراگرفت، را جهان سراسر که کرونا ویروس همەگیری
و خودراهبری یادگیری مهارت های بر دور راه از آموزش تأثیر می دهند، قرار تأثیر تحت را جامعه از بزرگی بخش بخش ها، این ازآنجایی که داد.
راه از یادگیری روش های از استفاده تأثیر تحت مثبت بەطور عوامل این که داد نشان یافتەها شد. بررسی همەگیری طول در دانش آموزان انگیزه
بەعبارت دیگر، می دهد. انجام را آموزشی فعالیت هاي وب طريق از فراگیر مجازي، آموزش در .([۳]) گرفتند قرار همەگیر قرنطینه طول در دور
استفاده اينترنت گسترده و بالقوه امکانات از آن در که است سنتی آموزش سیستم هاي در آموزشی برنامه تکمیل براي تلاشی مجازي آموزش
آن هاست اقتصادي و اجتماعی جغرافیايی، موقعیت از صرف نظر فراگیران، تمام براي برابر اطلاعات نمودن فراهم برنامه، اين هدف می شود.
این بر سعی حضوری، آموزش به نسبت یادگیری کیفیت ارتقای طرفی از و بحرانی شرایط در مجازی آموزش از استفاده لزوم به توجه با .([۵])
بدین صورت دهیم پاسخ بدان باید که پژوهش اصلی سؤال لذا شود. پیادەسازی مجازی شیوه به ریاضی تدریس در مسأله حل مهارت های که است

است؟ اثرگذار هفتم پایه ریاضی مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی آیا است:

پژوهش روش .۲
و فرصت پژوهشگر براي كه پژوهش این در می باشد. آزمایشی نیمه دادەها، گردآوری روش نظر از و کاربردی هدف، جهت از پژوهش روش
و چالش ها و متغيرها کشف با تا کنیم می تلاش ما لذا ندارد، وجود اثرگذار متغيرهاي يا متغير كامل تعدیل و تغییر يا كنترل برای لازم ظرفیتی
از پژوهش، موقعيت مطالعه و برای بررسي بنابراین کنیم؛ آزمایشی نزديك روش به پژوهش اجرای در را خود روش لازم، گاهي هاي آ ارتقای
پژوهش، در وابسته متغیر روش شناسی، و آمار علم در موردنظر تعاریف به توجه با می شود. استفاده آزمایشی» نيمه پژوهش «روش نام به روشي
است. مسأله حل بر مبتنی مجازی بەصورت ریاضی آموزش مستقل، متغیر و است دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری
پراکندگی مرکزی، شاخص های محاسبه به توصیفی، آمار در می شود. استفاده استنباطی و توصیفی آمار بخش دو از دادەها تجزیەوتحلیل برای
فرضیات مورد در نتیجەگیری و بررسی به کوواریانس)، (همچون مناسب آماری آزمون های از استفاده با استنباطی آمار بخش در و پرداخته دادەها

می گردد. انجام ۲۶ نسخه SPSS آماری نرم افزارهای از استفاده با کار این می پردازیم. مقاله این در مطرح شده

ِیافتەها .۳
شد. خواهند تشریح ترتیب به که می باشد استنباطی» «تحلیل و توصیفی» «تحلیل شامل انجام آماری تحلیل های

توصيفي: يافتەهاي .۱ .۳
حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد و قبل در گروه دو دانش آموزان ریاضی مفاهیم و خودراهبر یادگیری نمره معیار انحراف و میانگین

است. آمده ۲ و ۱ جدول در ترتیب به مسأله

مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد و قبل در گروه دو دانش آموزان خودراهبر یادگیری نمره معیار انحراف و میانگین :۱ جدول
معیار انحراف میانگین تعداد گروه مرحله متغیر

۸۳۳̸۶ ۴۶۷̸۱۲۵ ۱۵ کنترل پیش آزمون خودراهبر یادگیری
۱۶۹̸۷ ۴̸۱۲۳ ۱۵ آزمایش
۴۰۵̸۷ ۶̸۱۲۳ ۱۵ آزمایش پس آزمون خودراهبر یادگیری
۹۳۵̸۸ ۴̸۱۶۵ ۱۵ آزمایش

مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد و قبل در گروه دو ریاضی مفاهیم یادگیری نمره معیار انحراف و میانگین :۲ جدول
معیار انحراف میانگین تعداد گروه مرحله متغیر

۱۲۵̸۱ ۱۳۳̸۱۳ ۱۵ کنترل پیش آزمون ریاضی مفاهیم یادگیری
۲۳۴̸۱ ۶۶۷̸۱۲ ۱۵ آزمایش
۲۳۴̸۱ ۳۳۳̸۱۲ ۱۵ آزمایش پس آزمون ریاضی مفاهیم یادگیری
۱۲۵̸۱ ۸۶۷̸۱۷ ۱۵ آزمایش
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استنباطی یافتەهای .۲ .۳
در چون نرمال. غیر يا است برخوردار نرمال توزيع از جمع آوری شده دادەهای كه شود مشخص بايد ابتدا آماري تکنیک های از استفاده براي
نرمال غیر صورت در و نمود استفاده پارامتريك آزمون های از می توان فرضیەها آزمون براي جمع آوری شده دادەهای توزيع بودن نرمال صورت
وابسته متغیرهای از هريك مورد در شاپیرو–ویلک آزمون از حاصل نتايج بررسي به مرحله اين در منظور بدين ناپارامتریک. آزمون های از بودن
نتايج به توجه با می کنیم. انتخاب را تحقيق فرضيات صحت وسقم بررسي براي مناسب آزمون های حاصل، نتايج اساس بر و می پردازیم مستقل و
خطا مقدار از معني داري سطح مقدار درصورتی که و می گیریم نتيجه را صفر فرضيه باشد، خطا مقدار از بزرگتر معني داري سطح مقدار اگر ۳ جدول
خطای مقدار از بزرگ تر مؤلفەها تمامی براي معنی داری سطح مقدار چون جدول نتايج به توجه با می گیریم. نتيجه را يك فرضيه باشد، كوچکتر

مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد و قبل در گروه دو ریاضی مفاهیم یادگیری نمره معیار انحراف و میانگین :۳ جدول
شاپیرو⁃ویلک آزمون

معنی داری سطح آزادی درجه آماره متغیر مرحله
۴۰۷̸۰ ۳۰ ۹۹۶̸۰ خودراهبر یادگیری پیش آزمون
۱۳۴̸۰ ۳۰ ۹۲۴̸۰ ریاضی مفاهیم یادگیری
۰۸̸۰ ۳۰ ۸۳۲̸۰ خودراهبر یادگیری پس آزمون
۱۱̸۰ ۳۰ ۹۰۲̸۰ ریاضی مفاهیم یادگیری

می شود. استفاده پارامتریک آزمون های از فرضیات آزمودن جهت و پذیرفته را نرمال توزيع متغيرها اين برای درنتیجه است ۰/۰۵

پژوهش فرضیات ِآزمون .۴
است. اثرگذار هفتم پایه ریاضی مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی اول: فرضیه −

و خودراهبر یادگیری میزان در گروه دو تفاوتهای معنی داری بررسی برای متغیری چند کوواریانس تحلیل از ابتدا فرضیه این بررسی بەمنظور
مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل کنترل با که می دهد نشان ۴ جدول نتایج است. آمده ۴ جدول در نتایج شد، استفاده ریاضی مفاهیم یادگیری

مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری میزان در گروه دو تفاوت های معنی داری بررسی برای متغیری چند کوواریانس تحلیل نتایج :۴ جدول
ریاضی

ⅮFآماری توان اتا مجذور معنی داری سطح خطا ⅮF فرضیه ⅮF F مقدار شاخص ها آزمون نام
۱ ۳۸̸۰ ۰۰۱̸۰ ۵۶ ۲ ۱۵۶̸۱۷ ۳۸̸۰ پیلایی اثر آزمون
۱ ۳۸̸۰ ۰۰۱̸۰ ۵۶ ۲ ۱۵۶̸۱۷ ۶۲̸۰ ویلکز لامبدای آزمون
۱ ۳۸̸۰ ۰۰۱̸۰ ۵۶ ۲ ۱۵۶̸۱۷ ۶۱۳̸۰ هتلینگ اثر آزمون
۱ ۳۸̸۰ ۰۰۱̸۰ ۵۶ ۲ ۱۵۶̸۱۷ ۶۱۳̸۰ روی ریشه بزرگ ترین آزمون

خودراهبر یادگیری متغیرهای از یکی ازلحاظ حداقل کنترل و آزمایش گروەهای دانش آموزان بین آزمون ها، همه معنی داری سطوح مسأله، حل بر
نمرەهای در فردی تفاوت های درصد ۳۸ یعنی می باشد، ۰/۳۸ با برابر تأثیر میزان می شود. مشاهده معنی داری تفاوت ریاضی مفاهیم یادگیری و
بر مبتنی مجازی آموزش الگوی تأثیر به مربوط ریاضی مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد
دو بین متغیر کدام در این که به بردن پی برای است. نداشته وجود دوم نوع خطای امکان یعنی است، ۱ با برابر آماری توان می باشد. مسأله حل

است. آمده ادامه در آن نتایج که شد انجام مانکوا متغیری یک کوواریانس تحلیل دو دارد، وجود تفاوت گروه
است. اثرگذار اربیل شهر هفتم پایه دختر دانش آموزان خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی دوم: فرضیه −

دو در دانش آموزان خودراهبر یادگیری کوواریانس های ماتریس و واریانس ها تساوی پیش فرض رعایت برای ابتدا فرضیه این بررسی بەمنظور
آمده ۶ و ۵ جداول در نتایج شد. استفاده راهه یک   واریانس تحلیل و لون آزمون از مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه

است.
مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو واریانس تساوي براي صفر فرض می شود، ملاحظه ۵ جدول در كه همان گونه
در دانش آموزان، خودراهبر یادگیری میزان نمرەهای واريانس هاي تساوي فرض يعني مي گردد. تأييد دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان برای
واریانس های تحلیل در که می دهد نشان یافته این گرديد. تأييد مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در کنترل و آزمايش گروه دو
مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروەها واریانس های همگنی دلیل به مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد در گروه دو
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یادگیری میزان در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو واریانس های تساوي فرض مورد در لون آزمون نتايج :۵ جدول
دانش آموزان خودراهبر

معنی داری سطح دوم آزادي درجه اول آزادي درجه لون آماره متغیرها مرحله
۸۰۵̸۰ ۲۸ ۱ ۰۶۲̸۰ دانش آموزان خودراهبر یادگیری پیش آزمون

در گروه دو در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل واریانس های تساوي فرض مورد در راهه یک   واریانس تحلیل نتايج :۶ جدول
دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان

معنی داری سطح F مجذورات میانگین آزادي درجه مجذورات مجموع متغیرها مرحله
۴۲۶̸۰ ۶۵۳̸۰ ۰۳۳̸۳۲ ۱ ۰۳۳̸۳۲ دانش آموزان خودراهبر یادگیری پیش آزمون

نقش گروه، دو نمرات احتمالی تفاوت در که بود خواهد مسأله) حل بر مبتنی مجازی آموزش (الگوی مستقل متغیر تأثیرات این مسأله، حل بر
خودراهبر یادگیری میزان در گروه دو مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل می شود مشاهده ۶ جدول در که همان طور داشت. خواهد
میزان نمرەهای واريانس هاي تساوي فرض که می دهد نشان یافته این و ندارد یکدیگر با معناداری تفاوت آزمایش و کنترل گروه در دانش آموزان،
بررسی از پس است. برقرار مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در کنترل و آزمايش گروه دو در دانش آموزان، خودراهبر یادگیری
پژوهش اصلی فرضیه بررسی بەمنظور مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو کوواریانس های و واریانس ها همگنی فرض
آمده ۷ جدول در نتایج و شد استفاده دانش آموزان، خودراهبر یادگیری میزان در گروه دو تفاوت های معنی داری بررسی برای کوواریانس تحلیل از

است.

بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان نمرات ميانگين روی یک راهه کوواريانس تحليل نتايج :۷ جدول
مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل کنترل با گروه دو مسأله حل

آماری توان اتا مجذور معنی داری سطح F مجذورات ميانگين آزادي درجه مجذورات مجموع تغييرات منبع متغیر
۱ ۳۶۶̸۰ ۰۰۱̸۰ ۸۶۸̸۳۲ ۰۶۷̸۶۰۴۰ ۱ ۰۶۷̸۶۰۴۰ مرحله خودراهبر یادگیری
۱ ۳۶۱̸۰ ۰۰۱̸۰ ۲۱۷̸۳۲ ۵۹۲۰۲۶۷ ۱ ۲۶۷̸۵۹۲۰ گروه دانش آموزان

۷۶۵̸۱۸۳ ۵۷ ۶̸۱۰۴۷۴ خطا

ازلحاظ کنترل و آزمايش گروەهای بين مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل کنترل با است شده داده نشان ۷ جـدول در كه همان طور
آموزش الگوی بەعبارت دیگر، .(𝐹 = و۳۲/۲۱۷ 𝑃 < ۰/۰۰۱) دارد وجود معنی داری تفاوت دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان نمره
یادگیری میزان ميانگين به نسبت (۱۶۵/۴) آزمايش گروه دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان ميانگين به توجه با مسأله حل بر مبتنی مجازی
ميزان است. شده آزمایش گروه در دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان معنادار افزایش موجب ،(۱۲۳/۶) کنترل گروه دانش آموزان خودراهبر
الگوی تأثير به مربوط دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان نمرات در فردی تفاوت های درصد ۳۶ يعنی می باشد، ۰/۳۶۱ با برابر تفاوت يا تأثير
می گیریم نتیجه بنابراین، است؛ نداشته وجود دوم نوع خطای امکان یعنی است، ۱ با برابر آماری توان می باشد. مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش
پژوهش اول فرضیه ترتیب بدین و است شده دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان افزایش باعث مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی که

می شود. تأیید
بەمنظور است. اثرگذار اربیل شهر هفتم پایه دختر دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی دوم: فرضیه
در دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری کوواریانس های ماتریس و واریانس ها تساوی پیش فرض رعایت برای ابتدا پژوهش دوم فرضیه بررسی
۹ و ۸ جداول در نتایج شد. استفاده راهه یک  واریانس تحلیل و لون آزمون از مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو

است. آمده

یادگیری میزان در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو واریانس های تساوي فرض مورد در لون آزمون نتايج :۸ جدول
دانش آموزان ریاضی مفاهیم

معنی داری سطح دوم آزادي درجه آزادياول درجه لون آماره متغیرها مرحله
۶۱۰̸۰ ۲۸ ۱ ۲۶۶̸۰ دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری پیش آزمون 
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در گروه دو در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل واریانس های تساوي فرض مورد در راهه یک  واریانس تحلیل نتايج :۹ جدول
دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری میزان

معنی داری سطح F مجذورات میانگین آزادي درجه مجذورات مجموع متغیرها مرحله
۲۸۸̸۰ ۱۷۱̸۱ ۶۳۳̸۱ ۱ ۶۳۳̸۱ دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری پیش آزمون

برای مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو واریانس تساوي براي صفر فرض می شود، ملاحظه ۸ جدول در كه همان گونه
دانش آموزان، ریاضی مفاهیم یادگیری میزان نمرەهای واريانس هاي تساوي فرض يعني مي گردد. تأييد دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری میزان
واریانس های تحلیل در که می دهد نشان یافته این گرديد. تأييد مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در کنترل و آزمايش گروه دو در
حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروەها واریانس های همگنی دلیل به مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد در گروه دو
خواهد نقش گروه، دو نمرات احتمالی تفاوت در که بود خواهد مسأله) حل بر مبتنی مجازی آموزش (الگوی مستقل متغیر تأثیرات این مسأله،
ریاضی مفاهیم یادگیری میزان در گروه دو مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل می شود مشاهده ۹ جدول در که همان طور داشت.
میزان نمرەهای واريانس هاي تساوي فرض که می دهد نشان یافته این و ندارد یکدیگر با معناداری تفاوت آزمایش و کنترل گروه در دانش آموزان،
بررسی از پس است. برقرار مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در کنترل و آزمايش گروه دو در دانش آموزان، ریاضی مفاهیم یادگیری
پژوهش اصلی فرضیه بررسی بەمنظور مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل در گروه دو کوواریانس های و واریانس ها همگنی فرض
۱۰ جدول در نتایج شد، استفاده دانش آموزان، ریاضی مفاهیم یادگیری میزان در گروه دو تفاوت های معنی داری بررسی برای کوواریانس تحلیل از
آزمايش گروەهای بين مسأله، حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل کنترل با است شده داده نشان ۱۰ جـدول در كه همان طور است. آمده

بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از بعد دانش آموزان خودراهبر یادگیری میزان نمرات ميانگين روی یک راهه کوواريانس تحليل نتايج :۱۰ جدول
مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی از قبل کنترل با گروه دو مسأله حل

آماری توان اتا مجذور معنی داری سطح F مجذورات ميانگين آزادي درجه مجذورات مجموع تغييرات منبع متغیر
۱ ۲۵۴̸۰ ۰۰۱̸۰ ۴۱۶̸۱۹ ۶̸۷۲ ۱ ۶̸۷۲ مرحله مفاهیم یادگیری
۱ ۳۱۱̸۰ ۰۰۱̸۰ ۷۴۵̸۲۵ ۲۶۷̸۹۶ ۱ ۲۶۷̸۹۶ گروه دانش آموزان ریاضی

۷۳۹̸۳ ۵۷ ۱۳۳̸۲۱۳ خطا

بەعبارت دیگر، .(𝐹 = و۲۵/۷۴۵ 𝑃 < ۰/۰۰۱) دارد وجود معنی داری تفاوت دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری میزان نمره ازلحاظ کنترل و
به نسبت (۱۷/۸۶۷) آزمايش گروه دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری میزان ميانگين به توجه با مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی
دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری میزان معنادار افزایش موجب ،(۱۲/۳۳۳) کنترل گروه دانش آموزان ریاضی مفاهیم یادگیری میزان ميانگين
مفاهیم یادگیری میزان نمرات در فردی تفاوت های درصد ۳۱ يعنی می باشد، ۰/۳۱۱ با برابر تفاوت يا تأثير ميزان است. شده آزمایش گروه در
خطای امکان یعنی است، ۰/۹۹ با برابر آماری توان می باشد. مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی تأثير به مربوط دانش آموزان ریاضی
ریاضی مفاهیم یادگیری میزان افزایش باعث مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی که می گیریم نتیجه بنابراین، است؛ نداشته وجود دوم نوع

می شود. تأیید پژوهش دوم فرضیه ترتیب بدین و است شده دانش آموزان

نتیجەگیری .۵
در منظور، بدین شد. گرفته نظر در نمونه بەعنوان هفتم پایه دختر دانش آموز ۳۰ و دسترس) (در تصادفی غیر نمونەگیری از استفاده با تحقیق این
پیادەسازی را مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش شیوه هفتم پایه کتاب از آزمایش، گروه برای محقق سپس، آمد. عمل به ریاضی پیش آزمون ابتدا
کوواریانس آزمون تحلیل آزمون از اطلاعات، تجزیەوتحلیل برای آورد. عمل به پس آزمون دانش آموزان از مداخله جلسات اتمام در سپس و کرد
پایه ریاضی مفاهیم یادگیری و خودراهبر یادگیری در مسأله حل بر مبتنی مجازی آموزش الگوی که داد نشان یافتەها است. شده استفاده راهه یک 

است. اثرگذار هفتم
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ابتدایی مقطع آموزان دانش ریاضی درس یادگیری با هیجانی هوش ارتباط
،ب بافرانی∗ حسنی عاطفه بافرانیآ، حسین زاده مریم

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه تربیتی علوم گروه علمی آعضو
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه ریاضی گروه علمی بعضو

چکیده
با که باشند می ۱۴۰۰ −۱۳۹۹ تحصیلی سال در نایین شهر ابتدایی مقطع پسر آموزان دانش کلیه مطالعه مورد جامعه
انتخاب نمونه عنوان به ابتدایی پنجم درکلاس پسر آموزان دانش از نفر ۱۰۰ تعداد تصادفی گیری نمونه روش از استفاده
هوش پرسشنامه و شرینگ هیجانی هوش پرسشنامه از ایده كسب با ساخته محقق پرسشنامه وسیله به ها داده شدند.
نشان گردید.نتایج حاصل ۰̸۸۷ معادل کرونباخ آلفای طریق از پرسشنامه پایایی میزان آمد. دست به ان بار⁃ هیجانی
دارد. وجود داری معنی رابطه شهرنایین ابتدایی مقطع آموزان دانش ریاضی درس یادگیری با هیجانی هوش بین که داد
ریاضی نمره کننده بینی پیش قدرت بیشترین كه داد نشان گام به گام روش به چندگانه رگرسیون تحلیل نتایج همچنین

باشد. می هیجانی هوش از فردی درون های مهارت مؤلفه به متعلق

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

یادگیری
ریاضی
هوش

هیجانی هوش

مقدمه .۱
های آموخته معتقدند تربیت و تعلیم متخصصان که چرا است. ریاضی درس گیرند، می یاد مدرسه در آموزان دانش که مهمی دروس از یکی
است. مؤثر آموز دانش شخصیتی رشد ابعاد سایر و فرهنگی اجتماعی، رشد در بلکه منطقی و عقلانی رشد در تنها نه ریاضی درس در آموز دانش
شناسایی البته شوند. گرفته بکار و شناخته بیشتر چه هر باید که است متعددی عوامل تأثیر تحت درس این در آموزان دانش تحصیلی پیشرفت
ظریف بسیار گونەای به است و چندبعدی عنصر یك آن كه چرا است، پیچیده مسألەای دروس سایر مانند ریاضی درس یادگیری بر مؤثر عوامل
بر شناختی و ذهنی توانایی های تأثیر بر پژوهشگران از بسیاری کنون تا است. مربوط دانش آموز عاطفی و شناختی اجتماعی، جسمی، رشد به
با اندازەای تا شناختی و ذهنی توانایی های چند هر كه شده مشخص زمان مرور به اما اند. تأكید كرده ریاضی درس یادگیری و تحصیلی پیشرفت
تحصیلی موفقیت پیش بینی كلید تنها اما می كنند، پیش بینی را درس این در یادگیری زیادی حدود تا و دارند رابطه تحصیلی پیشرفت و یادگیری
ریاضی درس یادگیری در می توانند كه غیرشناختی عوامل از ای مجموعه تا اند آمده بر درصدد اخیر سال های در محققان دلیل همین به نیستند.
تعریف طبق است. هیجانی هوش غیرشناختی، عوامل از یکی دریافتەاند آنها نمایند. شناسایی باشند مؤثر تحصیلی موفقیت كلی طور به و
نیازهای به پاسخ در ما کلی قابلیت بر که اجتماعی و هیجانی های توانایی و ها دانش از ای مجموعه از است عبارت هیجانی هوش گلمن(۲۰۱۲)

است: زیر موارد شامل مجموعه این گذارد. می تأثیر مؤثری طور به محیطی
احساسات بیان قدرت و خود فهم و درك خود، از بودن گاه آ توانایی .۱

آن بیان قدرت و دیگران فهم و درك دیگران، از بودن گاه آ توانایی .۲
خویشتن در ها تکانه کنترل و شدید های هیجان با رویارویی توانایی .۳

فردی و اجتماعی مسایل حل و تغییرات با انطباق توانایی .۴

∗سخنران

بافرانی) حسنی (عاطفه a.hassani@pnu.ac.ir بافرانی)، حسین زاده (مریم maryam.bafrani@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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درست، و مناسب قدرت تعهدات، اعتبارات، نگرش ها، آرزوها، علایق، احساسات، شامل می تواند که دارد گستردەای مفهوم هیجانی هوش
(براکت،۲۰۱۰). باشد ارزش ها و اخلاقیات حالات، و تمایلات

در کپور(۲۰۲۰) آ کند. بینی پیش را فرد تحصیلی و اجتماعی موفقیت تواند می زیادی بسیار میزان به هیجانی هوش که است داده نشان تحقیقات
و پرداخته شده انجام مطالعات بر فراتحلیلی از استفاده با آموزان دانش تحصیلی موفقیت و هیجانی هوش بین ارتباط مروری بررسی به تحقیقی
هیجانی هوش بررسی به تحقیقی در همکاران(۲۰۲۰) و حلیمی است. مرتبط بالاتر تحصیلی پیشرفت با بالا هیجانی هوش که است گرفته نتیجه
شدت به تحصیلی موفقیت که گرفتند نتیجه پیمایشی ای مطالعه از استفاده با کویت، کشور در مستقر دبیرستان آموزان دانش تحصیلی پیشرفت و
ملیت و جنسیت دبیرستان، سیستم سن، با مستقیمی همبستگی نتایج حال، این با است. مرتبط احساسات از استفاده و هیجانی خود ارزیابی با
دارد. معنادار و مثبت رابطه تحصیلی پیشرفت با هیجانی هوش که رسیدند نتیجه این به خود های یافته در همکاران(۲۰۱۴)، و بیلینگز نداد. نشان
کنند می استفاده فراشناختی راهبردهای یا بالا سطح شناختی راهبردهای از که یادگیرندگانی که دهد می نشان (۲۰۰۸) همکاران و لیم مطالعه نتیجه
در دبیرستانی آموز دانش ۶۶۷ روی بر خود مطالعه در همکاران(۲۰۰۴) و پارکر یابند. می دست بالاتری پیشرفت به خود یادگیری های فعالیت در
پیشرفت معناداری طور به هیجانی هوش و است ۰̸۴۱ با برابر تحصیلی پیشرفت و هیجانی هوش بین همبستگی که رسیدند نتیجه این به کانادا
از دارند بالایی هیجانی های مهارت که افرادی که داد نشان نتایج ،(۲۰۰۲) آرسنیون و گامورا های بررسی در کند. می بینی پیش را تحصیلی
علم به مند علاقه پذیرترند، مسئولیت دارند، تعارضات حل در بیشتری توانایی و درازمدت روابط برخوردارند، بهتری اجتماعی های مهارت
استفاده و مشکل بر تمرکز برای بیشتری توانایی افراد این همچنین و هستند پشتكار با دارند، بالایی نفس به اعتماد اند، موفقیت کسب و آموزی

شود. می آنان شناختی های توانایی افزایش موجب که دارند مسأله حل های مهارت از
تر راحت سن رفتن بالا با و یابند می دست بیشتری خودآگاهی به سن، افزایش با افراد اکثر که شد داده نشان پلیمن(۱۹۹۴) و دیفرایز پژوهش در
در تحصیلی پیشرفت با هیجانی هوش ارتباط بررسی به تحقیقی در (۱۳۹۸) همکاران و محمدی کنند. کنترل را خود رفتار و ها هیجان توانند می
تحصیلی پیشرفت بین معناداری و مثبت آماری ارتباط که گرفتند نتیجه و پرداخته تهران پزشکی علوم دانشگاه عمل اتاق و هوشبری دانشجویان
حمایت و خود حرمت ای واسطه نقش تحصیلی: پیشرفت و هیجانی هوش رابطه همکاران(۱۳۹۷) و احراری دارد. وجود هیجانی هوش با
معناداری رابطه تحصیلی پیشرفت با اجتماعی حمایت و خود حرمت هیجانی، هوش بین که گرفتند نتیجه و داده قرار بررسی مورد را اجتماعی
این در دارد. معناداری و مثبت رابطه پیشرفت انگیزه با هیجانی هوش که کرد عنوان خود تحقیق نتایج در قراملکی(۱۳۹۱) صبحی دارد. وجود
داشتند پیشرفت انگیزه با را همبستگی بیشترین هستند هیجانی هوش های مؤلفه از که رابطه مدیریت و خودمدیریتی خوآگاهی، ترتیب به پژوهش
و هیجانی هوش بررسی عنوان با طهماسبی(۱۳۸۶) و ثمری تحقیق نداشت.نتایج معناداری رابطه آن با اجتماعی گاهی آ مؤلفه که صورتی در
همبستگی خود تحقیق در دهشیری(۱۳۸۵) است. تحصیلی پیشرفت و هیجانی هوش رابطه دهنده نشان دانشگاه دانشجویان در تحصیلی پیشرفت
هوش های مؤلفه بین از همدلی و استقلال پذیری، انعطاف که کرد عنوان و کرد گزارش .̸۳۷ با برابر تحصیلی پیشرفت و هیجانی هوش بین
شاد) رضویان کنند. می تبیین را تحصیلی پیشرفت واریانس از ها۱۹̸. مؤلفه این و دارند تحصیلی پیشرفت بینی پیش در معناداری نقش هیجانی
هوش بین گرفت، نتیجه که داشته تبریز شهر راهنمایی سوم پایه دانش آموزان تحصیلی پیشرفت با هیجانی هوش رابطه درباره تحقیقی (۱۳۸۴
ای زمینه هیجانی هوش اینکه گرفتن نظر در با دارد. وجود معنادار رابطه تبریز شهر راهنمایی سوم پایه آموزان دانش تحصیلی پیشرفت و هیجانی
بررسی به همچنین و باشد می ریاضی درس یادگیری با هیجانی هوش بین ارتباط بررسی دنبال به حاضر مطالعه است. یادگیری عملکرد ارتقا برای
با عمومی) خوی و خلق استرس، مدیریت سازگاری، فردی، میان های مهارت فردی، درون های مهارت هیجانی) هوش های مؤلفه بین رابطه

پردازد. می ریاضی درس با ها مؤلفه از هریک رابطه میزان و ریاضی درس یادگیری

روششناسی .۲
شامل تحقیق پژوهشی جامعه است. همبستگی توصیفی⁃ نوع از ها داده آوری جمع روش لحاظ از و کاربردی هدف لحاظ از حاضر پژوهش
۱۰۰ ساده تصادفی گیری نمونه روش از استفاده با که باشند می ۱۳۹۹ −۱۴۰۰ تحصیلی سال در شهرنایین ابتدایی مقطع پسر آموزان دانش کلیه

شدند. انتخاب تحقیق آماری نمونه عنوان به ابتدایی پنجم کلاس در پسر آموزان دانش از نفر
بودند، شده تهیه سال ۱۶ بالای افراد برای ان بار⁃ هیجانی هوش پرسشنامه و شرینگ هیجانی هوش پرسشنامه اینکه به توجه با پژوهش، این در
بود. سؤال ۵۶ شامل ساخته محقق پرسشنامه شد. کودکان هیجانی هوش گیری اندازه جهت مناسب پرسشنامه تهیه به اقدام آنها از ایده کسب با
پایایی گرفت. قرار آزمون مورد گردد می شامل را زیاد” ”خیلی تا کم” ”خیلی های گزینه از که لیکرت ای گزینه ۵ طیف با سؤالات تمامی
روایی از روایی، جهت همچنین باشد. می نظر مورد پرسشنامه پایایی تأیید نشانگر که آمد بدست کرونباخ۸۷̸. آلفای از استفاده با پرسشنامه

شد. گرفته مدرسه نمرات ثبت سامانه از که بود دانش آموزان نهایی نمرات و مستمر نمرات میانگین ریاضی، نمره شد. استفاده صوری
از از استنباطی آمار بخش در و آنها معیار انحراف میانگین، متغیرها، مقادیر کمترین و بیشترین از توصیفی آمار در دادەها تحلیل و تجزیه برای
استفاده (۱۸ (SPSS افزاری نرم ی بسته از ها داده تحلیل و تجزیه منظور به شد. استفاده گام به گام رگرسیون از و پیرسون همبستگی ضریب

است. شده

یافتەها .۳
نرمال پژوهش های متغیر نمرات توزیع دیگر عبارت به است. نرمال ≥p ̸۰۵ سطح در k−s−z می شودآماره مشاهده جدول(۲) در که گونه همان
های متغیر نمرات توزیع دیگر عبارت به است. نرمال ≥p ̸۰۵ سطح در k−s−z می شودآماره مشاهده جدول(۲) در که گونه همان باشد. می
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پاسخگویان سن آماری توصیف :۱ جدول

 و ریاضی درس یادگیري با )عمومی خوي و خلق مدیریت استرس، سازگاري، فردي، میان هاي مهارت فردي، درون هاي مهارت (هیجانی
  پردازد.ریاضی می  درس با ها لفهؤم از هریک رابطه میزان

 روش شناسی

شامل  . جامعه پژوهشی تحقیقهمبستگی است -از لحاظ هدف کاربردي و از لحاظ روش جمع آوري داده ها از نوع توصیفیپژوهش حاضر 
تصادفی  که با استفاده از روش نمونه گیري  ی باشندم 1399-1400در سال تحصیلی  نایینابتدایی شهرمقطع پسر  آموزان دانش کلیه
  . به عنوان نمونه آماري تحقیق انتخاب شدندابتدایی کلاس پنجم  از دانش آموزان پسر در نفر 100 ساده

تهیه شده  سال 16 بالاي افراد براي ان -بارپرسشنامه هوش هیجانی  شرینگ و با توجه به اینکه پرسشنامه هوش هیجانی ،در این پژوهش
 شامل محقق ساخته پرسشنامه شد. کودکان هیجانی هوش گیري اندازه  جهت مناسب پرسشنامهتهیه  به اقدام آنها از ایده ، با کسببودند

 آزمون مورد گردد می شامل را  "زیاد خیلی" تا "کم خیلی" هاي از گزینه که لیکرت اي گزینه 5 طیف با الاتؤس تمامی ال بود.ؤس 56

همچنین  .می باشد نظر مورد پرسشنامه پایایی یدأیت نشانگر که آمد بدست /.87کرونباخ آلفاي از استفاده با پرسشنامه پایایی. گرفت قرار
ثبت نمرات سامانه از  که آموزان بودنمره ریاضی، میانگین نمرات مستمر و نمرات نهایی دانششد. از روایی صوري استفاده  ،جهت روایی

  .مدرسه گرفته شد
در بخش آمار استنباطی از  و آنها معیار انحراف میانگین، متغیرها، مقادیر کمترین و بیشترین ازدر آمار توصیفی ها  براي تجزیه و تحلیل داده

) SPSS 18به منظور تجزیه و تحلیل داده ها از بسته ي نرم افزاري ( .استفاده شد گام به گام رگرسیون از و همبستگی پیرسون ضریب از
  استفاده شده است. 

  ها یافته
  توصیف آماري سن پاسخگویان)  1جدول(                                                   

  خطاي معیار  میانگین  بیشترین سن  کمترین سن  
  04/0  54/11  13  11  سن

                                                        
سال می باشد.  13سال و بیشترین سن پاسخ دهندگان  11کمترین سن پاسخ دهندگان  شود می) مشاهده 1که در جدول(گونه  همان

  سال می باشد. 54/11 با برابر سن دانش آموزان، میانگین
  اه جهت بررسی نرمال بودن داده آزمون کولموگروف اسمیرنوف) 2جدول (

 k-s-z P متغیرهاي پژوهش
 /072 19/1 مهارت هاي درون فردي

 /268 /984 فردي مهارت هاي بین

 /143 35/1 سازگاري

 /540 /804 مدیریت استرس

 /765 /447 خلق و خوي عمومی

 /671 /567 هوش هیجانی

 /294 /870 نمره درس ریاضی

  

ها داده بودن نرمال بررسی جهت اسمیرنوف کولموگروف آزمون :۲ جدول

 و ریاضی درس یادگیري با )عمومی خوي و خلق مدیریت استرس، سازگاري، فردي، میان هاي مهارت فردي، درون هاي مهارت (هیجانی
  پردازد.ریاضی می  درس با ها لفهؤم از هریک رابطه میزان

 روش شناسی

شامل  . جامعه پژوهشی تحقیقهمبستگی است -از لحاظ هدف کاربردي و از لحاظ روش جمع آوري داده ها از نوع توصیفیپژوهش حاضر 
تصادفی  که با استفاده از روش نمونه گیري  ی باشندم 1399-1400در سال تحصیلی  نایینابتدایی شهرمقطع پسر  آموزان دانش کلیه
  . به عنوان نمونه آماري تحقیق انتخاب شدندابتدایی کلاس پنجم  از دانش آموزان پسر در نفر 100 ساده

تهیه شده  سال 16 بالاي افراد براي ان -بارپرسشنامه هوش هیجانی  شرینگ و با توجه به اینکه پرسشنامه هوش هیجانی ،در این پژوهش
 شامل محقق ساخته پرسشنامه شد. کودکان هیجانی هوش گیري اندازه  جهت مناسب پرسشنامهتهیه  به اقدام آنها از ایده ، با کسببودند

 آزمون مورد گردد می شامل را  "زیاد خیلی" تا "کم خیلی" هاي از گزینه که لیکرت اي گزینه 5 طیف با الاتؤس تمامی ال بود.ؤس 56

همچنین  .می باشد نظر مورد پرسشنامه پایایی یدأیت نشانگر که آمد بدست /.87کرونباخ آلفاي از استفاده با پرسشنامه پایایی. گرفت قرار
ثبت نمرات سامانه از  که آموزان بودنمره ریاضی، میانگین نمرات مستمر و نمرات نهایی دانششد. از روایی صوري استفاده  ،جهت روایی

  .مدرسه گرفته شد
در بخش آمار استنباطی از  و آنها معیار انحراف میانگین، متغیرها، مقادیر کمترین و بیشترین ازدر آمار توصیفی ها  براي تجزیه و تحلیل داده

) SPSS 18به منظور تجزیه و تحلیل داده ها از بسته ي نرم افزاري ( .استفاده شد گام به گام رگرسیون از و همبستگی پیرسون ضریب از
  استفاده شده است. 

  ها یافته
  توصیف آماري سن پاسخگویان)  1جدول(                                                   

  خطاي معیار  میانگین  بیشترین سن  کمترین سن  
  04/0  54/11  13  11  سن

                                                        
سال می باشد.  13سال و بیشترین سن پاسخ دهندگان  11کمترین سن پاسخ دهندگان  شود می) مشاهده 1که در جدول(گونه  همان

  سال می باشد. 54/11 با برابر سن دانش آموزان، میانگین
  اه جهت بررسی نرمال بودن داده آزمون کولموگروف اسمیرنوف) 2جدول (

 k-s-z P متغیرهاي پژوهش
 /072 19/1 مهارت هاي درون فردي

 /268 /984 فردي مهارت هاي بین

 /143 35/1 سازگاري

 /540 /804 مدیریت استرس

 /765 /447 خلق و خوي عمومی

 /671 /567 هوش هیجانی

 /294 /870 نمره درس ریاضی

  
باشد. می نرمال پژوهش

آموزان دانش ریاضی درس نمره بر هیجانی هوش های مؤلفه کنندگی بینی پیش قدرت تعیین برای می گردد، مشاهده (۴) جدول در که طور همان
بین های مهارت فردی، درون های مهارت های مؤلفه را ریاضی نمره ۰̸۳۴۲تغییرات است. شده استفاده گام به گام چندمتغیری رگرسیون از
کمترین و بوده دارا فردی درون های مهارت مؤلفه را ریاضی نمره کنندگی بینی پیش قدرت بیشترین که کنند می بینی پیش سازگاری و فردی
این در کافی کنندگی بینی پیش قدرت از دیگر های مؤلفه باشد. می دارا فردی بین های مهارت مؤلفه را ریاضی نمره کنندگی بینی پیش قدرت

باشند. نمی برخوردار خصوص

گیری نتیجه و بحث .۴
دروس در یادگیری ارتقای منظور به هیجانی هوش پرورش به است لازم دارد، تربیت و تعلیم در مهمی نقش هیجانی هوش که این توجه با
بیرونی و درونی عوامل و هیجانی های رفتار که ساخت نشان خاطر معلمان به بایستی طریق این از نمود. توجه ریاضی درس ویژه به مختلف

شد. خواهد منجر ریاضی درس بهتر یادگیری به خود نوبه به این که کرد. تلاش آن بهبود در و داد تغییر توان می را آن با مرتبط
باید آموزان دانش سازد. گاه آ خودشان شخصیت به نسبت را آموزان دانش که است آن پرورش و آموزش اصلی کارکردهای از یکی این، بر علاوه
خودشکوفایی و یادگیری پیشرفت، برای آنها کنند. احساس کامل و عمیق بطور را دیگران و خود بودن همتا بی مدرسه به ورود های سال همان از
محیط دارند تأکید تربیت و تعلیم نظران صاحب شوند. آشنا شان اجتماعی های نقش با آن کنار در و باشند داشته اطمینان خود فردی ارزش به باید
برقرار مدارس در خود همسالان و معلمان با دانش آموزان که روابطی می گردد. تلقی جامعه اجتماعی نظام از کوچکی نمونه مدرسه اجتماعی
قرار آن در که محیطی و جامعه از را دانش آموزان درک و دارد اجتماعی بنیادین ارزش های و باورها نگرش ها، اکتساب در اساسی نقش می کنند،
ارتباط بررسی به حاضر است.پژوهش هیجانی مهارت های یادگیری بافت های ترین مهم از یکی مدرسه همچنین، می دهد. قرار تأثیر تحت دارند،
با هیجانی هوش بین داد نشان پژوهش کلی های یافته پردازد. می نایین شهر ابتدایی مقطع آموزان دانش ریاضی درس یادگیری با هیجانی هوش
نشان گام به گام روش به چندگانه رگرسیون تحلیل نتایج دارد. وجود داری معنی رابطه نایین شهر ابتدایی مقطع آموزان دانش ریاضی درس یادگیری
با ها یافته این باشد. می هیجانی هوش از فردی درون های مهارت مؤلفه به متعلق ریاضی نمره کننده بینی پیش و مؤثر مؤلفه سهم بیشترین كه داد
آرسنیون(۲۰۰۲)، و گامورا همکاران(۲۰۰۴)، و پارکر همکاران(۲۰۱۴)، و بیلینگز همکاران(۲۰۲۰)، و حلیمی کپور(۲۰۲۰)، آ های پژوهش نتایج
شاد) رضویان دهشیری(۱۳۸۵)، طهماسبی(۱۳۸۶) و ثمری قراملکی(۱۳۹۱)، صبحی همکاران(۱۳۹۷)، و احراری همکاران(۱۳۹۸)، و محمدی

است. همسو (۱۳۸۴
است بهتر باشند، برخوردار بالایی سطح از آموزان دانش میان در ریاضی درس یادگیری اینکه برای گفت توان می ها یافته این تبیین راستای در
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ها داده تحلیل نتایج :۳ جدول

توزیع نمرات متغیر هاي پژوهش عبارت دیگر ه بنرمال است.    p≥/ 05در سطح  k-s-zشودآماره  میمشاهده   )2(که در جدولگونه  همان
   .نرمال می باشد

  )  نتایج تحلیل داده ها3جدول (

 انحراف معیار میانگین کمترین بیشترین متغیر
ضریب همبستگی با نمره 

 درس ریاضی

  سطح معناداري

 

 05/0 38/0 18/22 20/95 78 120 مهارت هاي درون فردي

 01/0 42/0 20/12 05/80 70 93 مهارت هاي بین فردي

 01/0 62/0 30/4 62/52 34 55 سازگاري

 05/0 13/0 68/4 21/48 37 59 مدیریت استرس

 01/0 23/0 05/4 60/46 36 50 خلق و خوي عمومی

  05/0  5/0  21/24  17/242  184  295 هوش هیجانی

  -  1  65/1  63/18  14  20 نمره درس ریاضی

  

با  17/242 و میانگین هوش هیجانی 65/1 معیاربا انحراف  63/18ریاضی  نمره میانگین گردد، ) مشاهده می3گونه که در جدول ( همان
خلق و  به آن ترین پایین و است درون فردي هاي مهارت به هیجانی مربوط هوش لفهؤم میانگین بالاترین می باشد. 21/24انحراف معیار 
 هاي الؤس تمامی معنادار و مثبت رابطه ها همبستگی تحلیل نتایج نمره اي می باشد.  60/48 بیانگر تفاوت که دارد تعلق خوي عمومی

 درس نمره با را کمترین همبستگی 13/0 بیشترین و مدیریت استرس با 62/0با  سازگاريلفه  ؤم میان این از که را نشان می دهد  تحقیق
 05/0سطح  در که دارد وجود همبستگی 5/0ریاضی  درس نمره با هیجانی هوشهمچنین نتایج نشان می دهد که بین  . اند داشته ریاضی

  معنی دار است.
  گام به گام جند متغیري رگرسیون تحلیل نتایج )4جدول (                                           	

کننده بینی پیش متغیرهاي  R  Rمجذور Beta  T  Sig  

درون فردي هاي مهارت  

623/0  342/0  

609/0  28/5  05/0  

هاي بین فرديمهارت  079/0  565/0  001/0  

    942/0  138/0  سازگاري

  

گام به گام متغیری جند رگرسیون تحلیل نتایج :۴ جدول

توزیع نمرات متغیر هاي پژوهش عبارت دیگر ه بنرمال است.    p≥/ 05در سطح  k-s-zشودآماره  میمشاهده   )2(که در جدولگونه  همان
   .نرمال می باشد

  )  نتایج تحلیل داده ها3جدول (

 انحراف معیار میانگین کمترین بیشترین متغیر
ضریب همبستگی با نمره 

 درس ریاضی

  سطح معناداري

 

 05/0 38/0 18/22 20/95 78 120 مهارت هاي درون فردي

 01/0 42/0 20/12 05/80 70 93 مهارت هاي بین فردي

 01/0 62/0 30/4 62/52 34 55 سازگاري

 05/0 13/0 68/4 21/48 37 59 مدیریت استرس

 01/0 23/0 05/4 60/46 36 50 خلق و خوي عمومی

  05/0  5/0  21/24  17/242  184  295 هوش هیجانی

  -  1  65/1  63/18  14  20 نمره درس ریاضی

  

با  17/242 و میانگین هوش هیجانی 65/1 معیاربا انحراف  63/18ریاضی  نمره میانگین گردد، ) مشاهده می3گونه که در جدول ( همان
خلق و  به آن ترین پایین و است درون فردي هاي مهارت به هیجانی مربوط هوش لفهؤم میانگین بالاترین می باشد. 21/24انحراف معیار 
 هاي الؤس تمامی معنادار و مثبت رابطه ها همبستگی تحلیل نتایج نمره اي می باشد.  60/48 بیانگر تفاوت که دارد تعلق خوي عمومی

 درس نمره با را کمترین همبستگی 13/0 بیشترین و مدیریت استرس با 62/0با  سازگاريلفه  ؤم میان این از که را نشان می دهد  تحقیق
 05/0سطح  در که دارد وجود همبستگی 5/0ریاضی  درس نمره با هیجانی هوشهمچنین نتایج نشان می دهد که بین  . اند داشته ریاضی

  معنی دار است.
  گام به گام جند متغیري رگرسیون تحلیل نتایج )4جدول (                                           	

کننده بینی پیش متغیرهاي  R  Rمجذور Beta  T  Sig  

درون فردي هاي مهارت  

623/0  342/0  

609/0  28/5  05/0  

هاي بین فرديمهارت  079/0  565/0  001/0  

    942/0  138/0  سازگاري
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و جو فوق برنامه، فعالیت های کلاسی، آموزش مانند تلاش ها از گسترەای طریق از می تواند هیجانی آموزش گردد. تقویت آنان هیجانی هوش
شدن اجتماعی فرآیند که صورتی در گیرد. صورت اجتماعی فعالیت های در والدین و معلمان دانش آموزان، کردن درگیر و مدرسه حمایتی شرایط
این جبران به ترمیمی آموزش های طریق از مدارس تا دارد وجود امکان این نباشد، مطلوب خانواده اولیه محیط در هیجانی مهارت های رشد و

شد. خواهد منجر ریاضی درس بهتر یادگیری به تلاش این بپردازند، کاستی ها
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ریاضی درس کلاس و مدرسه درباره دانش آموزان دیدگاەهای شناسایی
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چکیده
بسیاری موارد از باورها این و است شکل گیری حال در دانش آموزان باورهای ریاضی، یادگیری یاددهی⁃ فرآیند در
این از مورد دو دربارۀ ابتدایی چهارم پایۀ دانش آموزان باورهای بررسی حاضر، پژوهش از هدف می پذیرند. تاثیر
انجام پیمایشی توصیفی⁃ روش به که است استعارەها براساس مدرسه و ریاضی درس کلاس یعنی اثرگذار عوامل
تصادفی⁃ نمونەگیری براساس که است شهرکرد شهرستان چهارم پایۀ پسر و دختر دانش آموزان آماری، جامعه شد.
دربارۀ دانش آموزان دیدگاه با رابطه در پرسش دو شامل پرسش نامەای پژوهش، ابزار شدند. انتخاب نفر ۱۰۸ خوشەای،
درصدهای و جدول ها (شامل توصیفی آمارهای از دادەها تحلیل و تجزیه برای بود. مدرسه و ریاضی درس کلاس
درس کلاس دربارۀ دانش آموزان استعارەهای ابتدا، گردید. استفاده مجذورخی) آزمون (شامل استنباطی و فراوانی)
«لذت بخش»، به می توان مقولەها این جمله از که شدند دستەبندی ۴مقوله در مدرسه دربارۀ و ۶مقوله در ریاضی
باورهای و دیدگاەها دانش آموزان، که است آن بیانگر مقولەها این نمود. اشاره «آزاردهنده» و کاربردی» و «سودمند
ریاضی درس کلاس در بودن دانش آموزان، از برخی مثال، برای دارند. مدرسه و ریاضی درس کلاس دربارۀ متنوعی
هستند. مفید و دارند کاربرد زندگی در آن ها که بودند معتقد نیز برخی و کردند توصیف لذت بخش را رفتن مدرسه و
خود استعارەهای در دانش آموزان، اکثریت که داد نشان نتایج می دانستند. آزاردهنده و رنج آور را آن ها نیز، عدەای
مقولەهای فراوانی بین معناداری تفاوت مجذورخی، آزمون براساس همچنین، و داشتند اشاره «لذت بخش» مقوله به

نگردید. مشاهده چهارم پایۀ پسر و دختر دانش آموزان استعارەهای از حاصل

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

استعارەها
چهارم پایه دانش آموزان

ریاضی درس کلاس دربارۀ باورها
مدرسه دربارۀ باورها

2020 MSC:
97C20

مقدمه .۱
محوری موضوعی و درسی برنامه از ناپذیر جدایی جزء عنوان به علم این بشر، زندگی در آن فراوان کاربردهای و ریاضی اهمیت به توجه با
دانش  آموزان تحصیلی عملکرد که دارد وجود فراوانی عوامل ریاضی یادگیری و یاددهی فرآیند در .[۱۴] می  شود محسوب عمومی آموزش در
باورهای می  کند، ایفا توجهی قابل نقش دانش  آموزان عملکرد و فعالیت  ها در که اثرگذار عوامل این جمله از .[۱۵] می  دهد قرار تاثیر تحت را
،[۱۳] می گذارند تاثیر می  گیرند یاد را دانش افراد، که روش هایی و یادگیری کیفیت بر باورها، است. آن با مرتبط موارد و ریاضی درباره دانش  آموزان
نقش می توانند رفتن مدرسه و ریاضی درس کلاس در بودن جمله از آن با مرتبط موارد و ریاضی مورد در دانش آموزان باورهای جهت همین به
باورها اساسی نقش به توجه با .[۹ ،۵] باشند داشته ریاضی کلاس های در آن ها انگیزه و ریاضی از بردن لذت ریاضی، به آن ها علاقه در برجستە ای
ذهن در آنچه و دانش  آموزان دیدگاە های و باورها از گاهی آ راە های از یکی هستند. دقیق  تری بررسی نیازمند ریاضی، یادگیری و یاددهی فرآیند در
هستند ابزارهایی استعارە ها، که نمودە اند بیان مورد این در [۱۰] جانسون و لاکف .[۱۲ ،۱۱ ،۸ ،۴ ،۲ ،۱] است استعاره از استفاده می  گذرد، آن  ها
به می  شوند. استفاده جدید شی یا پدیده یک مورد در مجهولات توضیح و توصیف درک، برای شده شناخته چیزهای ویژگی  های از استفاده با که
و علاقه عدم یا علاقه برد، پی می  توان کند، بیان ریاضیات مورد در دلیل ذکر با استعارە ای که می  شود خواسته دانش  آموزان از وقتی مثال، عنوان
است بیشتری کار به نیاز زمینە ای چه در دانش  آموزان باورهای با مرتبط مشکلات کردن برطرف برای و چیست از ناشی ریاضی به نسبت او باور

یافتیان) (نرگس yaftian@sru.ac.ir قهفرخی)، نکوئی (اسماء nekuei.asma@yahoo.com الکترونیک: پست
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مثبت باورهای از برخی به آن با مرتبط موارد و ریاضی درباره دانش  آموزان استعارە های بررسی با پژوهشگران پژوهش  ها، از برخی در .[۱۲ ،۷]
دیدگاە های به بردن پی برای بصری استعارە های از پژوهش  ها از برخی کلامی، استعارە های کارگیری به بر علاوه .[۹ ،۷ ،۳] بردند پی افراد منفی و
استفاده با ابتدایی پنجم پایه دانش  آموزان باورهای بررسی به پژوهشی در [۶] رولکا و هالورشاید اساس، همین بر نمودە اند. استفاده دانش  آموزان
کنند. بیان توضیح ارائه و نقاشی یک کشیدن با را ریاضی پیرامون خود نظرات تا خواستە اند دانش  آموزان از پژوهش این در پرداختند. نقاشی از
این نقاشی کرد. رسم را فیثاغورس رابطه و ارشمیدس خوارزمی، از تصاویری ،۹ تا ۰ ارقام جمله از مواردی خود، نقاشی در دانش  آموزان از یکی

است. شده ارائه ۱ شکل در خود نقاشی مورد در او توضیح همراه به دانش  آموز

[۲۳۷ ص ،۶] ریاضی درباره ساله ۱۱ پسر دانش آموز استعاره :۱ شکل

برمبنای علم، این که است معتقد و می داند اعداد از شده تشکیل و وابسته را ریاضی دانش آموز، این که کرد برداشت می توان ۱ شکل از بنابراین
تمامی در و هستند تاثیرگذار و مهم دانش آموزان عملکرد و یادگیری در باورها گفت، می توان مجموع در است. ریاضی دانان نظریات و فرمول ها
راستا، همین در و است ضروری دانش آموزان دیدگاەهای و باورها از گاهی آ بنابراین، دارند. سزایی به نقش ابتدایی مقطع ویژه به تحصیلی مقاطع

دهد: پاسخ زیر سوالات به که است آن بر حاضر پژوهش
دارند؟ ریاضی درس کلاس دربارۀ دیدگاەهایی چه دانش آموزان (۱

دارند؟ مدرسه دربارۀ دیدگاەهایی چه دانش آموزان (۲

پژوهش روش .۲
درس کلاس دربارۀ ابتدایی چهارم پایۀ دانش آموزان باورهای بررسی است، شده انجام پیمایشی – توصیفی روش به که حاضر پژوهش از هدف
نمونه و شهرکرد شهرستان ابتدایی چهارم پایۀ پسر و دختر دانش آموزان پژوهش، این آماری جامعه است. استعارەها کمک به مدرسه و ریاضی
پژوهش، ابزار شدند. انتخاب خوشەای – تصادفی نمونەگیری روش به که بود دانش آموزان این از پسر) ۵۲ و دختر ۵۶) نفر ۱۰۸ شامل آماری
از الهام با پرسش ها  این که بود «مدرسه» دربارۀ و ریاضی» درس «کلاس دربارۀ دانش آموزان دیدگاه با ارتباط در پرسش دو شامل پرسش نامەای

است. شده ارائه ۲ شکل در و گردید تدوین صاحب نظران با مشورت و [۷ ،۳ ،۲] مرتبط پژوهش های
درس «کلاس دربارۀ دانش آموزان توسط شده مطرح استعارەهای شد. گرفته بهره ریاضی آموزش متخصصان نظرات از پژوهش، اعتبار راستای در
و تجزیه برای بود. مشترک [۷ ،۳ ،۲] مرتبط پژوهش های از برخی با مقولەها این از برخی که گرفتند قرار مقوله چند در «مدرسه» و ریاضی»
نرم افزار در خی  دو آزمون شامل استنباطی آمار و فراوانی ها درصد و فراوانی جدول های شامل توصیفی آمار از شده، جمع آوری دادەهای تحلیل

شد. استفاده ۲۷ نسخۀ spss

نتایج .۳
دارند؟ ریاضی درس کلاس دربارۀ دیدگاەهایی چه دانش آموزان پژوهش: اول پرسش
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«مدرسه». و ریاضی» درس «کلاس دربارۀ چهارم پایه دانش آموزان دیدگاەهای پرسشنامۀ :۲ شکل

استعارەهایی ریاضی درس کلاس با ارتباط در دانش آموزان گرفت. قرار بررسی مورد چهارم پایۀ دانش آموزان استعارەهای پرسش این به پاسخ برای
«سودمند «لذت بخش»، «آسان»، از عبارتند مقولەها این گردیدند. دستەبندی مقوله ۷ در شده، مطرح دلایل براساس استعارەها این که نمودەاند مطرح
استعارەای که بودند نخواسته یا نتوانسته چهارم پایه دانش آموزان از برخی که است ذکر به لازم «آزاردهنده». و «دشوار» «خستەکننده»، کاربردی»، و
هریک فراوانی توزیع ۱ جدول در شد. گرفته نظر در نیز استعاره» «فاقد نام به دستەای دلیل، همین به و نمایند مطرح ریاضی درس کلاس درباره

است. شده ارائه جنسیت تفکیک به ریاضی درس کلاس برای آن به مربوط مثال هایی همراه به مقولەها این از

ریاضی درس کلاس درباره چهارم پایه دانش آموزان استعارەهای از مثال هایی و مقولەها فراوانی توزیع :۱ جدول
درصد فراوانی استعاره جنسیت مقولەها
۸̸۹ ۵ است. آسان زیرا است کوچکم خواهر به کمک کردن مانند ریاضی درس کلاس دختر

است. آسان زیرا رفتن راه مانند ریاضی درس کلاس آسان
۱۵̸۴ ۸ است. راحت زیرا است نقاشی زنگ مانند ریاضی درس کلاس پسر

است. آسان زیرا است رفتن مهمانی مانند ریاضی درس کلاس
۳۷̸۵ ۲۱ دارم. دوست را آن  زیرا شکلات و شیرینی از پر ظرف یک مانند ریاضی درس کلاس دختر

است. شیرین زیرا خوب خاطره یک آوردن یاد به مانند ریاضی درس کلاس لذت بخش
۲۳̸۱ ۱۲ دارد. جالبی و جدید چیزهای زیرا است شهربازی مانند ریاضی درس کلاس پسر

است. خوب و هستند فرشتە مثل دوستانم آن در زیرا بهشت مانند ریاضی درس کلاس
۵̸۴ ۳ است. مفید و آموزنده زیرا است کتاب خواندن مانند ریاضی درس کلاس دختر

می کند. کمک ما به آینده در زیرا است خط تمرین مانند ریاضی درس کلاس کاربردی و سودمند
۲۱̸۲ ۱۱ می آموزد. ما به زیرا است خوب تلویزیونی برنامه یک مانند ریاضی درس کلاس پسر

می کنیم. استفاده هرروز آن از زیرا حساب یادگیری مانند ریاضی درس کلاس
۵̸۴ ۳ می شوم. خسته زیرا دو مسابقه مانند ریاضی درس کلاس دختر

هستیم. خسته آن از بعد زیرا است نخوابیدن شب مانند ریاضی درس کلاس خستەکننده
۷̸۷ ۴ می شوم. خسته من و می کند صحبت معلم زیرا اخبار به دادن گوش مانند ریاضی درس کلاس پسر

ندارم. را آن حوصله زیرا است کسل کننده بازی یک مانند ریاضی درس کلاس
۱۲̸۵ ۷ می گیرم. استرس و است سخت خیلی زیرا است امتحان مانند ریاضی درس کلاس دختر

است. سخت آن به دادن گوش زیرا است صبحگاه مانند ریاضی درس کلاس دشوار
۵̸۸ ۳ است. سخت خیلی آن تحمل زیرا است زیاد آتش با جهنم مانند ریاضی درس کلاس پسر

است. سخت زیرا شنی زمین روی دویدن مانند ریاضی درس کلاس
۲۱̸۴ ۱۲ است. ترسناک زیرا هیولا یک مانند ریاضی درس کلاس دختر

می ترسم. آن از من زیرا است سوسک مانند ریاضی درس کلاس آزاردهنده
۱۹̸۲ ۱۰ می کند. کلافه را من زیرا مگس مانند ریاضی درس کلاس پسر

است. زندگی زمان بدترین زیرا است مرگ مانند ریاضی درس کلاس
۸̸۹ ۵ دختر استعاره فاقد
۷̸۷ ۴ پسر
۱۰۰ ۵۶ دختر کل تعداد
۱۰۰ ۵۲ پسر

گردید. مطرح پسر دانش آموزان از درصد) ۱۵̸۴) نفر ۸ و دختر دانش آموزان از درصد) ۸̸۹) نفر ۵ توسط «آسان» مقوله ،۱ جدول براساس
و بود مقولەها سایر از رایجتر ریاضی درس کلاس درباره چهارم پایه پسر و دختر دانش آموزان استعارەهای میان در «لذت بخش» مقوله همچنین،
۵̸۴) نفر ۳ داشت. اشاره مقوله این به که بودند نموده مطرح استعارەهایی درصد) ۲۳̸۱) پسر دانش آموز ۱۲ و درصد) ۳۷̸۵) دختر دانش آموز ۲۱
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استعارەهای نمودند. توصیف کاربردی» و «سودمند را ریاضی درس کلاس پسر، دانش آموز درصد) ۲۱̸۲) نفر ۱۱ و دختر دانش آموز درصد)
نیز «دشوار» مقوله داشتند. اشاره ریاضی درس کلاس بودن «خستەکننده» به پسران، از درصد) ۷̸۷) نفر ۴ و دختران از درصد) ۵̸۴) نفر ۳
۱۰ و درصد) ۲۱̸۴) دختر دانش آموز ۱۲ گردید. مشاهده درصد) ۵̸۸) پسر دانش آموز ۳ و درصد) ۱۲̸۵) دختر دانش آموز ۷ استعارەهای در
۴ و درصد) ۸̸۹) دختر دانش آموز ۵ که است ذکر به لازم نمودند. بیان خود استعارەهای در را «آزاردهنده» مقوله درصد) ۱۹̸۲) پسر دانش آموز
دانش آموزان استعارەهای در مقولەها فراوانی مقایسه با بودند. نکرده بیان ریاضی درس کلاس درباره استعارەای نیز درصد) ۷̸۷) پسر دانش آموز
سایر به نسبت چهارم پایه دختر دانش آموزان استعارەهای بین «خستەکننده» و کاربردی» و «سودمند مقولەهای که می شود مشخص پسر و دختر
فراوانی و گردید مشاهده مقولەها سایر از کمتر چهارم پایه پسر دانش آموزان بین در «دشوار» مقوله همچنین، داشتند. کمتری فراوانی مقولەها،

داشت. کمتری
جدول در جنسیت براساس دستەها این از هریک فراوانی شدند. تقسیم بندی دسته ۷ در ریاضی درس کلاس درباره چهارم پایه دانش آموزان پاسخ

است. شده ارائه ۲
ریاضی درس کلاس درباره چهارم پایه دانش آموزان جنسیت و مقولەها نوع توافقی جدول :۲ جدول

مجموع پسر دختر طبقات متغیر
درصد فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی

۱۲ ۱۳ ۱۵̸۴ ۸ ۸̸۹ ۵ آسان
۳۰̸۶ ۳۳ ۲۳̸۱ ۱۲ ۳۷̸۵ ۲۱ لذت بخش
۱۳ ۱۴ ۲۱̸۲ ۱۱ ۵̸۴ ۳ کاربردی و سودمند
۶̸۵ ۷ ۷̸۷ ۴ ۵̸۴ ۳ خستەکننده مقولەها
۹̸۳ ۱۰ ۵̸۸ ۳ ۱۲̸۵ ۷ دشوار
۲۰̸۴ ۲۲ ۱۹̸۲ ۱۰ ۲۱̸۴ ۱۲ آزاردهنده
۸̸۳ ۹ ۷̸۷ ۴ ۸̸۹ ۵ استعاره فاقد
۱۰۰ ۱۰۸ ۱۰۰ ۵۲ ۱۰۰ ۵۶ مجموع

۲ جدول در که ریاضی درس کلاس درباره چهارم پایه دانش آموزان استعارەهای از حاصل مقولەهای نوع و جنسیت میان ارتباط بررسی برای
می شود. مشاهده ۳ جدول در که است گردیده استفاده بعدی خی  دو مجذور آزمون از است، شده ذکر

ریاضی درس کلاس درباره مقولەهای برحسب جنسیت فراوانی مقایسه برای مجذورخی آزمون :۳ جدول
معناداری سطح ⅾf آماره مجذورخی آزمون

۰̸۱۴۲ ۶ ۹̸۶۱۹
درباره چهارم پایه پسر و دختر دانش آموزان استعارەهای از حاصل مقولەهای فراوانی بین معناداری تفاوت که داد نشان ۳ جدول از حاصل نتایج

(𝜒۲ = ۹/۶۱۹ و ⅾf = ۶ و sig = ۰/۱۴۲) ندارد وجود ریاضی درس کلاس
دارند؟ مدرسه دربارۀ دیدگاەهایی چه دانش آموزان پژوهش: دوم پرسش

بودند نموده بیان که دلایلی به توجه با و گرفت قرار بررسی مورد مدرسه دربارۀ چهارم پایه دانش آموزان استعارەهای دوم، پرسش به پاسخ برای
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است. شده ارائه استعارەها از نمونەای و مقولەها این ،۴ جدول در که شدند دستەبندی مقوله چند در
مدرسه درباره چهارم پایه دانش آموزان استعارەهای از مثال هایی و مقولەها فراوانی توزیع :۴ جدول

درصد فراوانی استعاره جنسیت مقولەها
۳۵̸۷ ۲۰ دارم. دوست خیلی را مدرسه زیرا است شکلاتی بزرگ شهر یک مانند مدرسه دختر

هستیم. خوشحال و می کنیم بازی دوستم با زیرا است بهشت مانند مدرسه لذت بخش
۳۴̸۶ ۱۸ می کنم. بازی هستند، گل مثل که دوستانم با زیرا است گل از پر باغ مانند مدرسه پسر

است. لذت بخش و می کنیم بازی آن در زیرا است بازی خانه مانند مدرسه
۸̸۹ ۵ می گیریم. یاد جدید چیز آن در زیرا است زبان کلاس مانند مدرسه دختر

نباشیم. بی سواد تا می گیریم یاد علم آن در زیرا است دانشگاه مانند مدرسه کاربردی و سودمند
۲۱̸۲ ۱۱ می دهد. یاد ما به مفیدی و جالب چیزهای زیرا است کتاب مانند مدرسه می شوند.پسر تربیت دانش آموزان آن در زیرا است مادر و پدر مانند مدرسه
۱۴̸۳ ۸ دارد. قرار زیادی اتاق های آن در زیرا است ما دوم خانه مانند مدرسه دختر

دارد. وظیفه یک هرعضو زیرا است بدن اعضای مانند مدرسه اجزا از متشکل
۵̸۸ ۳ دارد. زیادی کتاب های و اتاق ها آدم ها، زیرا است کتابخانه مانند مدرسه پسر

است. شده تشکیل مختلف کلاس های از زیرا است بزرگ خانه یک مانند مدرسه
۲۱̸۴ ۱۲ بخوانیم. درس باید روز همه زیرا است جهنم از وحشتناکتر اتاق یک مانند مدرسه دختر

می  شویم. بی حوصله و نداریم گوشی زیرا است زندان مانند مدرسه آزاردهنده
۳۰̸۸ ۱۶ دارد. بدی قانون های و می بندد را ورودی درهای زیرا است پادگان مانند مدرسه شوم.پسر بیدار صبح ۶ ساعت باید زیرا است زندان مانند مدرسه
۱۹̸۶ ۱۱ دختر استعاره ۷̸۷فاقد ۴ پسر
۱۰۰ ۵۶ دختر کل ۱۰۰تعداد ۵۲ پسر

۲۰ و بود مقولەها سایر از پرتکرارتر مدرسه درباره چهارم پایه پسر و دختر دانش آموزان استعارەهای میان در «لذت بخش» مقوله ،۴ جدول براساس
۸̸۹) نفر ۵ داشت. اشاره مقوله این به که بودند نموده مطرح استعارەهایی درصد) ۳۴̸۶) پسر دانش آموز ۱۸ و درصد) ۳۵̸۷) دختر دانش آموز
۱۴̸۳) نفر ۸ استعارەهای نمودند. توصیف کاربردی» و «سودمند را مدرسه پسر، دانش آموز درصد) ۲۱̸۲) نفر ۱۱ و دختر دانش آموز درصد)
دانش آموز ۱۶ و درصد) ۲۱̸۴) دختر دانش آموز ۱۲ داشتند. اشاره اجزا» از «متشکل مقوله به پسران، از درصد) ۵̸۸) نفر ۳ و دختران از درصد)
پسر دانش آموز ۴ و درصد) ۱۹̸۶) دختر دانش آموز ۱۱ همچنین، نمودند. بیان خود استعارەهای در را «آزاردهنده» مقوله درصد) ۳۰̸۸) پسر
فراوانی شدند. تقسیم بندی دسته ۵ در مدرسه درباره چهارم پایه دانش آموزان پاسخ  بودند. نکرده ذکر مدرسه درباره استعارەای نیز درصد) ۷̸۷)

است. شده ارائه ۵ جدول در جنسیت براساس دستەها این از هریک

مدرسه درباره چهارم پایه دانش آموزان جنسیت و مقولەها نوع توافقی جدول :۵ جدول
مجموع پسر دختر طبقات متغیر

درصد فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی
۳۵̸۲ ۳۸ ۳۴̸۶ ۱۸ ۳۵̸۷ ۲۰ لذت بخش
۱۴̸۸ ۱۶ ۲۱̸۲ ۱۱ ۸̸۹ ۵ کاربردی و سودمند مقولەها
۱۰̸۲ ۱۱ ۵̸۸ ۳ ۱۴̸۳ ۸ اجزا از متشکل
۲۵̸۹ ۲۸ ۳۰̸۸ ۱۶ ۲۱̸۴ ۱۲ آزاردهنده
۱۳̸۹ ۱۵ ۷̸۷ ۴ ۱۹̸۶ ۱۱ استعاره فاقد
۱۰۰ ۱۰۸ ۱۰۰ ۵۲ ۱۰۰ ۵۶ مجموع

است، شده ذکر ۵ جدول در که مدرسه درباره چهارم پایه دانش آموزان استعارەهای از حاصل مقولەهای نوع و جنسیت میان ارتباط بررسی برای
می شود. مشاهده ۶ جدول در که است گردیده استفاده دوبعدی مجذورخی آزمون از

مدرسه درباره مقولەهای برحسب جنسیت فراوانی مقایسه برای مجذورخی آزمون :۶ جدول
معناداری سطح ⅾf آماره مجذورخی آزمون

۰̸۰۸۰ ۴ ۸̸۳۲۹

درباره چهارم پایه پسر و دختر دانش آموزان استعارەهای از حاصل مقولەهای فراوانی بین معناداری تفاوت که داد نشان ۶ جدول از حاصل نتایج
.(𝜒۲ = ۸/۳۲۹ و ⅾf = ۴ و sig = ۰/۰۸۰) ندارد وجود مدرسه
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نتیجەگیری و بحث .۴
مدرسه و ریاضی درس کلاس جمله از آن با مرتبط موارد و ریاضیات به نسبت فراگیران نگرش های و باورها ریاضی، آموزش چالش های از یکی
نتیجه، در و می گردد افراد منفی دیدگاەهای موجب موارد برخی در باورها این می دهد. قرار تاثیر تحت را آن ها فعالیت های و عملکرد که است
افزایش باعث که می کند ایجاد فراگیران در مثبتی دیدگاەهای نیز، موارد بعضی در و می دهند کاهش نیز را آن ها خودکارآمدی و نفس به اعتماد
باورهای پژوهش  ها، نتایج براساس همچنین، می نماید. وادار بیشتر تلاش به را فرد انگیزشی، عامل یک عنوان به و می شود آن ها نفس به اعتماد
مثال، برای می کنند. تجربه را بالاتری اضطراب میزان منفی، نگرش های و باورها با فراگیران که طوری به دارد. ارتباط آن ها اضطراب میزان با افراد
به خود از ضعیف تری عملکرد و دارند پایین تری یادگیری سطح دارند، ترس مدرسه و ریاضی درس کلاس های در حضور از که دانش آموزانی

می گذارند. نمایش
در پژوهشگران به می تواند استعارەها کمک به آن ها شناسایی دارند، جریان افراد ذهن در که هستند دیدگاەهایی و عقاید باورها، که آنجایی از
و ریاضی» درس «کلاس دربارۀ چهارم پایه پسر و دختر دانش آموزان باورهای بررسی حاضر پژوهش از هدف نمایند. کمک باورها بررسی مسیر
مقولەهایی در استعارەها این سپس، نمایند. بیان آن ها از هریک درباره استعارەای تا شد خواسته دانش آموزان از منظور، همین به و بود «مدرسه»
گردید، استخراج دانش آموزان استعارەهای از که مقولەهایی بررسی است. آن ها درباره دانش آموزان متنوع دیدگاەهای بیانگر که شدند دستەبندی
را مدرسه و ریاضی درس کلاس دانش آموزان، از برخی و کردەاند توصیف «لذت بخش» را مدرسه و ریاضی درس کلاس افراد اغلب که داد نشان
استعارەهای در بود، مدرسه و ریاضی درس کلاس درباره منفی باورهای بیانگر که نیز «آزاردهنده» مقوله نمودند. توصیف کاربردی» و «سودمند
در مقوله این که دانستەاند «دشوار» و «خستەکننده» «آسان»، را ریاضی درس کلاس دانش آموزان، از عدەای داشت. وجود دانش آموزان از برخی
این که داشتند اشاره اجزا» از «متشکل مقوله به مدرسه درباره دانش آموزان از تعدادی همچنین، نشد. مشاهده مدرسه درباره افراد استعارەهای
پایه دانش  آموزان استعارە های که پژوهش  ها از برخی نتایج با نتیجه این بود. نشده بیان ریاضی درس کلاس درباره آن ها استعارەهای در مقوله
نتایج همچنین، .[۷] است همسو بود، شده انجام متوسطه مقطع در که پژوهشی همچنین، و [۱۲ ،۳] دادند قرار بررسی مورد را ابتدایی چهارم
وجود مدرسه و ریاضی درس کلاس درباره چهارم پایه پسر و دختر دانش  آموزان باورهای بین معناداری تفاوت که داد نشان مجذورخی آزمون

ندارد.
بیشتری توجه نیازمند آن ها بر موثر عوامل شناسایی و آن ها بررسی دارند، توجهی قابل و کلیدی نقش فردی هر عملکرد در باورها اینکه، به توجه با
بنابراین نمایند. اتخاذ مناسبی رویکردهای تا می کنند کمک ریاضیات مدرسان و معلمان آموزشی، برنامەریزان به باورها این شناخت زیرا است
ویژه به مختلف تحصیلی پایەهای و مقاطع در آن با مرتبط موارد و ریاضی درباره دانش آموزان باورهای بررسی به پژوهشگران که می شود پیشنهاد

ورزند. اهتمام ابتدایی دوره دانش آموزان
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درس در فراگیران تحصیلی پیشرفت میزان بر معکوس کلاس الگوی اثربخشی
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چکیده
روش های مجدد طراحی برای نوآورانەای اما تدریجی گام های معلمان از بسیاری آموزشی، فن آوری ظهور کنار در
معکوس درس کلاس مدل برداشتەاند. یادگیری و آموزش کیفیت بهبود جهت جدید، مدل ایجاد با خود تدریس
تدریس روش به را سنتی تدریس روش می توانند آن از استفاده با که است ترکیبی یادگیری نوآورانه مدل های از یکی
کلاس آموزشی فرآیند سازمان دهی است. برانگیخته محققان و مربیان بین در را زیادی علاقه لذا کنند، تبدیل فعال
دیداری رسانەهای دیگر یا ساخته معلم ویدئوهای اینترنت، طریق از آموزشی، محتوای که است چنین معکوس درس
طریق از محتوا فراگیری از بعد جلسه فراگیران می گیرد. قرار فراگیران اختیار در درس کلاس سنتی فضای از خارج
تکالیف و می کنند بحث باهم آن موضوع مورد در معلم، نظارت با و می کنند پیدا حضور کلاس در آموزشی، ویدئوهای
می شوند. معکوس خانه تکالیف و درس کلاس فعالیت های جای روش این در می دهند. انجام گروهی بەصورت را

پتانسیل تأثیر و آن اصلی ویژگی های تحلیل هدف با و می کند معکوس درس کلاس فن آوری بر مروری حاضر مقاله
فرآیند در توصیف شده فن آوری از استفاده که می دهد نشان مطالعه این می کند. بررسی فراگیران و معلمان برای را آن
می توان را کلاس زمان زیرا می شود آن ها تحصیلی عملکرد و نگرش بهبود و فراگیران انگیزه افزایش باعث یادگیری
موفقیت روی بر می توانند معلمان روش، این در درس کلاس ساعات افزایش با کاربرد. به تعاملی تر کارهای برای
تغییر را می باشد محور معلم که تدریس سنتی روش لذا کنند تمرکز درسی برنامه در موضوعات همه به پرداختن در

می کند. تقویت را مشارکتی یادگیری و یادگیرنده استقلال و می دهد حرکت محوری یادگیرنده سمت به و می دهد

مقاله اطلاعات
کلیدی: واژەهای

معکوس درس کلاس
معکوس یادگیری
ریاضیات آموزش

2020 MSC:
97D40
97C70
97C10

مقدمه .۱
در را ریاضیات آموزش اهداف از تربیتی ابعاد همه که است مقولەای ریاضیات، تربیت و تعلیم بگوییم بهتر یا ریاضیات، یادگیری و آموزش
در مهمی پژوهش های معرفتی، حوزه این در و شده تلقی ریاضیات اصلی شاخەهای از یکی بەعنوان هم اکنون ریاضیات، آموزش برمی گیرد.
کردن کاربردی گردد، تدریس باید که ریاضیاتی محتوای کردن بهینه یاددهی⁃یادگیری، روش های ارتقاء پژوهش ها این هدف می باشد. جریان
می باشد. بالنده و مبتکر خلاق، منطقی، انسان هایی بەعنوان شهروندان بالقوه توانایی توسعه و اندیشیدن درست و فکری نظم پرورش ریاضیات،
نمود. اشاره تکرار و تمرین و تدریس روش نگرش، یادگیری، محیط و شرایط هدف، و انگیزه آمادگی، به می توان تدریس فرآیند در مؤثر عوامل از
می دهد. نیرو و جهت انسان فعالیت به هدف است. انگیزه ایجاد عوامل از یکی هدف و می دهد افزایش را فعالیت نیروی که است محرکی انگیزه،
نقش آن زمان و مقدار تمرین، اجرای کیفیت که است انکار غیرقابل نکته این است. انکار غیرقابل نیز یادگیری فرایند کل در تکرار و تمرین تأثیر
در را فراگیراان توانایی ادراکات، و نگرش ها است. توانایی ها توسعه به منجر مهارت ها تکرار دارد. رفتار تثبیت عدم یا تثبیت در مهمی بسیار
چنین است. فرد منفی خودپنداری برای موفق دفاعی استراتژی یک ریاضیات به نسبت منفی نگرش معمولا می دهد. قرار تأثیر تحت یادگیری،
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منفی نگرش دارد ریاضی درس کلاس در که ناخوشایندی احساس و ریاضی مسئلەهای حل در ناتوانی مقابل در خویش از دفاع برای فردی
در آن ها دادن شرکت و ریاضی مسئلەهای حل در فراگیران توانایی بردن بالا با می توانند بەخوبی ریاضی توانای معلمان می دهد. بروز خود از
می شود سبب ریاضی فعالیت در مثبت تجارب وجود دهند. ارتقا و رشد چشمگیری حد تا را آنان مثبت نگرش های کلاس، ریاضی فعالیت های
مسئلەهای به پرداختن برای بیشتری انگیزه مثبت، تجارب این تداعی با بپردازد ریاضی مسئلەهای حل به می خواهد منفرد بەطور که زمانی فراگیر
و بگیرد شکل فراگیران در بیشتری منفی تجارب می شود سبب فراگیران در ریاضی به نسبت اضطراب و ترس افزایش ولی باشد داشته ریاضی

بگذارد. منفی تأثیر آن ها یادگیری فرآیند در بی تردید
روش های است لازم ازاین رو می گیرد. قرار مورداستفاده آموزشی هدف های تحقق جهت در که است درسی برنامه اصلی عناصر از تدریس روش
اثربخش آموزش و مناسب روش ویژگی های مهم ترین از برخی شود. انتخاب آموزشی هدف های مجموعه اساس بر (تدریس) یادگیری یاددهی⁃
هرچه مشارکت و یادگیرندگان بودن فعال تنوع، از برخورداری یادگیرنده، با تناسب برنامه، عناصر دیگر با تناسب هدف، با تناسب از: است عبارت
.[۷] پرداخت نیز نگرش تغییر و مهارت آموزی یعنی یادگیری جنبەهای دیگر به دانش افزایی، بر علاوه بتوان آن طریق از چنانچه . ... آن ها بیشتر
از قسمتی خود حافظه و استعداد فراخور به فراگیران و می گیرد عهده بر خود معلم را درس کلاس اصلی فعالیت سنتی، یادگیری روش های در
و نشود استفاده فراگیران خلاقیت از می شود باعث امر این و می شوند تدریس کار درگیر بەندرت اصولا و می نمایند کسب را شده تدریس مطالب
و نمی یابد پرورش خلاقیتشان قدرت می رود، سر حوصلەشان نیستند، فعال فراگیران لذا ببرند. کافی استفاده خود توانایی های از نتوانند فراگیران
زمینه در یادگیری مشکلات شدن وخیم تر به منجر و افزایش یافته معلم به آن ها وابستگی و تمایل .[۱] درمی آیند اطلاعات گیرنده بەصورت صرفاً
.[۲] روبروست آن با معلم که است چالشی اولین کلاس، در مشخص مباحثی تکرار و زمان دادن دست از .[۲۲] می شود گوناگون محتواهای
دارایی ارزشمندترین هنگامی که است. برانگیز تأمل شود، تبدیل آموزش و یادگیری مباحثه، فرصت بهترین به می تواند که کلاس محدود زمان

.[۶] شود استفاده ممکن، صورت بهترین به زمان این از که اندیشید تدبیری باید می گذراند، کلاس در فراگیران با که است دقایقی معلم،
ایجاد برای عاملی را فعال تدریس روش های او است؛ نموده توصیه را یادگیری فعال روش های بەکارگیری که است افرادی نخستین از پیاژه

.[۵] می داند درونی انضباط
ارائه و انتقال معلم نقش و باشد داشته فعال شرکت یک یادگیری – یاددهی فعالیت های سراسر در فراگیر که است روشی فعال، تدریس روش
گروەهای صرف بیشتری وقت که می دهد را امکان این معلم به روش این می کند. ایفا تدریس فرآیند در را راهنما نقش بلکه نیست مطالب
ارزیابی فعال یادگیری همچنین می شود. فراگیران از بهتری کیفی ارزیابی و قضاوت به منجر خود بەنوبه امر این و کرده آن ها فرد فرد و فراگیران

می دهد. توسعه را فراگیران خاص نیازهای از دبیران
آتی عملی کار در هم امر این که است آنان مستقل یادگیری و مسئله حل مهارت های یادگیری مشوق روش ها این فراگیران، دید از دیگر، طرف از
متقابل احترام مشوق که کرد اشاره امر این به می توان فعال تدریس روش دیگر مزیت از دارد. مضاعف اهمیتی شغلی شان امور در هم و آنان
نه است همکارانه یادگیری حمایت کننده و است آموزشی نظام های همه در مهمی تربیتی هدف یک این و می گذارد ارج را دیگران نظرات و بوده

مدارانه. رقابت یادگیری
تغییر فن آوری، سریع پیشرفت به توجه با یادگیری شرایط امروزه شدند. اساسی تغییرات دستخوش آموزشی نهادهای اطلاعات عصر به ورود با

.[۳] است داده تغییر ترکیبی و فعال یادگیری به منفعل و سنتی حالت از را یادگیری – یاددهی فعالیت های فن آوری، پیشرفت است. کرده
ایجاد چالش های برای ظریف راەحل این یک است. ما یادگیری کار دستور تحول طبیعی ترین و منطقی ترین ترکیبی یادگیری ،[۲۷] تورن گفته به
یادگیری توسط ارائەشده آورانه فن و نوآورانه پیشرفت های ادغام برای فرصتی نشان دهنده این می کند. پیشنهاد افراد نیازهای با توسعه و یادگیری
به را آنلاین یادگیری تعریف شده، تورن که همان طور ترکیبی یادگیری است. سنتی یادگیری بهترین در ارائەشده مشارکت و تعامل با آنلاین

می کند. ترکیب توسعه و یادگیری سنتی تر روش های
به ترکیبی یادگیری بەعبارت دیگر، می کند. ترکیب حضوری یادگیری با را فناوری که می شود تعریف یادگیری محیط یک بەعنوان ترکیبی یادگیری
آموزش ازجمله سنتی درس کلاس یک در حضوری آموزش ترکیب با دوره اهداف بهترین به رسیدن برای ارائه روش های انواع از استفاده معنای

است. آنلاین
غنی شده مجازی آموزش و خودترکیبی انعطاف پذیر، چرخشی، ترکیبی: آموزش اصلی مدل چهار [۲۰] ۲۰۱۱ سال در استاکر و هورن پژوهش های

.(۱ است(شکل ترکیبی آموزش در چرخشی آموزش مدل زیرمجموعه معکوس کلاس مدل کردند. معرفی را
انتخاب آنلاین آموزشی دوره یک همراه به را نوشتاری تکالیف یا و فردی پروژه گروهی، فعالیت نوع یک فراگیر چرخشی، آموزش مدل در
که دارد فراگیران یادگیری و تعامل افزایش در سعی سنتی کلاس های مسیر تغییر با که است آموزشی استراتژی یک معکوس، کلاس مدل می کند.

دست یافت. شگرفی نتایج به می توان تکالیف انجام و آموزش مکان جابەجایی با آن در
برنامەریزی های و مدرسه جامعه، در آن ها عمیق تأثیرات به باید ابتدا فن آوری، اساس بر یادگیری فرصت های مؤثر طراحی چگونگی درک برای
و می رود شمار به جدید فرهنگی و اجتماعی بافت های شکل گیری در مهمی بسیار عامل الکترونیکی جدید فن آوری های ببریم. پی آموزشی
فراگیران یادگیری هیچ گاه که داشت خاطر به باید می کنند. ایجاب را آموزشی طراحی جدید راەهای و آموزشی جدید محیط های جدید، بافت های
این گونه طراحی برای جدیدی راەهای باید است. آنان یادگیری فرصت های و تجارب مستقیم نتیجه بلکه نمی افتد، اتفاق تصادفی بەصورت
«یادگیری بەسوی را حافظه» اساس بر «یادگیری سنتی مفهوم آموزشی، شیوەهای تغییر با فن آوری که گفت می توان .[۴] شود جستجو فرصت ها
ایدەهای و افکار بازتاب کنند، دریافت بازخورد خود اجرای درباره فن آوری ها، این از بهرەگیری با فراگیران .[۸] است کرده هدایت پویا» و خلاق
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ترکیبی یادگیری :۱ شکل

.[۱۳] کنند بررسی مجدداً را آن ها و ببینند را خود

معکوس یادگیری .۲
فراگیر و معلم بیشتر تعامل برای و نموده جبران را سنتی روش های کمبودهای که می باشد فعال تدریس روش های ازجمله معکوس، کلاس روش

.[۲۶] می شود توصیه یکدیگر با فراگیران تعامل و
آن ها شد. ابداع ۲۰۱۲ سال در [۱۰] سمز آرون و برگمن جان آمریکایی، معلمان توسط که است آموزش حوزه در انقلابی معکوس درس کلاس
می شود انجام خانه در اکنون می شد انجام کلاس در سنتی بەطور که کاری هر آن در که می کنند تعریف محیطی بەعنوان را معکوس درس کلاس

می شود. انجام کلاس در اکنون می شد انجام تکلیف بەعنوان سنتی بەطور که آنچه هر و
انگیزه ایجاد نتیجه در و فیلم با مستقیم آموزش جایگزینی فرآیند می کنند، ارائه معکوس درس کلاس برای [۹] ویلی و اوزمایر برگمن، که تعریفی
می شود توصیف آموزشی مدل یک بەعنوان روش این است. کلاس در خود معلمان با آن ها اصلی یادگیری فعالیت های بر تمرکز برای فراگیران در
معکوس درس کلاس می شود. داده فراگیران به آنلاین بەصورت کلاس زمان از قبل می شود، ارائه کلاس در معمولا که سخنرانی مطالب آن در که
در را درسی مطالب فراگیران که دارد را نیاز این و می کند جایگزین مشترک عملی فعالیت های با را کلاس درون سخنرانی های که است رویکردی

کنند. مرور خود زمان
فعالیت های بر تمرکز به فراگیران تشویق و فیلم ها با مستقیم آموزش جایگزین معکوس، درس کلاس سنتی تعریف ویلی، و اوزمایر برگمن، گفته به

است. کلاس داخل در خود معلمان با یادگیری مهم
انتقال فردی یادگیری فضای به یادگیری فضای کل از را سخنرانی که است آموزشی تمرین یک معکوس درس کلاس که معتقدند سمز و برگمن
معکوس درس کلاس کاربرد تأثیرات این، بر علاوه می کند. تبدیل تعاملی و پویا یادگیری محیط یک به را باقیمانده یادگیری فضای و می دهد
معکوس درس کلاس الگوی که است داده نشان مختلف تحقیقات است. مهم فراگیران روان شناختی جنبەهای بر سنتی درس کلاس بەجای
بین چهره به چهره رابطه برای سپری شده زمان افزایش ظرفیت شاید معکوس، درس کلاس مزیت بارزترین است. آموزش زمینه در مؤثر روشی
می تواند و می دهد معلم فعال بازخورد برای بیشتری زمان معکوس درس کلاس که کردەاند استدلال میلر و گودوین باشد. فراگیران و معلمان
که معنی این به می دهند، تغییر را یادگیری و تدریس روش معلمان معکوس، درس کلاس مدل در دهد. افزایش را یادگیرنده و معلم بین تعامل
یاد است شده ارائه معلمشان توسط که فیلم هایی طریق از خانه در فراگیران می شود. انجام خانه در می شود، انجام مدرسه در سنتی بەطور آنچه

دارد. مشکلات حل و تعامل برای بیشتری فرصت که است موقعیتی کلاس و می گیرند
تقویت را فراگیران یادگیری تحصیلی، عملکرد بهبود و انگیزه مشارکت، بر تأثیرگذاری با معکوس درس کلاس مدل که است معتقد [۲۸] توکر

می کند.
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فراهم را فرصت هایی و می شود عمیق تر یادگیری به منجر که دارند را تعامل حداکثر یکدیگر با مشارکتی شیوەای به فراگیران مشارکتی، یادگیری در
و تسهیل کننده راهنما، یک به دانش ارائەدهنده یک از معلم نقش کلاس، مدل این در دهند. توسعه را اجتماعی مهارت های فراگیران تا می آورد

هستند. موفق معکوس درس کلاس یک الزامات از مسئولیت پذیری و برنامەریزی است. شده تبدیل دهنده سازمان
دو شامل که است محور دانش آموز یادگیری روش یک که می دهند توضیح مدل یک بەعنوان را معکوس درس کلاس [۱۱] ورلگر و بیشاپ

است. کلاس از خارج در رایانه اساس بر فردی تدریس و درس یک یادگیری حین در تعاملی فعالیت های بخش
است: زیر شرح به [۲۱] کیم توسط معکوس درس کلاس طراحی اصول

فعالیت از قبل اولیه اطلاعات آوردن دست به جهت به فراگیران برای فرصتی ایجاد .۱
کلاس فعالیت از قبل آمادگی و آنلاین سخنرانی های تماشای به فراگیران تشویق .۲

ارزیابی روش های سازمان دهی .۳
کلاس از خارج فعالیت های با کلاس درون فعالیت های دادن پیوند .۴

شده سازمان دهی و واضح رهنمودهای ارائه .۵
تکالیف تکمیل برای کافی زمان کردن فراهم .۶

یادگیری جامعه یک ایجاد برای آموزان دانش ترویج .۷
گروهی یا فردی کارهای مورد در فوری بازخورد ارائه .۸

داد نشان هانگ می کنند. حرکت آموزش در خود سرعت با درحالی که شود استفاده و انتخاب فراگیران توسط می تواند مطالعه استراتژی مفیدترین
فعالیت های مسئولیت فراگیران می دهد. نشان را مثبتی تغییر آموزشی رویکرد این در شرکت از پس فراگیران عملکرد و رضایت مشارکت، که
غیره و مرتبط منابع خواندن صوتی، فایل های به دادن گوش دوره، به مربوط سایت های وب از بازدید فیلم ها، تماشای طریق از را کلاس از خارج

می کند. آزاد مسئله حل گروهی تکالیف برای را کلاس زمان می گیرند. عهده بر
دارد. فراگیران زندگی بر که است مثبتی تأثیرات آن، از مهم تر اما دارد معلمان حرفەای زندگی روی عمیقی تأثیر معکوس یادگیری

ثانیا، است. موردنیاز عمیق تر یادگیری ایجاد برای قبلی دانش اولا، بپذیرند. را معکوس کلاس با مرتبط قابل توجه مورد سه باید اساتید و مربیان
می کنند امکان پذیر را پایدار یادگیری مسیر یک معکوس، کلاس های ثالثاً، می آموزند. که باشند چیزی درگیر که می گیرند یاد بهتر زمانی فراگیران

می یابد. ادامه نیز کلاس پایان از پس حتی که
از: عبارت اند موفق معکوس یادگیری محیط های مؤلفەهای

می کند. کمک فراگیران یادگیری به کلاس نوع این در همکاری همکاری: .۱
محور فراگیر یادگیری به سخنرانی و ارائه مانند معلم، غالب شیوەهای از تغییری شامل معکوس کلاس یادگیری محور: فراگیر یادگیری .۲

است. یادگیری تسهیل کننده معلم که است
گیرد. قرار بیشتر پویایی و تعامل برای کلاس توجه مرکز در باید جدید فن آوری و ویدئوها سفید، تختەهای بهینەشده: یادگیری فضاهای .۳

است. نیاز فعالیت ها، اجرای برای روش این در زیادی زمان اجرا: برای کافی زمان .۴
انجام را لازم حمایت مدیران، و معلمان سایر باید درس، کلاس موفقیت برای منابع و حرفەای توسعه ایجاد برای مدیران: حمایت به نیاز .۵

دهند.
ارائه آفلاین و آنلاین بەصورت را سایت ها وب و ویدئوها مانند لازم ابزار موسسه باید موسسه: در اطلاعات فن آوری دپارتمان های .۶

نمایند.
که مکانی هر و زمان هر در می توانند فراگیران می کند. ایجاد اعتمادبەنفس فراگیران در و می کند تمرین را خودآموزی توانایی تدریس روش این

باشند. داشته دسترسی سخنرانی ویدئوهای به بخواهند
را بیشتری مطالب می توانستند و داشتند بیشتری رضایت ، دروس از معکوس درس کلاس در فراگیران که دریافتند [۲۴] همکاران و میسون

دهند. پوشش سنتی کلاس فراگیران به نسبت
یادگیری، فعالیت های با فراگیران می شود باعث که می بخشد بهبود را کلاس در تعامل معکوس، درس کلاس که دارند اعتقاد [۱۸] موئن و هلگولد

کنند. همکاری خود همسالان با و باشند داشته بیشتری تعامل
بودند دروس و مطالب درگیر بیشتر می کنند، شرکت معکوس درس کلاس در که فراگیرانی که کردند ثابت خود مطالعه در [۱۷] همکاران و حقیقی

می بردند. لذت کلاس نوع این در یادگیری از و
یکی می شود. فراگیران شدن ضعیف و تحصیلی افت باعث وقت کمبود که است ریاضی درس در بەویژه وقت کمبود معلمان، مشکلات از یکی

است. معکوس آموزش است، شده کمبود این بر غلبه برای ریاضیات در بەویژه تحقیقات در که روش ها این از
درس های در مثبت نگرش و علاقه ایجاد و تحصیلی بازده روی بر معکوس یادگیری که رسیدند نتیجه این به خود تحقیقات در پژوهشگران
مشکلات، رفع به کلاس محیط و فراگرفته را آموزشی مطالب آموزشی، مواد و منابع بەوسیله فراگیران معکوس، یادگیری در می شود. گوناگون
توجه با فراگیران نگرش می شود. انجام بیشتری یادگیری که داشت انتظار می توان و می یابد اختصاص آموختەشده مطالب درباره بحث و ابهامات
نیازها با تدریس رویکردهای تطبیق یادگیری، هدایت روش، این در معلم نقش .[۱۹] می یابد بهبود ریاضیات به نسبت یادگیری وضعیت بهبود به

.[۱۴] است یادگیری مختلف سناریوهای تهیه و
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مرحله محتویات زیرا می شود، داده تطبیق یادگیری مختلف ریتم های با که با که فردی، یادگیری (۱) است: یادگیری مرحله سه شامل روش این
است، شده کار دوم مرحله در که مشارکتی، یادگیری (۲) می کند. تشویق را مستقل و مسئولانه کار و کرد تجسم لازم دفعات به می توان را اول
در که مسئله، بر مبتنی یادگیری (۳) است. شده توافق آن ها روی بر نهایی هدف به رسیدن تا که می کنیم دنبال را اهدافی گروەها در که جایی

می گیرد. صورت روش این دوم قسمت
بیشتری بحث به نیاز که تحلیل) و (تجزیه بلوم طبقەبندی از بالاتری سطوح ریاضیات، یادگیری از روش این که می کنند استدلال [۱۸] پژوهشگران

می دهد. نتیجه را دارد
انعطاف پذیر یادگیری ریتم های با روش این : [۲۹] است زیر شرح به می آورد ارمغان به تدریس برای معکوس درس کلاس روش که مزایایی
کار کیفیت و پیشرفت مورد در بازخورد ارائه با خودارزیابی قرارداد. مورداستفاده مکانی و زمان هر در می توان را نظری توضیحات زیرا است
افزایش را یادگیری برای فراگیران انگیزه و علاقه بپذیرند. را خود یادگیری مسئولیت فراگیران می شود موجب که می سازد امکان پذیر فراگیران

.[۲۵] می دهد توسعه را مشارکتی گروهی کار می دهد. پرورش فراگیران در را انتقادی تفکر و خلاقیت می دهد.
مستقل یادگیرندگان به فراگیران است. آزاد برسد، موردنظر مفهوم درک به تا نماید مشاهده را ویدئوها دارد نیاز که دفعاتی تعداد مشاهده در فراگیر

می یابد. کاهش یادگیری، عدم از ناشی استرس و ترس و می یابد افزایش فراگیران اعتمادبەنفس می شوند. تبدیل
باشند کرده کسب را دیجیتالی شایستگی معلمان که است ضروری آموزشی، مزیت های این همه از بهرەمندی برای و روش این بودن مؤثر برای
کافی روش شناختی آموزش همچنین و کنند حرکت محتوا مدیریت بسترهای در و کنند ایجاد بصری و سمعی مطالب می دهد امکان آن ها به که

باشند. داشته

نتیجەگیری و بحث .۳
سنتی روش های امروزه است. تضاد در تدریس و یادگیری به گرایانه سازنده رویکردهای با که هستند محور معلم عمدتاً سنتی درس کلاس های
تشویق را انتقادی تفکر و می کنند رفتار بی انگیزه و منفعلانه که نیست امروزی فراگیران خواستەهای پاسخگوی و شده منسوخ یادگیری − یاددهی
− یاددهی فرایند عملکرد و درک نحوه در انقلاب یک به ما بنابراین، ندارد. سازگاری فناوری، پیشرفت با سنتی روش های همچنین نمی کنند.
فن آوری است. امروزی جامعه مشخصه که می شود گنجانده دیجیتالی منابع و می شود پیشنهاد مختلف مهارت های آن در که داریم نیاز یادگیری
کار شده شخصی شیوەای به و مستقل بەطور تا می سازد قادر را فراگیران زیرا است ضروری روش شناختی تغییر این برای ارتباطات و اطلاعات

.[۱۹] کنند
است. داده تغییر کلاس در حضور عملی ماهیت و فراگیران استقلال آنلاین، آموزش نفع به را تدریس مفهوم درس، کلاس به فناوری ورود
درس کلاس در بتوانند تا می دهد قرار ریاضیات حوزه در آموزشی مقاطع تمام معلمان اختیار در را ایدەهایی نظر، این از خوب شیوەهای پیشنهاد

دهند. ارتقا فناوری طریق از را پیشرفت و دهند انجام خود
یاددهی فرایند در عمیق دگرگونی به منجر است، کرده تجربه آموزشی سیستم درنتیجه و جامعه که سرسام آوری تکنولوژی پیشرفت درنتیجه،
گنجاندن دلیل، همین به کنند. کشف خود تدریس برنامەریزی برای را خود انگیزەهای و علایق معلمان است لازم لذا است. شده یادگیری −
محتوای و موضوع به علاقه افزایش فراگیران، در انگیزه ایجاد باعث که می شود تلقی راەحلی بەعنوان آموزشی روش های در آن کاربرد و فن آوری

می شود. بهتر دانش کسب باعث است، داده نشان تحقیق این که همان طور و می شود آن
در خاص، بەطور می شود. محسوب اخیر سال های در روش شناختی نوآوری های مرتبط ترین جدیدترین از یکی معکوس درس کلاس اجرای
این از هدف .[۱۲] بگنجانند درس کلاس در خود روزانه کار در را آن معلمان که است شده باعث تدریس روش این ورود ریاضیات، زمینه

بود. فراگیران بر آن تأثیر بررسی و ریاضیات تدریس هنگام در روش شناختی این از استفاده با اصلی تجربیات تحلیل و تجزیه مطالعه
بهبود مشابه، بەطور [۱۶] شد ریاضیات به نسبت فراگیران انگیزه میزان ارتقای باعث روش این که می دهد نشان کار اصلی یافتەهای بنابراین،
جو ایجاد باعث مشارکتی و فعال یادگیری شود. برجسته باید نیز مستقل یادگیری همچنین و کلاس فعالیت در مشارکتی یادگیری مانند جنبەهایی
رشد باعث کلاس از خارج در روش شناسی فعالیت از بخشی دادن قرار دیگر، طرف از [۱۳] می شود بهتر گروهی همگامی و بهتر اجتماعی
برآورده را هدف این فراگیران اکثر اگرچه که کرد مشخص بررسی نتایج البته می شود. یادگیری به نسبت خودمختاری و خودتنظیمی مهارت های
اجرای خلاصه، بەطور هستند. روبرو بیشتری مشکل با خود گروه در آن ها و نمی کنند دنبال را ویدئو ها که شد پیدا اقلیت گروه یک کردند،

می شود. برجسته ریاضی چشم انداز در که است نوظهور روش یک به شدن تبدیل حال در معکوس درس کلاس مانند فعال متدولوژی های
که دارد را پتانسیل این معکوس کلاس مدل می باشد. محور فراگیر رویکرد توسعه و درسی برنامه تجدید برای فرصتی معکوس، درس کلاس
فارغ التحصیلان درنتیجه و کنند ایجاد را مادام العمر ظرفیت دهند، پرورش خود فراگیران در را مستقل و انتقادی تفکر تا می سازد قادر را معلمان

کنند. آماده خود کار محل زمینەهای برای را آینده
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