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همایش دبیر سخن

احترام و سلام عرض با
آخرین ارائه دانش، تبادل برای ارزشمند فرصتی گنبدکاووس، دانشگاه ریاضی و آمار همایش پنجمین

است. دانشجویان و اساتید پژوهشگران، میان همکاری شبکەهای ایجاد و علمی دستاوردهای
پزشکی، اقتصاد، فناوری، در پیشرفت اصلی پیشران دانش، بنیادین ستون های عنوان به ریاضیات، و آمار علوم
شدەاند، تبدیل راهبردی سرمایه مهم ترین به دادەها که حاضر عصر در هستند. اجتماعی علوم و مهندسی
به ریاضیات هم زمان، است. شده کلان تصمیم سازی های راه چراغ پیشرفته، تحلیلی ابزارهای ارائه با آمار
راهکارهای ارائه و اجتماعی و طبیعی پدیدەهای مدل سازی برای دقیق چارچوبی علوم، مشترک زبان عنوان

می کند. فراهم پیچیده چالش های با مواجهه در نوآورانه
آخرین ارائه برای مناسبی بستر گنبدکاووس دانشگاه ریاضی و آمار ملی همایش پنجمین الهی، برکت و یمن با
گسترش تا کاربردی آمار پیشرفته روش های در کاوش از بود. کشور علمی جامعه پژوهشی دستاوردهای
ایدەهای خلق و تجربیات انتقال هم اندیشی، برای استثنایی فرصتی رویداد این ریاضی، نظریەهای مرزهای

کرد. ایجاد نو
صنعت با علمی نهادهای پیوند میان رشتەای، همکاری های تعمیق برای مؤثر آغازی همایش این امیدواریم

باشد. ملی نیازهای راستای در کاربردی پژوهش های ترویج جامعه، و
سهم آفرینی پی در همواره کاربردی، آموزش های بر تأکید و علمی پویای فضای ایجاد با گنبدکاووس دانشگاه

است. تعهد این از نمونەای همایش این برگزاری و بوده کشور علمی پیشرفت در
و پرتلاش دانشجویان پژوهشگران، و اساتید اجرایی، و علمی کمیتەهای از را خود سپاسگزاری خاتمه، در
علم عرصه در مثبت تحولات سرآغاز همایش این نتایج امیدواریم و می کنیم تقدیم رویداد این حامیان تمام

باشد. فناوری و
همایش علمی دبیر
شاهینی مهدی دکتر
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راهکارهای و چالش ها نوین، شیوەهای بررسی ای: مدرسه آمار آموزش در تحول
دانش آموزان یادگیری ارتقاء
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چکیده
حال، این با می کند. کمک دانش آموزان انتقادی و تحلیلی تفکر توسعه به و داشته ریاضی آموزش در اساسی نقش آمار
هستند. ناکارآمد دادەمحور عصر در آموزشی نیازهای به پاسخگویی برای مدارس از بسیاری در آموزش سنتی روش های
تحلیل پیشرفته، فناوری های از بهرەگیری جمله از می پردازد، آمار آموزش در نوین رویکردهای بررسی به مقاله این
دانش آموزان برای را آماری مفاهیم درک روش ها این که می دهند نشان یافتەها پروژه. بر مبتنی یادگیری و واقعی دادەهای
بررسی رویکردها این پیادەسازی برای عملی راهکارهای و اجرایی چالش های همچنین، می سازند. مؤثرتر و جذاب تر
در تحول و بەروز رسانی برای سیاست گذاران و معلمان پژوهشگران، میان همکاری اهمیت بر مطالعه این است. شده

می دهد. ارائه تدریس کیفیت ارتقای راستای در آینده پژوهش های برای پیشنهاداتی و کرده تأکید آمار آموزش

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

ای مدرسه آمار
آموزش نوین های شیوه
آمار آموزش های چالش

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
97B10
97U10

مقدمه .۱
وجود با می کند. ایفا دانش آموزان انتقادی تفکر و تحلیلی مهارت های تقویت در مهمی نقش ریاضی، آموزش از اساسی بخشی عنوان به آمار
نشان مطالعات است. مواجه توجه و منابع کمبود با همچنان جهان نقاط از بسیاری در آن آموزش درسی، برنامەهای در احتمال و آمار جایگاه
حالی در این .[۸ ،۴] می گیرد قرار توجه مورد کمتر آن عملی کاربردهای و است متمرکز نظری رویکردهای بر عمدتاً آمار تدریس که می دهند
در اخیر پیشرفت های است. ضروری گاهانه آ تصمیم گیری و اطلاعات تحلیل برای آماری مفاهیم بر تسلط امروز، دادەمحور دنیای در که است
نرم افزارهای از بهرەگیری است. کرده دوچندان را آمار آموزش شیوەهای در بازنگری ضرورت اطلاعاتی، منابع به گسترده دسترسی و داده علم
تقویت در و کند تبدیل روزمره زندگی در کاربردی مهارتی به انتزاعی مفهوم یک از را آمار می تواند کاربردی تحلیل های و واقعی دادەهای آماری،
که می دهند نشان پژوهش ها جهانی، آموزشی تحولات راستای در .[۱۱] باشد داشته مؤثری نقش دانش آموزان مسئله حل توانایی و انتقادی تفکر
درک می تواند همکارانه و انتقادی تفکر به تشویق و واقعی، دادەهای با تدریس پروژه، بر مبتنی یادگیری مانند فعال یادگیری روش های از استفاده
مهارت های بلکه محاسباتی مهارت های تنها نه تا می کند کمک دانش آموزان به شیوەها این .[۱۲ ،۵] کند تسهیل دانش آموزان در را آماری مفاهیم
نیازهای و فردی تفاوت های به توجه دیگر، سوی از است. ضروری امری امروز دنیای در که کنند، کسب نیز را دادەها تحلیل و تجزیه در کاربردی
استفاده مثال، بەعنوان شود. منجر آمار موضوع به آنان علاقەمندی و انگیزه افزایش به می تواند تحصیلی سطح هر در دانش آموزان مختلف آموزشی
کند. ایجاد آماری مفاهیم با دانش آموزان بیشتر تعامل برای فرصتی می تواند دیجیتال ابزارهای و اطلاعات فناوری بر مبتنی تدریس روش های از
.[۶] بخشند بهبود چشمگیری بەطور دانش آموزان برای را یادگیری تجربه می توانند جذاب، و پویا محیطی آوردن فراهم با نوین، رویکردهای این
امری ایران مدارس در آمار آموزش روش های بەروزرسانی تحلیلی، مهارت های به فزاینده نیاز و اطلاعات دنیای در سریع تحولات به توجه با
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تحلیل و رایانەای شبیەسازی های آماری، نرم افزارهای جمله از آموزشی، فناوری های از بهرەگیری برای تلاش هایی راستا، این در است. ضروری
دادەهای از استفاده بر تأکید با آمار، آموزش نوین روش های بررسی به مقاله این است. گرفته صورت یاددهی⁃یادگیری فرایند در واقعی دادەهای
منجر می تواند که می شود ارائه نظری بەصورت عمدتاً ایران مدارس در آمار آموزش حاضر، حال در می پردازد. پیشرفته، فناوری های و واقعی
توانایی آمار، تدریس در فناوری محور و عملی رویکردهای کمبود که می دهند نشان پژوهش ها شود. دانش آموزان در یادگیری انگیزه کاهش به
ضروری آمار، آموزش ارتقای دبرای .[۲] می کند محدود علمی تصمیم گیری های و روزمره مسائل در دانش این بەکارگیری در را دانش آموزان
نتایج بەکارگیری و دادەها تحلیل در را دانش آموزان محاسباتی، مهارت های تقویت بر علاوه که شوند طراحی بەگونەای تدریس شیوەهای که است
تحلیل و رایانەای شبیەسازی های پروژه، بر مبتنی تدریس مانند روش هایی که می دهند نشان پژوهش ها سازند. توانمند روزمره زندگی در آماری
و تحلیلی ابزاری بەعنوان را آمار می توانند ایران، مدارس در بەویژه رویکردها، این .[۱] دارند آماری مفاهیم درک بر مثبتی تأثیر واقعی دادەهای
آمار تدریس نوین روش های بررسی به مقاله این کنند. تقویت دانش آموزان در را مسئله حل مهارت های و انتقادی تفکر و کرده معرفی کاربردی
و مسئله حل بر مبتنی رویکردهای همچنین، می پردازد. آموزش کیفیت بر شیوەها این تأثیر و موجود فرصت های و چالش ها ایران، مدارس در
برای پیشنهاداتی نهایت، در می شود. تحلیل روش ها این پذیرش در دانش آموزان و معلمان چالش های و گرفته قرار ارزیابی مورد فعال یادگیری

شد. خواهد ارائه جهانی، تجربیات به توجه با ایران، مدارس در آمار تدریس بهبود

آن ضرورت و مدرسەای آمار تعریف .۲
طریق از دانش آموزان تحلیلی مهارت های تقویت آن، هدف و دارد اشاره متوسطه و ابتدایی مقاطع در آماری مفاهیم آموزش به مدرسەای آمار
سازمان دهی، جمع آوری، اساسی مهارت های با را دانش آموزان آموزش ها این است. داده بر مبتنی تصمیم گیری و اطلاعات تحلیل دادەها، درک

گیرند. بەکار واقعی مسائل حل در و کرده پردازش مؤثر بەطور را دادەها تا می کند قادر را آن ها و می سازد آشنا دادەها تفسیر و تحلیل
انتقادی و تحلیلی تفکر آمار، یادگیری است. ضروری اجتماعی و علمی تصمیم گیری های برای آماری تحلیل بر تسلط کنونی، دادەمحور عصر در
آماری مدل های درک همچنین، می کند. ترغیب پیچیده مسائل حل برای منطقی رویکردهای از استفاده به را آن ها و کرده تقویت را دانش آموزان

می بخشد. بهبود پژوهشی نتایج و اطلاعات ارزیابی در را آن ها توانایی دادەها، از استنتاج و
و دانشگاهی تحصیلات در دادەها با کار و فهم برای پایەای مدارس، در آماری مفاهیم آموزش مختلف، علوم در آمار کلیدی نقش به توجه با
بهداشتی و اجتماعی مسائل ارزیابی و نظرسنجی ها تحلیل آب وهوا، پیش بینی های اقتصادی، تصمیم گیری های در آمار می کند. فراهم حرفەای
آمار که می دهد نشان دانش آموزان به واقعی، موقعیت های در احتمال و معیار انحراف واریانس، میانگین، مانند آماری مفاهیم آموزش دارد. کاربرد

است. واقعی دنیای مسائل حل برای ضروری مهارتی بلکه تحلیلی، ابزار یک نەتنها

مدارس در آمار آموزش چالش های .۳
محتوای تطابق عدم چالش ها، مهم ترین از یکی می شود. یادگیری و تدریس کیفیت بهبود از مانع متعددی چالش های مدارس، در آمار آموزش در
کاربردهای به کمتر و دارند تأکید سنتی محاسباتی و تئوریک مفاهیم بر غالباً درسی برنامەهای است. امروز دنیای واقعی نیازهای با آموزشی
منابع و متخصص معلمان کمبود همچنین، .[۹ ،۵] می سازد دشوار را واقعی مسائل با دانش آموزان ارتباط امر این که می شود، پرداخته آمار عملی
تدریس، نوین روش های و آماری نرم افزارهای با محدود آشنایی دلیل به معلمان از بسیاری است. اساسی موانع از دیگر یکی بەروز آموزشی

می کند. غیرجذاب و غیرکاربردی را یادگیری امر این که ،[۷] می کنند استفاده سنتی روش های از ناگزیر
می سازد دشوار دانش آموزان برای را یادگیری آن ها، انتزاعی ارائه با همراه آماری، فرض آزمون های و احتمال مانند آماری مفاهیم ذاتی پیچیدگی های
هستند ناکافی یکم و بیست قرن یادگیری نیازهای به پاسخگویی برای محاسباتی، تمرین های و یک طرفه تدریس مانند سنتی، روش های .[۴]
پیشنهاد فعال یادگیری و واقعی دادەهای از استفاده فناوری، بر مبتنی یادگیری جمله از نوین روش های آمار، آموزش کیفیت ارتقای بەمنظور .[۱۲]
می کند تسهیل را پیچیده مفاهیم درک رایانەای، شبیەسازی های همچنین و SPSS و R Python، نظیر آماری نرم افزارهای بەکارگیری است. شده

.[۸]
مفاهیم ارتباط و داده افزایش را یادگیری انگیزه اقتصادی، دادەهای یا آب وهوا تغییرات مانند موضوعاتی در واقعی دادەهای از استفاده این، بر علاوه
تحلیل و تعامل افزایش با نیز گروهی آموزش و (PBⅬ) پروژه بر مبتنی یادگیری نظیر روش هایی .[۸] می کند تقویت را روزمره زندگی با آماری
و Sheets Googⅼe مانند آنلاین، تحلیلی ابزارهای بەکارگیری .[۴] می کنند تقویت دانش آموزان در را مسئله حل و انتقادی تفکر توانایی دادەها،

می آورد. فراهم آمار کاربردی آموزش برای را جدیدی فرصت های Pubⅼiⅽ، Tabⅼeau

مؤثرتر یادگیری برای راهکاری آمار: آموزش نوین شیوەهای .۴
واقعی دادەهای تحلیل از بهرەگیری دارند. دانش آموزان انتقادی تفکر و تحلیلی مهارت های تقویت در کلیدی نقشی آمار آموزش نوین روش های
پژوهش های .[۸] می دهد افزایش را روابط و الگوها شناسایی توانایی و کرده ایجاد آماری مفاهیم از عمیق تری درک تحقیقاتی، پروژەهای و
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حل برای که می دهند توسعه نیز را انتقادی و منطقی مهارت های آماری، سواد ارتقای بر علاوه رویکردها این که می دهد نشان بنزوی و گارفیلد
است. ضروری پیچیده مسائل

مستقیم پیوندی بین المللی، دادەهای و دولتی گزارش های مانند معتبر منابع می سازد. جذاب تر و معنادارتر را یادگیری واقعی، دادەهای از استفاده
را دانش آموزان مشارکت دادەها این با کار که است داده نشان [۱۳] همکاران و زیفلر تحقیقات می کنند. ایجاد عملی کاربردهای و تئوری میان

می انجامد. عمیق تر یادگیری به و داده افزایش
روش ها، این در می شود. یادگیری فرایند در دانش آموزان مشارکت افزایش باعث نیز (PBⅬ) مسئله بر مبتنی یادگیری مانند تعاملی رویکردهای
کسب دادەها تحلیل چالش های از عملی تجربەای و می کنند مشارکت واقعی مسائل حل در اطلاعات، منفعلانه دریافت بەجای دانش آموزان

می کند. تقویت نیز را تصمیم گیری و گروهی کار توانایی آماری، درک افزایش بر علاوه فرایند، این .[۴] می نمایند
توزیع های همچون پیچیده مفاهیمی تعاملی، نرم افزارهای و رایانەای شبیەسازی های است. غیرقابل انکار آمار یادگیری تسهیل در فناوری نقش
فناوری های از بهرەگیری که است داده نشان [۳] (۱۴۰۰) رضایی پژوهش می دهند. ارائه درک قابل و بصری بەشکلی را رگرسیون تحلیل و احتمالی

می دهد. افزایش دادەها تحلیل در را دانش آموزان اعتمادبەنفس بلکه می دهد، کاهش را یادگیری اضطراب نەتنها آمار آموزش در نوین

آمار آموزش نوین شیوەهای پیادەسازی محدودیت های و چالش ها .۵
به دسترسی عدم و فناوری محدودیت های موانع، مهم ترین از یکی است. همراه متعددی چالش های با آمار آموزش نوین روش های اجرای
نرم افزارهای و مناسب کامپیوترهای پرسرعت، اینترنت نبود محروم، مناطق بەویژه مناطق، از بسیاری در است. مناسب آموزشی زیرساخت های
نوین آموزشی فناوری های از استفاده در معلمان مهارت و دانش کمبود دیگر، چالش .[۳] می سازد دشوار را روش ها این از بهرەگیری آماری،
موفقیت آمیز اجرای امر این که ندارند، کافی آشنایی آموزشی شبیەسازی های و آماری نرم افزارهای همچون ابزارهایی با معلمان از بسیاری است.

می شود. محسوب زمینه این در اساسی پیش نیاز معلمان، توانمندسازی و آموزش .[۹] می کند محدود را نوین روش های
سنتی ارزیابی های و حفظیات بر مبتنی درسی برنامەهای است. جدی مانعی نیز آموزشی سیستم سنتی ساختار مهارتی، و فناوری موانع بر علاوه
اصلاح مستلزم ساختارها این تغییر می شوند. سازگار دارند، تأکید مسئله بر مبتنی یادگیری و داده تحلیل تعامل، بر که روش هایی با بەسختی
آموزش نوین روش های اگرچه .[۱۲] است معلمان آموزش برای کافی زمان اختصاص و زیرساخت ها در سرمایەگذاری آموزشی، سیاست های
موارد، از بسیاری در که است نهادی حمایت و زمانی مالی، منابع نیازمند آن ها تحقق اما شوند، منجر مؤثرتر و عمیق تر یادگیری به می توانند آمار

می سازد. مواجه محدودیت با را روش ها این گسترده اجرای

مدارس در آمار آموزش ارتقای بەسوی راهی پیشنهادات: و نتایج .۶
افزایش در بسزایی تأثیر می توانند مناسب، اجرای صورت در آمار، آموزش نوین روش های که می دهد نشان مروری مقاله این یافتەهای تحلیل
که دادەاند نشان ،[۸ ،۴] بتانرو و گارفیلد پژوهش های جمله از مختلف، مطالعات باشند. داشته دانش آموزان در آماری مفاهیم درک و یادگیری
کند. تقویت را دانش آموزان انتقادی مهارت های و تحلیلی تفکر می تواند یادگیری فعال شیوەهای و پیشرفته فناوری های واقعی، دادەهای از استفاده
دهد. کاهش را واقعی دنیای نیازهای و آموزشی محتوای بین موجود شکاف می تواند آموزشی نوین ابزارهای با سنتی روش های ترکیب همچنین،
کاربردهای با مرتبط محتوای شامل و شده اصلاح تدریجی بەصورت درسی برنامەهای که می شود پیشنهاد مدارس، در آمار تدریس بهبود برای
تدریس روش های و آماری نرم افزارهای از استفاده زمینه در بەویژه معلمان، برای آموزشی دورەهای برگزاری شوند. دادەکاوی و آمار روزمره
عملی، پروژەهای و شبیەسازی ها آموزشی، فیلم های شامل استاندارد، و بومی آموزشی منابع توسعه همچنین، است. ضروری فناوری، بر مبتنی

سازد. اثربخش تر و جذاب تر را آمار تدریس می تواند
تفسیر و تحلیل جمع آوری، با دانش آموزان آن در که است تحقیقاتی کوچک پروژەهای مانند عملی فعالیت های ارائه پیشنهادات، از دیگر یکی
عمیق تر درک و آمار به دانش آموزان علاقەمندی افزایش باعث رویکردها این ،[۱۲] در موجود تحقیقات اساس بر شوند. آشنا واقعی دادەهای
در را دانش آموزان خلاقیت و انگیزه می تواند مدارس در آموزشی کارگاەهای و آماری مسابقات برگزاری این، بر علاوه می شوند. مفاهیم از آن ها
و مختلف تحصیلی دورەهای در آموزشی نوین روش های تأثیر بررسی بر آینده پژوهش های که می شود پیشنهاد پایان، در کند. تقویت حوزه این
جدید شیوەهای اجتماعی و روان شناختی تأثیرات بررسی همچنین، شوند. متمرکز روش ها این پذیرش در اجتماعی شرایط و فرهنگ نقش همچنین
پژوهش های شامل ترکیبی، متدولوژی های از استفاده دهد. ارائه آمار آموزش توسعه برای جدیدی راهکارهای می تواند دانش آموزان بر آموزشی
مدارس در آمار آموزش که می دهد نشان مقاله این مطالب جمع بندی شود. حاصل جامع تری نتایج تا می شود پیشنهاد زمینه این در کمی، و کیفی
نیازهای پاسخگوی کامل طور به نتوانستەاند انجام شده، تلاش های علی رغم تدریس، سنتی شیوەهای است. جدی بەروزرسانی و بازبینی نیازمند
یادگیری فعال رویکردهای و واقعی دادەهای پیشرفته، فناوری های بر که آموزشی نوین روش های از استفاده باشند. امروزی دادەمحور دنیای
افزایش در تنها نه شیوەها این از بهرەگیری اهمیت کند. کمک انتقادی تفکر و دادەها تحلیل در دانش آموزان توانمندسازی به می تواند دارند، تأکید

است. نهفته آینده اجتماعی و حرفەای علمی، چالش های با مواجهه برای آنان آمادەسازی در بلکه دانش آموزان، برای آمار درس جذابیت
خلاقیت و مستقل یادگیری به را دانش آموزان و کرده ایجاد آماری مفاهیم از عمیق تری درک می توانند رویکردها این که دادەاند نشان تحقیقات
آموزشی نظام پیش روی ضروریات از یکی کیفیت، با آموزشی منابع توسعه و درسی برنامەهای در روش ها این ادغام بنابراین، کنند. تشویق
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مهارت های توسعه و نوین فناوری های از استفاده زمینه در آنان آموزش دارند. تغییرات این موفقیت آمیز اجرای در کلیدی نقش معلمان است.
معنوی، و مادی حمایت های با می توانند آموزشی سیاست گذاران همچنین، گیرد. قرار کار دستور در باید که است اقداماتی جمله از خلاق، تدریس
در است. زمینه این در اساسی اولویت های جمله از مناسب، منابع ارائه و فناوری زیرساخت های در سرمایەگذاری باشند. فرآیند این تسهیل کننده
دانش آموزان یادگیری بر آن ها تأثیر و تدریس نوین روش های ارزیابی زمینه در نیز پژوهشگران که است لازم آمار، آموزش پیشبرد برای نهایت،
این از کند. کمک شیوەها این بیشتر کارآمدی به می تواند جامعه، نیازهای و فرهنگ با متناسب و بومی سازی شده رویکردهای ارائه کنند. تحقیق

می آید. بەشمار آمار آموزش تحول در موفقیت کلید هماهنگ، زنجیره یک بەعنوان سیاست گذاران و معلمان پژوهشگران، میان تعامل رو،

مراجع
.۱۳۱ −۱۱۲ ،(۲)۲۳ توسعه، و آموزش مجله آمار.” آموزش در فناوری ”کاربرد .(۱۳۹۷) م. رحیمی، و ن.، حسن زاده، [۱]

.۳۵ −۲۵ ،(۱)۲۶ آماری، اندیشه مجله احتمال. و آمار آموزش در واقعی دنیای پدیدەهای مدل سازی و مەدادەها از استفاده .(۲۰۲۱) پور. .رفیع [۲]
.۱۷۰ −۱۵۶ ،(۴)۲۹ ایران، آموزشی پژوهش های آمار.” آموزش در واقعی دادەهای از استفاده تأثیر ”بررسی .(۱۴۰۰) س. رضایی، [۳]

[4] Batanero, C., et al. (2016). Teaching Statistics in School Mathematics: Challenges for Teaching and Teacher Education. Springer.
https://doi.org/10.1007/978-3-319-23214-4

[5] Chance, B. (2002). Models and Simulation in Statistics Education. International Statistical Review, 70(2), 105-125.
[6] Cobb, G. W. (2007). The Challenge of Teaching Statistics: A Cross-National Perspective. Journal of Statistics Education, 15(2), 105-122.
[7] Cohen, L., Manion, L., & Morrison, K. (2007). Research Methods in Education (6th ed.). Routledge.
[8] Garfield, J., & Ben-Zur, H. (2009). Teaching Statistics Using Technology: The Challenges and Opportunities. Mathematics Education Re-

search Journal, 21(3), 21-36.
[9] Garfield, J., & Ben-Zvi, D. (2008). Developing Students’ Statistical Reasoning: Connecting Research and Teaching Practice. Springer.

https://doi.org/10.1007/978-1-4020-8383-9
[10] Garfield, J. (2009). The challenge of developing statistical literacy, reasoning and thinking. International Statistical Review, 77(2), 1-10.
[11] Watson, J., & Kelly, B. (2014). Teaching Statistics: An Integrated Approach. Australian & New Zealand Journal of Statistics, 56(1), 111-126.
[12] Wild, C. J., & Pfannkuch, M. (1999). Statistical Thinking in Empirical Enquiry. International Statistical Review, 67(3), 223-265.

https://doi.org/10.1111/j.1751-5823.1999.tb00442.x
[13] Zieffler, A., et al. (2012). A Framework to Support Research on Informal Inferential Reasoning. Statistics Education Research Journal, 11(2),

40–58.



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارپنجمین و ریاضی ملی همایش پنجمین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1403

۱۱–۵ صص. ،ED–104 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

آینده مسیرهای و فرصت ها چالش ها، ریاضیات: یادگیری بهبود در خودارزیابی نقش
کلاهدوزب فهیمه ،آ، زاده∗ ابراهیم آسیه

ایران تهران، ،۸۸۹ −۱۴۶۶۵ پستی صندوق فرهنگیان، دانشگاه ریاضی، آموزش آگروه
ایران تهران، ،۸۸۹ −۱۴۶۶۵ پستی صندوق فرهنگیان، دانشگاه ریاضی، آموزش بوه

چکیده
نقاط شناسایی توانایی تا می کند کمک دانش آموزان به یادگیری، فرآیند در مؤثر ابزارهای از یکی بەعنوان خودارزیابی
مروری مقاله این بخشند. بهبود را خود عملکرد یادگیری، فرآیند بهتر مدیریت با و کرده تقویت را خود ضعف و قوت
خودتنظیمی شناختی، مهارت های توسعه بر آن تأثیرات و پرداخته ریاضیات آموزش در خودارزیابی نقش بررسی به
و چالش ها کلیدی، پژوهش های مرور بر علاوه مطالعه، این در می کند. تحلیل را دانش آموزان انتقادی تفکر و
نیاز و آموزشی تغییرات برابر در معلمان مقاومت دانش آموزان، ارزیابی مهارت های کمبود مانند اجرایی محدودیت های
پلتفرم های دیجیتال، فناوری های از استفاده مانند نوینی فرصت های همچنین، است. شده بررسی مناسب ابزارهای به
قرار توجه مورد کنند، تسهیل را خودارزیابی فرآیند می توانند که مصنوعی هوش بر مبتنی ابزارهای و آنلاین یادگیری
باعث می تواند ریاضیات درسی برنامەهای در خودارزیابی ادغام که می دهد نشان مقاله این یافتەهای است. گرفته
سیاست گذاری های برای پیشنهادهایی پایان، در شود. دانش آموزان انگیزه و اعتمادبەنفس افزایش یادگیری، نتایج بهبود
شده ارائه مدارس، در مستقل یادگیری فرهنگ توسعه و خودارزیابی از استفاده در معلمان آموزش جمله از آموزشی،
فرهنگی تفاوت های تأثیر مطالعه و دیجیتال ابزارهای از بهرەگیری سمت به را آینده پژوهشی مسیرهای مقاله، این است.

می کند. هدایت خودارزیابی اجرای در

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:
خودارزیابی

ریاضیات آموزش
انتقادی تفکر

مستقل یادگیری
دیجیتال ابزارهای

آموزشی سیاست گذاری
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

97B10
97U10

مقدمه .۱
اخیر دهەهای در را آموزش متخصصان و پژوهشگران از بسیاری توجه آموزشی، ارزیابی حوزه در کلیدی مفاهیم از یکی بەعنوان خودارزیابی
و مادام العمر یادگیری تقویت برای مؤثر ابزاری بەعنوان است، فرد خود توسط عملکرد ارزیابی شامل که روش، این است. کرده جلب خود به
یادگیری پیشرفت سنجش برای ساده ابزار یک از خودارزیابی مدرن، آموزشی محیط های در .[۱۱] می شود شناخته فراشناختی مهارت های توسعه

است[۱۰]. شده تبدیل یادگیری شان فرآیند بهبود و مدیریت در فراگیران توانمندسازی برای مهم روش یک به و رفته فراتر
آموزشی اهداف پیشبرد در بسزایی تأثیر می تواند خودارزیابی دارد، تأکید مسئله حل مهارت های و پیچیده مفاهیمی بر که ریاضی، آموزش در
دست به خود ضعف و قوت نقاط از عمیق تری درک می گیرند، بهره خودارزیابی روش های از که دانش آموزانی پژوهش ها، اساس بر باشد. داشته
کمک معلمان به رویکرد این این، بر علاوه .[۲] بپردازند خود دقت و کارایی بهبود به می توانند عملکرد، مداوم بازبینی طریق از و می آورند
در خودارزیابی .[۱۸] دهند تطبیق آن ها نیازهای با را خود تدریس روش های و کرده نگاه یادگیری فرآیند به دانش آموزان دیدگاه از تا می کند
مفاهیم درک بهبود در می تواند خودارزیابی شناختی، جنبه از عاطفی. جنبه و شناختی جنبه می گیرد: قرار توجه مورد جنبه دو از ریاضی آموزش
تا می کند کمک دانش آموزان به روش این عاطفی، جنبه از باشد. نقش آفرین انتقادی تفکر تقویت و مسئله، حل استراتژی های تنظیم ریاضی،
داشته خود یادگیری فرآیند بر بیشتری کنترل احساس و کنند کسب بیشتری اعتمادبەنفس کنند، پیدا ریاضیات یادگیری به نسبت مثبت تری نگرش

.[۲۲] باشند

∗سخنران

کلاهدوز) (فهیمه f.kolahdouz@cfu.ac.ir زاده)، ابراهیم (آسیه a.ebrahimzadeh@cfu.ac.ir الکترونیک: پست
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مطالعات از راستا، این در است. شده تدوین ریاضی آموزش در خودارزیابی کاربردهای و نقش از جامع تصویری ارائه هدف با مروری مقاله این
مرتبط پژوهشی یافتەهای و نظریات تحلیل بر مقاله تمرکز شود. بررسی مفهوم این مختلف جنبەهای تا شده استفاده علمی معتبر منابع و پیشین
در رویکرد این از استفاده بهبود برای راهکارهایی ارائه و ریاضیات، آموزش در آن اجرایی چالش های و فرصت ها شناسایی خودارزیابی، با

باشد: می زیر موارد شامل مقاله این دامنه است. آموزشی محیط های
یادگیری. نظریەهای با آن ارتباط و خودارزیابی با مرتبط تعاریف و نظری مبانی بررسی .۱

ریاضی. آموزش در خودارزیابی کاربردی ابزارهای و روش ها تحلیل .۲
مختلف. آموزشی محیط های در رویکرد این اجرایی چالش های و موانع شناسایی .۳

ریاضیات. یادگیری در خودارزیابی فرآیند بهینەسازی برای پیشنهادهایی ارائه .۴
توانمندی های بر روش این ”تأثیر و گرفت؟” کار به ریاضی آموزش در را خودارزیابی می توان ”چگونه همچون پرسش هایی به تا می کوشد مقاله این
دنبال به که هستند آموزشی سیاست گذاران و محققان معلمان، شامل مقاله این مخاطبان دهد. پاسخ چیست؟” دانش آموزان عاطفی و شناختی

هستند. ریاضیات حوزه در یادگیری کیفیت ارتقای

خودارزیابی مفاهیم و تعریف نظری: چارچوب
مختلف زمینەهای در را خود دستاوردهای یا پیشرفت، عملکرد، گاهانه آ و مستقل بەطور یادگیرنده آن در که می شود گفته فرآیندی به خودارزیابی
تقویت و یادگیرنده خودمختاری بر می شود، انجام معلمان توسط که سنتی ارزیابی های برخلاف روش، این می کند. تحلیل و بررسی یادگیری
مفاهیم درک در یادگیرنده توانایی بررسی شناختی: .۱ کرد: بررسی سطح سه در می توان را خودارزیابی .[۱] دارد تأکید خودتنظیمی مهارت های
تصمیم هایی و اقدامات ارزیابی رفتاری: .۳ یادگیری. با مرتبط احساسات و انگیزه، نگرش، تحلیل عاطفی: .۲ آموختەشده. مهارت های و
به درس این یادگیری زیرا برخوردارند، بالایی اهمیت از ریاضی آموزش در مفاهیم این می دهد. انجام خود عملکرد بهبود برای یادگیرنده که
شناخت مبنای بر تا می سازد قادر را یادگیرنده زمینه، این در خودارزیابی است. وابسته منطقی تفکر و دادەها، تحلیل مسئله، حل مانند مهارت هایی

.[۱۲] دهد انجام یادگیری برای دقیق تری برنامەریزی خود، قوت و ضعف نقاط

جهانی روندهای و تاریخچه
کرد. تثبیت مدرن آموزشی نظام های در را خود جایگاه بەمرور و شد مطرح ۱۹۷۰ دهه در بار نخستین آموزشی، ابزار یک بەعنوان خودارزیابی
بر قابل توجهی تأثیر روش این که داد نشان سنگاپور و بریتانیا، متحده، ایالات مانند پیشرو کشورهای در پژوهش هایی ،۱۹۹۰ و ۱۹۸۰ دهەهای در
خودارزیابی از استفاده در جدیدی روندهای بیست ویکم، قرن در [۹] دارد دانش آموزان مسئولیت پذیری افزایش و یادگیری مهارت های تقویت
ابزارهای و (ⅬⅯS) یادگیری مدیریت سامانەهای مانند نوینی فناوری های مجازی. و دیجیتال یادگیری محیط های در بەویژه است، آمده وجود به

کردەاند[۱۷]. فراهم بیشتر دقت با و بزرگ مقیاس در یادگیرندگان برای را خودارزیابی اجرای امکان الکترونیکی، ارزیابی
این می کنند. استفاده خود آموزشی نظام اصلی ارکان از یکی بەعنوان خودارزیابی از ژاپن و فنلاند مانند آموزش در موفق کشورهای امروزه،
.[۱۹] کردەاند تبدیل یادگیری فرآیند از جدایی ناپذیر بخشی به را خودارزیابی خلاقیت، و انتقادی تفکر مهارت های توسعه بر تمرکز با کشورها
متعددی نظریەهای چارچوب در را آن می توان و دارد یادگیری نظریەهای با نزدیکی ارتباط خودارزیابی یادگیری نظریەهای با خودارزیابی ارتباط
کند. شرکت یادگیری فرآیند در فعال بەطور یادگیرنده که است مؤثر زمانی یادگیری که دارد تأکید نظریه این ساختن گرایی: .۱ کرد: بررسی
ساخت برای خود تجربیات از تا می کند کمک او به و است یادگیری در یادگیرنده فعال درگیری ارتقای برای ابزاری چارچوب، این در خودارزیابی
خودارزیابی دارد. تأکید یادگیری در خودتنظیمی و خودبازبینی، خودکنترلی، نقش بر نظریه این خودتنظیمی: یادگیری .۲ .[۲۰] کند استفاده دانش
انتخاب بهبود برای مناسبی راهبردهای و کرده پایش را خود عملکرد تا می کند کمک یادگیرنده به زیرا است، مدل این در کلیدی ابزارهای از یکی
دارد. اشاره یادگیری در اجتماعی تعامل و بازخورد اهمیت به شد، مطرح بندورا توسط که نظریه این اجتماعی⁃شناختی: نظریه .۳ .[۲۲] کند
یادگیری: عاطفی نظریەهای .۴ .[۵] دارد انگیزه و خودکارآمدی حس تقویت در مهمی نقش یادگیرنده، به مستقیم بازخورد ارائه با خودارزیابی
نگرش ها در تأمل برای فرصتی ایجاد با خودارزیابی می کنند. ایفا یادگیری فرآیند در مهمی نقش نگرش ها و احساسات که دارند تأکید نظریەها این
خودارزیابی که می دهند نشان ارتباطات این .[۷] باشد داشته یادگیرنده نگرش و انگیزه بر مثبتی تأثیر می تواند یادگیری، به نسبت احساسات و
با روش این کند. کمک یادگیری کیفیت ارتقای به متنوعی نظری چارچوب های در می تواند که است روشی بلکه نیست، ارزیابی ابزار یک تنها

می آورد. فراهم مؤثرتر و عمیق تر یادگیری به دستیابی برای فرصتی یادگیری، اجتماعی و عاطفی، شناختی، جنبەهای تلفیق
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خودارزیابی تکنیک های و ابزارها
را خود عملکرد نظام مند و ساختارمند شیوەای به دهند امکان یادگیرندگان به که شدەاند طراحی گونەای به خودارزیابی تکنیک های و ابزارها
کمک یادگیرندگان به و است مشخص معیارهای از فهرستی شامل که است خودارزیابی چک لیست های ابزارها، این از یکی کنند. ارزیابی و تحلیل
دقت ارزیابی برای معیارهایی شامل می توانند ریاضیات آموزش در چک لیست ها این .[۱] بسنجند معیارها آن اساس بر را خود پیشرفت تا می کند

باشند. ریاضی استدلال های اثربخشی و دادەها تحلیل کیفیت محاسبات،
بررسی به و می کنند ثبت یادگیری از را خود تجربیات یادگیرندگان تکنیک، این در کرد. اشاره انعکاسی دفترچەهای به می توان ابزارها دیگر از
دانش آموزان به زیرا است، مؤثر بسیار ریاضیات در مسئله حل فرآیندهای تحلیل برای ویژه به روش این می پردازند. خود ضعف و قوت نقاط

کنند[۸]. تأمل خود تصمیم گیری های و استفاده مورد راهبردهای درباره تا می دهد امکان
عملکرد ارزیابی در مختلف دیدگاەهای جمعی، مشارکت طریق از که است نوآورانەای روش های از یکی گروهی خودارزیابی پروژەهای همچنین
پیدا ریاضی مفاهیم از عمیق تری درک همتایان، بازخوردهای از استفاده با تا می کند کمک دانش آموزان به تکنیک این می گیرد. کار به را یکدیگر

.[۱۳] کنند تقویت مشارکتی یادگیری محیط های در را خود توانایی های و کنند
و پویا صورت به را یادگیری که است چندبعدی رویکردی نیازمند تدریس فرآیند در خودارزیابی ادغام تدریس روش های در خودارزیابی ادغام
بازخوردهای ارائه با معلمان روش، این در است. معلم مستمر بازخوردهای از استفاده زمینه، این در مؤثر روش های از یکی کند. طراحی تعاملی
تکالیف طراحی این، بر علاوه .[۱۸] بخشند بهبود را ضعفشان نقاط و کنند بررسی را خود عملکرد تا می کنند تشویق را دانش آموزان سازنده،
پس که بخواهند دانش آموزان از می توانند معلمان مثال، عنوان به کند. ایفا ریاضی مفاهیم یادگیری در مهمی نقش می تواند محور خودارزیابی
بر تمرکز جای به تا می کند کمک دانش آموزان به فعالیت این دهند. توضیح را خود راەحل های و روش ها انتخاب دلایل ریاضی، مسائل حل از
آن در که کلاسی انعکاسی جلسات از استفاده همچنین، .[۳] کنند تقویت را خود تحلیلی مهارت های و کنند تأمل خود یادگیری فرآیند بر نتیجه،
ویژه به رویکرد این کند. فراهم جمعی یادگیری و ایدەها تبادل برای فضایی می تواند می کنند، بحث خود پیشرفت و عملکرد درباره دانش آموزان

.[۱۱] است مؤثر دارد، نیاز انتقادی تفکر و همکاری مهارت های به که ریاضی آموزش در

خودارزیابی ارتقای در فناوری نقش
(ⅬⅯS) یادگیری مدیریت سامانەهای مانند دیجیتال ابزارهای می کند. ایفا خودارزیابی روش های بهبود و گسترش در برجستەای نقش فناوری
.[۱۷] کنند دریافت بازخورد و کرده ارزیابی آنی بەصورت را خود عملکرد که می دهند امکان دانش آموزان به خودارزیابی موبایلی برنامەهای و
پیشرفتەترین از یکی می کنند. تعاملی تر و جذاب تر یادگیرندگان برای را خودارزیابی فرآیند پیشرفت، نمودارهای و گراف ها ارائه با ابزارها این
دادەهای تحلیل با سیستم ها این است. تطبیقی خودارزیابی سیستم های طراحی در مصنوعی هوش از استفاده زمینه، این در فناوری کاربردهای
.[۱۶] می کنند پیشنهاد را مناسب یادگیری راهبردهای خودکار طور به و می دهند ارائه بهبود برای شخصی سازی شده توصیەهایی یادگیرنده، عملکرد
و انگیزه بر مثبتی تأثیر می پردازند، دیجیتال بازی های قالب در ریاضی چالش های طراحی به که خودارزیابی، بر مبتنی آموزشی بازی های همچنین
در را خود مهارت های و بسنجند را خود پیشرفت همزمان صورت به که می دهند امکان دانش آموزان به بازی ها این دارند. دانش آموزان یادگیری
می دهند اجازه معلمان به نیز Kahoot و Forⅿs Googⅼe مانند آنلاین ارزیابی پلتفرم های نهایت، در .[۱۴] کنند تقویت سرگرم کننده محیطی
و تعاملی قابلیت های دلیل به ابزارها این کنند. گزارش و تحلیل سرعت به را نتایج و کنند طراحی فردی یا گروهی خودارزیابی فعالیت های که

می گیرند[۲۱]. قرار استفاده مورد ریاضیات آموزش در گسترده طور به آسان، دسترسی

ریاضیات آموزش در خودارزیابی اهمیت
دانش آموزان در را تحلیلی و انتقادی تفکر که است آموزشی استراتژی های نیازمند خود، ساختاریافته و انتزاعی ماهیت دلیل به ریاضیات آموزش
نقش مسئله، حل مهارت های توسعه و ریاضی مفاهیم یادگیری تسهیل برای ارزشمند ابزاری بەعنوان خودارزیابی راستا، این در کند. تقویت
گرفتەاند یاد را ریاضی روش های چگونه که کنند درک عمیق تر بەصورت تا می دهد امکان دانش آموزان به خودارزیابی . می کند[۱۱] ایفا بسزایی
توانایی هایی و بپذیرند خود یادگیری برای بیشتری مسئولیت دانش آموزان می شود باعث فرآیند این دارند. پیشرفت به نیاز زمینەهایی چه در و
نقش ریاضی اضطراب کاهش در می تواند خودارزیابی این، بر علاوه کنند[۲۲]. تقویت را عملکرد بازبینی و زمان مدیریت خودتنظیمی، همچون
توانمندی احساس و می کنند پیدا ریاضیات به نسبت مثبت تری نگرش معمولا˟ دارند، خودارزیابی فرصت که دانش آموزانی باشد. داشته مؤثری

.[۴] داشت خواهند درس این یادگیری چالش های با مواجهه برای بیشتری

درس کلاس در خودارزیابی اجرای راهبردهای .۲
این از یکی باشد. یادگیرندگان نیازهای با متناسب که شود استفاده راهبردهایی از باید ریاضی، درس کلاس در خودارزیابی مؤثر اجرای برای
قوت نقاط تا کند کمک دانش آموزان به که کنند تدوین را معیارهایی می توانند معلمان است. شفاف و مشخص معیارهای از استفاده راهبردها،
صحت تحلیل و معادلات حل در دقت بررسی شامل می توانند معیارها جبر، درس در مثال، بەعنوان بسنجند. آن اساس بر را خود ضعف و
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بخواهند دانش آموزان از می توانند معلمان است. کلاسی تکالیف با خودارزیابی فعالیت های تلفیق دیگر، راهکار .[۱۵] باشند ریاضی استدلال های
دانش آموزان به تنها نه روش این کنند. بحث آن درباره کلاس در و کرده ثبت را خود راەحل های و روش ها انتخاب دلایل مسائل، حل از پس تا
نیز همتایان بازخوردهای .[۲۱] می دهد افزایش نیز را آن ها فعال مشارکت و تعامل بلکه کنند، بررسی را متفاوتی دیدگاەهای تا می کند کمک
دریافت با و می کنند ارزیابی را یکدیگر عملکرد هم همکاری با دانش آموزان روش، این در باشند. خودارزیابی فرآیند از بخشی می توانند
کاربرد ریاضی پروژەهای یا گروهی مسائل در بەویژه تکنیک این می بخشند. بهبود را خود انتقادی و اجتماعی مهارت های سازنده، بازخوردهای

.[۱۳] دارد

عملی مثال های و موردی مطالعات
[۱۸] مکفارلن و نیکول توسط که مطالعەای در مثال، برای دادەاند. نشان را ریاضیات آموزش در خودارزیابی مثبت تأثیر متعدد پژوهش های
آزمون های در بهتری عملکرد معناداری بەطور کردند، استفاده هندسی مفاهیم یادگیری برای خودارزیابی ابزارهای از که دانش آموزانی شد، انجام
چک لیست های از استفاده که داد نشان و شد انجام ابتدایی مقطع دانش آموزان روی بر توسط[۱۱] مطالعات از دیگر یکی داشتند. استاندارد
که دانش آموزانی که کرد تأکید همچنین پژوهش این می شود. محاسباتی خطاهای کاهش و دقت افزایش باعث ریاضی مسائل حل در خودارزیابی
دفترچەهای از سنگاپور در معلمی دیگر، عملی مثال یک در دارند. پیچیدەتر مسائل حل در بیشتری نفس به اعتماد می کنند، استفاده خودارزیابی از
و می کردند منعکس نوشتەهایی قالب در را خود عملکرد هفته هر دانش آموزان کرد. استفاده انتگرال و دیفرانسیل حساب تدریس برای انعکاسی
آموزشی بازی های از فنلاند، مدارس از یکی در همچنین .[۱] کنند تقویت را خود انعطافی و تحلیلی مهارت های تا کرد کمک آن ها به فرآیند این
یادگیری نتایج بهبود و دانش آموزان انگیزه افزایش باعث روش این که داد نشان نتایج شد. استفاده جبر تدریس برای خودارزیابی بر مبتنی دیجیتال

شد[۱۴]. آن ها

مؤثر خودارزیابی روی پیش موانع محدودیت ها و چالش ها .۳
از یکی است. مواجه اثربخشی و اجرا در چالش هایی با دانش آموزان، مهارت های توسعه و یادگیری در توجه قابل مزایای علی رغم خودارزیابی،
نبود دلیل به دانش آموزان از بسیاری که دادەاند نشان پژوهش ها است. خود عملکرد دقیق ارزیابی در دانش آموزان توانایی عدم موانع، اصلی ترین
آموزش فقدان همچنین، .[۱۲] دارند خود توانایی های از نادرست برآورد به تمایل عملکرد، تحلیل و خودانعکاسی برای لازم مهارت های و دانش
این از استفاده در آن ها نفس به اعتماد کاهش باعث می تواند که است دیگر مانعی خودارزیابی، اجرای نحوه مورد در دانش آموزان برای مناسب
فضا اغلب دارند، تأکید معلم محور ارزیابی بر که سیستم هایی است. سنتی آموزشی محیط های در تغییر برابر در مقاومت دیگر، چالش شود. روش
استاندارد، چک لیست های جمله از کافی، منابع و ابزارها نبود این، بر علاوه .[۱۷] نمی کنند فراهم دانش آموزان خودارزیابی برای کافی زمان و
از دانش آموزان، میان فردی تفاوت های همچنین، .[۱] کند مختل را خودارزیابی فرآیند می تواند دیجیتال، زیرساخت های و مناسب نرم افزارهای
بافت های به توجه شود. خودارزیابی در پیش بینی غیرقابل نتایج به منجر می تواند خودتنظیمی، مهارت های و خودآگاهی مختلف سطوح جمله
مهمی نقش فرهنگی تفاوت های شود. اجرا آموزشی نظام های و فرهنگ ها تمامی در یکسان بەصورت نمی تواند خودارزیابی آموزشی و فرهنگی
دارند، سنتی آموزشی ساختارهای از اطاعت یا گروهی نتایج بر بیشتری تأکید که جوامعی در مثال، برای دارند. روش این اثربخشی و پذیرش در
نتایج تنبیه، یا قضاوت از ترس دلیل به دانش آموزان دارد احتمال جوامع، این در .[۱۹] شود مواجه بیشتری مقاومت با خودارزیابی است ممکن
(ⅬⅯS)، یادگیری مدیریت سامانەهای مانند دیجیتال، فناوری های و آموزشی منابع به دسترسی سطح این، بر علاوه کنند. پنهان را خود واقعی
بافت که است ضروری خودارزیابی، ادغام در موفقیت برای باشد. داشته خودارزیابی اجرای کیفیت و امکان پذیری بر مستقیمی تأثیر می تواند
خودارزیابی سنتی ابزارهای طراحی است، محدود آموزشی فناوری های از استفاده که کشورهایی در مثال، برای گیرد. قرار نظر مد محلی آموزشی
بصری، یادگیری جمله از متنوع، یادگیری سبک های به توجه همچنین، .[۱۰] باشد داشته بیشتری کاربرد است ممکن انعکاسی دفترچەهای مانند

است. ضروری خودارزیابی ابزارهای طراحی در تجربی، و شنیداری

اخلاقی ملاحظات
دانش آموزان خصوصی حریم حفظ مهم، مسائل از یکی باشد. همراه اخلاقی ملاحظات رعایت با باید یادگیری فرآیندهای در خودارزیابی از استفاده
جلوگیری دادەها از سوءاستفاده از و شده حفظ دانش آموزان روانی امنیت که شود مدیریت بەگونەای باید خودارزیابی از حاصل اطلاعات است.
مقاصد برای نه و می شود استفاده یادگیری فرآیند بهبود برای تنها خودارزیابی نتایج که شود حاصل اطمینان است لازم این، بر علاوه .[۵] شود
پاسخ های دانش آموزان خودارزیابی به هم کلاسی ها یا معلمان اگر است. ضعف نقاط بیان برای امن محیطی ایجاد دیگر، موضوع رقابتی. یا تنبیهی
خصوص در معلمان آموزش بنابراین، . بگذارد[۱۱] آن ها انگیزه و نفس به اعتماد بر منفی تأثیر می تواند فرآیند این دهند، تحقیرآمیز یا انتقادی
چالش های از یکی نیز تشویق و صداقت بین تعادل نهایت، در است. ضروری سازنده بازخوردهای ارائه و خودارزیابی نتایج با برخورد نحوه
ناکامی احساس به منجر نباید صداقت این اما کنند، ارزیابی را خود عملکرد صادقانه بەصورت که شوند تشویق باید دانش آموزان است. اخلاقی
فرصت هایی بەعنوان را خود ضعف نقاط تا کند کمک آن ها به می تواند آیندەنگر و مثبت خودارزیابی به تشویق .[۲۲] شود آن ها انگیزه کاهش یا

ببینند. پیشرفت و رشد برای
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تجربی یافتەهای .۴
خودارزیابی درباره کلیدی پژوهش های

توسط مطالعەای مثال، برای دادەاند. قرار بررسی مورد دانش آموزان مهارت های توسعه و یادگیری بر را خودارزیابی تأثیر متعددی پژوهش های
عمیق یادگیری و درک افزایش باعث هندسی، مفاهیم یادگیری در خودارزیابی ابزارهای از استفاده که داد نشان [۱۸] در مکفارلان و نیکول
بلکه می شود، دانش آموزان ضعف و قوت نقاط بهتر شناخت موجب تنها نه خودارزیابی فرآیند که داشت تأکید پژوهش این می شود. دانش آموزان
روزانه تکالیف در خودارزیابی فعالیت های ادغام که داد نشان [۱۲] توسط دیگر مطالعەای می کند. تقویت نیز را آن ها خودتنظیمی مهارت های
خودارزیابی از مداوم بەصورت که دانش آموزانی تحقیق، این در است. شده ریاضی پیچیده مسائل درک در دانش آموزان عملکرد بهبود باعث
توسط مطالعەای همچنین، دهند. کاهش را خود متداول اشتباهات و بخشند بهبود را خود مسئله حل استراتژی های توانستند می کردند، استفاده
محاسباتی خطاهای کاهش موجب ریاضی دروس در خودارزیابی چک لیست های از استفاده که داد نشان متوسطه مقطع دانش آموزان روی بر [۱]
بهبود در می تواند داخلی بازخورد ابزار یک بەعنوان خودارزیابی که کرد تأکید همچنین پژوهش این است. شده مسائل حل در دقت افزایش و

کند. ایفا کلیدی نقش یادگیری فرآیند

دانش آموزان یادگیری نتایج بر تأثیر
می کنند، استفاده خودارزیابی روش های از که دانش آموزانی پژوهش ها، اساس بر دارد. دانش آموزان یادگیری نتایج بر چشمگیری تأثیر خودارزیابی
موردی مطالعه یک در . [۲۲] می دهند نشان استاندارد آزمون های در بهتری عملکرد و دارند خود یادگیری راهبردهای تنظیم در بیشتری توانایی
داشتند خود پایانی امتحانات در بهتری نتایج کردند، استفاده یادگیری تجربیات ثبت برای انعکاسی دفترچەهای از که دانش آموزانی سنگاپور، در

بخشند. بهبود را خود ضعف نقاط و کنند بازنگری را خود فکری فرآیندهای تا کرد کمک دانش آموزان به دفترچەها این .[۱۱]
خود عملکرد ارزیابی فرصت که دانش آموزانی کند. ایجاد ریاضیات یادگیری به نسبت مثبت تری نگرش های می تواند خودارزیابی این، بر علاوه
.[۲] می دهند نشان پیچیده مسائل حل در بالاتری نفس به اعتماد و می کنند پیدا خود یادگیری فرآیند بر بیشتری کنترل احساس معمولا˟ دارند، را
ریاضی مهارت های توانستند کردند، استفاده خودارزیابی دیجیتال ابزارهای از که دانش آموزانی شد، انجام فنلاند در که تحقیقاتی در مثال، بەعنوان

کنند. تقویت کوتاەتری زمانی بازەهای در را خود

دانش آموزان و معلمان دیدگاەهای
که باورند این بر معلمان از بسیاری است. روش این گسترده تأثیرات نشان دهنده خودارزیابی به نسبت دانش آموزان و معلمان دیدگاەهای
را دانش آموزان فردی یادگیری نیازهای تا می کند کمک آن ها به و می کند فراهم یادگیری فرآیند از عمیق تر درک برای فرصت هایی خودارزیابی،
افزایش باعث خودارزیابی از استفاده که کردند اعلام معلمان درصد ۷۰ از بیش شد، انجام انگلستان در که نظرسنجی ای در .[۶] کنند درک بهتر
انجام در دانش آموزان صداقت و دقت درباره نگرانی هایی نیز معلمان برخی حال، این با است. شده ریاضی کلاس های در دانش آموزان تعامل
ارائه دانش آموزان به خودارزیابی انجام روش های درباره بیشتری آموزش های باید مشکل، این حل برای که معتقدند آن ها دارند. خودارزیابی

شود.
در می کنند. یاد نفس به اعتماد افزایش و یادگیری مهارت های ارتقای برای روشی بەعنوان خودارزیابی از اغلب دانش آموزان دیگر، سوی از
انتقادی تری دیدگاەهای تا است کرده کمک آن ها به خودارزیابی فرآیند که کردند اشاره دانش آموزان از بسیاری [۱۳] در فلچیکف توسط مطالعەای
می تواند خودارزیابی که می دهند نشان شواهد نهایت، در کنند. انتخاب یادگیری برای مؤثرتری استراتژی های و باشند داشته خود عملکرد به نسبت
آموزشی سیاست گذاران و معلمان که است نیاز روش، این از بهینه بهرەگیری برای حال، این با بخشد. بهبود را یادگیری کیفیت قابل توجهی بەطور

کنند. اجرا و طراحی محلی نیازهای با متناسب و جامع برنامەهایی

شیوەها بهترین و پیشنهادها .۵
مربیان و معلمان برای راهنمایی

اقدامات از یکی کنند. ایفا دانش آموزان راهنمایی در فعالی نقش باید مربیان و معلمان ریاضی، کلاس های در خودارزیابی موفقیت آمیز اجرای برای
که بیاموزند دانش آموزان به تعاملی، فعالیت های و کارگاەها طریق از باید معلمان است. دانش آموزان به خودارزیابی مهارت های آموزش مهم،
سوی از سازنده بازخورد ارائه این، بر علاوه .[۱] نمایند شناسایی را خود ضعف و قوت نقاط و کنند تحلیل دقیق بەطور را خود عملکرد چگونه
دانش آموزان به هدفمند بەصورت و دارند تأکید قوت نقاط بر که بازخوردهایی باشد. داشته خودارزیابی بهبود در بسزایی تأثیر می تواند معلمان
می تواند شفاف ارزیابی الگوهای از استفاده همچنین، بود[۱۱]. خواهند مؤثر و انگیزەبخش کنند، پیشرفت می توانند چگونه که می دهند نشان
از می توانند معلمان دهند. انجام بیشتری دقت با را خودارزیابی فرآیند و باشند داشته انتظارات از بهتری درک تا کند کمک دانش آموزان به
خودارزیابی اهمیت به دانش آموزان تا کنند استفاده گروهی تحلیل های و کلاسی، بحث های موردی، مطالعات مانند تدریس متنوع رویکردهای
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این کارایی می تواند که است معلمان وظایف دیگر از نیز مرتبط فناوری های و دیجیتال ابزارهای از استفاده نحوه آموزش ببرند. پی یادگیری در
دهد. افزایش را روش

خودارزیابی مؤثر برنامەهای طراحی
ابزارهای از استفاده شیوەها، بهترین از یکی دهند. پوشش را دانش آموزان متنوع نیازهای که شوند طراحی گونەای به باید خودارزیابی برنامەهای
شخصی سازی شده و تعاملی بەصورت خودارزیابی اجرای امکان که است (ⅬⅯS) یادگیری مدیریت سامانەهای یا موبایلی برنامەهای مانند دیجیتال
بهتر درک در دانش آموزان به پیشرفت، گزارش های و نمودارها طریق از و دهند ارائه فوری بازخورد می توانند ابزارها این .[۱۷] می کنند فراهم را
این در کند. کمک مشارکتی یادگیری در دانش آموزان به می تواند نیز خودارزیابی بر مبتنی گروهی فعالیت های طراحی کنند. کمک عملکردشان
استفاده خود مهارت های بهبود برای همتایان بازخوردهای از و کرده ارزیابی را یکدیگر عملکرد هم کلاسی ها، همکاری با دانش آموزان روش،
عملکرد به نسبت متنوعی دیدگاەهای تا می کند کمک دانش آموزان به بلکه می کند، تقویت را اجتماعی تعامل تنها نه رویکرد این .[۱۳] می کنند
توسعه باعث می تواند عملی پروژەهای و انعکاسی تکالیف طراحی طریق از درسی برنامەهای در خودارزیابی ادغام همچنین، کنند. پیدا خود
فرآیندهای توضیح به تشویق را دانش آموزان که باشند فعالیت هایی شامل باید تکالیف این شود. دانش آموزان انتقادی تفکر و تحلیلی مهارت های
درباره را خود نظرات دانش آموزان تا کنند استفاده گروهی بازبینی جلسات از می توانند معلمان کنند. تصمیماتشان برای دلایل ارائه و خود فکری

بگذارند. اشتراک به پیشرفت هایشان

خودارزیابی طریق از دانش آموزان انگیزه افزایش
ایجاد راهکارها، از یکی شود. اجرا و طراحی درستی به که بەشرطی کند، ایفا دانش آموزان انگیزه افزایش در مهمی نقش می تواند خودارزیابی
خود ارزیابی به بتوانند انتقاد، یا قضاوت از ترس بدون دانش آموزان آن در که کنند فراهم فضایی باید معلمان است. امن و مثبت یادگیری محیط
تعیین با می توانند معلمان مثال، برای کند. تقویت را دانش آموزان انگیزه می تواند نیز تحقق قابل اهداف به دستیابی به تشویق .[۲۲] بپردازند
داشته بیشتری موفقیت احساس و کنند تجربه تدریجی بەصورت را خود پیشرفت تا کنند کمک دانش آموزان به اندازەگیری، قابل و کوچک اهداف
باشد. داشته آن ها انگیزه بر مثبتی تأثیر می تواند تشویقی امتیازهای یا تقدیرنامەها مانند پاداش دهی سیستم های از استفاده همچنین، .[۲] باشند
هستند، جذاب و تعاملی چالش های شامل اغلب که بازی ها، این است. خودارزیابی بر مبتنی آموزشی بازی های از استفاده راهکارها، از دیگر یکی
بازخورد ارائه نهایت، در .[۱۴] کنند تقویت انگیزەبخش و سرگرم کننده محیط یک در را خود مهارت های که کنند کمک دانش آموزان به می توانند
که بازخوردهایی دهد. افزایش خودارزیابی فرآیند در را دانش آموزان انگیزه می تواند دیجیتال ابزارهای و معلمان سوی از تقویت کننده و فوری
بر پایداری و مثبت تأثیر می توانند شوند، منجر بزرگتر دستاوردهای به می توانند کوچک پیشرفت های چگونه می دهند نشان واضح بەصورت
مستمر طور به که کند کمک دانش آموزان به می تواند نیز خودارزیابی طریق از مستقل یادگیری فرهنگ ترویج باشند. داشته دانش آموزان یادگیری

کنند. تلاش پیشرفت برای

نتیجەگیری .۶
قابل توجهی تأثیرات می تواند روش این که است کرده تأکید و پرداخته ریاضی آموزش در خودارزیابی اهمیت و نقش بررسی به مروری مقاله این
شناسایی را خود ضعف و قوت نقاط تا می کند کمک دانش آموزان به آموزشی، ابزار یک عنوان به خودارزیابی بگذارد. دانش آموزان یادگیری بر
افزایش موجب تنها نه روش این .[۱۱] بخشند بهبود را خود عاطفی و شناختی مهارت های مستمر، اصلاحات طریق از نتیجه در و کرده
دادەاند نشان تحقیقات .[۲۲] دارد مهمی نقش نیز مسئله حل و انتقادی تفکر تقویت در بلکه می شود، دانش آموزان در خودتنظیمی و خودآگاهی
و فوری بازخورد ارائه با ابزارها این کنند. تسهیل چشمگیری بەطور را خودارزیابی فرآیند می توانند نوین فناوری های و دیجیتال ابزارهای که
در آن ها انگیزه و نفس به اعتماد نتیجه در و کنند نظارت خود یادگیری فرآیند بر مؤثری بەطور تا می سازند قادر را دانش آموزان شخصی سازی شده،
در تغییرات برابر در مقاومت جمله از دارد، وجود خودارزیابی اجرای مسیر در نیز چالش هایی حال، این با .[۲] می یابد افزایش ریاضی مسائل حل
ابزارهای و منابع که است لازم همچنین، .[۱۳] دانش آموزان و معلمان برای مناسب آموزش های کردن فراهم به نیاز و سنتی آموزشی سیستم های

برسد. حداکثر به آن اثرگذاری تا شود فراهم مدارس در روش این از پشتیبانی برای لازم
یکی است. بیشتر بررسی نیازمند رویکرد این ابعاد از بسیاری همچنان اما شدەاند، انجام خودارزیابی خصوص در زیادی پژوهش های اگرچه
است. خود ارزیابی برای آنلاین پلتفرم های از استفاده و دیجیتال بسترهای در خودارزیابی اثرات مورد در تحقیق پژوهشی، مهم مسیرهای از
یادگیری بهبود با آن ارتباط و خودارزیابی فرآیند بر پلتفرم ها این تأثیر بررسی دور، راه از یادگیری و آنلاین آموزش چشمگیر رشد به توجه با
به می تواند خودارزیابی از استفاده در فرهنگی و فردی تفاوت های مطالعه همچنین، .[۱۷] می رسد نظر به ضروری امری آنلاین کلاس های در
فرهنگی زمینەهای در فرصت ها و چالش ها شناخت کند. کمک مختلف نیازهای با دانش آموزان برای شخصی سازی شده استراتژی های توسعه
بر علاوه کند. کمک مختلف جوامع خاص نیازهای با متناسب خودارزیابی ابزارهای طراحی زمینه در تحقیقات به می تواند مختلف اجتماعی و
نحوه بهتر درک به می تواند متوسطه، و ابتدایی مقاطع در بەویژه تحصیلی، مختلف سطوح بر خودارزیابی تأثیر ارزیابی خصوص در تحقیقات این،
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و مداوم یادگیری های در خودارزیابی بلندمدت آثار که مطالعەای بەویژه کند. کمک تحصیل مختلف مراحل در دانش آموزان بر روش این تأثیر
دهد. ارائه جدیدی راهکارهای آموزشی سیاست گذاران به می تواند کند، تحلیل را مادام العمر یادگیری

برنامەهای در خودارزیابی گنجاندن اولا˟، دارند. مدارس در خودارزیابی اجرای و آموزشی سیاست گذاران برای مهمی پیامدهای مقاله این یافتەهای
این دارند. بیشتری انتقادی تفکر و خودتنظیمی به نیاز که ریاضیات مانند چالش برانگیزی رشتەهای در بەویژه گیرد، قرار اولویت در باید درسی
.[۱۹] شود منتقل معلمان درسی کلاس های در مؤثر روش های پیادەسازی و طراحی به سپس و شود آغاز سیاست گذاری سطح از باید تغییر
مهارت های از باید معلمان است. روش این موفق اجرای در اساسی گام های از یکی خودارزیابی از مؤثر استفاده برای معلمان آموزش همچنین،
از استفاده برای لازم پشتیبانی آنلاین، منابع و آموزشی کارگاەهای طریق از و باشند برخوردار خودارزیابی ابزارهای از استفاده و طراحی برای لازم
پشتیبانی سیستم های و آموزشی فناوری های از استفاده در معلمان برای مستمر آموزش های ارائه کنند. دریافت را خود کلاس های در روش این
دیجیتال ابزارهای توسعه مدارس، در خودارزیابی عملکرد بهبود برای نهایت، در کند. کمک خودارزیابی کیفیت بهبود به می تواند نیز دیجیتال
فوری بازخورد اطلاعات به دسترسی که شوند طراحی بەگونەای باید ابزارها این گیرد. قرار کار دستور در باید آنلاین ارزیابی پلتفرم های و
ارائه به می تواند دادەها تحلیل الگوریتم های و مصنوعی هوش از استفاده بەویژه، باشد. ممکن دانش آموزان تمام برای شخصی سازی شده و
مدارس در مستقل یادگیری و خودارزیابی فرهنگ ترویج نهایت، در .[۱۱] کند کمک دانش آموزان برای شخصی تر و دقیق تر بهبود پیشنهادات
بیشتری مسئولیت پذیری به تا کند کمک دانش آموزان به می تواند تغییر این شود. مطرح آموزشی نظام های اساسی اصول از یکی عنوان به باید
مهارت های به که امروز دنیای در بەویژه رویکرد این شود. تقویت آن ها خودتنظیمی و فراشناختی مهارت های و یابند دست خود یادگیری به نسبت

است. برخوردار بالایی اهمیت از داریم، نیاز انتقادی تفکر و مسئله حل
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قدرمطلقی معادلات حل برای نقطەای چهار تا دو نیوتن⁃کاتس روش های
،آ راەپیمایی∗ فرزاد
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چکیده
بر مبتنی و دارند گام دو روش ها این می کنیم. معرفی قدرمطلقی معادلات حل برای تکراری روش سه مقاله این در
در اما (پیشگو) می باشد نیوتن تکراری روش اول گام هستند. نقطەای چهار و سه دو، باز نیوتن⁃کاتس روش های
استاندارد فرض های برخی تحت (اصلاحگر). می شود محاسبه نیوتن⁃کاتس روش براساس جدید تکرار دوم گام
نیوتن⁃ روش های که می دهند نشان عددی نتایج کردەایم. بررسی را نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس الگوریتم همگرایی

هستند. بهتر نقطەای دو روش از و دارند مشابهی رفتار تقریباً نقطەای چهار و سه کاتس

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

قدرمطلقی معادلات
نیوتن⁃کاتس روش های

تکراری روش های
عددی نتایج

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
65K10
90C30
65F10

مقدمه .۱
می باشد زیر بەصورت کلی حالت در قدرمطلقی معادله

𝐴𝑥 − |𝑥| = 𝑏, (۱)
کاربردهای قدرمطلقی معادله است. |𝑥| = (|𝑥۱|, ..., |𝑥𝑛|) همچنین می باشد. مجهول بردار 𝑥 ∈ ℝ𝑛 و 𝑏 ∈ ℝ𝑛 ،𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 آن در که
،۹ ،۳–۱] دارد قیمت گذاری شبکه و مکانیکی ساختارهای مارکوف، زنجیره دوم، درجه و خطی برنامەریزی مسألەهای بهینەسازی، در مختلفی
انجام زمینه این در بیشتری تحقیقات منگسرین۲ سپس و [۱۳] شد انجام روهن۱ توسط بار اولین (۱) قدرمطلقی معادله تقریبی حل .[۱۴ ،۱۰

.[۷ ،۶] داد
بگیرید نظر در را زیر قطری ماتریس

𝐷(𝑥) = 𝜕|𝑥| = ⅾiag(sign(𝑥)).
می شود تبدیل زیر بەصورت (۱) قدرمطلقی معادله لذا ،|𝑥| = 𝐷(𝑥)𝑥 چون

𝐴𝑥 − 𝐷(𝑥)𝑥 = 𝑏 ⟹ (𝐴 − 𝐷(𝑥))𝑥 = 𝑏.

∗سخنران
راەپیمایی) (فرزاد rahpeyma_83@yahoo.com الکترونیک: پست
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[۶] کرد پیشنهاد قدرمطلقی معادله حل برای را زیر تکراری روش منگسرین ،𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 اولیه تقریب از شروع با

𝑥𝑘+۱ = ൫𝐴 − 𝐷(𝑥𝑘)൯−۱𝑏, 𝑘 = ۰, ۱, ۲, ...
[۴] کردند استفاده قدرمطلقی معادله تقریبی حل برای زیر دوگامی روش از لیو۴ و فنگ۳ نیز ۲۰۱۹ سال در

൝𝑡
𝑘 = 𝑥𝑘 − ൫𝐴 − 𝐷(𝑥𝑘)൯−۱𝐾(𝑥𝑘),
𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 − ൫𝐴 − 𝐷(𝑥𝑘)൯−۱൫𝐾(𝑡𝑘) − 𝐾(𝑥𝑘)൯, 𝑘 = ۰, ۱, ۲, ...

آن در که
𝐾(𝑥) = 𝐴𝑥 − |𝑥| − 𝑏.

است. شده بررسی مختلفی پژوهش های در (۱) قدرمطلقی معادله بودن منحصربەفرد و وجودی شرایط
جواب (۱) قدرمطلقی معادله 𝑏 ∈ ℝ𝑛 هر بەازای آن گاه باشد ‖𝐴−۱‖ < ۱ و معکوس پذیر 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ماتریس اگر [۸] .۱ .۱ گزاره

دارد. منحصربەفرد
بەطور (۱) قدرمطلقی معادله 𝑏 ∈ ℝ𝑛 هر بەازای آن گاه باشند یک از بزرگ تر 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ماتریس تکین مقادیر همه اگر [۸] .۲ .۱ گزاره

است. حل پذیر منحصربەفرد
ندارد. جواب (۱) قدرمطلقی معادله آن گاه باشد ‖𝐴‖ < ۱ و ۰ ≠ 𝑏 ≥ ۰ اگر [۸] .۳ .۱ گزاره

[۱۲] هستند زیر بەصورت نقطەای چهار و سه دو، باز نیوتن⁃کاتس روش های .۴ .۱ گزاره
نقطەای دو نیوتن⁃کاتس روش الف)

න
𝑡۳

𝑡۰
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ۳ℎ

۲ ቂ𝑓(𝑡۱) + 𝑓(𝑡۲)ቃ, (۲)

آن در که
ℎ = 𝑡۳ − 𝑡۰

۳ , 𝑡𝑖 = 𝑡۰ + 𝑖ℎ, 𝑖 = ۱, ۲, ۳.
نقطەای سه نیوتن⁃کاتس روش ب)

න
𝑡۴

𝑡۰
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ۴ℎ

۳ ቂ۲𝑓(𝑡۱) − 𝑓(𝑡۲) + ۲𝑓(𝑡۳)ቃ, (۳)

آن در که
ℎ = 𝑡۴ − 𝑡۰

۴ , 𝑡𝑖 = 𝑡۰ + 𝑖ℎ, 𝑖 = ۱, ۲, ۳, ۴.
نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس روش پ)

න
𝑡۵

𝑡۰
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ۵ℎ

۲۴ ቂ۱۱𝑓(𝑡۱) + 𝑓(𝑡۲) + 𝑓(𝑡۳) + ۱۱𝑓(𝑡۴)ቃ, (۴)

آن در که
ℎ = 𝑡۵ − 𝑡۰

۵ , 𝑡𝑖 = 𝑡۰ + 𝑖ℎ, 𝑖 = ۱, ۲, ۳, ۴, ۵.

3Feng
4Liu
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قدرمطلقی معادله حل برای نقطە ای دو نیوتن⁃کاتس روش .۲
کنید فرض می کنیم. بیان (۱) قدرمطلقی معادله حل برای نقطەای دو باز نیوتن⁃کاتس روش بر مبتنی دوگامی الگوریتم یک بخش این در

𝐹(𝑥) = 𝐴𝑥 − |𝑥| − 𝑏 = 𝐴𝑥 − 𝐷(𝑥)𝑥 − 𝑏. (۵)
می باشد زیر بەصورت 𝐹(𝑥) تعمیم یافته ژاکوبین

𝐹′(𝑥) = 𝐴 − 𝐷(𝑥). (۶)
می گیریم نظر در زیر بەصورت را الگوریتم اول گام

𝑦𝑘 = ൫𝐴 − 𝐷(𝑥𝑘)൯−۱𝑏. (۷)
طرفی از . است 𝐹(𝑤) = ۰ لذا باشد، (۱) قدرمطلقی معادله جواب 𝑤 کنید فرض

න
𝑤

𝑠
𝐹′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹(𝑤) − 𝐹(𝑠) = −𝐹(𝑠). (۸)

داریم (۲) از اکنون
ℎ = 𝑤 − 𝑠

۳ , 𝑡۱ =
۲𝑠 + 𝑤

۳ , 𝑡۱ =
𝑠 + ۲𝑤

۳ .

نتیجه در
න
𝑤

𝑠
𝐹′(𝑡)𝑑𝑡 = ۱

۲ 𝐹′ቀ۲𝑠 + 𝑤
۳ ቁ + 𝐹′ቀ𝑠 + ۲𝑤

۳ ቁ൨ (𝑤 − 𝑠) = −𝐹(𝑠).

بنابراین
𝑤 = 𝑠 − ۲ 𝐹′ቀ۲𝑠 + 𝑤

۳ ቁ + 𝐹′ቀ𝑠 + ۲𝑤
۳ ቁ൨

−۱
𝐹(𝑠).

می کنیم. بیان را نقطەای دو نیوتن⁃کاتس الگوریتم گام های اکنون
(۲NⅭ) قدرمطلقی معادله حل برای نقطەای دو نیوتن⁃کاتس روش :۱ الگوریتم

کن. انتخاب را 𝜀 > ۰ و 𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 اولیه تقریب اول: گام
کن. محاسبه (۷) با را 𝑦𝑘 دوم: گام

کن پیدا زیر بەصورت را جدید تکرار سوم: گام

𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 − ۲ ቈ۲𝐴 − 𝐷ቀ۲𝑥𝑘 + 𝑦𝑘
۳ ቁ − 𝐷ቀ𝑥

𝑘 + ۲𝑦𝑘
۳ ቁ

−۱
𝐹(𝑥𝑘).

برو. پنجم گام به غیراین صورت در کن. توقف ‖𝐴𝑥𝑘 − |𝑥𝑘| − 𝑏‖ ≤ 𝜀 اگر چهارم: گام
برو. دوم گام به و 𝑘 + ۱ بده قرار 𝑘 بەجای پنجم: گام

قدرمطلقی معادله حل برای نقطە ای سه نیوتن⁃کاتس روش .۳
استفاده (۳) از اصلاحگر گام آوردن بەدست برای اکنون می باشد. ۲NⅭ الگوریتم مشابه سه نقطەای نیوتن⁃کاتس روش برای پیشگو گام

داشت خواهیم لذا می کنیم.

ℎ = 𝑤 − 𝑠
۴ , 𝑡۱ =

۳𝑠 + 𝑤
۴ , 𝑡۲ =

۲𝑠 + ۲𝑤
۴ , 𝑡۳ =

𝑠 + ۳𝑤
۴ .

نتیجه در
න
𝑤

𝑠
𝐹′(𝑡)𝑑𝑡 = ۱

۳ ۲𝐹′ቀ۳𝑠 + 𝑤
۴ ቁ − 𝐹′ቀ۲𝑠 + ۲𝑤

۳ ቁ + ۲𝐹′ቀ𝑠 + ۳𝑤
۴ ቁ൨ (𝑤 − 𝑠) = −𝐹(𝑠).
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معادل بەطور
𝑤 = 𝑠 − ۳ ۲𝐹′ቀ۳𝑠 + 𝑤

۴ ቁ − 𝐹′ቀ۲𝑠 + ۲𝑤
۳ ቁ + ۲𝐹′ቀ𝑠 + ۳𝑤

۴ ቁ൨
−۱
𝐹(𝑠).

می کنیم. بیان را نقطەای سه نیوتن⁃کاتس الگوریتم گام های اکنون
(۳NⅭ) قدرمطلقی معادله حل برای نقطەای سه نیوتن⁃کاتس روش :۲ الگوریتم

کن. انتخاب را 𝜀 > ۰ و 𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 اولیه تقریب اول: گام
کن. محاسبه (۷) با را 𝑦𝑘 دوم: گام

کن پیدا زیر بەصورت را جدید تکرار سوم: گام

𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 − ۳ ቈ۳𝐴 − ۲𝐷ቀ۳𝑥𝑘 + 𝑦𝑘
۴ ቁ + 𝐷ቀ۲𝑥𝑘 + ۲𝑦𝑘

۴ ቁ − ۲𝐷ቀ𝑥
𝑘 + ۳𝑦𝑘

۴ ቁ
−۱
𝐹(𝑥𝑘).

برو. پنجم گام به غیراین صورت در کن. توقف ‖𝐴𝑥𝑘 − |𝑥𝑘| − 𝑏‖ ≤ 𝜀 اگر چهارم: گام
برو. دوم گام به و 𝑘 + ۱ بده قرار 𝑘 بەجای پنجم: گام

قدرمطلقی معادله حل برای نقطە ای چهار نیوتن⁃کاتس روش .۴
داریم (۴) از می  آوریم. بەدست را اصلاحگر گام اکنون می باشد. قبلی الگوریتم های مشابه نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس روش در پیشگو گام

ℎ = 𝑤 − 𝑠
۵ , 𝑡۱ =

۴𝑠 + 𝑤
۵ , 𝑡۲ =

۳𝑠 + ۲𝑤
۵ , 𝑡۳ =

۲𝑠 + ۳𝑤
۵ , 𝑡۳ =

𝑠 + ۴𝑤
۵ .

می کنیم محاسبه نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس فرمول با را (۸) انتگرال

න
𝑤

𝑠
𝐹′(𝑡)𝑑𝑡 = ۱

۲۴ ۱۱𝐹′ቀ۴𝑠 + 𝑤
۵ ቁ + 𝐹′ቀ۳𝑠 + ۲𝑤

۵ ቁ + 𝐹′ቀ۲𝑠 + ۳𝑤
۵ ቁ + ۱۱𝐹′ቀ𝑠 + ۴𝑤

۵ ቁ൨ (𝑤 − 𝑠) = −𝐹(𝑠).

نتیجه در

𝑤 = 𝑠 − ۲۴ ۱۱𝐹′ቀ۴𝑠 + 𝑤
۵ ቁ + 𝐹′ቀ۳𝑠 + ۲𝑤

۵ ቁ + 𝐹′ቀ۲𝑠 + ۳𝑤
۵ ቁ + ۱۱𝐹′ቀ𝑠 + ۴𝑤

۵ ቁ൨
−۱
𝐹(𝑠). (۹)

می کنیم. بیان را نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس الگوریتم گام های اکنون
(۴NⅭ) قدرمطلقی معادله حل برای نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس روش :۳ الگوریتم

کن. انتخاب را 𝜀 > ۰ و 𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 اولیه تقریب اول: گام
کن. محاسبه (۷) با را 𝑦𝑘 دوم: گام

کن پیدا زیر بەصورت را جدید تکرار سوم: گام

𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 − ۲۴ ቈ۲۴𝐴 − ۱۱𝐷ቀ۴𝑥𝑘 + 𝑦𝑘
۵ ቁ − 𝐷ቀ۳𝑥𝑘 + ۲𝑦𝑘

۵ ቁ − 𝐷ቀ۲𝑥𝑘 + ۳𝑦𝑘
۵ ቁ − ۱۱𝐷ቀ𝑥

𝑘 + ۴𝑦𝑘
۵ ቁ

−۱
𝐹(𝑥𝑘).

برو. پنجم گام به غیراین صورت در کن. توقف ‖𝐴𝑥𝑘 − |𝑥𝑘| − 𝑏‖ ≤ 𝜀 اگر چهارم: گام
برو. دوم گام به و 𝑘 + ۱ بده قرار 𝑘 بەجای پنجم: گام

کنید فرض .۱ .۴ گزاره

𝜃𝑘۱ = ۴𝑥𝑘 + 𝑦𝑘
۵ , 𝜃𝑘۲ = ۳𝑥𝑘 + ۲𝑦𝑘

۵ ,

𝜃𝑘۳ = ۲𝑥𝑘 + ۳𝑦𝑘
۵ , 𝜃𝑘۴ = 𝑥𝑘 + ۴𝑦𝑘

۵ .
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می شود تبدیل زیر بەصورت ۴NⅭ الگوریتم سوم گام (۹) از استفاده با این صورت در

𝑥𝑘+۱ = 𝑥𝑘 − ۲۴ ൣ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۱ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۲ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۴ )൧
−۱ 𝐹(𝑥𝑘).

کنید فرض
Σ = ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۱ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۲ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۴ ).

بنابراین
Σ = ۱۱𝐴 − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) + 𝐴 − 𝐷(𝜃𝑘۲ ) + 𝐴 − 𝐷(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐴 − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )
= ۲۴𝐴 − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) − 𝐷(𝜃𝑘۲ ) − 𝐷(𝜃𝑘۳ ) − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ ),

هستند. قطری ماتریس های 𝐷(𝜃𝑘۴ ) و 𝐷(𝜃𝑘۳ ) ،𝐷(𝜃𝑘۲ ) ،𝐷(𝜃𝑘۱ ) آن در که
همگرایی آنالیز .۱ .۴

می کنیم. بررسی را (۱) قدرمطلقی معادله حل برای ۴NⅭ الگوریتم همگرایی بخش این در
است. نامنفرد Σ ماتریس آن گاه باشند یک از بزرگ تر 𝐴 ماتریس تکین مقادیر همه اگر .۲ .۴ قضیه

داریم [۷] در ۱ لم از اکنون .Σ𝑠 = ۰ بەطوری که دارد وجود 𝑠 ≠ ۰ این صورت در باشد. منفرد Σ کنیم فرض خلف برهان به اثبات.
𝑠𝑇𝑠 < 𝑠𝑇𝐴𝑇𝐴𝑠

= ۱
۵۷۶𝑠

𝑇ቀ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) + 𝐷(𝜃𝑘۲ ) + 𝐷(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )ቁ
𝑇
ቀ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) + 𝐷(𝜃𝑘۲ ) + 𝐷(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )ቁ𝑠

≤ ۱
۵۷۶ × ۵۷۶𝑠𝑇𝑠 = 𝑠𝑇𝑠,

دارد. وجود Σ−۱ و می باشد نامنفرد Σ ماتریس پس است. تناقض یک این که
حدی نقطه و است خوش تعریف ۴NⅭ الگوریتم با شده تولید {𝑥𝑘} دنباله آن گاه باشند یک از بزرگ تر 𝐴 ماتریس تکین مقادیر اگر [۵] .۳ .۴ لم

که دارد وجود �̄�
�̄� = �̄� − ۲۴ቀ۲۴𝐴 − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) − 𝐷(𝜃𝑘۲ ) − 𝐷(𝜃𝑘۳ ) − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )ቁ

−۱
𝐹(�̄�).

همچنین
ቀ𝐴 − �̄�(�̄�)ቁ�̄� = 𝑏,

است. {−۱, ۰, +۱} قطری عناصر با قطری ماتریسی �̄� آن در که
اگر [۵] .۴ .۴ لم

ቛቀ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۱ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۲ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۴ )ቁ
−۱
ቛ < ۱

۷۲ ,

همگراست. (۱) قدرمطلقی معادله جواب به ۴NⅭ الگوریتم با شده تولید {𝑥𝑘} دنباله آن گاه

𝑏 ∈ ℝ𝑛 هر بەازای این صورت در باشند. ناصفر 𝐷(𝜃𝑘۴ ) و 𝐷(𝜃𝑘۳ ) ،𝐷(𝜃𝑘۲ ) ،𝐷(𝜃𝑘۱ ) ماتریس های و ‖𝐴−۱‖ < ۱
۷۳ کنید فرض .۵ .۴ قضیه

(۱) قدرمطلقی معادله منحصربەفرد جواب به 𝑥۰ ∈ ℝ𝑛 هر بەازای الگوریتم این با شده تولید {𝑥𝑘} دنباله و است خوش تعریف ۴NⅭ الگوریتم
همگراست.
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[۱۱] در ۲ .۳ .۲ لم از لذا دارد وجود 𝐴−۱ چون است. حل پذیر منحصربەفرد بەصورت (۱) قدرمطلقی معادله لذا ‖𝐴−۱‖ < ۱
۷۳ چون اثبات.

داریم

ቛቀ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۱ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۲ ) + 𝐹′(𝜃𝑘۳ ) + ۱۱𝐹′(𝜃𝑘۴ )ቁ
−۱
ቛ

= ቛቀ۲۴𝐴 − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) − 𝐷(𝜃𝑘۲ ) − 𝐷(𝜃𝑘۳ ) − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )ቁ
−۱
ቛ

≤ ‖(۲۴𝐴)−۱‖‖ − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) − 𝐷(𝜃𝑘۲ ) − 𝐷(𝜃𝑘۳ ) − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )‖
۱ − ‖(۲۴𝐴)−۱‖‖ − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۱ ) − 𝐷(𝜃𝑘۲ ) − 𝐷(𝜃𝑘۳ ) − ۱۱𝐷(𝜃𝑘۴ )‖

≤
۱
۲۴‖𝐴

−۱‖ × ۲۴
۱ − ۱

۲۴‖𝐴
−۱‖ × ۲۴

= ‖𝐴−۱‖
۱ − ‖𝐴−۱‖ <

۱
۷۳
۷۲
۷۳

= ۱
۷۲ .

همگراست. قدرمطلقی معادله منحصربەفرد جواب به {𝑥𝑘} دنباله می گیریم نتیجه ۴ .۴ لم از اکنون

عددی نتایج .۵
می کنیم. استفاده ۴NⅭ و ۳NⅭ ،۲NⅭ الگوریتم های از آن ها حل برای و می گیریم نظر در را قدرمطلقی معادلات از مثال دو بخش این در
می باشد زیر نامساوی برقراری الگوریتم ها همه توقف شرط و هستند 𝑛 = ۵۰۰, ۱۰۰۰, ۱۵۰۰, ۲۰۰۰, ۲۵۰۰, ۳۰۰۰ ابعاد در قدرمطلقی معادلات

𝑅𝐸𝑆 ∶= ‖𝐴𝑥𝑘 − |𝑥𝑘| − 𝑏‖ ≤ ۱۰−۱۵.

جدول ها این در شدەاند. ارائه ۲ و ۱ جدول های در قدرمطلقی معادلات حل برای نیوتن⁃کاتس روش های بر مبتنی الگوریتم های از حاصل نتایج
است شده تولید زیر بەصورت 𝑏 بردار الگوریتم ها همه در می دهد. نشان را الگوریتم ها اجرای برای لازم زمان 𝑇𝑖𝑚𝑒 و تکرارها تعداد 𝐼𝑡𝑒𝑟

𝑏 = (𝐴 − 𝑒𝑦𝑒(𝑛)) ∗ 𝑜𝑛𝑒𝑠(𝑛, ۱),
۲٫۳ فرکانس با هستەای سه لپ تاپ روی  الگوریتم ها همه می باشد. یک مؤلفەهای با برداری 𝑜𝑛𝑒𝑠(𝑛, ۱) و همانی ماتریس 𝑒𝑦𝑒(𝑛) آن در که

شدەاند. اجرا ۲۰۱۷𝑎 متلب نرم افزار محیط در حافظه گیگابایت ۴ و گیگاهرتز
باشند شده تولید بەصورت 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ماتریس مؤلفەهای کنید فرض .۱ .۵ مثال

൞
𝑎𝑖𝑖 = ۴ 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛
𝑎𝑖,(𝑖+۱) = −۱ 𝑖 = ۱, ..., 𝑛 − ۱
𝑎𝑖,(𝑖−۱) = −۱ 𝑖 = ۲, ..., 𝑛

ارائه ۱ جدول در حاصل نتایج است. 𝑥۰ = (۰, ۰, ..., ۰) ∈ ℝ𝑛 بەصورت نیز اولیه تقریب باشد. صفر برابر ماتریس مؤلفەهای سایر همچنین
حل را مختلف ابعاد در قدرمطلقی معادلات کوتاەتری زمان در و کمتر تکرارهای تعداد با ۴NⅭ و ۳NⅭ روش های می دهد نشان که شدەاند

می کنند.
هستند یک از بزرگ تر آن تکین مقادیر همه که باشد شده تولید متلب نرم افزار در زیر دستور با 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ماتریس کنید فرض .۲ .۵ مثال

𝐴 = rounⅾ(𝑛 ∗ eye(𝑛)) − ۰٫۰۲ ∗ (۲ ∗ ranⅾ(𝑛, 𝑛) − ۱).
روش های می دهد نشان که شدەاند ارائه ۲ جدول در حاصل نتایج می باشد. 𝑥۰ = (۰, ۰, ..., ۰) ∈ ℝ𝑛 بەصورت نیز اولیه تقریب همچنین

کنند. حل را مختلف ابعاد در قدرمطلقی معادلات هستند قادر کمتری تکرارهای تعداد با ۴NⅭ و ۳NⅭ
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۱ مثال قدرمطلقی معادله حل برای ۴NⅭ و ۳NⅭ ،۲NⅭ الگوریتم های از حاصل نتایج :۱ جدول
۴NⅭ ۳NⅭ ۲NⅭ

𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝐸𝑆 𝐼𝑡𝑒𝑟 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝐸𝑆 𝐼𝑡𝑒𝑟 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝐸𝑆 𝐼𝑡𝑒𝑟 𝑛
۰٫۴۶۲۲ ۱٫۲۹۰۰ × ۱۰−۱۵ ۷ ۰٫۵۱۴۳ ۱٫۲۹۰۰ × ۱۰−۱۵ ۷ ۰٫۶۸۴۲ ۴٫۴۴۰۹ × ۱۰−۱۶ ۱۲ ۵۰۰
۳٫۳۵۸۳ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۸ ۳٫۳۱۶۹ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۸ ۴٫۷۹۸۴ ۹٫۹۳۰۱ × ۱۰−۱۶ ۱۲ ۱۰۰۰
۱۰٫۲۸۰۶ ۷٫۸۵۰۵ × ۱۰−۱۶ ۱۰ ۱۰٫۰۹۱۴ ۷٫۸۵۰۵ × ۱۰−۱۶ ۱۰ ۱۲٫۱۴۴۶ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۱۲ ۱۵۰۰
۱۶٫۰۰۴۱ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۸ ۱۶٫۴۴۸۹ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۸ ۲۴٫۵۹۱۴ ۶٫۲۸۰۴ × ۱۰−۱۶ ۱۳ ۲۰۰۰
۲۶٫۶۶۰۹ ۱٫۲۴۶۲ × ۱۰−۱۵ ۸ ۲۷٫۰۶۴۸ ۱٫۲۴۶۲ × ۱۰−۱۵ ۸ ۴۵٫۰۶۲۴ ۸٫۸۸۱۸ × ۱۰−۱۶ ۱۲ ۲۵۰۰
۴۸٫۱۰۱۲ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۸ ۴۲٫۶۱۲۹ ۱٫۱۶۴۴ × ۱۰−۱۵ ۸ ۷۰٫۰۲۹۳ ۸٫۸۸۱۸ × ۱۰−۱۶ ۱۲ ۳۰۰۰

۲ مثال قدرمطلقی معادله حل برای ۴NⅭ و ۳NⅭ ،۲NⅭ الگوریتم های از حاصل نتایج :۲ جدول
۴NⅭ ۳NⅭ ۲NⅭ

𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝐸𝑆 𝐼𝑡𝑒𝑟 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝐸𝑆 𝐼𝑡𝑒𝑟 𝑇𝑖𝑚𝑒 𝑅𝐸𝑆 𝐼𝑡𝑒𝑟 𝑛
۰٫۱۵۷۹ ۰ ۳ ۰٫۱۴۸۳ ۰ ۳ ۰٫۱۵۵۰ ۰ ۳ ۵۰۰
۰٫۹۳۲۶ ۰ ۳ ۰٫۹۱۹۱ ۰ ۳ ۱٫۲۶۴۷ ۰ ۴ ۱۰۰۰
۳٫۷۵۳۴ ۰ ۴ ۳٫۷۳۰۵ ۰ ۴ ۳٫۵۷۲۲ ۰ ۴ ۱۵۰۰
۶٫۹۵۵۵ ۰ ۳ ۶٫۶۴۳۸ ۰ ۳ ۸٫۴۳۵۹ ۰ ۴ ۲۰۰۰
۱۴٫۳۶۸۵ ۰ ۳ ۱۳٫۵۳۹۵ ۰ ۳ ۱۷٫۷۰۲۷ ۰ ۴ ۲۵۰۰
۳۳٫۸۰۹۶ ۰ ۴ ۲۹٫۶۳۷۰ ۰ ۴ ۳۸٫۶۹۵۵ ۰ ۴ ۳۰۰۰

نتیجەگیری .۶
دو شامل تکراری روش های این همه کردەایم. استفاده قدرمطلقی معادله تقریبی جواب آوردن بەدست برای تکراری روش  سه از مقاله این در
نقطەای چهار و سه دو، نیوتن⁃کاتس روش های بر مبتنی دوم گام اما می باشد منگسرین توسط شده ارائه تکراری روش اول، گام می باشند. گام
بررسی برای است. شده بررسی قدرمطلقی معادله حل برای نقطەای چهار نیوتن⁃کاتس دوگامی روش همگرایی خاص، شرایط تحت است.
چهار و سه نیوتن⁃کاتس بر مبتنی روش های که می دهند نشان آن ها از حاصل عددی نتایج که کردەایم استفاده عددی مثال دو از عددی کارایی

می باشد. نقطەای دو نیوتن⁃کاتس روش از کاراتر نقطەای
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چکیده
چندجملەای توابع 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) اگر می کنیم. بررسی نمایی مختلط توابع برای را هالی و نیوتن روش های مقاله این در
همبند نیوتن روش برای اما نیست همبند هالی روش برای جولیا مجموعه آن گاه باشد 𝐹(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) و مختلط

می  آوریم. بەدست هالی و نیوتن نگاشت های برای را مختلط نمایی توابع ثابت نقاط انواع همچنین است.
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مقدمه .۱
بررسی برای مختلفی پژوهش های است. صفر برابر 𝛼 معمولا˟ که می باشد 𝐹(𝑥) = 𝛼 معادله حل ریاضیات، در کاربردی و مهم مسألەهای از یکی
مختلط تابع باشند. مختلط چندجملەای های 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) کنیم فرض .[۲ ،۱] است شده انجام معادله این جواب بودن منحصربەفرد و وجود

[۳] بگیرید نظر در را زیر نمایی
𝐹(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧). (۱)

باشد. 𝑅(𝑧) = 𝑝(𝑧)
𝑞(𝑧) و مختلط چندجملەای های 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) کنید فرض [۴] .۱ .۱ تعریف

باشد. 𝑅(𝜉) = 𝜉 هرگاه می نامیم 𝑅(𝑧) تابع ثابت نقطه را 𝜉 ∈ ℂ الف)
می نامیم. 𝜉 ثابت نقطه در 𝑅(𝑧) تابع ضریب را 𝜆(𝜉) = 𝑅′(𝜉) مختلط عدد ب)

می نامیم. جذب کننده ثابت نقطه را 𝜉 آن گاه |𝜆(𝜉)| < ۱ باشیم داشته 𝜉 ثابت نقطه برای اگر پ)
می نامیم. دفع کننده ثابت نقطه را 𝜉 آن گاه |𝜆(𝜉)| > ۱ باشیم داشته 𝜉 ثابت نقطه برای اگر ت)

می نامیم. خنثی ثابت نقطه را 𝜉 آن گاه |𝜆(𝜉)| = ۱ باشیم داشته 𝜉 ثابت نقطه برای اگر ث)

∗سخنران
راەپیمایی) (فرزاد rahpeyma_83@yahoo.com الکترونیک: پست
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همگرا مقداری هیچ به نتیجه آن ها، روی بر ریاضی نگاشت یک تکراری اجرای صورت در که مختلط اعداد از مجموعەای [۵] .۲ .۱ تعریف
تکراری اجرای صورت در که است مختلط صفحه در اعداد از مجموعەای توپر جولیای مجموعه همچنین می نامیم. جولیا مجموعه را نشود

نکند. میل بی نهایت به حاصل مقدار آن ها، روی بر نگاشت
واحد دایره بیرون و درون قسمت دو به مختلط صفحه بنابراین می باشد. واحد دایره بەصورت 𝑓(𝑧) = 𝑧۲ تابع برای جولیا مجموعه .۳ .۱ مثال

می کنند. میل ∞ و صفر به بەترتیب تکرارها ناحیه دو این در و می شود تقسیم
باشیم داشته 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 هر بەازای هرگاه می نامیم آفین را 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐴 نگاشت باشد. برداری میدان یک 𝐴 کنید فرض .۴ .۱ تعریف

.𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏

است زیر بەصورت 𝐹(𝑧) = ۰ معادله حل برای نیوتن روش

𝑁𝐹(𝑧) = 𝑧 − 𝐹(𝑧)
𝐹′(𝑧) = 𝑧 − 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧)

𝑝′(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) + 𝑝(𝑧)𝑞′(𝑧)𝑒𝑞(𝑧)

= 𝑧𝑝′(𝑧) + 𝑧𝑝(𝑧)𝑞′(𝑧) − 𝑝(𝑧)
𝑝′(𝑧) + 𝑝(𝑧)𝑞′(𝑧) . (۲)

با: است برابر معادله این حل برای هالی روش همچنین

𝐻𝐹(𝑧) = 𝑧 − ۲𝐹′(𝑧)𝐹(𝑧)
۲(𝐹′(𝑧))۲ − 𝐹(𝑧)𝐹″(𝑧)

= 𝑧 − ۲𝑝(𝑧)𝑝′(𝑧) + 𝑝۲(𝑧)𝑞′(𝑧)
۲൫𝑝′(𝑧) + 𝑝(𝑧)𝑞′(𝑧)൯۲ − 𝑝(𝑧)𝑝″(𝑧) − ۲𝑝(𝑧)𝑝′(𝑧)𝑞′(𝑧) − 𝑝۲(𝑧)𝑞″(𝑧) − 𝑝۲(𝑧)𝑞′۲(𝑧)

= 𝑧 − ۲𝑝(𝑧)𝑝′(𝑧) + 𝑝۲(𝑧)𝑞′(𝑧)
۲𝑝′۲(𝑧) + ۲𝑝(𝑧)𝑝′(𝑧)𝑞′(𝑧) + 𝑝۲(𝑧)𝑞′۲(𝑧) − 𝑝(𝑧)𝑝″(𝑧) − 𝑝۲(𝑧)𝑞″(𝑧)

= 𝑧 − ۲𝑧 − ۲𝑁𝐹(𝑧)
۲ − 𝑁′

𝐹(𝑧)
. (۳)

ثابت نقاط و جولیا مجموعه .۲
می پردازیم. هالی و نیوتن روش های برای ثابت نقاط و جولیا مجموعه ویژگی های بررسی به بخش این در

نیست. همبند (۱) نمایی مختلط تابع برای هالی روش جولیای مجموعه [۳] .۱ .۲ قضیه
𝐹(𝑧) = ۰ تکراری ریشه 𝛼𝑖 همچنین باشد. (۱) نمایی مختلط تابع برای هالی روش 𝐻𝐹 ∶ ℂ̄ ⟶ ℂ̄ و ℂ̄ = ℂ⋃{∞} کنید فرض .۲ .۲ قضیه

باشد. 𝑛𝑖 ≥ ۱ مرتبه از
هستند. 𝑛𝑖 − ۱

𝑛𝑖 + ۱ تکرار مرتبه با 𝑝(𝑧) تابع صفرهای 𝐻𝐹 جذب کننده ثابت نقاط الف)
دفع کننده ثابت نقطه آن گاه باشد 𝐹′(𝑧) = ۰ 𝑚𝑗معادله مرتبه تکراری ریشه 𝛽𝑗 اگر می باشند. 𝐹′(𝑧) تابع 𝐻𝐹صفرهای بیرونی ثابت نقاط ب)

است. ۱ + ۲
𝑚𝑗

تکرار مرتبه با
گلبرگ 𝑛 دقیقاً آن گاه باشد 𝑛 درجه از 𝑞(𝑧) اگر همچنین دارد. 𝑛 + ۱ تکرار مرتبه با ∞ در سهموی ثابت نقطه 𝐹 تابع برای هالی روش پ)

دارد. وجود دفع کننده گلبرگ 𝑛 و جذب کننده
کرد بیان زیر بەصورت می توان را 𝐹(𝑧) پس می باشد 𝑛𝑖 مرتبه تکراری ریشه 𝛼𝑖 چون (الف) اثبات.

𝐹(𝑧) = (𝑧 − 𝛼𝑖)𝑛𝑖𝑔(𝑧),
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نتیجه در است. 𝑔(𝛼𝑖) ≠ ۰ و 𝛼𝑖 همسایگی در تحلیلی تابع یک 𝑔(𝑧) آن در که

𝑁𝐹(𝑧) = 𝑧 − 𝐹(𝑧)
𝐹′(𝑧)

= 𝑧 − (𝑧 − 𝛼𝑖)𝑛𝑖𝑔(𝑧)
𝑛𝑖(𝑧 − 𝛼𝑖)𝑛𝑖−۱𝑔(𝑧) + (𝑧 − 𝛼𝑖)𝑛𝑖𝑔′(𝑧)

= 𝑧 − (𝑧 − 𝛼𝑖)𝑔(𝑧)
𝑛𝑖𝑔(𝑧) + (𝑧 − 𝛼𝑖)𝑔′(𝑧)

= 𝑧 − ۱
𝑛𝑖
(𝑧 − 𝛼𝑖) + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲

= 𝑧 − 𝛼𝑖 + 𝛼𝑖 −
۱
𝑛𝑖
(𝑧 − 𝛼𝑖) + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲

= 𝛼𝑖 + (𝑧 − 𝛼𝑖)൫۱ − ۱
𝑛𝑖
൯ + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲. (۴)

همچنین

𝑁′
𝐹(𝑧) = ۱ − ۱

𝑛𝑖
+ 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖). (۵)

داریم (۳) در (۵) و (۴) جایگذاری با

𝐻𝐹(𝑧) = 𝑧 −
۲𝑧 − ۲𝛼𝑖 − ۲(𝑧 − 𝛼𝑖)ቀ۱ − ۱

𝑛𝑖
ቁ + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲

۲ − ቀ۱ − ۱
𝑛𝑖
ቁ + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)

= 𝑧 −
۲
𝑛𝑖
(𝑧 − 𝛼𝑖) + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲

۱ + ۱
𝑛𝑖

+ 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)

= 𝛼𝑖 + (𝑧 − 𝛼𝑖) −
۲

𝑛𝑖 + ۱(𝑧 − 𝛼𝑖) + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲

= 𝛼𝑖 + (𝑧 − 𝛼𝑖)
𝑛𝑖 − ۱
𝑛𝑖 + ۱ + 𝑂(𝑧 − 𝛼𝑖)۲.

است. 𝑛𝑖 − ۱
𝑛𝑖 + ۱ مرتبه تکراری ریشه 𝛼𝑖 بنابراین

𝜆 ∈ ℂ− {۰} اگر لذا است. 𝑁𝐹 برای چندگانه قطب 𝛽𝑗 این صورت در باشد. 𝐹′(𝑧) = ۰ برای 𝑚𝑗 مرتبه از تکراری ریشه 𝛽𝑗 کنیم فرض (ب)
آن گاه باشد

𝑁𝐹(𝑧) =
𝜆

(𝑧 − 𝛽𝑗)𝑚𝑗 + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−(𝑚𝑗−۱).

نتیجه در

𝑁′
𝐹(𝑧) = −

𝜆𝑚𝑗(𝑧 − 𝛽𝑗)𝑚𝑗−۱

(𝑧 − 𝛽𝑗)۲𝑚𝑗
+ 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−𝑚𝑗

= −
𝜆𝑚𝑗

(𝑧 − 𝛽𝑗)𝑚𝑗+۱ + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−𝑚𝑗 .
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پس

𝐻𝐹(𝑧) = 𝑧 −
۲𝑧 − ۲𝜆

(𝑧−𝛽𝑗)
𝑚𝑗 + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−(𝑚𝑗−۱)

۲ + 𝜆𝑚𝑗
(𝑧−𝛽𝑗)

𝑚𝑗 + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−𝑚𝑗

= 𝑧 −
𝜆

(𝑧−𝛽𝑗)
𝑚𝑗 + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−(𝑚𝑗−۱)

𝜆𝑚𝑗
(𝑧−𝛽𝑗)

𝑚𝑗+۱ + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)−𝑚𝑗

= 𝛽𝑗 + (𝑧 − 𝛽𝑗) +
۲(𝑧 − 𝛽𝑗)

𝑚𝑗
+ 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)۲

= 𝛽𝑗 + ቀ۱ + ۲
𝑚𝑗

ቁ(𝑧 − 𝛽𝑗) + 𝑂(𝑧 − 𝛽𝑗)۲.

می باشد. ۱ + ۲
𝑚𝑗

مرتبه از دفع کننده ثابت نقطه 𝛽𝑗 بنابراین
این صورت در باشند. 𝑛 و 𝑚 مرتبه از مختلط چندجملەای های بەترتیب 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) کنید فرض (پ)

𝑁𝐹(𝑣) = 𝑣 + 𝑣𝑛+۱
𝑛 + 𝑂(𝑣𝑛+۲),

𝑁′
𝐹(𝑣) = ۱ + (𝑛 + ۱)𝑣𝑛

𝑛 + 𝑂(𝑣𝑛+۱).

بنابراین

𝐻𝐹(𝑣) = 𝑣 −
− ۲𝑣𝑛+۱

𝑛 + 𝑂(𝑣𝑛+۲)
۱ − (𝑛+۱)𝑣𝑛

𝑛 + 𝑂(𝑣𝑛+۱ = 𝑣 + ۲𝑣𝑛+۱
𝑛 + 𝑂(𝑣𝑛+۲).

است. 𝑛 + ۱ تکرار مرتبه با سهموی ثابت نقطه ∞ پس

هالی و نیوتن کسری نگاشت  های .۳
.[۳] است شده بیان هالی و نیوتن کسری نگاشت های برای کافی و لازم شرایط زیر گزارەهای در

چندجملەای های اگر تنها و اگر است کسری 𝑁𝑓(𝑧) نیوتن نگاشت بگیرید. نظر در را 𝑓 ∶ ℂ ⟶ ℂ تابع نیوتن) کسری (نگاشت .۱ .۳ گزاره
می باشد. سهموی یا دفع کننده ثابت نقطه ∞ حالت این در باشد. 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) بەطوری که باشند داشته وجود 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧)

چندجملەای های اگر تنها و اگر است کسری 𝐻𝑓(𝑧) هالی نگاشت بگیرید. نظر در را 𝑓 ∶ ℂ ⟶ ℂ تابع هالی) کسری (نگاشت .۲ .۳ گزاره
است. سهموی ثابت نقطه ∞ حالت این در باشد. 𝑓(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) بەطوری که باشند داشته وجود 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧)

هالی و نیوتن روش های مقیاس بندی .۴
می  آوریم. بەدست نمایی مختلط توابع برای را هالی و نیوتن روش های مقیاس بندی بخش این در

،𝛼 ≠ ۰ بەازای همچنین هستند. مختلط چندجملەای های 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) آن در که باشد 𝐹(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) کنید فرض .۱ .۴ قضیه
باشیم داشته 𝜆 ∈ ℂ برای اگر باشد. آفین نگاشت 𝐴(𝑧) = 𝛼𝑧 + 𝛽

𝐺(𝑧) = 𝜆𝐹𝑜𝐴(𝑧),

آن گاه
𝑁𝐹(𝑧) = 𝐴𝑜𝑁𝐺𝑜𝐴−۱(𝑧),

است. 𝐴 به نسبت 𝑁𝐹 مزدوج 𝑁𝐺 آن در که
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این صورت در باشد. 𝐺(𝑧) = 𝜆𝐹𝑜𝐴(𝑧) و 𝜆 ∈ ℂ کنید فرض اثبات.
𝐹(𝑧) = 𝜆−۱൫𝐺𝑜𝐴−۱൯(𝑧).

چون
𝐴−۱(𝑧) = 𝑧 − 𝛽

𝛼 ,
پس

𝐹′(𝑧) = (𝜆𝛼)−۱𝐺′(𝐴−۱(𝑧)).
همچنین

𝐴𝑜𝑁𝐺𝑜𝐴−۱(𝑧) = 𝐴 ቆ𝐴−۱(𝑧) − 𝐺(𝐴−۱(𝑧))
𝐺′(𝐴−۱(𝑧))ቇ

= 𝐴ቆ𝑧 − 𝛽
𝛼 − 𝐺(𝐴−۱(𝑧))

𝐺′(𝐴−۱(𝑧))ቇ

= 𝐴ቀ𝑧 − 𝛽
𝛼 ቁ − 𝜆−۱𝐺(𝐴−۱(𝑧))

𝛼−۱𝜆−۱𝐺′(𝐴−۱(𝑧))

= 𝑧 − 𝐹(𝑧)
𝐹′(𝑧)

= 𝑁𝐹(𝑧).

،𝛼 ≠ ۰ بەازای همچنین هستند. مختلط چندجملەای های 𝑞(𝑧) و 𝑝(𝑧) آن در که باشد 𝐹(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) کنید فرض .۲ .۴ قضیه
باشیم داشته 𝜆 ∈ ℂ برای اگر باشد. آفین نگاشت 𝐴(𝑧) = 𝛼𝑧 + 𝛽

𝐺(𝑧) = 𝜆𝐹𝑜𝐴(𝑧),

آن گاه
𝐻𝐹(𝑧) = 𝐴𝑜𝐻𝐺𝑜𝐴−۱(𝑧),

است. 𝐴 به نسبت 𝐻𝐹 مزدوج 𝐻𝐺 آن در که
نتیجه در باشد. 𝐺(𝑧) = 𝜆𝐹𝑜𝐴(𝑧) و 𝜆 ∈ ℂ کنید فرض اثبات.

𝐴൫𝑁𝐺(𝑧)൯ = 𝛼𝑁𝐺(𝑧) + 𝛽 = 𝑁𝐹൫𝐴(𝑧)൯.

همچنین
𝑁′
𝐹(𝛼𝑧 + 𝛽) = 𝑁′

𝐹(𝐴(𝑧)).
بنابراین

𝐻𝐹(𝐴(𝑧)) = 𝐴(𝑧) − ۲𝐴(𝑧) − ۲𝑁𝐹(𝐴(𝑧))
۲ − 𝑁′

𝐹(𝐴(𝑧))

= 𝛼𝑧 + 𝛽 − ۲𝛼𝑧 + ۲𝛽 − ۲𝛼𝑁𝐺(𝑧) − ۲𝛽
۲ − 𝑁′

𝐺(𝑧)

= 𝛼 ቆ𝑧 − ۲𝑧 − ۲𝑁𝐺(𝑧)
۲ − 𝑁′

𝐺(𝑧)
ቇ + 𝛽

= 𝐴ቀ𝐻𝐺(𝑧)ቁ.
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آن در که باشد 𝐺(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑝(𝑧) کنید فرض .۳ .۴ گزاره
𝑝(𝑧) = 𝑎۱𝑧 + 𝑎۲,

است. 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑒𝑧 بەازای 𝐻𝐹 مزدوج 𝐻𝑧 این صورت در باشد. 𝑎۱ ≠ ۰ و 𝑎۱, 𝑎۲ ∈ ℂ خطی، چندجملەای
می کنیم تعریف لذا است آفین نگاشت 𝐴 چون اثبات.

𝐴(𝑧) = 𝑧
𝑎۱

− 𝑎۲
𝑎۱

.

بنابراین
𝑃൫𝐴(𝑧)൯ = 𝑎۱ ቆ

𝑧
𝑎۱

− 𝑎۲
𝑎۱
ቇ + 𝑎۲ = 𝑧.

همچنین
𝐺൫𝐴(𝑧)൯ = 𝑃൫𝐴(𝑧)൯𝑒𝑝൫𝐴(𝑧)൯ = 𝑧𝑒𝑧.

می باشد. 𝐻𝐹 مزدوج 𝐻𝐺 که می گیریم نتیجه ۱ .۴ قضیه از اکنون
آن در که باشد 𝐺(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑝(𝑧) کنید فرض .۴ .۴ گزاره

𝑝(𝑧) = 𝑎۱𝑧۲ + 𝑎۲𝑧 + 𝑎۳,

که می باشد 𝐹(𝑧) = 𝛼𝑧(𝑧 − ۱)𝑒𝜆𝑧(𝑧−۱) بەازای 𝐻𝐹 مزدوج 𝐻𝐺 این صورت در است. 𝑎۱ ≠ ۰ و 𝑎۱, 𝑎۲, 𝑎۳ ∈ ℂ دوم، درجه چندجملەای
است. 𝜆 ∈ ℂ − {۰}

بنابراین باشند. 𝑝(𝑧) چندجملەای ریشەهای 𝛽 و 𝛼 کنید فرض اثبات.
𝑝(𝑧) = (𝑧 − 𝛼)(𝑧 − 𝛽).

بگیرید نظر در را زیر آفین نگاشت
𝑇(𝑧) = (𝛽 − 𝛼)𝑧 + 𝛼.

این صورت در
(𝑝𝑜𝑇)(𝑧) = 𝑃(𝑇(𝑧)) = (𝑇(𝑧) − 𝛼)(𝑇(𝑧) − 𝛽)

= ቀ(𝛽 − 𝛼)𝑧 + 𝛼 − 𝛼ቁቀ(𝛽 − 𝛼)𝑧 + 𝛼 − 𝛽ቁ

= (𝛽 − 𝛼)𝑧ቀ(𝛽 − 𝛼)𝑧 − (𝛽 − 𝛼)ቁ
= (𝛽 − 𝛼)۲𝑧۲ − (𝛽 − 𝛼)۲𝑧
= (𝛽 − 𝛼)۲𝑧(𝑧 − ۱).

کنید تعریف
𝛾 = 𝛽 − 𝛼, 𝑟𝛾(𝑧) = 𝛾۲𝑧(𝑧 − ۱).

نتیجه در
(𝑝𝑜𝑇)(𝑧) = 𝑟𝛾(𝑧).

پس
(𝐺𝑜𝑇)(𝑧) = 𝑝(𝑇(𝑧))𝑒𝑝(𝑇(𝑧)) = 𝑟𝛾(𝑧)𝑒𝑟𝛾(𝑧).

می شود. کامل اثبات 𝜆 = 𝛾۲ دادن قرار با و است 𝐻𝑟𝛾 مزدوج 𝐻𝐺 که می شود نتیجه ۲ .۴ قضیه از اکنون
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عددی نتایج .۵
زیر حالت سه می پردازیم. 𝐹(𝑧) = 𝑝(𝑧)𝑒𝑞(𝑧) نمایی مختلط تابع برای هالی و نیوتن روش های از حاصل عددی نتایج بررسی به بخش این در

می گیریم نظر در را
𝐹۱(𝑧) = 𝑧𝑒𝑧 , 𝐹۲(𝑧) = 𝑧𝑒𝑧۲ , 𝐹۳(𝑧) = 𝑧𝑒𝑧۴

.

نقاط که می دهند نشان 𝐹۲(𝑧) و 𝐹۱(𝑧) توابع نمودارهای کردەایم. رسم را |𝑧| از همواری برش به مربوط نمودارهای حالت ها این همه در
ریشه به هالی یا نیوتن روش که هستند نقاطی نشان دهنده نمودار در سیاه نقطەهای براین، علاوه می شوند. همگرا بیرونی نقاط از سریعتر داخلی
است محدود 𝐹۳(𝑧) تابع برای نظر مورد ناحیه می باشد. دیگر تابع دو رفتار از متفاوت 𝐹۳(𝑧) تابع رفتار نمی شوند. همگرا 𝐹(𝑧) = ۰ تابع

می باشد. نامحدود نظر مورد ناحیه 𝐹۲(𝑧) و 𝐹۱(𝑧) توابع برای ولی
وجود زیر دفع کننده ثابت نقطه چهار هالی روش برای است. هالی و نیوتن روش های برای جذب کننده ثابت نقطه 𝑧 = ۰ نقطه 𝐹۳(𝑧) تابع برای

هستند ۳ مرتبه از تکراری ریشەهای آن ها همه که دارد

𝑧۱ =
۱
۲ + ۱

۲ 𝑖, 𝑧۲ =
۱
۲ − ۱

۲ 𝑖, 𝑧۳ = −۱
۲ + ۱

۲ 𝑖, 𝑧۴ = −۱
۲ − ۱

۲ 𝑖.
𝑧 = ۰ نقطه 𝐹۲(𝑧) و 𝐹۱(𝑧) توابع برای می دهند. نشان تابع این برای را ∞ نمای ۲ شکل و صفر نقطه در 𝐹۳(𝑧) تابع جذب حوزه ۱ شکل
داده نمایش 𝑧 = ۰ نقطه در هالی روش برای 𝐹۱(𝑧) تابع جذب حوزه ۳ شکل در می باشد. هالی و نیوتن روش های برای جذب کننده ثابت نقطه

می باشد. 𝐹۱(𝑧) تابع برای ۳ تکرار مرتبه با دفع کننده ثابت نقطه 𝑧 = −۱ همچنین است. شده
۳ تکرار مرتبه با دفع کننده ثابت نقطه دو تابع این است. شده داده نمایش 𝑧 = ۰ نقطه در هالی روش برای 𝐹۲(𝑧) تابع جذب حوزه ۴ شکل در

دارد زیر بەصورت
𝑧۵ =

√۲
۲ 𝑖, 𝑧۶ = −√۲

۲ 𝑖.

(چپ). نیوتن و (راست) هالی روش  های برای 𝑧 = ۰ نقطه در 𝐹۳(𝑧) تابع جذب حوزه :۱ شکل
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(چپ). نیوتن و (راست) هالی روش های برای 𝑧 = ۰ نقطه در 𝐹۳(𝑧)تابع برای ∞ نمای :۲ شکل

.𝑧 = ۰ نقطه در هالی روش برای 𝐹۱(𝑧) تابع جذب حوزه :۳ شکل

.𝑧 = ۰ نقطه در هالی روش برای 𝐹۲(𝑧) تابع جذب حوزه :۴ شکل
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بود. خواهد نرم دار فازی زیرحلقەهای همچنان آن ها پیش تصویر و تصویر که می کنیم
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مقدمه .۱
می نماید. تحلیل و درک دقیق بەطور را سیستم ماهیت و رفتار واقعی، دنیای پیچیده مسایل با مواجهه در ناکافی و نادقیق اطلاعات علیرغم انسان
عضو قطعاً یا هست مجموعه عضو قطعاً عنصر یک کلاسیک مجموعەهای در شد. مطرح [۳۰] لطفی زاده توسط بار اولین برای فازی مجموعەهای
مجموعه برای مثال برای نیست. امکان پذیر مجموعەها برای قطعی و دقیق مرز و حد تعریف که دارند وجود مواردی عمل در اما نیست، مجموعه
محدودەی که داریم نیاز مجموعەای به لذا ندارد. وجود بودن چاق برای مشخصی ملاک زیرا کرد،  تعریف مشخصی مرز و حد نمی توان چاق افراد
فازی مجموعەهای در عناصر عضویت می شود. گفته فازی مجموعەهای مجموعەها، این به شود. تعریف تقریبی(نادقیق) طور به و منعطف آن
گروەها، مانند ریاضی دیگر شاخەهای از بسیاری در فازی مجموعەهای نظریه می گردد. بیان است یک و صفر بین عددی که عضویت درجه با
ساختار مطالعه به حلقەها نظریه است. گرفته صورت گستردەای مطالعات و است کرده پیدا ورود غیره و توپولوژی احتمالات، نظریه تابعی، آنالیز
می کند. برآورده را صحیح اعداد ضرب و جمع شبیه ویژگی هایی که است تایی دو عمل به مجهز مجموعه بک ۱ حلقه یک می پردازد. حلقەها
در اساسی و کلیدی نقش نوتر و فرانکل هیلبرت، ددکیند، مانند افرادی شد. کامل ۱۹۲۰ دهه در و شروع ۱۸۷۰ دهه در حلقەها برای مفهوم سازی

داشتند. حلقەها مفهوم بیان

∗سخنران
(سی بەرقادری) ghaderi_s@pnu.ac.ir رسولی)، (رسول Rasuli@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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در بیشتری تحقیقات ادامه در آمد. دست به نتایجی و گردید بیان [۱۰] لیو توسط ۱۹۸۲ سال در بار اولین برای فازی ایدەآل های و زیرحلقەها
.[۱۲–۹ ،۳] گرفت صورت فازی ایدەآل های و فازی زیرحلقەهای با ارتباط

مقاله این اول مولف می گیرند. قرار استفاده مورد می شود محدود مثبت مقادیر به عناصر که مواردی در آن به مربوط رشتەهای و ریاضی در نرم۲
این در می باشد[۱۳–۲۵]. قبلی تحقیقات ادامه در مقاله این و است کرده بررسی جبری فازی مفاهیم روی را نرم ها اثر خود، قبلی کارهای در
می کنیم ثابت می کنیم. بیان را (𝑇𝐹(𝑅)) جدید مفهوم و می کنیم اعمال فازی زیرحلقەهای روی را آن ها و می گیریم کمک 𝑡⁃نرم ها از ما مقاله
را 𝑇𝐹(𝑅) ارتباط ادامه در می کنیم. بررسی  𝑅 حلقه از کلاسیک زیرحلقەهای با را 𝑇𝐹(𝑅) ارتباط بود. خواهد 𝑇𝐹(𝑅) همچنان آن ها اشتراک
تحت آن ها پیش تصویر و تصویر که می کنیم ثابت می کنیم. ثابت و بیان را 𝑇𝐹(𝑅) اصلی خصوصیات می کنیم. بررسی 𝑅 حلقه ایدەآل های با
را مهمی قضیه و می کنیم ذکر را 𝑇𝐹(𝑅𝐼 ) یعنی آن ها از قسمتی خارج زیرحلقەهای تعریف ادامه در می باشد. 𝑇𝐹(𝑅) همچنان حلقەها همریختی

می دهیم. قرار بحث مورد را مطالبی و می کنیم ذکر را 𝑇𝐹(𝑅۱ × 𝑅۲) یعنی آن ها مستقیم حاصلضرب سپس می  کنیم. ثابت

پیش نیازها .۲
[۳۰–۲۶ ،۸–۴ ،۲ ،۱] منابع به را خواننده بیشتر، جزئیات برای و می آوریم را داریم لازم مقاله این در که قضایایی و تعاریف سری یک بخش این در

می دهیم. ارجاع
ضرب نماد با را دیگری و جمع نماد با را یکی معمولا که دوتایی عمل با (همراه را 𝜏 = (۲, ۲) نوع از (𝑅, +, .) جبری دستگاه .۱ .۲ تعریف

اگر: می گوییم حلقه می دهیم) نشان
باشد. آبلی گروه (𝑅,+) جبری دستگاه .۱

باشد. شرکت پذیر) (گروهواره نیم گروه (𝑅, .) جبری دستگاه .۲
یعنی: باشد برقرار جمع روی ضرب توزیع پذیری اتحاد های ،𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 هر برای .۳

.𝑥.(𝑦 + 𝑧) = 𝑥.𝑦 + 𝑥.𝑧 (آ)

.(𝑦 + 𝑧).𝑥 = 𝑦.𝑥 + 𝑧.𝑥 (ب)
می دهیم. نشان −𝑥 با را 𝑥 ∈ 𝑅 قرینه و ۰ با را (𝑅, +) آبلی گروه خنثی عضو و 𝑥𝑦 می نویسیم 𝑥.𝑦 جای به کار راحتی برای پس این از توجه:
و (ℤ, +, .) صورت این در باشد، صحیح اعداد مجموعه ℤ و باشد معمولی ضرب و جمع همان حلقه دوتایی عمل های کنید فرض .۲ .۲ مثال

می باشند. حلقه دو هر ℤ[۲] = {𝑚 + 𝑛√۲| 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ} آن در که (ℤ[√۲], +, ۰)
نشان 𝑆 ≤ 𝑅 نماد با و است 𝑅 زیرحلقه یک 𝑆 می گوییم باشد. 𝑅 زیرمجموعه یک 𝑆 ≠ ∅ و حلقه یک (𝑅,+, .) کنید فرض .۳ .۲ تعریف

دهد. حلقه یک تشکیل اعمال همان با و باشد بسته 𝑅 حلقه ضرب و جمع به نسبت 𝑆 اگر می دهیم
اگر فقط و اگر است 𝑅 زیرحلقه یک 𝑆 صورت این در باشد. 𝑅 زیرمجموعه 𝑆 ≠ ∅ و حلقه (𝑅,+, .) کنید فرض .۴ .۲ قضیه

۰ ∈ 𝑆 .۱
.𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆 و 𝑎𝑏 ∈ 𝑆 باشیم داشته 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 هر برای .۲

می باشد. (ℤ, +, .) زیرحلقه یک (𝑛ℤ,+, .) صورت این در باشد صحیح اعداد مجموعه ℤ کنید فرض .۵ .۲ مثال
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای اگر است  𝑅 حلقه از چپ ایدەآل یک 𝐼 می گوییم باشد. 𝑅 زیرمجموعه یک ∅ ≠ 𝐼 و حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۶ .۲ تعریف

باشد. 𝑥𝑟 ∈ 𝐼 و 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 اگر است 𝑅 حلقه راست ایدەآل یک 𝐼 می گوییم هم چنین .𝑟𝑥 ∈ 𝐼 و 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 باشیم داشته 𝑟 ∈ 𝑅 و
یک 𝑋 ≠ ∅ کنید فرض مثال برای نیست. ایدەآل یک لزوماً زیرحلقه هر ولی باشد هم 𝑅 زیرحلقه یک می تواند 𝑅 حلقه از 𝐼 ایدەآل هر نکته:
دهیم قرار اگر است. متقارن تفاضل Δ و 𝑋 توانی مجموعه 𝑃(𝑋) که است حلقه یک 𝑅 = (𝑃(𝑋), Δ, ∩) صورت این در باشد دلخواه مجموعه
{۲, ۳}∩{۲} = {۲} ∉ 𝑆 اما {۲} ∈ 𝑅 و {۲, ۳} ∈ 𝑆 چون نیست ایدەآل اما 𝑅است زیرحلقه یک 𝑆 = {∅, {۱}, {۲, ۳}, 𝑋} 𝑋آن گاه = {۱, ۲, ۳}

باشد. ایدەآل نمی تواند پس
می شود تعریف زیر صورت به خارج قسمتی حلقه یک (𝑅𝐼 , +, .) می گوییم باشد، 𝑅 ایدەآل یک 𝐼 و حلقه یک (𝑅,+, .) کنید فرض .۷ .۲ تعریف

داریم: 𝑎 + 𝐼, 𝑏 + 𝐼 ∈ 𝑅
𝐼 هر برای که طوری به

𝑅
𝐼 = {𝑎 + 𝐼|𝑎 ∈ 𝑅}

2Norm
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.(𝑎 + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼) = (𝑎 + 𝑏) + 𝐼 .۱
.(𝑎 + 𝐼).(𝑏 + 𝐼) = 𝑎𝑏 + 𝐼 .۲

تمامی مجموعه و می گوییم 𝑋 از فازی زیرمجموعه یک را 𝜂 ∶ 𝑋 → [۰, ۱] تابع باشد. دلخواه مجموعه یک 𝑋 ≠ ∅ کنید فرض .۸ .۲ تعریف
می دهیم. نشان [۰, ۱]𝑋 نماد با را 𝑋 از فازی مجموعەهای

باشد: برقرار زیر شرایط 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [۰, ۱] هر برای اگر می گوییم 𝑡⁃نرم یک را 𝑇 ∶ [۰, ۱] × [۰, ۱] → [۰, ۱] تابع .۹ .۲ تعریف
،𝑇(𝑥, ۱) = 𝑥 .۱

،𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑧) آن گاه 𝑦 ≤ 𝑧 اگر .۲
،𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥) .۳

.𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) .۴
.𝑇(𝑥, 𝑥) = 𝑥 باشیم داشته 𝑥 ∈ [۰, ۱] هر برای اگر است خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 می گوییم

هستند: 𝑡⁃نرم یک زیر موارد از یک هر صورت این در 𝑥, 𝑦 ∈ [۰, ۱] کنید فرض .۱۰ .۲ مثال
،𝑇𝑚(𝑥, 𝑦) = ⅿin{𝑥, 𝑦} .۱

،𝑇𝑏(𝑥, 𝑦) = ⅿax{۰, 𝑥 + 𝑦 − ۱} .۲
.𝑇𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 .۳

صورت این در 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ [۰, ۱] و 𝑡⁃نرم یک 𝑇 کنید فرض .۱۱ .۲ لم
𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑇(𝑧, 𝑤)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑧), 𝑇(𝑦, 𝑤))

است. برقرار همیشه

اصلی نتایج .۳
است 𝑇 𝑡⁃نرم با متناسب فازی زیرحلقه یک 𝜇 می گوییم باشد. فازی زیرمجموعه یک 𝜇 ∶ 𝑅 → [۰, ۱] و حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۱ .۳ تعریف

شرایط: اگر
،𝜇(𝑥𝑦) ≥ 𝑇൫𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)൯ .۱

𝜇(𝑥 − 𝑦) ≥ 𝑇൫𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)൯ .۲
می دهیم. نشان 𝑇𝐹(𝑅) با را 𝑅 حلقه از 𝑇 𝑡⁃نرم با متناسب فازی زیرحلقەهای تمام مجموعه باشند. برقرار 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 هر برای

رابطه با 𝜇 ∶ 𝑅 → [۰, ۱] می کنیم تعریف باشد، حلقه یک (ℤ, +, .) = 𝑅 و صحیح اعداد مجموعه ℤ کنید فرض .۲ .۳ مثال

𝜇(𝑥) = ൝۰٫۹ اگر 𝑥 ∈ {۰, ±۲, ±۴, ⋯}
۰٫۷ اگر 𝑥 ∈ {±۱, ±۳, ⋯}

می باشد. 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) صورت این در ،𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 دهیم قرار 𝑎, 𝑏 ∈ [۰, ۱] هر برای اگر و
کنیم. بررسی را آن ها اشتراک و تساوی بودن، زیرمجموعه مفاهیم می خواهیم قسمت این در

.𝑥 ∈ 𝑅 و 𝜇۱, 𝜇۲ ∈ 𝑇𝐹(𝑅) کنید فرض .۳ .۳ تعریف
.𝜇۱(𝑥) ≤ 𝜇۲(𝑥) اگر 𝜇۱ ⊆ 𝜇۲ می گوییم .۱
.𝜇۱(𝑥) = 𝜇۲(𝑥) اگر 𝜇۱ = 𝜇۲ می گوییم .۲

می کنیم. تعریف (𝜇۱ ∩ 𝜇۲)(𝑥) = 𝑇൫𝜇۱(𝑥), 𝜇۲(𝑥)൯ صورت به را 𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ∶ 𝑅 → [۰, ۱] اشتراک .۳
. (𝜇۱ ∩ 𝜇۲) ∈ 𝑇𝐹(𝑅)صورت این در 𝜇۱, 𝜇۲ ∈ 𝑇𝐹(𝑅) کنید فرض .۴ .۳ قضیه

می باشد. 𝑇𝐹(𝑅) همچنان 𝑇𝐹(𝑅) اعضای از متناهی تعداد هر اشتراک که گفت می توان نکته:
می کنیم. بیان 𝑅 حلقه کلاسیک زیرحلقەهای و 𝑇𝐹(𝑅) فازی زیرحلقەهای بین ارتباط زیر قضیه در نکته:
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صورت این در باشد. خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 و 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) کنید فرض .۵ .۳ قضیه
𝑅𝑡 = {𝑥 ∈ 𝑅|𝜇(𝑥) ≥ 𝑡}

است. 𝑅 زیرحلقه یک 𝑡 ∈ [۰, ۱] هر برای
باشد. 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) حتماً که نیست نیازی و می کند بیان را 𝑅 حلقه ایدەآل های و 𝜇 ∶ 𝑅 → [۰, ۱] ارتباط زیر قضیه توجه:

هر برای 𝜇(𝑟𝑥) ≥ 𝜇(𝑥) و 𝜇(𝑥 − 𝑦) ≥ 𝑇൫𝜇(𝑥), 𝜇(𝑦)൯ اگر باشد. خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 و 𝜇 ∈ [۰, ۱]𝑅 کنید فرض .۶ .۳ قضیه
داریم: آن گاه باشند، برقرار 𝑥, 𝑦, 𝑟 ∈ 𝑅

.𝑥 ∈ 𝑅 هر برای 𝜇(۰) ≥ 𝜇(𝑥) .۱
.𝑥 ∈ 𝑅 هر برای 𝜇(𝑥) = 𝜇(−𝑥) .۲

است. 𝑅 حلقه چپ ایدەآل یک 𝑡 ∈ [۰, ۱] هر برای 𝑅𝑡 = {𝑥 ∈ 𝑅|𝜇(𝑥) ≥ 𝑡} مجموعه .۳
است. 𝑅 حلقه چپ ایدەآل یک 𝑅۰[= {𝑥 ∈ 𝑅|𝜇(𝑥) = 𝜇(۰)} مجموعه .۴

می کند. بیان را خنثی عضو اهمیت و باشد 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) که نیست نیازی زیر قضیه در نکته:
و اگر 𝜇(𝑥 − 𝑦) = 𝜇(−𝑦) داریم صورت این در 𝑥 ∈ 𝑅 کنید فرض باشد. خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 و 𝜇 ∈ [۰, ۱]𝑅 کنید فرض .۷ .۳ قضیه

.𝑦 ∈ 𝑅 طوری که به 𝜇(𝑥) = ۰ اگر فقط
صورت دراین .𝜈 ∈ [۰, ۱]𝑆 و 𝜇 ∈ [۰, ۱]𝑅 و باشد 𝑆 و 𝑅 حلقەهای بین همریختی یک 𝜙 ∶ 𝑅 → 𝑆 کنید فرض .۸ .۳ تعریف

صورت به که طوری به 𝑓(𝜇) ∶ 𝑆 → [۰, ۱]

𝑓(𝜇)(𝑦) = ൝sup{𝜇(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥) = 𝑦} اگر 𝑓−۱(𝑦) ≠ ∅
۰ اگر 𝑓−۱(𝑦) = ∅

می کنیم. تعریف 𝑥 ∈ 𝑅 هر برای 𝑓−۱(𝜈)(𝑥) = 𝜈൫𝑓(𝑥)൯ صورت به که 𝑓−۱(𝜈) ∶ 𝑅 → [۰, ۱] همچنین می کنیم. تعریف
می دهد. نشان را حلقەها همریختی و 𝑇𝐹(𝑅) ارتباط زیر قضیه توجه:

باشد. حلقەای همریختی یک 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 کنید فرض .۹ .۳ قضیه
.𝑓(𝜇) ∈ 𝑇𝐹(𝑆) آن گاه 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) اگر .۱

.𝑓−۱(𝜈) ∈ 𝑇𝐹(𝑅) آن گاه 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝑆) اگر .۲
کنیم. بحث است 𝑅 حلقه ایدەآل  𝐼 که 𝑅

𝐼 قسمتی خارج حلقه روی می خواهیم حال نکته:
تعریف .𝜇𝐼 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) که طوری به 𝜇𝐼 ∶ 𝐼 ⊆ 𝑅 → [۰, ۱] کنید فرض باشد. 𝑅 حلقه ایدەآل یک 𝐼 و حلقه یک 𝑅 کنید فرض .۱۰ .۳ تعریف

می کنیم

𝜇 ∶ 𝑅𝐼 → [۰, ۱]

𝜇(𝑥 + 𝐼) = ൝𝑇൫𝜇𝐼(𝑥), 𝜇𝐼(𝑖)൯ اگر 𝑥 ≠ 𝑖
۱ اگر 𝑥 = 𝑖

.𝑖 ∈ 𝐼 و 𝑥 ∈ 𝑅 طوری که به
می دهد. نشان را 𝑇𝐹(𝑅) و 𝑇𝐹(𝑅𝐼 ) بین ارتباط زیر قضیه توجه:

.𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅𝐼 ) صورت این در باشد. خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 و 𝜇𝐼 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) و 𝑅 حلقه ایدەآل یک 𝐼 کنید فرض .۱۱ .۳ قضیه
کنیم. تعریف را 𝑇𝐹(𝑅 × 𝑆) و کنیم بحث 𝑆 و 𝑅 حلقەهای مستقیم ضرب روی می خواهیم ادامه در نکته:

فازی مجموعه باشند. فازی مجموعه دو 𝜈 ∶ 𝑆 → [۰, ۱] و 𝜇 ∶ 𝑅 → [۰, ۱] و باشند حلقه دو 𝑆 و 𝑅 کنید فرض .۱۲ .۳ تعریف
می کنیم. تعریف است،  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 × 𝑆 که (𝜇 × 𝜈)(𝑥, 𝑦) = 𝑇൫𝜇(𝑥), 𝜈(𝑦)൯ صورت به را 𝜇 × 𝜈 ∶ 𝑅 × 𝑆 → [۰, ۱]

.𝜇 × 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝑅 × 𝑆) صورت این در 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝑠) و 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝑅) کنید فرض .۱۳ .۳ قضیه
صورت این در 𝜇𝑖 ∈ 𝑇𝐹(𝑅𝑖) اگر یعنی است برقرار هم متناهی تعداد هر برای قضيه۳. ۱۳ .۱۴ .۳ قضیه

𝜇۱ × 𝜇۲ ×⋯× 𝜇𝑛 ∈ 𝑇𝐹(𝑅۱ ×⋯× 𝑅𝑛).
.



۳۱ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ سی بەرقادری و رسولی رسول

باز مسأله و نتیجەگیری .۴
حاصلضرب اشتراک، ادامه در کردیم. بررسی را آن ها خصوصیات و کردیم تعریف را فازی حلقەهای 𝑡⁃نرم ها کمک به ما مقاله این سراسر در
باز مسأله یک عنوان به ادامه در حال آوردەایم. را مقدماتی تعاریف سپس کردیم. تعریف را قسمتی خارج  حلقەهای کردیم، بیان را آن ها مستقیم
کنند. بیان را مجموعه یک توسط شده تولید فازی زیرحلقەهای کنند. ثابت و بیان را همریختی قضیەهای مانند مفاهیم سایر می توانند علاقەمندان
را داشتیم کلاسیک جبر زمینه در که نتایجی و تعاریف و موارد تمامی و کنند بیان را 𝑡⁃نرم ها با مناسب فازی میدان های و فازی صحیح دامنەهای
باشد. موضوع به علاقەمندان برای باز مسأله یک عنوان به می تواند فوق موارد تمامی کنیم. بیان 𝑡⁃نرم ها با متناسب فازی مجموعەهای قالب در
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چکیده
معرفی را بودن ضعیف وفادار شبه و بودن وفادار شبه مفاهیم وفادار، مدول های مفهوم از گرفتن الگو با مقاله این در
با 𝐴 وفادار شبه 𝑅⁃مدول بودن تزریقی که می دهیم نشان هم چنین کردەایم. بیان آن هارا ویژگی های از برخی و کردە
وفادار شبه مفهوم دو هر که می کنیم معرفی را شرایطی نیز و است معادل ⁃مدول 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝐴) بەعنوان آن بودن تزریقی شبه
باشند. منطبق هم بر بودن ضعیف وفادار شبه و بودن

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:
وفادار شبه

ضعیف وفادار شبه
تزریقی (شبه)

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
13C05
13C60

مقدمه .۱
آن ها، ویژگی های بررسی بر علاوه هم چنین بودەاند. جبردان ها مطالعەی و توجه مورد همواره مدول ها از مهمی دستەی بەعنوان وفادار مدول های
کرده مشغول خود به را نویسندگان ار بسیاری ،... و تزریقی مدول های آرتینی، مدول های مانند: مدول ها نظریەی مفاهیم سایر با ارتباطشان
مستقیم حاصل جمع می دهیم نشان و کرده تعریف را وفادار شبه مدول ابتدا وفادار، مدول های دادن قرار الگو با ب مقاله این در رو این از است.
ادامه در شد. خواهد حفظ سازی موضعی هنگام وفاداری، شبه ویژگی می کنیم ثابت هم چنین دارد. را ویژگی این نیز وفادار شبه 𝑅⁃مدول دو
تزریقی، شبه و وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک می دهیم نشان و پرداخته وفاداری شبه مفهوم و بودن تزریقی شبه و تزریقی مفاهیم ارتباط بررسی به
قرار مطالعه مورد را آن ویژگی های و کرده معرفی را مدول یک ضعیف وفادای شبه مفهوم نیز بعد بخش در است. تزریقی ⁃مدولی 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝐴)
معادل هم با 𝐴 ضعیف بودن وفادار شبه و بودن وفادار شبه آن گاه باشد، اول نیم ،𝐴 مدول از ۰ زیرمدول اگر که می کنیم ثابت پایان در و می دهیم

هستند.
است. ملاحظه یک این هستند. یکانی مدول ها و یک دار و تعویض پذیر حلقەها همەی مقاله این سراسر در که است ذکر به لازم

وفادار شبه مدول .۲
بەطوری که باشد، داشته وجود ۰ ≠ 𝑎 ∈ 𝐴 هرگاه می نامیم، وفادار شبه را 𝐴 𝑅⁃مدول .۱ .۲ تعریف

𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑅𝑎)

معادل به طور یا

∗سخنران
آل هفت تن) (علی رضا a.r.alehafttan@jsu.ac.ir الکترونیک: پست
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𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑎)
هستند. وفادار شبه دوری مدول های .۲ .۲ مثال

.𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝐵) ،𝐴 از 𝐵 زیرمدول هر برای هرگاه می شود، نامیده اول 𝐴 𝑅⁃مدول که می دانیم
است. وفادار شبه اول، مدول هر .۳ .۲ مثال

است. وفادار شبه نیز 𝐴⊕ 𝐵 آن گاه باشند، وفادار شبه 𝑅⁃مدول دو 𝐵 و 𝐴 اگر .۴ .۲ گزاره
،𝑏 ∈ 𝐵 و 𝑎 ∈ 𝐴 برای کنیم فرض اثبات.

𝐴𝑛𝑛(𝐵) = 𝐴𝑛𝑛(𝑏) و 𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑎)
نتیجه، در و 𝑟𝑏 = ۰ و 𝑟𝑎 = ۰ آن گاه ،𝑟(𝑎, 𝑏) = (۰, ۰) ،𝑟 ∈ 𝑅 برای اگر حال می گیریم. نظر در را (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴⊕ 𝐵

𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝑏) = 𝐴𝑛𝑛(𝐵) و 𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝑎) = 𝐴𝑛𝑛(𝐴)
،(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴⊕ 𝐵 هر برای اکنون

𝑟(𝑥, 𝑦) = (𝑟𝑥, 𝑟𝑦) = (۰, ۰)
.𝐴𝑛𝑛(𝐴⊕𝐵) ⊆ 𝐴𝑛𝑛((𝑎, 𝑏)) داریم همواره اما؛ .𝐴𝑛𝑛((𝑎, 𝑏)) ⊆ 𝐴𝑛𝑛(𝐴⊕𝐵) رو، این از .𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝐴⊕𝐵) می کند ایجاب این و

پس؛
𝐴𝑛𝑛(𝐴⊕ 𝐵) = 𝐴𝑛𝑛((𝑎, 𝑏))

است. وفادار شبه ،𝐴⊕ 𝐵 یعنی؛
است. وفادار شبه مدول یک وفادار، شبه مدول های از متناهی تعدا هر مستقیم جمع .۵ .۲ نتیجه

است. ضروری ،۵ .۲ نتیجەی در متناهی قید که می دهد نشان آتی مثال
نیست. وفادار شبه ، است⨁ اول عددی 𝑝ℤ𝑝 اما؛ است. وفادار شبه ℤ⁃مدول، بەعنوان ℤ𝑝 ،𝑝 اول عدد هر برای .۶ .۲ مثال

نیست. وفادار شبه لزوماً وفادار، شبه مدول یک مستقیم جمع وند که می دهد نشان زیر مثال
شبه ℤ𝑝∞ اما؛ است)، وفادار 𝐴 واقع (در است وفادار شبه 𝐴 آن گاه بگیریم، نظر در ℤ⁃مدول یک بەعنوان را 𝐴 = ℤ⊕ ℤ𝑝∞ اگر .۷ .۲ مثال

نیست. وفادار
اگر است وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 صورت، این در باشد. 𝐴𝑛𝑛(𝐴) در مشمول و 𝑅 از ایدالی 𝐼 و 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۸ .۲ گزاره

باشد. وفادار شبه 𝑅⁃مدولی
𝐼 اگر تنها و

باشیم داشته 𝑎 ∈ 𝐴 ازای به و باشد وفادار شبه 𝑅⁃مدول بەعنوان 𝐴 کنیم فرض اثبات.
𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎)

پس .𝑟𝑎 = (𝑟 + 𝐼)𝑎 = ۰ آن گاه ،𝑟 + 𝐼 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝑎) اگر اکنون

𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴)
.𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝑎) ⊆ 𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝐴) نتیجه در و 𝑟+𝐼 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝐴) یعنی؛ .(𝑟+𝐼)𝑥 = ۰ لذا؛ ،𝑟𝑥 = ۰ داشت، خواهیم 𝑥 ∈ 𝐴 هر برای رو این از و

تساوی که 𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝐴) ⊆ 𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝑎) کلی حالت در اما؛

𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝑎)

باشیم داشته 𝑏 ∈ 𝐴 یک برای و باشد وفادار شبه 𝑅⁃مدول
𝐼 یک 𝐴 کنیم فرض بەعکس؛ می کند. ایجاب را

𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝑏)

است. وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 می دهد نشان که ،𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑏) می شود نتیجه مشابه استدلالی با
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آن گاه باشد. 𝑅 از بسته ضربی زیرمجموعەی یک 𝑆 و 𝑅 حلقەی روی مولد متناهی مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۹ .۲ گزاره
𝑆−۱𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝐴)

شود. مراجعه [۲] از ۳.۱۴ گزارەی به اثبات.
شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر صورت این در باشد. 𝑅 از بسته ضربی زیرمجموعەی یک 𝑆 و مولد متناهی 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۱۰ .۲ گزاره

است. وفادار شبه 𝑆−۱𝑅⁃مدول یک 𝑆−۱𝐴 آن گاه باشد، وفادار
،𝑎 ∈ 𝐴 برای کنیم فرض اثبات.

𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑅𝑎)
بنابراین،

𝑆−۱𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝑆−۱𝐴𝑛𝑛(𝑅𝑎)
می گیریم نتیجه ،۹ .۲ گزارەی از استفاده با حال

.𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝐴) = 𝑆−۱𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝑆−۱𝐴𝑛𝑛(𝑅𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱(𝑅𝑎))
لذا، .𝑥 = 𝑦

𝑠 بەطوری که دارند، وجود 𝑠 ∈ 𝑆 و 𝑦 ∈ 𝑅𝑎 آن گاه ،𝑥 ∈ 𝑆−۱(𝑅𝑎) اگر است. دوری 𝑆−۱(𝑅𝑎) دهیم نشان است کافی اکنون
𝑥 = 𝑟𝑎

𝑠 = 𝑟
𝑠
𝑎
۱ ∈ (𝑆−۱𝑅)𝑎

نتیجه در و
𝑆−۱(𝑅𝑎) ⊆ (𝑆−۱𝑅)(𝑎۱ )

رو این از و 𝛼 ∈ (𝑆−۱𝑅)(𝑎) داشت خواهیم بنابراین .𝑡 ∈ 𝑆 و 𝑢𝑎 ∈ 𝑅𝑎 آن در که 𝛼 = 𝑢
𝑡
𝑎
۱ آن گاه ،𝛼 ∈ (𝑆−۱𝑅)(𝑎) هرگاه هم چنین،

(𝑆−۱𝑅)(𝑎۱ ) ⊆ 𝑆−۱(𝑅𝑎)
می کند. کامل را اثبات این که

است. وفادار شبه 𝑅𝑃⁃مدول یک 𝐴𝑃 آن گاه باشد، 𝑅 از اول ایدالی 𝑃 و وفادار شبه و مولد متناهی 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر .۱۱ .۲ نتیجه
یک به توسیع قابل 𝑓 ∶ 𝐵 → 𝐴 𝑅⁃هم ریختی هر ،𝐴 از 𝐵 زیرمدول هر برای هرگاه می شود، نامیده تزریقی شبه 𝐴 𝑅⁃مدول .۱۲ .۲ تعریف

باشد. 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐴 مانند 𝑅⁃درون ریختی
𝑅⁃هم ریختی یک ،𝑥 ∈ 𝐴 هر برای آن گاه ،𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑎) باشیم داشته ،𝑎 ∈ 𝐴 برای اگر باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۱۳ .۲ لم

.𝑓(𝑎) = 𝑥 بەطوری که دارد وجود 𝑓 ∶ 𝑅𝑎 → 𝑅𝑥 مانند
آن گاه ،𝑟𝑎 = 𝑠𝑎 اگر زیرا؛ است. تابع یک 𝑓 .𝑓(𝑟𝑎) = 𝑟𝑥 ،𝑟𝑎 ∈ 𝑅𝑎 هر برای که می کنیم تعریف بەاین صورت را 𝑓 ∶ 𝑅𝑎 → 𝑅𝑦 اثبات.

نتیجه در و (𝑟 − 𝑠)𝑎 = ۰
𝑟 − 𝑠 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝑎) = 𝐴𝑛𝑛(𝐴)

لذا، و (𝑟 − 𝑠)𝑥 = ۰ رو این از .
𝑓(𝑟𝑎) = 𝑟𝑥 = 𝑠𝑥 = 𝑓(𝑠𝑎)

.𝑓(𝑎) = 𝑥 چنان که است 𝑅⁃همریختی یک 𝑓 که می شود دیده آسانی به ادامه در
وجود 𝑓 ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐴) ،𝑥 ∈ 𝐴 هر برای بەطوری که دارد، وجود 𝑎 ∈ 𝐴 آن گاه باشد، تزریقی شبه و وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر .۱۴ .۲ گزاره

.𝑥 = 𝑓(𝑎) چنان که دارد
بەطوری که است موجود 𝑎 ∈ 𝐴 پس؛ است، وفادار شبه 𝐴 چون اثبات.

𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑎)
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شمول، هم ریختی اگر حال .𝑓(𝑎) = 𝑥 چنان که دارد وجود 𝑓 ∶ 𝑅𝑎 → 𝑅𝑥 مانند هم ریختی یک 𝑥 ∈ 𝐴 هر برای ،۱۳ .۲ لم به توجه با بنابراین
𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐴 درون ریختی پس؛ است، تزریقی شبه 𝐴 اما؛ است. هم ریختی یک 𝑖 ∘ 𝑓 ∶ 𝑅𝑎 → 𝐴 آن گاه بگیریم، نظر در را 𝑖 ∶ 𝑅𝑥 ↪ 𝐴 یعنی؛

رو این از .𝑔|𝑅𝑎 = 𝑓 بەطوری که دارد وجود
𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎) = 𝑥

است. تزریقی شبه 𝑅⁃مدولی 𝐴 آن گاه باشد، تزریقی ⁃مدول 𝑅
𝐴𝑛𝑛(𝐴) یک 𝐴 اگر باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۱۵ .۲ قضیه

شود. مراجعه ،[۳] از ۱۴۹ صفحەی به اثبات.
نیست. برقرار کلی حالت در ،۱۵ .۲ قضیەی عکس زیر مثال به توجه با

⁃مدول، ℤ
است⨁ اول عددی 𝑝ℤ𝑝

بەعنوان اما؛ بود خواهد تزریقی شبه بگیریم، نظر در ℤ روی مدول یک بەعنوان را است⨁ اول عددی 𝑝ℤ𝑝 اگر .۱۶ .۲ مثال
نیست. تریقی

𝑎 ∈ 𝐴 ،𝑓 ∶ 𝐼 → 𝐴 مانند 𝑅⁃هم ریختی هر و 𝑅 حلقەی از 𝐼 ایدال هر برای اگر تنها و اگر است تزریقی 𝐴 𝑅⁃مدول بئر) (محک .۱۷ .۲ لم
.𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 ،𝑥 ∈ 𝐼 هر برای بەطوری که باشد موجود

شود. مراجعه ،[۴] از ۶ قضیەی به اثبات.
است. نیز تزریقی شبه 𝑅⁃مدول

𝐼 یک 𝐴 آن گاه ،𝐼 ⊆ 𝐴𝑛𝑛(𝐴) و باشد تزریقی شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر .۱۸ .۲ لم
شود. مراجعه ،[۱] از ۲ لم به اثبات.

است. برقرار باشد وفادار شبه 𝐴 که حالتی در ،۱۵ .۲ قضیەی عکس می دهد نشان زیر قضیەی
است. تزریقی ⁃مدول 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝐴) یک 𝐴 آن گاه باشد، تزریقی شبه و وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر .۱۹ .۲ قضیه
و 𝑎 ∈ 𝐴 کنیم فرض اثبات.

𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑎)

ضابطەی با را 𝜑 ∶ 𝑅
𝐴𝑛𝑛(𝑎) → 𝐴 اگر اکنون است. وفادار ⁃مدول 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝑎) یک 𝐴 بنابراین
𝜑(𝑟 + 𝐴𝑛𝑛(𝑎)) = 𝑟𝑎

𝑓 ∶ 𝐼
𝐴𝑛𝑛(𝑎) → 𝐴 و 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝑎) از ایدالی 𝐼
𝐴𝑛𝑛(𝑎) کنیم فرض حال است. ⁃تک ریختی 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝐴) یک 𝜑 که می شود دیده آسانی به کنیم، تعریف
بنابراین باشد. ⁃هم ریختی 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝐴) یک یک
𝑓 ∘ 𝜑−۱ ∘ 𝑖 ∶ 𝜑( 𝐼

𝐴𝑛𝑛(𝑎)) → 𝐴

خواهد 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐴 مانند توسیعی دارای پس؛ است، تزریقی شبه ⁃مدول 𝑅
𝐴𝑛𝑛(𝑎) 𝐴 ،۱۸ .۲ لم به توجه با اما؛ است. ⁃هم ریختی 𝑅

𝐴𝑛𝑛(𝐴) یک
،𝑟 + 𝐼 هر برای آن گاه ،𝑥 = 𝑔(𝑎) دهیم قرار اگر اکنون بود.

𝑓(𝑟 + 𝐼) = (𝑟 + 𝐼)𝑥

است. تزریقی ⁃مدول، 𝑅
𝐴𝑛𝑛(𝐴) بەعنوان 𝐴 که می گیریم نتیجه ۱۷ .۲ لم از استفاده با رو این از

باشد. تزریقی ⁃مدول 𝑅
𝐴𝑛𝑛(𝐴) بەعنوان اگر تنها و اگر است تزریقی شبه 𝐴 وفادار شبه 𝑅⁃مدول .۲۰ .۲ نتیجه
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ضعیف وفادار شبه مدول .۳
بەطوری که باشد داشته وجود ۰ ≠ 𝑎 ∈ 𝐴 هرگاه می شود، نامیده ضعیف وفادار شبه 𝑅 حلقەی روی 𝐴 مدول .۱ .۳ تعریف

ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑎)

معادل طور به یا
ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑅𝑎)

است. ضعیف وفادار شبه نیز 𝐴⊕ 𝐵 آن گاه باشند. ضعیف وفادار شبه 𝑅⁃مدول دو 𝐵 و 𝐴 کنیم فرض .۲ .۳ گزاره
بەطوری که 𝑏 ∈ 𝐵 و 𝑎 ∈ 𝐴 کنیم فرض اثبات.

ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐵) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑏) و ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑎)
و (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴⊕ 𝐵 بنابراین

ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴⊕ 𝐵) ⊆ ඥ𝐴𝑛𝑛((𝑎, 𝑏))

نتیجه در و 𝑟𝑛(𝑎, 𝑏) = (۰, ۰) یعنی؛ ،𝑟𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛((𝑎, 𝑏)) بەطوری که دارد وجود 𝑛 ∈ ℕ پس؛ .𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛((𝑎, 𝑏)) کنیم فرض اکنون
رو این از .𝑟𝑛𝑏 = ۰ و 𝑟𝑛𝑎 = ۰

𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑎) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴)
که موجودند 𝑚, 𝑘 ∈ ℕ لذا، و

𝑟𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝐵) و 𝑟𝑚 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝐴)
پس؛ .𝑡 = 𝑚𝑎𝑥{𝑚, 𝑘} می دهیم قرار و (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴⊕ 𝐵 کنیم فرض حال

𝑟𝑡(𝑥, 𝑦) = (𝑟𝑡𝑥, 𝑟𝑡𝑦) = (۰, ۰)
می کند. کامل را اثبات این و 𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴⊕ 𝐵) رو این از

است ضعیف وفادار شبه 𝐴 𝑅⁃مدول صورت این در .𝐼 ⊆ 𝐴𝑛𝑛(𝐴) بەطوری که باشد 𝑅 از ایدالی 𝐼 و 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۳ .۳ گزاره
باشد. ضعیف وفادار شبه 𝐴 𝑅⁃مدول

𝐼 اگر تنها و اگر
و است ضعیف وفادار شبه 𝑅⁃مدول، بەعنوان 𝐴 کنیم فرض اثبات.

ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎)

و 𝑟𝑛𝑎 = ۰ لذا؛ ،(𝑟 + 𝐼)𝑛𝑎 = ۰ بەطوری که دارد وجود 𝑛 طبیعی عدد بنابراین .𝑟 + 𝐼 ∈ ට𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝑎) کنیم فرض

𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑎) = ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴)
،𝑥 ∈ 𝐴 هر برای می کند ایجاب که 𝑟𝑚𝑥 = ۰ ،𝑥 ∈ 𝐴 هر برای لذا، و 𝑟𝑚 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) داریم 𝑚 مانند طبیعی عدد یک برای روی این از

یعنی؛ .(𝑟 + 𝐼) ∈ ට𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝐴) نتیجه در و (𝑟 + 𝐼)𝑚𝑥 = ۰

ට𝐴𝑛𝑛𝑅
𝐼
(𝑎) ⊆ ට𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝐴)

نوشت می توان است برقرار همواره شمول این عکس چون و
ට𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝐴) = ට𝐴𝑛𝑛𝑅

𝐼
(𝑎)

می کنیم. صرف نظر آن بیان از دارد، مشابه استدلالی این که به توجه با بەعکس؛
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اگر صورت این در باشد. 𝑅 از بسته ضربی زیرمجموعەی یک 𝑆 و 𝑅 حلقەی روی مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۴ .۳ لم
𝑆−۱𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))

آن گاه
𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) = ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))

طبیعی عددی برای نتیجه در و 𝑥 = 𝑟
𝑠 بەطوری که دارند، وجود 𝑠 ∈ 𝑆 و 𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) آن گاه ،𝑥 ∈ 𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) اگر اثبات.

ولذا، 𝑟𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) داریم، 𝑛 مانند
.𝑥𝑛 = 𝑟𝑛

𝑠𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))

و 𝑥 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎)) بنابراین
𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) ⊆ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))

کنیم فرض بەعکس؛
𝑥 = 𝑟

𝑠 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))
بەطوری که داشت خواهد وجود 𝑛 مانند طبیعی عددی صورت این در

𝑥𝑛 = 𝑟𝑛
𝑠𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎)) = 𝑆−۱𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎)

که یافت 𝑡۱ ∈ 𝑆 می توان لذا، . 𝑟𝑛𝑠𝑛 = 𝑟۱
𝑡 چنان که دارد وجود 𝑡 ∈ 𝑆 و 𝑟۱ ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) بنابراین

𝑡۱𝑡𝑟𝑛 = 𝑡۱𝑟۱𝑠𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎)
نتیجه در و 𝑡۱𝑡𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) می کند ایجاب که

𝑥 = 𝑟
𝑠 =

𝑡۱𝑡𝑟
𝑡۱𝑡𝑠

∈ ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))
یعنی؛

𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) = ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))
می کند. کامل را اثبات این و

است. ضعیف وفادار شبه 𝑆−۱𝑅⁃مدول یک 𝑆−۱𝐴 آن گاه باشد، ضعیف وفادار وشبه مولد متناهی 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر .۵ .۳ گزاره
داریم 𝑎 ∈ 𝐴 یک برای آنگاه باشد، ضعیف وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 اگر اثبات.

ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎)
نتیجه در و

𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = 𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎)
نوشت و کرده استفاده ۹ .۲ گزارەی از می توان اکنون

𝑆−۱𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) = 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎)) و 𝑆−۱𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝐴)
داریم ۴ .۳ لم از استفاده با رو این از

ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝐴) = 𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝐴) = 𝑆−۱ඥ𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅𝑎) = ඥ𝐴𝑛𝑛𝑆−۱𝑅(𝑆−۱𝑅(𝑎))
است. ضعیف وفادار شبه 𝑆−۱⁃مدول یک 𝑆−۱𝐴 می دهد نشان که

،𝑛 ∈ ℕ و 𝑎 ∈ 𝐴 ،𝑟 ∈ 𝑅 هر برای هرگاه می نامیم، اول نیم را 𝐴 از 𝐵 زیرمدول باشد. 𝑅 ی حلقه روی مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۶ .۳ تعریف
.𝑟𝑎 ∈ 𝐵 شود نتیجه ،𝑟𝑛𝑎 ∈ 𝐵 از
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است. وفادار شبه 𝐴 آن گاه باشد، اول نیم ،𝐴 از ۰ زیرمدول اگر باشد. ضعیف وفادار شبه 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۷ .۳ گزاره
باشد ضعیف وفادار شبه 𝐴 کنیم فرض اثبات.

ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑎)
پس؛ .𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝑎) کنیم فرض حال .𝐴𝑛𝑛(𝐴) = 𝐴𝑛𝑛(𝑎) دهیم نشان است کافی بودن، وفادار شبه اثبات برای

𝑟 ∈ ඥ𝐴𝑛𝑛(𝑎) = ඥ𝐴𝑛𝑛(𝐴)
.𝑟𝑥 = ۰ اول، نیم ۰ چون و 𝑟𝑛𝑥 = ۰ نوشت می توان 𝑥 ∈ 𝐴 هر برای رو این از .𝑟𝑛 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝐴) بەطوری که است موجود 𝑛 طبیعی عدد لذا،

و 𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛(𝐴) یعنی؛
𝐴𝑛𝑛(𝑎) ⊆ 𝐴𝑛𝑛(𝐴)

می کند. کامل را اثبات است برقرار هموتره شمول رابطەی عکس نکته که این به توجه
باشد. ضعیف وفادار شبه اگر تنها و اگر است وفادار شبه 𝐴 صورت این در باشد. اول نیم آن ۰ مدول زیر و مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۸ .۳ نتیجه

مراجع
[1] J. Ashan, Rings All of Whose Cyclic Modules Are Quasi-Injective, Proc., London Math. Soc. 3:27 (1973) 425-439.
[2] M. F. Atiyah and I. G. Macdonald, Introduction to Commutative Algebra, Univesity of Oxford, 1969.
[3] C. Faith, Modules finite over endomorphism ring, Department of Mathematics Rutgers, The State University New Brunswick, New Jersey.
[4] C. Faith, Lectures on Injective Modules and Quotient Rings, Springer-Verlag Berlin Beidelberg New York.



گنبدکاووس دانشگاه

آمار و ریاضی ملی همایش آمارپنجمین و ریاضی ملی همایش پنجمین
https://conf.gonbad.ac.ir/msc1403

۴۴–۳۹ صص. ،AL–114 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

چپ ایدەآل های از مجموعەای به نسبت مدول ها برخی بررسی
،آ آل هفت تن∗ علی رضا
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چکیده
ضربی زیرمدول و بودن بی تاب بودن، تاب دار بودن، تزریقی مانند: مدول ها نظریەی در مفاهیم از برخی مقاله این در

دادەایم. قرار بررسی مورد را آن ها از خواصی و داده تعمیم حلقه یک ایدەآل های از زیرمجموعەای به نسبت را

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:
ℒ⁃بی تاب
ℒ⁃تاب دار
ℒ⁃تزریقی

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
00A05
00A35

پیش نیازها و مقدمه .۱
از نویسندگان از وسیعی طیف توسط و مختلف روش های به معمول بەطور می کنند، ایفا مدول ها نظریەی در رنگ پر نقشی که مهم مفاهیم
مفهوم دو حلقه، چپ ایدەال های از زیرمجموعەای از استفاده با یعنی مشابه، روش به مقاله این در ما می شوند. داده تعمیم مختلف دیدگاەهای
است ذکر به لازم دادەایم. تعمیم مدول یک بودن (بی تاب) تاب دار مفهوم و بودن تزریقی مفهوم از عبارتند که را مدول ها نظریەی در اساسی
دهندەی نشان ℒ هم چنین می شوند. گرفته نظر در یکانی و چپ مدول ها همەی و یک دار و شرکت پذیر حلقەها همەی مقاله این سراسر در که

است. حلقه چپ ایدەآل های از زیرمجموعەای
می آوریم. را اصلی بخش دو در نیاز مورد تعاریف ادامه در

هرگاه 𝐼 ⊴𝑙 𝑅 می نویسیم و می نامیم 𝑅 چپ ایدەآل یک را 𝑅 از 𝐼 ناتهی زیرمجموعەی باشد. حلقه یک 𝑅 کنیم فرض .۱ .۱ تعریف
.𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 باشیم داشته ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای .۱

.𝑟𝑥 ∈ 𝐼 باشیم داشته ،𝑟 ∈ 𝑅 هر برای و 𝑥 ∈ 𝐼 هر برای .۲
.𝐴 = 𝐵⊕𝐶 که طوری به باشد موجود 𝐴 از 𝐶 مانند زیرمدولی ،𝐴 از 𝐵 زیرمدول هر برای هرگاه می نامیم، نیم ساده را 𝐴 𝑅⁃مدول .۲ .۱ تعریف

باشد. نیم ساده خودش، روی (راست) چپ مدول عنوان به هرگاه می نامیم، راست) (نیم سادەی چپ نیم سادەی را 𝑅 حلقەی
وجود 𝐷𝑚 ،… ،𝐷۲ ،𝐷۱ تقسیم حلقەهای آن گاه باشد. (راست) چپ سادەی نیم ی حلقه یک 𝑅 کنیم فرض ودربورن) (قضیەی .۳ .۱ قضیه

حلقەی با 𝑅 حلقەی که طوری به دارند
𝑀𝑛۱(𝐷۱) × 𝑀𝑛۲(𝐷۲) × ⋯ ×𝑀𝑛𝑚(𝐷𝑚)

است. یکریخت

∗سخنران
آل هفت تن) (علی رضا a.r.alehafttan@jsu.ac.ir الکترونیک: پست
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باشد. راست نیم سادەی اگر تنها و اگر است چپ نیم سادەی حلقه یک .۴ .۱ نتیجه
ادامه در بنابراین بگیریم. نظر در را چپ نیم سادەی حلقەهای است کافی نیم ساده، حلقەهای مطالعەی برای پس این از قبل، نتیجەی به توجه با

کرد. خواهیم پرهیز چپ کلمەی نوشتن از
است. آرتینی هم و نوتری هم 𝑅 آن گاه باشد. نیم ساده حلقەای یک 𝑅 کنیم فرض .۵ .۱ قضیه

معادل اند. زیر شرایط 𝑅 حلقەی برای .۶ .۱ قضیه
است. نیم ساده 𝑅 .۱

است. نیم ساده 𝑅⁃مدول هر .۲
می شود. شکافته 𝑅⁃مدول ها از دقیق دنبالەی هر .۳

است. تصویری 𝑅⁃مدول هر .۴
است. تزریقی 𝑅⁃مدول هر .۵

است. 𝑅 از خودتوان عضوی 𝑒 که است 𝑅𝑒 صورت به 𝑅 چپ ایدە آل هر .۶
باشیم داشته 𝐴 از 𝐶 ناصفر زیرمدول هر برای هرگاه می نامیم، اساسی را 𝐴 از 𝐵 زیرمدول باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۷ .۱ تعریف

.𝐵 ∩ 𝐶 ≠ ۰
.𝑟𝑥𝑟 = 𝑟 بەطوری که 𝑥 ∈ 𝑅 باشد داشته وجود ،𝑟 ∈ 𝑅 هر برای هرگاه می نامیم، فون نیومن را 𝑅 حلقەی .۸ .۱ تعریف

مانند عضوی آن گاه ،𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑟) ⊆ 𝑎𝑛𝑛(𝑎) که صورتی در ،𝑟 ∈ 𝑅 و 𝑎 ∈ هر برای هرگاه می گوییم، بخش پذیر را 𝐴 𝑅⁃مدول .۹ .۱ تعریف
.𝑎 = 𝑟𝑏 چنان که باشد، موجود 𝑏 ∈ 𝐴

باشد موجود ۰ ≠ 𝑟 ∈ 𝑅 هرگاه می نامیم، 𝐴 تاب دار عنصر یک را 𝑎 ∈ 𝐴 باشد. 𝑅 حلقەی روی مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۱۰ .۱ تعریف
مدولی را 𝐴 آن گاه ،(𝑇(𝐴) = 𝐴) 𝑇(𝐴) = ۰ اگر می دهیم. نمایش 𝑇(𝐴) با را 𝐴 تاب دار عناصر همەی مجموعەی .𝑟𝑎 = ۰ بەطوری که

می نامیم. (تاب دار) بی تاب
.𝐵 = 𝐼𝐴 بەطوری که باشد، موجود 𝑅 از 𝐼 ایدەآل ،𝐴 از 𝐵 زیرمدول هر برای هرگاه می نامیم، ضربی را 𝐴 𝑅⁃مدول .۱۱ .۱ تعریف

نتیجه 𝑟𝑎 ∈ 𝐵 از ،𝑎 ∈ 𝐴 و 𝑟 ∈ 𝑅 بەازای هرگاه می نامیم، اول را 𝐴 از 𝐵 سرەی زیرمدول باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۱۲ .۱ تعریف
.𝑟𝐴 ⊆ 𝐵 یا 𝑎 ∈ 𝐵 که بگیریم

ℒ⁃تزریقی مدول .۲
هر برای هرگاه می نامیم، ℒ⁃تزریقی را 𝐴 باشد. 𝑅⁃مدول یک 𝐴 و 𝑅 حلقەی چپ ایدەآل های از زیرمجموعه یک ℒ کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

باشد. 𝐴 بەتوی 𝑅 از هم ریختی یک به توسیع قابل 𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴 هم ریختی هر ،𝐼 ∈ ℒ
این عکس که است شده داده نشان [۱] از دوم بخش ابتدای در اما است. ℒ⁃تزریقی 𝑅⁃مدول یک تزریقی 𝑅⁃مدول هر تعریف، به توجه با

نیست. برقرار باشد نوتری و تعویض پذیر حلقەای 𝑅 که حالتی در مطلب
هست اند: معادل  𝐴 𝑅⁃مدول برای زیر بیان های .۲ .۲ گزاره

است. ℒ⁃تزریقی مدولی 𝐴 .۱
.𝜑(𝑥) = 𝑥𝑎 ،𝑥 ∈ 𝐼 هر برای بەطوری که دارد، وجود 𝑎 ∈ 𝐴 ،𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴 هم ریختی هر و 𝐼 ∈ ℒ هر برای .۲

اثبات.
𝜓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 مانند هم ریختی یک پس باشد. هم ریختی یک 𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝑅 و شمول تابع 𝑖 ∶ 𝐼 ↪ 𝑅 ℒ⁃تزریقی، مدولی 𝐴 کنیم فرض :۱ ⟹ ۲

داریم 𝑥 ∈ 𝐼 هر برای و 𝑥 = 𝜓(۱) می دهیم قرار حال .𝜑 = 𝜓 ∘ 𝑖 بەطوری که دارد وجود
𝜑(𝑥) = (𝜓 ∘ 𝑖)(𝑥) = 𝜓(𝑥) = 𝜓(𝑥۱) = 𝑥𝜓(۱) = 𝑥𝑎.

آن گاه ،𝜑(𝑥) = 𝑥𝑎 ،𝑥 ∈ 𝐼 هر برای چنان که باشد موجود 𝑎 ∈ 𝐴 اگر باشد. هم ریختی یک 𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴 و 𝐼 ∈ ℒ کنیم فرض :۲ ⟹ ۱
یک 𝐴 یعنی؛ بود. خواهد 𝜑 از توسیعی و هم ریختی یک 𝜓 که است آشکار کنیم. تعریف 𝜓(𝑟) = 𝑟𝑎 ضابطەی با را 𝜓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 است کافی

است. ℒ⁃تزریقی مدول
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𝑅⁃مدول یک 𝐴 آن گاه باشد. ℒ⁃تزریقی 𝑅⁃مدول یک 𝐴 و 𝑅 حلقەی اساسی چپ ایدەآل های همەی مجموعەی ℒ کنیم فرض .۳ .۲ گزاره
از هم ریختی یک به توسیع قابل ،𝜑 ∶ 𝑁 ⟶ 𝐴 هم ریختی هر ،𝑁 مانند آن از اساسی زیرمدول هر و 𝑀 𝑅⁃مدول هر برای هرگاه است، تزریقی

باشد. 𝐴 بەتوی 𝑀
باشند. شمول تابع 𝑖 ∶ 𝑁 ↪ 𝑀 و هم ریختی یک 𝜑 ∶ 𝑁 ⟶ 𝐴 کنیم فرض حال .𝑁 ⩽𝑒 𝑀 و باشد ℒ⁃تزریقی مدولی 𝐴 کنیم فرض اثبات.

می دهیم قرار یعنی؛ می گیریم. نظر در 𝑁 توسیع های همەی مجموعەی بەعنوان را 𝑇
𝑇 = {(𝐶, 𝜆) | 𝑁 ⩽ 𝐶 ⩽ 𝑀, است 𝜑 از توسیعی 𝜆}.

.𝐷 = 𝑀 دهیم نشان است کافی ادامه در بود. خواهد (𝐷, 𝜓) مانند بیشین عنصری دارای 𝑇 زورن، لم به توجه با .𝑇 ≠ ∅ پس؛ ،𝜑 ∈ 𝑇 چون
اساسی چپ ایدەآل یک 𝐼 اما؛ .𝐼 = {𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑑 ∈ 𝐷} می دهیم قرار .𝑑 ∈ 𝑀 ∖ 𝐷 دارد وجود لذا نباشد. چنین که می کنیم خلف فرض
وجود ،𝐴 مدول بودن ℒ⁃تزریقی به توجه با حال بگیریم، نظر در 𝑓(𝑥) = 𝜓(𝑥𝑑) ضابطەی با را 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴 هم ریختی اگر حال است. 𝑅 از
تعریف را 𝑔(𝑦 + 𝑟𝑑) = 𝑓(𝑦) + 𝑟𝑎 ضابطەی با را 𝑔 ∶ 𝐷 + 𝑅𝑑 ⟶ 𝐴 هم ریختی اکنون .𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎 = 𝜓(𝑥𝑑) چنان که 𝑎 ∈ 𝐴 دارد

زیرا؛ است. 𝜓 از توسیعی که می کنیم
𝑦 + 𝑟𝑎 = 𝑧 + 𝑠𝑎 ⟹ 𝑟 − 𝑠 ∈ 𝐼 ⟹ 𝑓(𝑟 − 𝑠) = 𝑓(𝑟) − 𝑓(𝑠) = 𝑟𝑎 − 𝑠𝑎.

بنابراین
𝑓(𝑟) − 𝑓(𝑠) = 𝜓(𝑟𝑑) − 𝜓(𝑠𝑑) = 𝜓(𝑟𝑑 − 𝑠𝑑) = 𝜓(𝑧 − 𝑦) = 𝜓(𝑧) − 𝜓(𝑦).

این رو از
𝜓(𝑧) − 𝜓(𝑦) = 𝜓(𝑟𝑎) − 𝜓(𝑠𝑎).

نتیجه در
𝑔(𝑦 + 𝑟𝑎) = 𝜓(𝑦) + 𝑟𝑑 = 𝜓(𝑧) + 𝑠𝑑 = 𝜓(𝑧 + 𝑠𝑎).

بودن بیشین با این و (𝐷 + 𝑅𝑑, 𝑔) ∈ 𝑇 لذا هست، نیز هم ریختی یک 𝑔 که می شود دیده آسانی به است. خوش تعریف 𝑔 می دهد نشان که
است. تناقض در (𝐷, 𝜓)

نیست. برقرار لزوماً ۳ .۲ گزارەی عکس که می دهد نشان زیر مثال
.ℒ = {𝐼, 𝐽} می دهیم قرار و گرفته نظر در را 𝐽 = {۰, ۲, ۴} و 𝐼 = {۰, ۳} ایدەآل های می گیریم. نظر در ℤ۶⁃مدول عنوان به را ℤ۲ .۴ .۲ مثال
ضابطەی با 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶ ℤ۲ از است عبارت ℤ۲ بەتوی 𝐼 از ناصفر هم ریختی تنها و ندارد وجود ℤ۲ بەتوی 𝐽 از ناصفری هم ریختی هیچ
کنیم، تعریف 𝑔(۰) = 𝑔(۲) = 𝑔(۴) = ۰, 𝑔(۱) = 𝑔(۳) = 𝑔(۵) = ۱ ضابطەی با را 𝑔 ∶ ℤ۶ ⟶ ℤ۲ اگر حال .𝑓(۰) = ۰, 𝑓(۳) = ۱
نیستند. اساسی ℤ۶ در 𝐽 و 𝐼 که می کنیم توجه ولی است. تزریقی ℤ۶⁃مدول، عنوان به ℤ۲ بنابراین است. 𝑓 از توسیعی و هم ریختی یک 𝑔 آن گاه

است. ℒ⁃تزریقی نیز 𝐴 زیرمدول هر آن گاه باشد، ℒ⁃تزریقی مدولی 𝐴 و نیم ساده حلقەی یک 𝑅 اگر .۵ .۲ گزاره
۰ ⟶ دقیق دنبالەی این رو از هستند. تصویری همگی ،𝐴𝐵 و 𝐵 ،𝐴 پس؛ است، نیم ساده 𝑅 چون باشد. 𝐴 از زیرمدولی 𝐵 کنیم فرض اثبات.
وجود 𝜑 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 هم ریختی آن گاه بگیریم، نظر در را 𝑖 ∶ 𝐵 ↪ 𝐴 یعنی؛ شمول، هم ریختی حال می شود. شکافته ،𝐵 ⟶ 𝐴 ⟶ 𝐵

𝐴 ⟶ ۰
هم ریختی ،𝐴 بودن ℒ⁃تزریقی به توجه با اما؛ باشد. هم ریختی یک 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐵 و 𝐼 ∈ ℒ کنیم فرض حال .𝜑 ∘ 𝑖 = 𝑖𝑑𝐾 بەطوری که دارد،
لذا بود. خواهد 𝑓 از توسیعی ℎ ∶ 𝑅 ⟶ 𝐵 و ℎ = 𝜑 ∘ 𝑔 می دهیم قرار اکنون داشت. خواهد 𝑔 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 مانند توسیع یک 𝑖 ∘ 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴

است. ℒ⁃تزریقی مدولی 𝐵 که می شود نتیجه
است. ℒ⁃تزریقی نیز 𝐴 هم ریخت تصویر هر آن گاه باشد. ℒ⁃تزریقی مدولی 𝐴 و نیم ساده حلقەی یک 𝑅 کنیم فرض .۶ .۲ گزاره

یک 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶ 𝑀 و ℒ به متعلق و 𝑅 چپ ایدەآل یک 𝐼 اگر حال باشد. بروریختی یک ℎ ∶ 𝐴 ⟶ 𝑀 و 𝑅⁃مدول یک 𝑀 کنیم فرض اثبات.
دارد، وجود 𝑓 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴 مانند هم ریختی یک نتیجه در و است تصویری مدول، عنوان به 𝐼 ،𝑅 بون نیم ساده به توجه با آن گاه باشد، هم ریختی
هم ریختی 𝑖 ∶ 𝐼 ↪ 𝑅 اگر واقع در و بود خواهد 𝑔 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 مانند توسیعی دارای 𝑓 است، ℒ⁃تزریقی مدول یک 𝐴 چون .𝑓 = ℎ ∘𝑓 چنان که

صورت این در و 𝑔 = ℎ ∘ 𝑔 می دهیم قرار حال .𝑔 ∘ 𝑖 = 𝑓 ان گاه باشد، شمول
𝑔 ∘ 𝑖 = 𝑓 و ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑖 = ℎ ∘ 𝑓 و 𝑔 ∘ 𝑖 = ℎ ∘ 𝑓
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می کند. کامل را اثبات این و است 𝑓 از توسیعی 𝑔 می دهد نتیجه که
است. ℒ⁃تزریقی نیز 𝐴 خارج قسمتی مدول هر آن گاه باشد، ℒ⁃تزریقی مدولی 𝐴 و نیم ساده حلقەی یک 𝑅 اگر .۷ .۲ نتیجه

است. ℒ⁃تزریقی مدول یک ℒ⁃تزریقی مدول دو مستقیم جمع .۸ .۲ گزاره
داری آن گاه باشند، هم ریختی دو 𝑓۲ ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴۲ و 𝑓۱ ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴۱ اگر .𝐼 ∈ ℒ و باشند ℒ⁃تزریقی مدول دو 𝐴۲ و 𝐴۱ کنیم فرض اثبات.
صورت این در باشد. هم ریختی یک 𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴۱ ⊕ 𝐴۲ کنیم فرض حال هستند. 𝑓۲ ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴۲ و 𝑓۱ ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴۱ مانند توسیع هایی
آن ها توسیع های 𝜓۲ ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴۲ و 𝜓۱ ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴۱ کنیم فرض اکنون بود. خواهند هم ریختی دو 𝜋۲ ∘ 𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴۲ و 𝜋۱ ∘ 𝜑 ∶ 𝐼 ⟶ 𝐴۱

است. 𝜑 از توسیعی 𝜓 آن گاه .𝜓 = (𝜓۱, 𝜓۲) بەطوری که 𝜓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴۱ ⊕𝐴۲ قرار دهیم و باشند
تنها و اگر است ℒ⁃تزریقی 𝑅⁃مدول یک 𝐴 آن گاه است. اصلی آن چپ ایدەآل هر که باشد فون نیومن حلقەی یک 𝑅 کنیم فرض .۹ .۲ گزاره

باشد. بخش پذیر اگر
هر برای و 𝜑(𝑥) = 𝑦 کنیم فرض .𝑅𝑥 ∈ ℒ آن در که باشد هم ریختی یک 𝜑 ∶ 𝑅𝑥 ⟶ 𝐴 و بخش پذیر 𝑅⁃مدول یک 𝐴 کنیم فرض اثبات.

داریم 𝑟 ∈ 𝑅
𝑟𝑥 = ۰ ⟹𝜑(𝑟𝑥) = ۰ ⟹ 𝑟𝜑(𝑥) = ۰ ⟹ 𝑟𝑦 = ۰ ⟹ 𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥) ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑦).

کنیم، تعریف 𝜓(𝑠) = 𝑠𝑎 ضابطەی با را 𝜓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 اگر حال .𝑦 = 𝑥𝑎 بەطوری که ،𝑎 ∈ 𝐴 دارد وجود ،𝐴 بودن بخش پذیر به توجه با پس؛
مدولی 𝐴 اگر .𝑎𝑛𝑛𝐴(𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)) ⊆ 𝑥𝐴 دهیم نشان است کافی بەعکس؛ است. ℒ⁃تزریقی 𝐴 نتیجه در بود. خواهد 𝜑 از توسیع یک 𝜓 آن گاه
،𝑎 ∈ 𝑥𝐼 کنیم فرض اکنون است. 𝑔 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 مانند توسیعی دارای 𝑓 ∶ 𝑅𝑥 ⟶ 𝐴 هم ریختی هر آن گاه باشد، ℒ⁃تزریقی 𝑅⁃مدول یک 𝐴

اما؛ .𝑎 = 𝑥𝑟 بەطوری که ،𝑏 ∈ 𝐼 دارد وجود پس؛
𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)𝑥 = ۰ ⟹ 𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)𝑥𝑏 = ۰ ⟹ 𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)𝑎 = ۰ ⟹ 𝑎 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)).

آن گاه ،𝑦 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝐴(𝑎𝑛𝑛𝐴(𝑥))اگر حا .𝑥𝐴 ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝐴(𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)) یعنی؛ .𝑎 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝐴(𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)) می گیریم نتیجه ،𝑎 ∈ 𝐴 چون و
زیرا؛ است. هم ریختی یک 𝑓(𝑟𝑥) = 𝑟𝑦 ضابطەی با 𝑓 ∶ 𝑅𝑥 ⟶ 𝐴

𝑟𝑥 = 𝑠𝑥 ⟹ (𝑟 − 𝑠)𝑥 = ۰ ⟹ 𝑟 − 𝑠 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥) ⟹ (𝑟 − 𝑠)𝑦 = ۰ ⟹ 𝑟𝑦 = 𝑠𝑦.
𝑔 ∶ 𝑅 ⟶ 𝐴 مانند توسیعی دارای 𝑓 است، ℒ⁃تزریقی 𝐴 که آن جا از می شود. ثابت آسانی به نیز بودن هم ریختی  و است خوش تعریف 𝑓 بنابراین

داریم و می گیریم نظر در را 𝑡 = 𝑔(۱) اکنون بود. خواهد
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑔(۱) = 𝑥𝑣.

.𝑎𝑛𝑛𝐴(𝑎𝑛𝑛𝑙(𝑥)) ⊆ 𝑥𝐴 می دهد نشان که

ℒ⁃تاب دار مدول .۳
به را ℒ𝑇(𝐴) صورت این در باشد.  𝑅⁃مدول یک 𝐴 و آن ناصفر چپ ایدەآل های از مجموعەای ℒ و حلقه یک 𝑅 کنیم فرض .۱ .۳ تعریف

می کنیم: تعریف زیر شکل
ℒ𝑇(𝐴) = {𝑎 ∈ 𝐴| ∃𝐼 ∈ 𝐿; 𝐼𝑎 = ۰}.

را آن ،ℒ𝑇(𝐴) = 𝐴 که صورتی در و ℒ𝑇(𝐴)⁃بی تاب را 𝐴 باشد، ℒ𝑇(𝐴) = ۰ اگر هم چنین .ℒ𝑇(𝐴) ≠ ∅ بنابراین ،۰ ∈ ℒ𝑇(𝐴) چون
می نامیم. ℒ𝑇(𝐴)⁃تاب دار مدولی

همەی مجموعەی ℒ اگر بویژه است. 𝐴 زیرمدول یک ℒ𝑇(𝐴) آن گاه ،𝐼 ∩ 𝐽 ∈ ℒ باشیم داشته 𝐼, 𝐽 ∈ ℒ هر برای اگر .۱ .۲ .۳ ملاحظه
بود. خواهد 𝐴 از زیرمدولی ℒ𝑇(𝐴) آن گاه باشد، 𝑅 چپ ایدەآل های

نیست. برقرار لزوماً مطلب این عکس که می دهد نشان زیر مثال اما؛ است تاب دار مدول یک ℒ⁃تاب دار مدول هر .۲
باشد، (ℒ𝑇(𝐴)⁃بی تاب) ℒ𝑇(𝐴)⁃تاب دار مدول یک 𝐴 هرگاه بنابراین .ℒ𝑇(𝐵) = ℒ𝑇(𝐴) ∩ 𝐵 آن گاه باشد، 𝐴 از زیرمدولی 𝐵 اگر .۳

بود. خواهد (ℒ𝑇(𝐴)⁃بی تاب) ℒ𝑇(𝐴)⁃تاب دار نیز آن زیرمدول هر
.𝑓(ℒ𝑇(𝐴)) ⊆ ℒ𝑇(𝐵) آن گاه باشد، هم ریختی یک 𝑓 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵 اگر .۴
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آن گاه اول اند، هم به نسبت 𝑛 و 𝑚 چنان که ،ℒ = {𝑚ℤ} دهیم قرار اگر اما؛ است. تاب دار ℤ⁃مدول یک ℤ𝑛 ،۱ ≠ 𝑛 ∈ ℕ هر برای .۳ .۳ مثال
نیست. ℒ⁃تاب دار مدولی ℤ𝑛

باشیم داشته 𝑅 از 𝐼 چپ ایدەآل برای اگر باشد. 𝑅⁃مدول ها از دقیق دنبالەی یک ۰ ⟶ 𝐴 𝑓⟶ 𝐵 𝑔⟶ 𝐶 ⟶ ۰ کنیم فرض .۴ .۳ گزاره
است. ℒ⁃تاب دار مدول یک 𝐶 آن گاه ،𝐼 ∈ ℒ و 𝐼𝐵 ⊆ 𝑓(𝐴)

مدولی زیرمدولی 𝑔(𝐵) می دهد نتیجه که 𝐼𝑔(𝐵) = 𝑔(𝐼𝐵) = ۰ بنابراین و 𝐼𝐵 ⊆ 𝑓(𝐴) = 𝐾𝑒𝑟(𝑔) داریم، مفروضات به توجه با اثبات.
می کند. کامل را اثبات این و 𝐶 = 𝑔(𝐵) این رو از پوشاست، 𝑔 اما؛ است. ℒ⁃تاب دار

نیست. برقرار ،۴ .۳ گزارەی عکس که می دهد نشان زیر مثال
−ℤ یک 𝐶 آن گاه ،𝐵 = 𝐶 = است⨁ اول عددی 𝑝ℤ𝑝 دهیم قرار اگر باشد. ℤ حلقەی ناصفر ایدەآل های همەی مجموعەی ℒ کنیم فرض .۵ .۳ مثال

.𝐼𝐵 ⊈ ۰ = 𝑓(𝐴) ،𝐼 ∈ ℒ هر برای آن گاه بگیریم، نظر در را ۰ ⟶ ۰ ⟶ 𝐵 𝑖𝑑⟶ 𝐶 ⟶ ۰ کوتاه دقیق دنبالەی اگر حال است. ℒ⁃تاب دار مدول
.𝐵 = 𝐼𝐴 بەطوری که باشد، موجود 𝐼 ∈ ℒ ،𝐴 از 𝐵 زیرمدول هر برای هرگاه می نامیم، ℒ⁃ضربی را 𝐴 𝑅⁃مدول .۶ .۳ تعریف

مدولی 𝐶 آن گاه باشد، موجود ۰ ⟶ 𝐴 𝑓⟶ 𝐵 𝑔⟶ 𝐶 ⟶ ۰ کوتاه دقیق دنبالەی اگر باشد. ℒ⁃ضربی مدول یک 𝐵 کنیم فرض .۷ .۳ گزاره
است. ℒ⁃تاب دار

ℒ⁃تاب دار مدول یک 𝐶 ،۴ .۳ گزارەی به توجه با پس؛ .𝑓(𝐴) = 𝐼𝐵 بەطوری که ،𝐼 ∈ ℒ دارد وجود ،𝐵 بودن ℒ⁃ضربی به توجه با اثبات.
است.

است. ℒ⁃تاب دار مدولی 𝐴
𝐵 آن، از 𝐵 زیرمدول هر برای آن گاه باشد، ℒ⁃ضربی مدول یک 𝐴 اگر ،۶ .۳ و ۱ .۳ تعاریف به بنا

.𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝐵) = ۰ ،𝐴 مانند ℒ⁃تاب دار مدول هر برای اگر تنها و اگر است ℒ⁃بی تاب مدول یک 𝐵 .۸ .۳ گزاره
𝑓(𝐴) = 𝑓(ℒ𝑇(𝐴)) ⊆ آن گاه باشد، هم ریختی یک 𝑓 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐴 و 𝐴مدولیℒ⁃تاب دار اگر باشد. ℒ⁃بی تاب مدول 𝐵یک کنیم فرض اثبات.
است، ℒ⁃تا بدار مدول یک 𝐿ℒ(𝐵) چون .𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝐵) = ۰ ℒ⁃تاب دار، 𝑅⁃مدول هر برای کنیم فرض بەعکس؛ .𝑓 = ۰ لذا ،ℒ𝑇(𝐵) = ۰
نتیجه در و 𝑖 ∈ 𝐻𝑜𝑚(ℒ𝑇(𝐵), 𝐵) بگیریم، نظر در را 𝑖 ∶ ℒ𝑇(𝐵) ⟶ 𝐵 شمول هم ریختی اگر حال .𝐻𝑜𝑚(ℒ𝑇(𝐵), 𝐵) = ۰ پس؛

است. ℒ⁃بی تاب مدولی 𝐵 یعنی؛ .ℒ𝑇(𝐵) = 𝑖(ℒ𝑇(𝐵)) = ۰
آن گاه ،𝐻𝑜𝑚(𝐴,𝑀𝑖) = ۰ باشیم داشته ،𝑖 ∈ 𝐼 هر برای و باشد مدول ها از خانوادەای {𝑀𝑖}𝑖∈𝐼 اگر که حقیقت این و ۸ .۳ گزارەی به توجه با

داریم. را زیر نتیجەی ،𝐻𝑜𝑚(𝐴, ∏
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖) = ۰

است. ℒ⁃بی تاب 𝑅⁃مدولی نیز ∏
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 آن گاه باشد، ℒ⁃بی تاب 𝑅⁃مدول های از خانواده یک {𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 اگر .۹ .۳ نتیجه

داریم. را زیر نتیجەی گرفت، نظر در ∏
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 از زیرمدولی عنوان به می توان را ⨁
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 چون

است. ℒ⁃بی تاب 𝑅⁃مدولی نیز ⨁
𝑖∈𝐼

𝐵𝑖 آن گاه باشد، ℒ⁃بی تاب 𝑅⁃مدول های از خانواده یک {𝐵𝑖}𝑖∈𝐼 اگر .۱۰ .۳ نتیجه

است. 𝐴 از اول زیرمدول یک ℒ𝑇(𝐴) آن گاه باشد. آن از سره زیرمدول یک ℒ𝑇(𝐴) و مدول یک 𝐴 کنیم فرض .۱۱ .۳ گزاره
،𝑎 ∉ ℒ𝑇(𝐴) چون و 𝐼𝑟𝑎 = ۰ بەطوری که ،۰ ≠ 𝐼 ∈ ℒ دارد وجود صورت دراین .𝑎 ∉ ℒ𝑇(𝐴) و 𝑟𝑎 ∈ 𝐴 ∖ ℒ𝑇(𝐴) کنیم فرض اثبات.

است. 𝐴 از اول زیرمدولی ℒ𝑇(𝐴) بنابراین .𝑟𝐴 ⊆ ℒ𝑇(𝐴) یعنی؛ ،𝐼(𝑟𝐴) = ۰ نتیجه در .𝐼𝑟 = ۰ پس؛
.ℒ𝑇(⨁

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖) = ⨁

𝑖∈𝐼
ℒ𝑇(𝐴𝑖) بویژه و ℒ𝑇(𝐴𝑖) ≠ ۰ ،𝑖 ∈ 𝐼 هر برای آن گاه ،ℒ𝑇(𝐴) ≠ ۰ اگر .𝐴 = ⨁

𝑖∈𝐼
(𝐴𝑖) کنیم فرض .۱۲ .۳ گزاره

در و ℒ𝑇(𝐴𝑖) ⊆ ℒ𝑇(𝐴) این رو از .ℒ𝑇(𝐴𝑖) ≠ ۰ ،𝑖 ∈ 𝐼 هر برای ،(۳ (بند ۲ .۳ ملاحظەی به توجه با آنگاه ،ℒ𝑇(𝐴) ≠ ۰ اگر اثبات.
پس؛ ،𝑎 ∈ 𝐴 اما .𝐽𝑎 = ۰ چنان که ،𝐽 ∈ ℒ دارد وجود لذا .𝑎 ∈ ℒ𝑇(⨁

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖) کنیم فرض حال .⨁

𝑖∈𝐼
ℒ𝑇(𝐴𝑖) ⊆ ℒ𝑇(⨁

𝑖∈𝐼
𝐴𝑖) نتیجه

بنابراین .𝑎𝑖𝑡 ∈ 𝐴𝑖𝑡 ،۱ ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛 هر برای آن در که 𝑎 = 𝑎𝑖۱ + 𝑎𝑖۲ +⋯+ 𝑎𝑖𝑛
۰ = 𝐽𝑎 = 𝐽(𝑎𝑖۱ + 𝑎𝑖۲ +⋯+ 𝑎𝑖𝑛) = 𝐽𝑎𝑖۱ + 𝐽𝑎𝑖۲ +⋯+ 𝐽𝑎𝑖𝑛 .
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این و ℒ𝑇(⨁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖) ⊆ ⨁
𝑖∈𝐼

ℒ𝑇(𝐴𝑖) لذا .𝑎𝑖𝑡 ∈ ℒ𝑇(𝐴𝑖𝑡) ،۱ ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛 هر برای می دهید نتیجه که 𝐽𝑎𝑖𝑡 = ۰ ،۱ ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛 هر برای پس؛
می کند. کامل را اثبات

نیست. برقرار ،۱۲ .۳ گزارەی عکس که می دهد نشان زیر مثال
آن گاه ،ℒ = {𝑅} دهیم قرار و بگیریم نظر در آن روی را 𝐵 = ۰⊕ℤ۲ و 𝐴 = ℤ۲ ⊕ ۰ مدول های و 𝑅 = ℤ۲ ⊕ℤ۲ حلقەی اگر .۱۳ .۳ مثال

نیست. 𝐴⊕ 𝐵 از زیرمدولی که ℒ𝑇(𝐴⊕ 𝐵) = {(۰, ۰), (۱, ۰), (۰, ۱)} اما؛ ،ℒ𝑇(𝐵) = 𝐵 و ℒ𝑇(𝐴) = 𝐴
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چکیده
اعمال آن ها روی را 𝑇⁃نرم ها می کنیم، بررسی را گروەها مستقیم حاصلضرب روی را فازی زیرگروەهای مقاله این در
را آن ها بین بودن نرمال می کنیم. ثابت را مهمی نتایج و می کنیم بیان را آن ها بارز خصوصیات می کنیم. تعریف و می کنیم
همريخت˼ِی به توجه با را آن ها پیش تصویر و تصویر نهایت در می کنیم. بیان آن ها روی را اشتراک مفهوم و می کنیم مطرح

می کنیم. بیان را اصلی نتایج و می کنیم بررسی گروەها

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

گروهها نظريه
ها نرم

فازي هاي مجموعه نظريه
نرمال زيرگروههاي

اشتراك
دكارتي حاصلضرب

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
18B40
03BXX
03B 52
20D35
05C62

مقدمه .۱
برداری فضاهای و میدان ها حلقەها، طوری که به می پردازد گروەها نام به جبری ساختارهای مطالعه به مجرد جبر و ریاضیات در گروەها۱ نظریە
شده شروع میلادی ۱۹ قرن از گروەها نظریه تاریخچه هستند. بیشتری موضوعه اصول و عملیات دارای که هستند گروەهایی صورت به همگی
که می آید دست به مجموعەها کلاسیک نظریه تعمیم از فازی۲ مجموعەهای است. میلادی ۲۰ سدەی ریاضیات دستاوردهای مهم ترین از یکی و
هستیم ریاضیات از دیگری نوع یک نیازمند ما که دارند اشاره نکته این به ایشان و شد مطرح ۱۹۶۵ سال در [۱۷] لطفی زاده توسط بار اولین برای

است. احتمالات نظریه از متفاوت که مدلی کنیم، مدل سازی را رویدادها دقت عدم و ابهامات بتوانیم تا
بار اولین برای فازی گروەهای مفهوم است. کرده پیدا ورود توپولوژي و هندسه آنالیز، جبر، مانند ریاضی گرایش های از بسیاری در فازی ریاضیات
[۱۸ ،۵ ،۴ ،۲ ،۱] فازی حلقەهای و فازی نیم گروەهای زمینەهای در زیادی فعالیت های ادامه در گردید. بیان [۱۶] رونسفلد توسط ۱۹۷۱ سال در

گرفت. صورت

∗سخنران
(سی بەرقادری) ghaderi_s@pnu.ac.ir رسولی)، (رسول Rasuli@pnu.ac.ir الکترونیک: پست

1Group Theory
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اول مولف آوردند. بدست را مهمی نتایج و کردند اعمال فازی گروەهای روی را 𝑇⁃نرم ها اولین بار برای [۲۰] شروود و آنتونی ۱۹۷۹ سال در
[۱۹ ،۱۵–۱۲ ،۹ ،۷] است. کرده بررسی کلاسیک جبری فازی مفاهیم روی را 𝑇⁃نرم ها اثر خود قبلی تحقیقات در مقاله

آن ها اساسی و مهم خصوصیات می کنیم. اعمال گروەها مستقیم حاصلضرب کردن فازی روی را آن ها و می گیریم کمک 𝑇⁃نرم ها از ما مقاله این در
گروەها همریختی به نسبت آن ها پیش تصویر و تصویر که می کنیم ثابت هستند. بسته اشتراک خاصیت به نسبت که می کنیم ثابت می کنیم. اثبات را
فازی زیرگروەهای از تعداد چه هر اشتراک که می کنیم ثابت و می کنیم تعریف را آن ها بودن نرمال ادامه در بود. خواهد زیرگروه فازی همچنان
همچنان آن ها پیش تصویر و تصویر که می دهیم نشان و می کنیم اعمال آن ها روی را گروەها همریختی بود. خواهد نرمال فازی همچنان نرمال

می باشد. نرمال فازی

پیش نیازها .۲
منابع به می توانند علاقەمندان بیشتر جزئیات برای می آوریم، را است شده استفاده آن ها از مقاله این در که قضیەهایی و تعاریف بخش این در

کنند. مراجعه [۲۱ ،۱۱ ،۱۰ ،۸ ،۶ ،۳]
است گروه یک (𝐺, ∗) می گوییم صورت این در باشد. 𝐺 روی دوتایی عمل یک ∗ و باشد غیرتهی مجموعه یک 𝐺 کنید فرض .۱ .۲ تعریف

اگر:
باشد. برقرار 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺 شرط 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 هر برای یعنی باشد بسته ∗ عمل به نسبت 𝐺 .۱

باشد. برقرار (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) شرط 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 هر برای باشد، شرکت پذیر ∗ عمل .۲
باشد. برقرار 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 طوری که به باشد موجود همانی) یا خنثی (عنصر 𝑒 ∈ 𝐺 عنصر 𝑎 ∈ 𝐺 هر برای .۳

و 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑒 و 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑒 طوری که به باشد موجود 𝑏 ∈ 𝐺 عنصر 𝑎 ∈ 𝐺 هر برای یعنی باشد داشته وارون یا معکوس عنصر 𝐺 .۴
می دهیم. نشان 𝑎−۱ با را 𝑎 معکوس

یک 𝐻 آن گاه باشد، گروه یک خودش 𝐺 گروه دوتایی عمل به نسبت 𝐻 اگر باشد. زیرمجموعه یک ∅ ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺 کنید فرض .۲ .۲ تعریف
است. 𝐺 زیرگروه

هر برای اگر است همریختی یک 𝑓 می گوییم باشد. تابع یک 𝑓 ∶ 𝐺 → 𝐻 و باشند گروه دو (𝐻, ⋆) و (𝐺, ∗) کنید فرض .۳ .۲ تعریف
شرط 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺

𝑓(𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑓(𝑎) ⋆ 𝑓(𝑏)
باشد. برقرار

برقرار 𝑔ℎ𝑔−۱ ∈ 𝐻 شرط ℎ ∈ 𝐻 هر و 𝑔 ∈ 𝐺 هر برای اگر است نرمال 𝐺 در 𝐻 می گوییم باشد. 𝐺 زیرگروه یک 𝐻 کنید فرض .۴ .۲ تعریف
باشد.

گروه می خواهیم حال . 𝐺 × 𝐻 = {(𝑔, ℎ)| 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻} می کنیم تعریف باشند. گروه دو (𝐻, ⋆) و (𝐺, ∗) کنید فرض .۵ .۲ تعریف
بسازیم: زیر صورت به را (𝐺 × 𝐻, .) حاصلضربی

:𝑖 = ۱, ۲ که ℎ𝑖 ∈ 𝐻 و 𝑔𝑖 ∈ 𝐺 هر برای
.(𝑔۱, ℎ۱).(𝑔۲, ℎ۲) = (𝑔۱ ∗ 𝑔۲, ℎ۱ ⋆ ℎ۲) می کنیم تعریف .۱

است. (𝑒𝐺 , 𝑒𝐻) صورت به 𝐺 × 𝐻 همانی یا خنثی عضو .۲
می باشد. (𝑔۱, ℎ۱)−۱ = (𝑔−۱۱ , ℎ−۱۱ ) صورت به (𝑔۱, ℎ۱) معکوس .۳

است. (𝐺, ∗) گروه همان 𝐺 گروه از منظورمان و نمی کنیم اشاره گروه عمل به مقاله این سراسر در نکته:
صورت به تابعی 𝐺۱ × 𝐺۲ از فازی زیرمجموعه از منظور باشند. 𝑒۲ و 𝑒۱ همانی عضو با دلخواه گروه دو 𝐺۲ و 𝐺۱ کنید فرض .۶ .۲ تعریف

می باشد. 𝜇 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱]
می دهیم. نشان [۰, ۱]𝐺۱×𝐺۲ نماد با را 𝐺۱ × 𝐺۲ از فازی زیرمجموعەهای تمامی مجموعه

باشد: برقرار زیر شرایط 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [۰, ۱] هر برای که است 𝑇 ∶ [۰, ۱] × [۰, ۱] → [۰, ۱] صورت به تابعی 𝑇 𝑡⁃نرم از منظور .۷ .۲ تعریف
.𝑇(𝑥, ۱) = 𝑥 .۱

.𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑧) آن گاه 𝑦 ≤ 𝑧 اگر .۲
.𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥) .۳

.𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) .۴
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.𝑇(𝑥, 𝑥) = 𝑥 اگر است خودتوان 𝑇 می گوییم
که هستند 𝑡⁃نرم از مثال هایی همگی زیر موارد .۸ .۲ مثال

.𝑇𝑚(𝑥, 𝑦) = ⅿin{𝑥, 𝑦} .۱
.𝑇𝑏(𝑥, 𝑦) = ⅿax{۰, 𝑥 + 𝑦 − ۱} .۲

.𝑇𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 .۳
شرط 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ [۰, ۱] هر برای صورت این در باشد، 𝑡⁃نرم یک 𝑇 کنید فرض .۹ .۲ لم

𝑇൫𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑇(𝑤, 𝑧)൯ = 𝑇൫𝑇(𝑥, 𝑤), 𝑇(𝑦, 𝑧)൯

است. برقرار

اصلی نتایج .۳
با متناسب فازی زیرگروه یک 𝜇 می گوییم باشد. فازی تابع یک 𝜇 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱] و باشند گروه دو 𝐺۲ و 𝐺۱ کنید فرض .۱ .۳ تعریف

باشند: برقرار (𝑥۱, 𝑦۱), (𝑥۲, 𝑦۲) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ هر برای زیر شرط دو اگه است 𝑇 𝑡⁃نرم
.𝜇൫(𝑥۱, 𝑦۱)(𝑥۲, 𝑦۲)൯ ≥ 𝑇൫𝜇(𝑥۱, 𝑦۱), 𝜇(𝑥۲, 𝑦۲)൯ .۱

𝜇(𝑥۱, 𝑦۱)−۱ ≥ 𝜇(𝑥۱, 𝑦۱) .۲
می دهیم. نشان 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) با را 𝑇 𝑡⁃نرم با متناسب 𝐺۱ × 𝐺۲ فازی زیرگروەهای مجموعه مقاله این سراسر در

صورت این در باشند. گروه دو ℤ۳ = {۰, ۱, ۲} و ℤ۲ = {۰, ۱} کنید فرض .۲ .۳ مثال
ℤ۲ × ℤ۳ = {(۰, ۰), (۰, ۱), (۰, ۲), (۱, ۰), (۱, ۱), (۱, ۲)}

𝜇 ∶ ℤ۲ × ℤ۳ → [۰, ۱] کنیم تعریف اگر و

𝜇(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۰٫۸ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۰)
۰٫۷ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰)
۰٫۶ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۲), (۰, ۱)
۰٫۵ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱), (۱, ۲)

دهیم قرار اگر و
𝑇(𝑎, 𝑏) = ⅿax{۰, 𝑎 + 𝑏 − ۱}

کنیم. بیان را 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) از اولیه مفاهیم می خواهیم حال .𝜇 ∈ 𝑇𝐹(ℤ۲ × ℤ۳) صورت این در (𝑎, 𝑏) ∈ [۰, ۱] × [۰, ۱] هر برای
.(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ و 𝜇۱, 𝜇۲ ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۳ .۳ تعریف

.𝜇۱(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜇۲(𝑥, 𝑦) اگر 𝜇۱ ⊆ 𝜇۲ می گوییم .۱

.𝜇۱(𝑥, 𝑦) = 𝜇۲(𝑥, 𝑦) اگر 𝜇۱ = 𝜇۲ می گوییم .۲
می کنیم: تعریف زیر صورت به را 𝜇۲ و 𝜇۱ اشتراک .۳

.(𝜇۱ ∩ 𝜇۲)(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝜇۱(𝑥, 𝑦), 𝜇۲(𝑥, 𝑦)) آن در که 𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱]
(𝜇۱ ∩ 𝜇۲) ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) صورت این در ،𝜇۱, 𝜇۲ ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۴ .۳ قضیه

است. 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) همچنان 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) از عضو دو هر اشتراک که می کند بیان قضیه این واقع در
است. برقرار هم متناهی تعداد هر اشتراک برای ۴ .۳ قضیه که گرفت نتیجه می توان نکته:
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می کنیم: تعریف باشد. گروه یک ℤ۳ = {۰, ۱, ۲} کنید فرض .۵ .۳ مثال
𝜇۱, 𝜇۲ ∶ ℤ۳ × ℤ۳ → [۰, ۱]

که طوری به

𝜇۱(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۰٫۹ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۰)
۰٫۸ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۱), (۰, ۲)
۰٫۷ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰), (۱, ۱), (۲, ۲)
۰٫۶ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۲), (۲, ۰), (۲, ۱)
𝜇۲ ∶ ℤ۳ × ℤ۳ → [۰, ۱]

که طوری به

𝜇۲(𝑥, 𝑦) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

۰٫۶ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۰)
۰٫۴ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱), (۲, ۲)
۰٫۵ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۱), (۰۲)
۰٫۳ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰), (۱۲)
۰٫۲ اگر (𝑥, 𝑦) = (۲, ۱), (۲۰)

صورت این در 𝑎, 𝑏 ∈ [۰, ۱] هر برای .𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 صورت به 𝑇 ∶ [۰, ۱] × [۰, ۱] → [۰, ۱] می کنیم تعریف حال
آن در که 𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱] می کنیم تعریف همچنین .𝜇۱, 𝜇۲ ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲)

(𝜇۱ ∩ 𝜇۲)(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑝൫𝜇۱(𝑥, 𝑦), 𝜇۲(𝑥, 𝑦)൯
= 𝜇۱(𝑥, 𝑦)𝜇۲(𝑥, 𝑦)

=

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

۰٫۵۴ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۰)
۰٫۴ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۱), (۰, ۲)
۰٫۲۱ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰)
۰٫۲۸ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱), (۲, ۲)
۰٫۱۸ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۲)
۰٫۱۲ اگر (𝑥, 𝑦) = (۲, ۰), (۲, ۱)

.𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ∈ 𝑇𝐹(ℤ۳ × ℤ۳) صورت این در
می کنیم. بررسی مجددا را 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) تعریف خاص شرایط تحت زیر لم در نکته:

اگر صورت این در باشد. متناهی گروه یک 𝐺۱ × 𝐺۲ و خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 و 𝜇 ∈ [۰, ۱]𝐺۱×𝐺۲ کنید فرض .۶ .۳ لم
.(𝑥۱, 𝑦۱), (𝑥۲, 𝑦۲) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ که طوری به 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) آن گاه 𝜇൫(𝑥۱, 𝑦۱)(𝑥۲, 𝑦۲)൯ ≥ 𝑇൫𝜇(𝑥۱, 𝑦۱), 𝜇(𝑥۲, 𝑦۲)൯

هستند: برقرار زیر موارد صورت این در باشد خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 و 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۷ .۳ لم
.(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺۱, 𝐺۲ هر برای 𝜇(𝑒۱, 𝑒۲) ≥ 𝜇(𝑥, 𝑦) .۱

طبیعی. عدد 𝑛 هر و (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ هر برای 𝜇(𝑥, 𝑦)𝑛 ≥ 𝜇(𝑥, 𝑦) .۲
.(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ هر برای 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥, 𝑦)−۱ .۳

می کنیم. بیان را آن ها تاثیر و همانی عضوهای ارزش زیر قضیه در نکته:
صورت این در باشد. خودتوان 𝑇 اگر .(𝑥۱, 𝑦۱) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ و 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۸ .۳ قضیه

است. برقرار (𝑥۲, 𝑦۲) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ هر برای 𝜇(𝑥۱, 𝑦۱) = 𝜇(𝑒۱, 𝑒۲) اگر فقط و اگر 𝜇൫(𝑥۱, 𝑦۱), (𝑥۲, 𝑦۲)൯ = 𝜇(𝑥۲, 𝑦۲)

کنیم. بیان را 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) بودن نرمال می خواهیم ادامه در توجه:
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رابطه (𝑥۱, 𝑦۱), (𝑥۲, 𝑦۲) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ هر برای اگر است نرمال 𝜇 می گوییم 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۹ .۳ تعریف
𝜇൫(𝑥۱, 𝑦۱)(𝑥۲, 𝑦۲)(𝑥۱, 𝑦۱)−۱൯ = 𝜇(𝑥۲, 𝑦۲)

می دهیم. نشان 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) با را 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) نرمال زیرگروەهای همه مجموعه باشد. برقرار
𝜇 ∶ ℤ۲ × ℤ۳ → [۰, ۱] کنیم تعریف اگر صورت این در ℤ۳ = {۰, ۱, ۲} و ℤ۲ = {۰, ۱} کنید فرض .۱۰ .۳ مثال

𝜇(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۰٫۷۵ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۰)
۰٫۶۵ اگر (𝑥, 𝑦) = (۰, ۱), (۰, ۲)
۰٫۵۳ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰), (۱, ۱)
۰٫۴۷ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۲)

.𝜇 ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) آن گاه ،𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 اگر 𝑎, 𝑏 ∈ [۰, ۱] هر برای و
کنید فرض باشد. گروەها بین همریختی یک 𝜙 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → 𝐻۱ × 𝐻۲ و باشند گروه دو 𝐻۱ × 𝐻۲ و 𝐺۱ × 𝐺۲ کنید فرض .۱۱ .۳ تعریف

کنیم: بیان 𝜇 روی را 𝜙 تاثیر می خواهیم .𝜈 ∈ [۰, ۱]𝐻۱×𝐻۲ و 𝜇 ∈ [۰, ۱]𝐺۱×𝐺۲

𝜙(𝜇) ∶ 𝐻۱ × 𝐻۲ → [۰, ۱]
𝜙(𝜇)(ℎ۱, ℎ۲) = sup{𝜇(𝑔۱, 𝑔۲)|𝜙(𝑔۱, 𝑔۲) = (ℎ۱, ℎ۲)}

است. زیر صورت به 𝜙 تحت 𝜈 پیش تصویر و
𝜙−۱(𝜈) ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱]

𝜙−۱(𝜈)(𝑔۱, 𝑔۲) = 𝜈൫𝜙(𝑔۱, 𝑔۲)൯

.(𝑔۱, 𝑔۲) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ و (ℎ۱, ℎ۲) ∈ 𝐻۱ × 𝐻۲ که طوری به
می کنیم. بررسی 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) و 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) روی را 𝜙 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → 𝐻۱ × 𝐻۲ تاثیرات حال نکته:

هستند. برقرار زیر موارد صورت این در باشد، گروەها بین پوشا همریختی یک 𝜙 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → 𝐻۱ × 𝐻۲ کنید فرض .۱۲ .۳ قضیه
.𝜙(𝜇) ∈ 𝑇𝐹(𝐻۱ × 𝐻۲) آن گاه 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) اگر .۱

.𝜙−۱(𝜈) ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) آن گاه 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝐻۱ × 𝐻۲) اگر .۲
.𝜙(𝜇) ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐻۱ × 𝐻۲) آن گاه 𝜇 ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) اگر .۳

.𝜙−۱(𝜈) ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) آن گاه 𝜈 ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐻۱ × 𝐻۲) اگر .۴
. است 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲)از عضوي همچنان 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) از عضو دو هر اشتراک که می کنیم بیان زیر قضیه در توجه:

.𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) صورت این در 𝜇۱, 𝜇۲ ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۱۳ .۳ قضیه
است. برقرار هم متناهی تعداد هر برای قضیه این که شود توجه

کنیم. بیان 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) اعضای بین را بودن نرمال می خواهیم حال توجه:
رابطه اگر می دهیم نشان 𝜇 ⋉ 𝜈 نماد با و است نرمال 𝜈 در 𝜇 می گوییم .𝜇 ⊆ 𝜈 و 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۱۴ .۳ تعریف

𝜇൫(𝑥۱, 𝑦۱)(𝑥۲, 𝑦۲)(𝑥۱, 𝑦۱)−۱൯ ≥ 𝑇൫𝜇(𝑥۲, 𝑦۲), 𝜈(𝑥۱, 𝑦۱)൯

باشد. برقرار (𝑥۱, 𝑦۱), (𝑥۲, 𝑦۲) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲ هر برای
اگر یعنی است، نرمال خودش در 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) عضو هر صورت این در باشد، خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 کنید فرض .۱ .۱۵ .۳ قضیه

.𝜇 ⋉ 𝜇 آن گاه 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲)
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آن در که .𝜇 ⋉ ۱𝐺۱×𝐺۲ اگر فقط و اگر 𝜇 ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) صورت این در 𝜇 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۲
۱𝐺۱×𝐺۲ ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱]
۱𝐺۱×𝐺۲(𝑥, 𝑦) = ൝۱ اگر (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺۱ × 𝐺۲

۰ اگر (𝑥, 𝑦) ∉ 𝐺۱ × 𝐺۲

و باشد ضربی گروه یک 𝐺۱ = 𝐺۲ = {۱, −۱} کنید فرض .۱۶ .۳ مثال
𝜇 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱]
𝜇(𝑥, 𝑦) = ൝۰٫۷ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱), (−۱, −۱)

۰٫۶ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, −۱), (−۱, ۱)
و

𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇𝑚(𝑎, 𝑏) = ⅿin{𝑎, 𝑏}
.𝜇 ⋉ ۱𝐺۱×𝐺۲ اگر فقط و اگر 𝜇 ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) هم چنین .𝜇 ⋉ 𝜇 صورت این در 𝑎, 𝑏 ∈ [۰, ۱] که طوری به

.𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ⋉ 𝜈 آن گاه 𝜇۱, 𝜇۲ ⋉ 𝜈 اگر .𝜇۱, 𝜇۲, 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) و باشد خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 کنید فرض .۱۷ .۳ قضیه
است. برقرار دلخواه و متناهی تعداد هر برای فوق قضیه توجه:

زیر صورت به 𝜇۱, 𝜇۲, 𝜈 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → [۰, ۱] می کنیم تعریف و 𝐺۲ = ℤ۲ = {۰, ۱} و 𝐺۱ = {۱, −۱} کنید فرض .۱۸ .۳ مثال

𝜇۱(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۰٫۹ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰)
۰٫۸ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱)
۰٫۷ اگر (𝑥, 𝑦) = (−۱, ۰)
۰٫۶ اگر (𝑥, 𝑦) = (−۱, ۱)

,

𝜇۲(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۰٫۶ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰)
۰٫۵ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱)
۰٫۴ اگر (𝑥, 𝑦) = (−۱, ۰)
۰٫۳ اگر (𝑥, 𝑦) = (−۱, ۱)

همچنین و

𝜈(𝑥, 𝑦) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

۰٫۵ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۰)
۰٫۴ اگر (𝑥, 𝑦) = (۱, ۱)
۰٫۳ اگر (𝑥, 𝑦) = (−۱, ۰)
۰٫۲ اگر (𝑥, 𝑦) = (−۱, ۱)

.𝜇۱, 𝜇۲ ⋉ 𝜈 و 𝜇۱ ∩ 𝜇۲ ⋉ 𝜈 آن گاه 𝑎, 𝑏 ∈ [۰, ۱] هر برای 𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 اگر حال
.𝜇 ∩ 𝜈 ⋉ 𝜈 آن گاه 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) و 𝜇 ∈ 𝑁𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) اگر باشد. خودتوان 𝑡⁃نرم یک 𝑇 کنید فرض .۱۹ .۳ قضیه

کنیم. مطرح بودن نرمال خاصیت به نسبت را گروەها همریختی بحث می خواهیم ادامه در نکته:
باشد. گروەها همریختی یک 𝜙 ∶ 𝐺۱ × 𝐺۲ → 𝐻۱ × 𝐻۲ کنید فرض .۲۰ .۳ قضیه

.𝜙(𝜇) ⋉ 𝜙(𝜈) آن  گاه 𝜇 ⋉ 𝜈 و 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝐺۱ × 𝐺۲) کنید فرض .۱
.𝜙−۱(𝜇) ⋉ 𝜙−۱(𝜈) آن گاه 𝜇 ⋉ 𝜈 و 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑇𝐹(𝐻۱ × 𝐻۲) کنید فرض .۲

باز مساله و نتیجەگیری .۴
حال کردیم. ثابت و بیان را مطالبی 𝑡⁃نرم ها، با متناسب فازی زیرگروەهای 𝐺۱ ×𝐺۲ یعنی 𝐺۲ و 𝐺۱ گروەهای حاصلضرب روی ما مقاله این در
می تواند این و کنند بیان 𝑀۱ ×𝑀۲ یعنی 𝑀۲ و 𝑀۱ 𝑅−مدول های حاصلضرب مورد در کردیم بیان ما که مواردی تمامی می توانند علاقەمندان

باشد. علاقەمندان برای باز مساله یک
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هوپ جبرهای در مشتق خواص برخی
نژادب معتمدی مهدی محمد ،آ، معدنشکاف∗ علی

سمنان دانشگاه کامپیوتر علوم و آمار دانشکده ریاضی، علمی هيأت آعضو
کاربردی علمی جامع دانشگاه علمی هیات عضو و سمنان دانشگاه دکتری دانشجوی ب

چکیده
ضربی مشتقات از خصوصیاتی و بررسی را مشتقات این های ویژگی برخی ضربی، مشتقات معرفی ضمن مقاله، این در
شرایطی، تحت هوپ، جبرهای بر ضربی مشتقات مجموعه می دهیم نشان سپس می دهیم. ارائه هوپ جبرهای در را

می دهند. پذیر توزیع مشبکه تشکیل

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ هوپ جبرهای
۲ ضربی مشتق

۳ دوم ریشه
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
هفتاد، دهه اواسط در [۵] اونز و بوچی .[۴ ،۳] نمود ارائه را آنها از خاصیت هایی و معرفی را منطقی جبرهای از ردەای بوسباخ ۱۹۶۹ سال در
دانشمندان گذشته، سال ۵۰ از بیش حدود طی کردند. نامگذاری هوپ جبرهای را بودند ای معادله رده این در جابجایی خاصیت دارای که جبرهایی
جبرهای خصوصیات برخی بخش، این در است. شده منتشر زیادی مقالات و نموده مطالعه جبرها این ویژگی های درخصوص بسیاری محققان و
های ویژگی برخی هوپ، جبرهای بر مشتق مفهوم بررسی ضمن دوم، بخش در است. شده ارائه است نیاز مورد پژوهش این ادامه در که هوپ

است. گرفته قرار بررسی مورد هوپ جبرهای بر آن
بطوری که: است (۲, ۲, ۰) نوع از (𝐻;⊙,⟶, ۱) ساختار ۱ هوپ جبر [۷] .۱ .۱ تعریف

باشد، همانی عضو با جابجایی تکواره (𝐻;⊙, ۱) .𝐻۱
،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑥 ⟶ 𝑥 = ۱ .𝐻۲

،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑥 ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑦⊙ (𝑦 ⟶ 𝑥) .𝐻۳
.𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای (𝑥 ⊙ 𝑦) ⟶ 𝑧 = 𝑥 ⟶ (𝑦 ⟶ 𝑧) .𝐻۴

.۲ .۱ تعریف
می کنیم: تعریف ،𝐻 هوپ جبر در .۱

𝑥 ≤ 𝑦 اگر و تنها اگر 𝑥 ⟶ 𝑦 = ۱
است. 𝐻 روی جزئی ترتیب رابطه ≤ که است بررسی قابل راحتی به

نژاد معتمدی مهدی ∗محمد
نژاد) معتمدی مهدی (محمد motamedinezhad@semnan.ac.ir معدنشکاف)، (علی amadanshekaf@semnan.ac.ir الکترونیک: پست

1Hoop algebra
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مراجعه [۱] (به 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای ،۰ ≤ 𝑥 و بوده هوپ جبر (𝐻;⊙,⟶, ۱) بطوریکه است (𝐻;⊙,⟶, ۰, ۱) جبر کراندار، هوپ جبر .۲
نمایید).

متمم عمل باشد. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .𝑛 ∈ ℕ هر برای ،𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−۱ ⊙𝑥 و 𝑥۰ = ۱ می کنیم تعریف ،𝐻 هوپ جبر در .۳
𝑥″ = 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اگر .(𝑥′)′ = 𝑥″ می دهیم قرار همچنین می کنیم. تعریف 𝑥′ = 𝑥 ⟶ ۰ صورت به 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای را «′»

ببینید). را [۲ ،۱] ) است (𝐷𝑁𝑃) اختصار به یا ،۲ مضاعف» نفی «ویژگی دارای ،𝐻 کراندار هوپ جبر گوئیم آنگاه باشد،
نشان 𝐼𝑑(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐻 ∶ 𝑥۲ = 𝑥} با را 𝐻 خودتوان اعضای مجموعه .𝑥۲ = 𝑥 اگر فقط و اگر نامیم ،۳ خودتوان را 𝑥 ∈ 𝐻 عضو .۴

می نامیم. خودتوان را هوپ جبر ،𝐻 = 𝐼𝑑(𝐻) اگر می دهیم.
𝑓(𝑥 ⊙ 𝑦) = و 𝑓(۱) = ۱ اگر تنها و اگر می نامیم هوپ همریختی را 𝑓 ∶ 𝐻 ⟶ 𝐺 نگاشت باشند. هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 کنیم فرض .۵
می کنیم تعریف آنگاه باشند، کراندار هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 اگر .𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای 𝑓(𝑥) ⊙ 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑓(𝑥) ⟶ 𝑓(𝑦)

.𝑓(۰) = ۰
:𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. هوپ جبر (𝐻;⊙,⟶, ۱) کنیم فرض [۶ ،۴ ،۳] .۳ .۱ قضیه

،𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥 ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) بطوریکه است مشبکه نیم −∧ ،(𝐻,≤) (i)
.𝑥 ≤ 𝑦 ⟶ 𝑧 اگر تنها و اگر 𝑥 ⊙ 𝑦 ≤ 𝑧 (ii)

،𝑥 ⊙ 𝑦 ≤ 𝑥, 𝑦 (iii)
،𝑥 ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) ≤ 𝑥, 𝑦 (iv)

،𝑥 ≤ 𝑦 ⟶ 𝑥 (v)
،۱ ⟶ 𝑥 = 𝑥 (vi)
،𝑥 ⟶ ۱ = ۱ (vii)

،𝑥 ⊙ 𝑧 ≤ 𝑦⊙ 𝑧 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (viii)
،𝑧 ⟶ 𝑥 ≤ 𝑧 ⟶ 𝑦 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (ix)
،𝑦 ⟶ 𝑧 ≤ 𝑥 ⟶ 𝑧 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (x)

باشد. 𝐻 روی بالا) کران (کوچکترین سوپریمم دوتائی عمل ،∨ اگر می نامیم ∨⁃هوپ را 𝐻 هوپ جبر [۲] .۴ .۱ تعریف
داریم: دلخواه، جوین وجود صورت در است. دلخواه مجموعەای 𝐼 و 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 و هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۶] .۵ .۱ گزاره

،(𝑥 ∨ 𝑦) ⟶ 𝑧 = (𝑥 ⟶ 𝑧) ∧ (𝑦 ⟶ 𝑧) (i)
،𝑥 ⊙ (⋁𝑖∈𝐼 𝑦𝑖) = ⋁𝑖∈𝐼(𝑥 ⊙ 𝑦𝑖) (ii)

.𝑥 ∧ (⋁𝑖∈𝐼 𝑦𝑖) = ⋁𝑖∈𝐼(𝑥 ∧ 𝑦𝑖) (iii)
است. پذیر توزیع مشبکه (𝐻; ∨, ∧) صورت این در است. ∨⁃هوپ جبر یک 𝐻 کنیم فرض [۶ .۴ گزاره ،۶] .۶ .۱ ملاحظه

:𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۶ ،۴ ،۳] .۷ .۱ گزاره
،𝑥′ ≤ 𝑥 ⟶ 𝑦 ،𝑥‴ = 𝑥′ ،𝑥 ⊙ 𝑥′ = ۰ ،𝑥 ≤ 𝑥″ (i)

،𝑦′ ≤ 𝑥′ آنگاه ،𝑥 ≤ 𝑦 اگر (ii)
،𝑥 ⟶ 𝑦′ = 𝑦 ⟶ 𝑥′ = (𝑥 ⊙ 𝑦)′ (iii)

.𝑥 ≤ 𝑦′ اگر تنها و اگر 𝑥 ⊙ 𝑦 = ۰ (iv)
اگر است 𝑎 ۴ متمم 𝑏 ∈ 𝐻 گوئیم ،𝑎 ∈ 𝐻 برای باشد. ۱ عضو بزرگترین و ۰ عضو کوچکترین دارای 𝐻 مشبکه کنیم فرض .۸ .۱ تعریف
توزیع مشبکه 𝐻 اگر می دهیم. نشان 𝑎∗ با را آن باشد یکتا متمم دارای 𝑎 اگر می نامیم. دار متمم را 𝑎 صورت این در .𝑎 ∧ 𝑏 = ۰ و 𝑎 ∨ 𝑏 = ۱
آن و می دهیم نمایش 𝐵(𝐻) با را 𝐻 دار متمم اعضای تمام مجموعه است. بفرد منحصر 𝑎 متمم صورت این در باشد، دار متمم 𝑎 ∈ 𝐻 و پذیر

می نامیم. 𝐻 بولی مرکز را
2Double negation property
3Idempotent element
4complement
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صورت این در است. 𝑥 متمم 𝑥∗ و 𝑥 ∈ 𝐵(𝐻) کراندار، هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۹ .۱ لم
.𝑥″ = 𝑥 و 𝑥′ = 𝑥∗ (i)

کنید). مراجعه [۹] (به 𝑥 ⊙ 𝑎 = 𝑥 ∧ 𝑎 ،𝑎 ∈ 𝐻 هر برای (ii)
است: برقرار ذیل احکام صورت این در است. 𝑥 ∈ 𝐵(𝐻) و کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۹] .۱۰ .۱ لم

،𝑥″ = 𝑥 و 𝑥۲ = 𝑥 (i)
،𝑥′ ⟶ 𝑥 = 𝑥 و 𝑥۲ = 𝑥 (ii)

.𝑥′ ∧ 𝑥 = ۰ (iii)
باشد. پذیر حذف (𝐻;⊙, ۱) تکواره اگر ۵ نامیم پذیر حذف را 𝐻 هوپ جبر .۱۱ .۱ تعریف

:𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. پذیر حذف هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۶] .۱۲ .۱ گزاره
،𝑧 ⟶ 𝑥 = (𝑧 ⊙ 𝑦) ⟶ (𝑥 ⊙ 𝑦) (i)

.𝑥 ≤ 𝑧 اگر تنها و اگر (𝑥 ⊙ 𝑦) ≤ (𝑧 ⊙ 𝑦) (ii)
کنید.) مراجعه [۹] (به

اصلی نتایج .۲
کنیم می فرض بخش این سراسر در می پردازیم. آن خاصیت های برخی بررسی به هوپ، جبرهای بر ضربی مشتق تعریف ضمن بخش، این در

است. ∨⁃هوپ جبر 𝐻

اگر می نامیم 𝐻 روی ۶ مشتق را 𝑑 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای است. 𝐻 روی تابع 𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف
𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) = (𝑑(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑑(𝑦))

می نامیم. نیز ۷ ضربی مشتق را مشتق این
.𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(𝑦) آنگاه 𝑥 ≤ 𝑦 اگر می نامیم 𝐻 روی ۸ یکنوا مشتق را 𝑑 (i)

.𝑑(𝑥) ≤ 𝑥 اگر می نامیم 𝐻 روی ۹ انقباضی مشتق را 𝑑 (ii)
باشد. انقباضی هم و یکنوا هم اگر می نامیم 𝐻 روی ۱۰ ایدال مشتق را 𝑑 (iii)

.𝑥 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑑۲(𝑥) = 𝑑(𝑑(𝑥)) بطوریکه باشد، 𝑑۲ = 𝑑 اگر می نامیم 𝐻 روی ۱۱ خودتوان مشتق را 𝑑 (iv)
می دهیم. نشان 𝐷𝑒𝑟(𝐻) نماد با را 𝐻 روی مشتقات تمام مجموعه

را آن که است 𝐻 روی مشتق تابع 𝑑۰ صورت این در کنیم. تعریف 𝑑۰(𝑥) = ۰ صورت به ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای را 𝑑۰ ∶ 𝐻 → 𝐻 تابع .۲ .۲ مثال
است 𝐻 روی مشتق تابع 𝑑۱ صورت این در کنیم، تعریف 𝑑۱(𝑥) = 𝑥 صورت به را 𝑑۱ تابع ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای همچنین، می نامیم. صفر مشتق

می نامیم. همانی مشتق را آن که
:𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. 𝐻 روی مشتق 𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 و کراندار 𝐻 کنیم فرض .۳ .۲ گزاره

،𝑑(۰) = ۰ (i)
،𝑑(𝑥) ⊙ 𝑥′ = 𝑥 ⊙ 𝑑(𝑥′) = ۰ (ii)

،𝑑(𝑥) ⊙ 𝑦 = ۰ آنگاه ،𝑥 ⊙ 𝑦 = ۰ اگر بنابراین .𝑑(𝑥) ≤ 𝑦″ آنگاه 𝑥 ≤ 𝑦 اگر (iii)

5cancellative
6Derivation
7multiplicative derivation
8isotone derivation
9contractive derivation
10ideal derivation
11idempotent derivation
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،𝑥 ⊙ 𝑑(۱) ≤ 𝑑(𝑥) (iv)
،𝑑(𝑥) ≤ 𝑥 آنگاه ،𝑥۲ = 𝑥 یا باشد (𝐷𝑁𝑃) دارای 𝐻 اگر .𝑑(𝑥) ≤ 𝑥″ (v)

،۱ ≤ 𝑛 ∈ ℕ هر برای ،𝑑(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛−۱ ⊙𝑑(𝑥) (vi)
،𝑥 ⊙ 𝑑(۱) ⊙ 𝑑(𝑥)′ = ۰ بنابراین و 𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑑(۱)) (vii)

،𝑥 = ۱ بنابراین و 𝑥′ = ۰ آنگاه ،𝑑(𝑥) = ۱ اگر (viii)
،𝑑(𝑥) ≤ 𝑦′ و 𝑑(𝑦) ≤ 𝑥′ آنگاه ،𝑥 ≤ 𝑦′ اگر (ix)

،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای 𝑥 ≤ 𝑑(𝑥) اگر تنها و اگر 𝑑(۱) = ۱ (x)
،𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦) (xi)

.𝑑(𝑥′) ≤ 𝑑(𝑥)′ (xii)
ببینید.) را [۸])

:𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. 𝐻 روی یکنوا مشتق ،𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۴ .۲ گزاره
،𝑥 ≤ 𝑑(𝑧) ⟶ 𝑑(𝑦) و 𝑧 ≤ 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑑(𝑦) آنگاه ،𝑧 ≤ 𝑥 ⟶ 𝑦 اگر (i)

،𝑑(𝑥 ⟶ 𝑦) ≤ 𝑥 ⟶ 𝑑(𝑦) و 𝑥 ⟶ 𝑦 ≤ 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑑(𝑦) (ii)
،𝑥 ⟶ 𝑦 ≤ 𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) ⟶ 𝑑(𝑦) (iii)

است. برقرار تساوی باشد، کلی مرتب 𝐻 اگر .𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦) ≤ 𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) (iv)

است. برقرار تساوی باشد، کلی مرتب 𝐻 اگر .𝑑(𝑥 ∧ 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥) ∧ 𝑑(𝑦) (v)
،𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(۱) (vi)

،𝑥 ⊙ 𝑑(𝑦) ≤ 𝑑(𝑥) (vii)
.𝑑𝑛(𝑥) ≥ 𝑑(𝑥)𝑛 ،𝑛 ∈ ℕ هر برای (viii)

:𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. 𝐻 روی انقباضی مشتق ،𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۵ .۲ گزاره
،𝑑(𝑥) ⊙ 𝑑(𝑦) ≤ 𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) (i)

،𝑑(𝑥 ⟶ 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑑(𝑦) ≤ 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑦 آنگاه باشد یکنوا مشتق 𝑑 اگر (ii)
است. همانی مشتق 𝑑 آنگاه ،𝑑(۱) = ۱ اگر (iii)

،𝑥 ⊙ 𝑑(𝑥 ⟶ 𝑦) ≤ 𝑦 (iv)
،۲ ≤ 𝑛 ∈ ℕ هر برای 𝑑𝑛(𝑥) ≤ 𝑑𝑛−۱(𝑥) (v)

.𝑛 ∈ ℕ هر برای ،𝑑𝑛(𝑥) ≥ 𝑑(𝑥)𝑛 آنگاه ،𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(۱) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اگر (vi)
معادلند: ذیل های عبارت آنگاه ،𝑑(۱) ∈ 𝐵(𝐻) اگر است. 𝐻 روی انقباضی مشتق ،𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۶ .۲ گزاره

است. 𝐻 روی ایدال مشتق 𝑑 (i)
،𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(۱) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (ii)

،𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ⊙ 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (iii)
،𝑑(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑑(𝑦) ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای (iv)
،𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦) ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای (v)



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ نژاد معتمدی مهدی محمد و معدنشکاف علی ۵۶

.𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⊙ 𝑑(𝑦) ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای (vi)
،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای آنگاه باشد، پذیر حذف 𝐻 اگر (vii)

.𝑑(𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑑(𝑦)
است. واضح ،(iv)۵ .۲ گزاره براساس .(i) ⟹ (ii) اثبات.

داریم ،(xiii)۳ .۱ قضیه و (ii)۹ .۱ لم براساس آنگاه ،𝑑(۱) ∈ 𝐵(𝐻) اگر .𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(۱) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای کنیم فرض .(ii) ⟹ (iii)
𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ∧ 𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ⊙ 𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(۱) ⊙ 𝑥

است. برقرار تساوی نتیجه در .𝑥 ⊙ 𝑑(۱) ≤ 𝑑(𝑥) دانیم می ،(iv)۳ .۲ گزاره براساس دیگر طرف از
،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای و (ii)۹ .۱ لم براساس حال .𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ⊙ 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای کنیم فرض .(iii) ⟹ (iv)

𝑑(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑑(۱) ⊙ (𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑑(۱) ∧ (𝑥 ∧ 𝑦) = (𝑑(۱) ∧ 𝑥) ∧ (𝑑(۱) ∧ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑑(𝑦).

.𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(𝑦) نتیجه در .𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥∧𝑦) = 𝑑(𝑥)∧𝑑(𝑦) داریم فرض براساس .𝑥 ≤ 𝑦 بطوریکه ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 کنیم فرض .(iv)⟹ (i)
است. ایدال مشتق 𝑑 لذا بوده، انقباضی مشتق 𝑑 گزاره، فرض طبق چون و است یکنوا مشتق 𝑑 بنابراین

داریم: ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای ،(ii)۵ .۱ گزاره براساس حال .𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ⊙ 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای کنیم فرض .(iii) ⟹ (v)
𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑑(۱) ⊙ (𝑥 ∨ 𝑦) = (𝑑(۱) ⊙ 𝑥) ∨ (𝑑(۱) ⊙ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦)

داریم فرض براساس .𝑥 ≤ 𝑦 بطوریکه ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 کنیم فرض .(v) ⟹ (i)
𝑑(𝑦) = 𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦)

است. ایدال مشتق 𝑑 لذا بوده، انقباضی مشتق 𝑑 گزاره، فرض طبق چون و است یکنوا مشتق 𝑑 بنابراین .𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(𝑦) نتیجه در
داریم: ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای ،(i)۱۰ .۱ لم براساس .𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ⊙ 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای کنیم فرض .(iii) ⟹ (vi)
𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑑(۱) ⊙ (𝑥 ⊙ 𝑦) = (𝑑(۱) ⊙ 𝑥)⊙ (𝑑(۱) ⊙ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⊙ 𝑑(𝑦)

داریم فرض براساس .(vi) ⟹ (ii)
𝑑(𝑥) = 𝑑(𝑥 ⊙ ۱) = 𝑑(𝑥) ⊙ 𝑑(۱) = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑑(۱)

.𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(۱) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای نتیجه در
هر برای ،(i)۱۲ .۱ گزاره براساس ،𝐻 بودن پذیر حذف به توجه با .𝑑(𝑥) = 𝑑(۱) ⊙ 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای کنیم فرض .(iii) ⟹ (vii)

داریم: ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻

𝑑(𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑑(۱) ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) = (𝑑(۱) ⊙ 𝑥) ⟶ (𝑑(۱) ⊙ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑑(𝑦)

نتیجه در .𝑑(۱) = 𝑑(𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⟶ 𝑑(𝑦) داریم فرض براساس .𝑥 ≤ 𝑦 بطوریکه ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 کنیم فرض .(vii) ⟹ (i)
بودن پذیر حذف به توجه با حال .𝑑(𝑥)⊙𝑑(۱) ≤ 𝑑(𝑦)⊙𝑑(۱) داریم ،𝑑(۱) ∈ 𝐵(𝐻) اینکه به توجه با لذا .𝑑(𝑥)⊙𝑑(۱) ≤ 𝑑(𝑦)
𝑑 لذا بوده، انقباضی مشتق 𝑑 گزاره، فرض طبق چون و است یکنوا مشتق 𝑑 بنابراین .𝑑(𝑥) ≤ 𝑑(𝑦) شود می نتیجه ،(ii)۱۲ .۱ گزاره و 𝐻

است. ایدال مشتق
آنگاه ،𝑑(۱) ∈ 𝐵(𝐻) اگر است. 𝐻 روی ایدال مشتق ،𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۷ .۲ نتیجه

.𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⊙ 𝑦 = 𝑥 ⊙ 𝑑(𝑦) نتیجه در .𝑑(𝑥) ⊙ 𝑦 = 𝑥 ⊙ 𝑑(𝑦) ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای (i)
،𝑑۲(𝑥) = 𝑑(𝑑(𝑥)) = 𝑑(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (ii)

داریم ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای ،(iii)۶ .۲ گزاره براساس (i) اثبات.
𝑑(𝑥) ⊙ 𝑦 = 𝑑(۱) ⊙ 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑑(۱) ⊙ 𝑦⊙ 𝑥 = 𝑑(𝑦) ⊙ 𝑥

داریم ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای ،(i) بند و ،(vi)۶ .۲ گزاره براساس (ii)
𝑑(𝑑(𝑥)) = 𝑑(𝑑(𝑥) ⊙ ۱) = 𝑑(𝑥) ⊙ 𝑑(۱) = 𝑑(𝑥)
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یعنی می دهیم. نشان 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) با را 𝑑 مشتق تحت 𝐻 ثابت نقاط همه مجموعه است. 𝐻 روی مشتقی ،𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۸ .۲ تعریف
ببینید). را [۱۰]) 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐻 ∶ 𝑑(𝑥) = 𝑥}

صورت این در است. 𝐻 روی مشتقی ،𝑑 ∶ 𝐻 → 𝐻 کنیم فرض .۹ .۲ گزاره
است. بسته ⊙ تحت 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) (i)

است. بسته ∨ تحت 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) آنگاه باشد، ایدال مشتق 𝑑 اگر (ii)
.𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) = 𝑑(𝐻) آنگاه ،𝑑(۱) ∈ 𝐵(𝐻) و باشد ایدال مشتق 𝑑 اگر (iii)

داریم: مشتق تعریف براساس .𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) کنیم فرض (i) اثبات.
𝑑(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑑(𝑥) ⊙ 𝑦 ∨ 𝑥 ⊙ 𝑑(𝑦) = 𝑥 ⊙ 𝑦 ∨ 𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ⊙ 𝑦

𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦) ≤ داریم ،(iv)۴ .۲ گزاره براساس حال .𝑑(𝑦) = 𝑦 و 𝑑(𝑥) = 𝑥 داریم لذا .𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) کنیم فرض (ii)
.𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) و 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑(𝑦) = 𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∨ 𝑦 نتیجه در 𝑑(𝑥 ∨ 𝑦) ≤ 𝑥 ∨ 𝑦

داریم ،(ii)۷ .۲ نتیجه براساس حال .𝑎 = 𝑑(𝑏) بطوریکه دارد وجود 𝑏 ∈ 𝐻 بنابراین .𝑎 ∈ 𝑑(𝐻) کنیم فرض (iii)
𝑑(𝑎) = 𝑑(𝑑(𝑏)) = 𝑑(𝑏) = 𝑎.

است. برقرار حکم بنابراین .𝑎 ∈ 𝑑(𝐻) نتیجه در .𝑑(𝑎) = 𝑎 آنگاه ،𝑎 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) اگر همچنین .𝑎 ∈ 𝐹𝑖𝑥𝑑(𝐻) لذا
𝐻 روی مشتق (𝑑 ∨ 𝑑′)(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑′(𝑥) ضابطه با 𝑑 ∨ 𝑑′ صورت این در باشند. 𝐻 روی مشتق دو 𝑑′ و 𝑑 کنیم فرض .۱۰ .۲ گزاره

است.
تعاریف با (𝐷𝑒𝑟𝑐(𝐻); ∨, 𝑑۰, 𝑑۱)صورت این در 𝐻باشد. روی انقباضی های مشتق 𝐷𝑒𝑟𝑐(𝐻)مجموعه و 𝐻کراندار کنیم فرض .۱۱ .۲ نتیجه

:𝑑, 𝑑′ ∈ 𝐷𝑒𝑟𝑐(𝐻) و 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای است. کراندار مشبکه ∨⁃نیم زیر،
(𝑑 ∨ 𝑑′)(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑′(𝑥), 𝑑۰(𝑥) = ۰, 𝑑۱(𝑥) = 𝑥

در باشد. 𝐻 روی ایدال های مشتق مجموعه 𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻) و 𝑥⊙𝑦 = 𝑥 ∧ 𝑦 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای بطوریکه کراندار 𝐻 کنیم فرض .۱۲ .۲ قضیه
:𝑑, 𝑑′ ∈ 𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻) و 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای است. پذیر توزیع کراندار مشبکه زیر، تعاریف با ⅮerI(H)=(𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻); ∨, ∧, 𝑑۰, 𝑑۱) صورت این

(𝑑 ∨ 𝑑′)(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∨ 𝑑′(𝑥), (𝑑 ∧ 𝑑′)(𝑥) = 𝑑(𝑥) ∧ 𝑑′(𝑥),

.𝑑۰(𝑥) = ۰, 𝑑۱(𝑥) = 𝑥 و
.𝑑𝑖 , 𝑑𝑗 ∈ 𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻) کنیم فرض لذا است. تعریف خوش 𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻) روی ∧ عمل دهیم نشان است کافی ،۱۱ .۲ نتیجه به توجه با اثبات.

داریم: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای ،(iii)۵ .۱ گزاره براساس
(𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑗)(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑑𝑖(𝑥 ⊙ 𝑦) ∧ 𝑑𝑗(𝑥 ⊙ 𝑦)

= ((𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦))) ∧ ((𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑑𝑗(𝑦)))
= ((𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑦) ∧ (𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦)) ∨ ((𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑦) ∧ (𝑥 ⊙ 𝑑𝑗(𝑦)))∨

((𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦)) ∧ (𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦)) ∨ ((𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦)) ∧ (𝑥 ⊙ 𝑑𝑗(𝑦)))
= (𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑦⊙ 𝑥 ⊙ 𝑑𝑗(𝑦))∨

(𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦) ⊙ 𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦) ⊙ 𝑑𝑗(𝑦))

شود می نتیجه مشتقات، بودن یکنوا و (vii)۴ .۲ گزاره براساس طرفی از
𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑦⊙ 𝑥 ⊙ 𝑑𝑗(𝑦) ≤ 𝑑𝑖(𝑦) ⊙ 𝑥 ⊙ 𝑑𝑗(𝑦)

و
𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦) ⊙ 𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦 ≤ 𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦

داریم: فرض براساس حال
(𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑗)(𝑥 ⊙ 𝑦) = (𝑑𝑖(𝑥) ⊙ 𝑑𝑗(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑑𝑖(𝑦) ⊙ 𝑑𝑗(𝑦))

= ((𝑑𝑖 ⊙𝑑𝑗)(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ (𝑑𝑖 ⊙𝑑𝑗)(𝑦))
= ((𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑗)(𝑥) ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ (𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑗)(𝑦))
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همچنین .𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑗 ∈ 𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻) لذا
(𝑑𝑖 ∧ 𝑑۰)(𝑥) = 𝑑𝑖(𝑥) ∧ 𝑑۰(𝑥) = 𝑑𝑖(𝑥) ∧ ۰ = ۰ = 𝑑۰(𝑥)

داریم مشتقات بودن انقباضی براساس و
(𝑑𝑖 ∧ 𝑑۱)(𝑥) = 𝑑𝑖(𝑥) ∧ 𝑑۱(𝑥) = 𝑑𝑖(𝑥) ∧ 𝑥 = 𝑑𝑖(𝑥)

است بررسی قابل سادگی به ⅮerI(H) بودن پذیر توزیع درخصوص است. کراندار مشبکه ⅮerI(H)=(𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻); ∨, ∧, 𝑑۰, 𝑑۱) بنابراین
داریم: 𝑑𝑖 , 𝑑𝑗 , 𝑑𝑘 ∈ 𝐷𝑒𝑟𝐼(𝐻) هر برای که

𝑑𝑖 ∧ (𝑑𝑗 ∨ 𝑑𝑘) = (𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑗) ∨ (𝑑𝑖 ∧ 𝑑𝑘), 𝑑𝑖 ∨ (𝑑𝑗 ∧ 𝑑𝑘) = (𝑑𝑖 ∨ 𝑑𝑗) ∧ (𝑑𝑖 ∨ 𝑑𝑘).
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اجتماعی شبکەهای در آن کاربردهای و گراف ها انرژی تحلیل
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چکیده
و تحلیل پلتفرم ها، این در پیچیده دادەهای بالای حجم تولید و اجتماعی شبکەهای روزافزون گسترش به توجه با
کرده ایجاد را زیادی چالش های کاربران، میان پیچیدۀ روابط و پنهان الگوهای شناسایی در بەویژه دادەها، این پردازش
تحلیل و مدل سازی برای مؤثر ابزاری بەعنوان گراف ها انرژی تحلیل و گراف نظریۀ از استفاده تحقیق، این هدف است.
بەعنوان گراف ها انرژی از و کاربران روابط نمایش برای گراف ها مفاهیم از پژوهش، این در است. اجتماعی شبکەهای
پیشرفته الگوریتم های از استفاده شامل تحقیق روش شد. استفاده روابط این تنوع و پیچیدگی ارزیابی برای معیاری
و مرکزیت همچون گراف ها مختلف ویژگی های تحلیل و جوامع خوشەبندی اطلاعاتی، فرایندهای شبیەسازی برای
فرایندهای بهینەسازی محاسباتی، بار کاهش در مؤثری بەطور پیشنهادی مدل های که داد نشان نتایج بود. مدولاریتی
کاربردهای بر علاوه پژوهش این شدەاند. واقع مفید اجتماعی شبکەهای در کاربران رفتار شبیەسازی و دادەها تحلیل
اجتماعی شبکەهای در پنهان روندهای شناسایی و پیچیده تعاملات شبیەسازی در کاربران، رفتار تحلیل در گسترده

دارد. قابل توجهی تأثیر

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

اجتماعی شبکەهای تحلیل
گراف انرژی
گراف نظریۀ
خوشەبندی

مقدمه .۱
پردازش و تحلیل که می شود تولید پلتفرم ها این در دادەها از عظیمی حجم آنلاین، اجتماعی شبکەهای ایجاد و دیجیتال فضای روزافزون گسترش با
نه لینکدین و اینستاگرام توییتر، فیسبوک، مانند اجتماعی شبکەهای .[۱۰] می رسد بەنظر بزرگ چالشی نوین، روش های از استفاده بدون آن ها
غیرساختاریافته و ساختاریافته دادەهای از بی پایان منابعی بەعنوان بلکه می آورند، فراهم افراد فرهنگی و اجتماعی تعاملات برای مکانی تنها
تحلیل که هستند شدن بەروز و تغییر حال در مداوم بەطور کاربران رفتارهای و تعاملات ارتباطات، طریق از دادەها این .[۵] می روند بەشمار
در پیچیده روابط نمایش و تحلیل برای ریاضی مدل بەعنوان گراف ها از استفاده میان، این در .[۱] است پیشرفته تکنیک های نیازمند آن ها صحیح
بەعنوان گراف ها، انرژی تحلیل .[۳] کند کمک دادەها این در پنهان روندهای و الگوها شناسایی در مؤثری بەطور می تواند اجتماعی شبکەهای
از استفاده با روش این می رود. بەشمار اجتماعی شبکەهای در پیچیده روابط و پنهان ساختارهای کشف برای قدرتمندی ابزار نوین، رویکرد یک
گراف، انرژی حقیقت، در .[۸] می آورد فراهم را اجتماعی شبکەهای دادەهای تحلیل و شبیەسازی توانایی پیچیده، الگوریتم های و ریاضی مفاهیم
شبیەسازی کاربران، رفتارهای تحلیل در می تواند که است گراف درون روابط تنوع و پیچیدگی میزان نشان دهندۀ خاص، ویژگی یک بەعنوان
تحلیل نوین مدل های توسعۀ و معرفی بەدنبال پژوهش این .[۱۶] باشد مؤثر اجتماعی شبکەهای در جوامع شناسایی و اطلاعاتی فرایندهای
در پیچیده دادەهای تحلیل فرایندهای بهینەسازی و محاسباتی بار کاهش تحقیق، این اصلی هدف است. اجتماعی شبکەهای در گراف ها انرژی
برای دادەها از بهینه استفادۀ تحقیق، این در اصلی چالش شبکەها، این در دادەها بالای پیچیدگی و حجم به توجه با است. اجتماعی شبکەهای
که می شود باعث هدف این .[۱۳] است دستی تحلیل به نیاز بدون و خودکار بەصورت نهفته روندهای شناسایی و مفید اطلاعات استخراج

∗سخنران
میرابادیان) (آناهیتا anamirabadian@gmail.com الکترونیک: پست
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دادەها تحلیل فرایند در تسریع و محاسباتی پیچیدگی های کاهش در بلکه باشند، بهینه کارایی نظر از تنها نه پژوهش این در پیشنهادی مدل های
انرژی تحلیل بەویژه گراف، تحلیل پیشرفتۀ الگوریتم های تلفیق و بەروز روش های از استفاده در تحقیق این نوآوری .[۲] شوند واقع مؤثر نیز
بار کاهش به بلکه می پردازد، اجتماعی شبکەهای در پیچیده روابط تحلیل و شناسایی به نەتنها پژوهش این است. اجتماعی شبکەهای در گراف ها،
شبکەهای تحلیل های بهینەسازی در مؤثری بەطور می توانند مقاله این در ارائەشده مدل های دارد. توجه نیز الگوریتم ها کارایی بهبود و محاسباتی
به سپس و کرده معرفی را گراف ها انرژی و گراف ها تحلیل پایەای مفاهیم ابتدا مقاله این باشند. داشته کاربرد کاربران رفتار شبیەسازی و اجتماعی
شبکەهای دادەهای تحلیل پیشنهادی مدل های ادامه، در می پردازد. اجتماعی شبکەهای در گراف ها انرژی تحلیل الگوریتم های و روش ها بررسی

شد. خواهد تحلیل تجربی شبیەسازی های نتایج و ارائه اجتماعی

(SNA) اجتماعی شبکەهای تحلیل نظری مبانی .۲
استوار ریاضیات شاخەهای از یکی که گراف نظریۀ مبنای بر که است بین رشتەای رویکرد یک بەعنوان (SNA) اجتماعی شبکەهای تحلیل
تشکیل رأس ها) بین (اتصالات یال ها و (نقاط) رأس ها از مجموعەای از که هستند ریاضی ساختارهای گراف ها .[۱۴] است یافته توسعه است،
.[۱۱] هستند رأس ها این میان پیوندهای یا ارتباطات نشان دهندۀ یال ها و نهادها یا افراد نمایانگر رأس ها اجتماعی، شبکەهای تحلیل در می شوند.
نظریۀ از و پرداخته انسانی جوامع در تعاملات الگوهای و اجتماعی پیچیدۀ روابط مطالعۀ و شناسایی به خاص بەطور اجتماعی شبکەهای تحلیل
است شبکه معیارهای از مختلفی انواع شامل SNA در مفاهیم مهم ترین .[۴] می کند استفاده شبکەها این تجزیەوتحلیل و مدل سازی برای گراف
اندازەگیری را گرەها اتصالات تعداد که است درجه مرکزیت معیارها، این از یکی می کند. مشخص را شبکه در گرەها اهمیت نوعی به هرکدام که
نقش که می پردازد گرەهایی تعیین به میان نهادی مرکزیت این، کنار در .[۷] می کند مشخص را اجتماعی شبکۀ در آن ها تأثیر و اهمیت و می کند
یک میان فاصلۀ ارزیابی به نیز نزدیکی مرکزیت هستند. ضروری شبکه در تأثیر یا اطلاعات جریان برای و می کنند ایفا گرەها دیگر میان پیوندی
اجتماعی شبکەهای ویژگی های از دیگر یکی .[۶] است شبکه در گرەها دیگر به سریع دسترسی نشان دهندۀ نوعی به و پرداخته گرەها دیگر و گره
نمایان را شبکه در منسجم زیرساخت های وجود و است خاص خوشەهای یا گروەها ایجاد به گرەها تمایل نشان دهندۀ که است خوشەبندی عامل
تعداد طریق از می توانند شبکه در گره دو مواقع، اکثر در که است معنی این به اجتماعی شبکەهای در کوچک دنیای پدیدۀ همچنین، .[۹] می سازد
ارائۀ بر علاوه SNA می دهد. نشان بهینەتر و کارامدتر بەصورت را اجتماعی شبکەهای ویژگی این که شوند متصل هم به واسط گرەهای از کمی
به می توانند تحلیل ها این می پردازد. شبکەها این طریق از رفتار و تأثیر اطلاعات، انتقال نحوۀ تحلیل به اجتماعی، شبکەهای ساختار از تصویری
فراتر SNA نظری مبانی .[۱۵] کنند کمک انسانی جوامع در جمعی تصمیم گیری مکانیسم های و شایعات انتشار نوآوری ها، گسترش شبیەسازی
گسترش رشتەها دیگر از بسیاری و سیاسی علوم اپیدمیولوژی، کسب وکار، کامپیوتر، علم جمله از حوزەها دیگر به و رفته سنتی جامعەشناسی از
شبکەهای درک و پیوند پیش بینی الگوریتم های توصیەگر، سیستم های توسعۀ به و بوده تأثیرگذار کامپیوتر علوم در بەویژه تحلیل ها این است. یافته
همچون پیچیدەتری تحلیل برای ابزارهایی و داده ارائه شبکەها پویایی و ساختار از بهتری درک SNA همچنین، است. کرده کمک آنلاین اجتماعی
مانند پیشرفتەای روش های بەوسیلۀ اجتماعی شبکەهای تحلیل امروزه، .[۱۲] است کرده معرفی پژوهشگران به را چندگانه و چندلایه شبکەهای
از جدیدی ابعاد پیشرفت ها این است. کرده پیشرفت قابل توجهی بەطور پیشرفته آماری تکنیک های و طبیعی زبان پردازش ماشین، یادگیری
بەطور را بزرگ تر دادەهای و پیچیدەتر شبکەهای تا می دهد را امکان این آن ها به که گشودەاند پژوهشگران بەروی را اجتماعی شبکەهای تحلیل

کنند. تجزیەوتحلیل مؤثرتری

پژوهش روش .۳
ابتدا است. شده استفاده اجتماعی شبکەهای دادەهای تحلیل برای گراف ها انرژی تحلیل و گراف ها مدل سازی روش های از پژوهش، این در
گراف ها، این در می شوند. مدل سازی گراف بەصورت و جمع آوری کاربران، میان تعاملات و روابط شامل اجتماعی، شبکەهای به مربوط دادەهای
مختلف مفاهیم از کاربران، رفتار شبیەسازی و شبکەها تحلیل بەمنظور هستند. آن ها میان روابط نشان دهندۀ یال ها و کاربران نمایانگر رأس ها
از بعدی، گام در می شود. بهرەبرداری مدولاریتی تحلیل و خوشەبندی بین)، مرکزیت و نزدیکی مرکزیت درجه، (مرکزیت مرکزیت ها مانند گراف
اندازەگیری برای معیاری بەعنوان گراف انرژی می شود. استفاده گراف ها درون روابط پیچیدگی ارزیابی و شبیەسازی برای گراف ها انرژی تحلیل
اطلاعاتی، فرایندهای شبیەسازی و تحلیل برای بەویژه گراف ها انرژی پژوهش، این در می کند. عمل گرەها میان روابط پیچیدگی و تنوع میزان
تحلیل جوامع، شناسایی برای گراف ها تحلیل پیشرفتۀ الگوریتم های است. شده گرفته بەکار کاربران رفتار پیش بینی و پنهان الگوهای شناسایی
از محاسباتی، بار کاهش و مدل ها کارایی ارزیابی برای می گیرند. قرار استفاده مورد اجتماعی شبکەهای روند های پیش بینی و پیچیده روابط
و اجتماعی شبکەهای رفتار تحلیل به مدل ها این از حاصل نتایج نهایت، در می شود. استفاده بهینەسازی تکنیک های و تجربی شبیەسازی های
به بلکه مؤثرند، کاربران رفتارهای شبیەسازی و پیچیده دادەهای تحلیل در تنها نه روش ها این می کند. کمک اطلاعاتی فرایندهای شبیەسازی

می کنند. کمک تحلیل فرایندهای در محاسباتی پیچیدگی کاهش
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(SN) اجتماعی شبکەهای در گراف نظریۀ کاربردهای .۴
در است. افزایش حال در نمایی بەطور (SN) اجتماعی شبکەهای از استفاده ،(ICT) ارتباطات و اطلاعات فناوری توجه قابل توسعۀ به توجه با
شدەاند. تبدیل نوجوانان میان در بەویژه ارتباط، برقراری و اطلاعات اشتراک گذاری برای محبوب ابزاری به اجتماعی شبکەهای اخیر، سال های
جدید برندهای توصیۀ همچون مختلفی مقاصد برای اجتماعی شبکەهای در کاربران دادەهای از کسب وکارها و خدمات ارائەدهندگان این، بر علاوه
روند های تحلیل برای اجتماعی شبکەهای کاربران دادەهای از گستردەای بەطور نیز تحلیلی شرکت های می کنند. استفاده تبلیغاتی کمپین های و
و مفاهیم این می کنند. استفاده شخصیت تحلیل و احساسات تحلیل نیت ها، استخراج جدید، برندهای به نسبت کاربران نگرش تحلیل اجتماعی،
گراف یک بەعنوان می توانند و هستند پیچیدەای ساختارهای اجتماعی شبکەهای شدەاند. داده توضیح جامع بەطور مختلف مطالعات در کاربردها
می دهد. نشان را کاربران بین روابط که است یال ها از مجموعەای 𝑉 و اجتماعی شبکۀ کاربران از لیستی 𝑈 آن در که شوند مدل سازی 𝐺(𝑈, 𝑉)

باشند. دیگر مشابه روابط با خانواده عضویت علاقەمندی، دوستی، است ممکن روابط
اجتماعی شبکۀ در جوامع خوشەبندی برای گراف ها از استفاده .۱ .۴

در جوامع شناسایی دارند. مشابهی رفتارهای یا علایق ویژگی ها، که می شود اطلاق کاربران یا افراد از گروهی به اجتماعی شبکۀ در جامعه یک
علایق، اساس بر بازاریابی گروهی، پیشنهاد همکارانه، فیلترگذاری هدفمند، تبلیغات جمله از باشد؛ داشته بسیاری مزایای می تواند اجتماعی شبکۀ
گراف یک در ،۱ شکل مطابق مثال، بەعنوان اطلاعات. پخش در تسریع و نظرات رهبران انتخاب شخصی سازی شده، تبلیغات اطلاعات، گسترش
کمک شبکه در مختلف الگوهای شناسایی به می تواند تقسیم بندی این که شوند تقسیم جامعه پنج یا دو به می توانند کاربران این کاربر، ۱۰۰ با

کند.

نمودار. یک در جامعه پنج (ب) نمودار. یک در جامعه دو (آ)
اجتماعی. شبکۀ کاربران از نفره ۱۰۰ گراف یک در شناسایی شده جوامع از مثال هایی :۱ شکل

اجتماعی شبکەهای در اطلاعات گسترش برای گراف ها از استفاده .۲ .۴
شبکەهای می گیرد. قرار استفاده مورد کاربران میان اطلاعات گسترش برای گستردەای بەطور (SN) اجتماعی شبکەهای در گراف ها از استفاده
کنند. مصرف و تولید را محتوا انواع دیگر و ویدیوها تصاویر، متن، شامل دیجیتال محتوای که می دهند را امکان این کاربر میلیون ها به اجتماعی
موفق وقتی فرایند این می شود. اطلاق کوتاه زمان مدت در مخاطبان از زیادی تعداد میان محتوا این اشتراک گذاری به اطلاعات گسترش فرایند
جوامع بەواسطۀ که می گیرد صورت تأثیرگذار گرەهای طریق از معمولا˟ اطلاعات گسترش برسد. زیادی کاربران به بەسرعت اطلاعات که است
در که است شده داده نشان اطلاعات گسترش فرایند ؟؟، شکل در می شود. تقویت کاربران میان اعتماد و علایق شباهت ها، اساس بر تشکیل شده
گسترش بیماری ها، شیوع همچون زمینەهایی در اطلاعات گسترش برای (IS) تأثیرگذار کاربران شناسایی کردەاند. مشارکت قرمززنگ گرەهای آن
منتشر گستردەای جمعیت بین در را اطلاعات بەسرعت می توانند کاربران این چراکه دارد، زیادی اهمیت سیاسی نظرسنجی های حتی یا ویروس ها

کنند.
گراف ها طریق از اجتماعی شبکەهای تجزیەوتحلیل .۳ .۴

یک در موجودیت ها وضعیت نمایش برای گراف نظریۀ از آن در که است جدید تحقیقاتی حوزۀ یک (SNA) اجتماعی شبکەهای تجزیەوتحلیل
می کند استفاده مختلف معیارهای محاسبۀ برای ریاضی فرمول های و متدولوژی ها از مجموعەای از روش این می شود. استفاده اجتماعی شبکۀ
مختلفی پاسخ های می توان اجتماعی، شبکەهای تجزیەوتحلیل از استفاده با می کند. اندازەگیری را مختلف موارد یا اشیا افراد، میان پیوندهای که



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ شیردل غلامحسن دکتر میرابادیان، آناهیتا ۶۲

اجتماعی. شبکۀ یک در خاص اطلاعات گسترش فرایند :۲ شکل

موجودیت یک مرکزیت شبکه، در اطلاعات جریان نحوۀ شبکه، در آن اهمیت میزان شبکه، در موجودیت یک اتصال میزان مانند پرسش هایی به
گرافیکی بەطور ۳ شکل در که شدەاند تعریف SNA با مرتبط مهم معیار چهار تحقیق، این در آورد. بەدست اطلاعات گسترش در آن توانایی و

شدەاند. داده نشان

.(SNA) اجتماعی شبکەهای تجزیەوتحلیل در استفاده مورد مرکزیت چهار توضیحات :۳ شکل

نزدیکی مرکزیت .۱ .۳ .۴
اندازەگیری را شبکه در موجودست ها از زیادی تعداد به موجودیت یا کاربر یک دسترسی سرعت میزان کلی بەطور (CC) نزدیکی مرکزیت
به کوتاه مسافت دوم، موجودیت ها؛ دیگر به سریع دسترسی اول، دارد: ویژگی چهار معمولا˟ دارد، بالایی نزدیکی مرکزیت که موجودیتی می کند.
نمونەای ۴ شکل در است. دادن رخ حال در شبکه در که آنچه از بالا دیدگاه چهارم، و موجودیت ها؛ دیگر به نزدیکی سوم، موجودیت ها؛ دیگر
نیستند، متصل دیگری موجودیت هیچ به که باشد موجودیت هایی شامل شبکه اگر است. شده داده نشان گراف از استفاده با نزدیکی مرکزیت از
برای می توانند هستند، بالایی نزدیکی مرکزیت دارای که موجودیت هایی بود. خواهد صفر برابر موجودیت ها تمام برای نزدیکی مرکزیت مقدار

شوند. استفاده اطلاعات گسترش یا کنترل
مرکزیت بین .۲ .۳ .۴

شبکه یک در کاربران گروەهای یا کاربران دیگر به اتصال در آن توانایی نظر از گراف در را کاربر یک موقعیت عمده بەطور (BC) مرکزیت بین
احتمال دوم، دارد؛ شبکه در ویژەای موقعیت موجودیت آن اول، دارد: ویژگی سه معمولا˟ دارد، بالایی مرکزیت بین که موجودیتی می کند. شناسایی
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اجتماعی. شبکۀ یک در (CC) نزدیکی مرکزیت از کلی نمای :۴ شکل

زیادی تأثیر موجودیت آن سوم، و می شود؛ گروەها بین ارتباطات قطع باعث موجودیت این حذف یعنی دارد، وجود واحد نقطۀ یک در شکست
بالاترین رافائل مثال، این در است. شده داده نشان گراف از استفاده با مرکزیت بین از نمونەای ۵ شکل در دارد. می افتد، اتفاق شبکه در که آنچه بر
درجۀ مرکزیت دارای آلیس اگرچه بنابراین، هستند. کاربران سایر میان در خود که داید قرار آلدوی و آلیس میان در او زیرا دارد، را مرکزیت بین

دارد. بیشتری اهمیت جنبەها برخی در SNA نظر از رافائل اما است، بالاتری

اجتماعی. شبکۀ یک در (BC) مرکزیت بین از کلی نمای :۵ شکل

ویژه ارزش مرکزیت .۳ .۳ .۴
دو EVC بالای مقدار یک می کند. اندازەگیری را شبکه در نزدیک موجودیت های دیگر به کاربر یک نزدیکی میزان (EVC) ویژه ارزش مرکزیت
شبکه در موجودیت ها تمام میان در فاصلەها الگوی به نسبت مرکزی تری موقعیت که است بازیگر یک نشان دهندۀ آن اول، دارد: اصلی ویژگی
که کرد مشاهده می توان ۶ شکل در است. مناسب موقعیتی مزیت های نظر از مرکزیت جنبەهای برخی برای معیاری بەعنوان آن دوم، و دارد؛
کمتر. مقدار با اما دارند، بالایی نزدیکی نیز باب و فردریکا همچنین، هستند. نزدیک تر شبکه در نزدیک موجودیت های دیگر به آلیس و رافائل
ایجاد می توان اجتماعی شبکۀ یک در مختلف کاربران توسط که اتصالاتی تعداد حداقل دادن نشان برای می توانند همچنین گراف نظریۀ مفاهیم

شوند. استفاده کرد،
اجتماعی شبکۀ کاربران گراف در مدولاریتی تجزیەوتحلیل .۴ .۴

این «کیفیت» ارزیابی برای کرد. تقسیم بندی می شود) گفته نیز زیرگراف ها آن ها به (که جامعه تعدادی به را شبکه می توان مواقع، از بسیاری در
شبکه تقسیم که است این نشان دهندۀ بالاتر نمرۀ کرد. استفاده مدولاریتی معیار یا امتیاز از می توان اجتماعی، شبکۀ کامل گراف یک در تقسیم بندی
نتایج و هستند تصادفی به شبیه جوامع که است این نشان دهندۀ پایین تر نمرۀ که حالی در است، بوده دقیق بسیار کوچک جوامع یا زیرگراف ها به
که تقسیم بندی کلی، بەطور شود. نادرست تحلیل های یا پیشنهادها به منجر می تواند اشتباه تقسیم بندی این حالت، این در نمی دهند. ارائه مفیدی
می کند. اندازەگیری را تقسیم بندی کیفیت مدولاریتی ساده، زبان به می شود. داده ترجیح باشد، داشته زیرگراف ها در اشیا بین قوی تری همبستگی
اخیر، سال های در اجتماعی شبکەهای از روزافزون استفادۀ به توجه با است. شده داده نشان پایین و بالا مدولاریتی از مثال هایی ،۷ شکل در

است. گرفته قرار مطالعه مورد تحقیقات در گستردەای بەطور مدولاریتی مفهوم
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اجتماعی. شبکۀ یک در (EVC) ویژه ارزش مرکزیت از کلی نمای :۶ شکل

گراف. یک در پایین و بالا مدولاریتی از کلی نمای :۷ شکل

اجتماعی شبکەهای در گراف ها از استفاده با علاقه مورد موضوعات مدل سازی .۵ .۴
،(SN) اجتماعی شبکەهای از استفاده گسترش با شوند. استفاده اجتماعی شبکەهای در علاقه مورد موضوعات مدل سازی برای می توانند گراف ها
روشی موضوعات مدل سازی است. شده گرفته بەکار کاربران از چندجانبه اطلاعات استخراج برای توجهی قابل بەطور موضوعات مدل سازی
کامنت های و بازخوردها نظرات، پست ها، (مثلا́ پاراگراف ها یا اسناد از مجموعەای از موضوع) (یعنی کلمات از گروهی کردن پیدا برای است
متن پردازش یا استخراج از شکل یک بەعنوان فرایند این هستند. مجموعه آن در اطلاعات نمایندۀ بهترین که (SN پلتفرم های در کاربران
بر مبتنی مدل سازی شامل می تواند موضوعات مدل سازی می کند. شبیەسازی متنی مواد در را کلمات تکراری الگوهای که می شود شناخته نیز
محتوا تولید و تفسیر زبان، درک در مهمی نقش اسمی نهادهای میکروبلاگ ها، سناریوی در باشد. مختلف جنبەهای و فعالیت ها محتوا، اطلاعات،
نمایش ۸ شکل در میکروبلاگ ها از استخراج شده موضوع پنج مثال، بەعنوان می کند. منعکس را شخصی علایق دانش مؤثری بەطور که دارند
می توانند موضوعات این می کنند. مدل سازی را آن ها میان رابطۀ یال ها و هستند موضوعات نمایانگر رئوس گراف ها، این در است. شده داده
شود. مقاوم تر می تواند اطلاعات پردازش و بازیابی موضوعات، مدل سازی طریق از شوند. دستەبندی بیشتر آن ها در موجود اطلاعات اساس بر
پروفایل مدل سازی برای و رود بەکار اجتماعی شبکەهای در کاربران رفتارهای تجزیەوتحلیل برای می تواند موضوعات مدل سازی این، بر علاوه
شبکەهای در اینترنتی قلدری شناسایی برای احساسات تحلیل در گستردەای بەطور روش این اخیراً باشد. مفید نیز هدفمند تبلیغات جهت کاربران
بەطور موضوعات مدل سازی که شدەاند باعث عمیق یادگیری و ماشین یادگیری تکنیک های پیشرفت های است. گرفته قرار استفاده مورد اجتماعی

شود. استفاده محصولات نقدهای و برنامەها دربارۀ بازخورد علاقه، مورد موضوعات به مربوط احساسات تحلیل در گستردەای
گراف ها از استفاده با اجتماعی شبکەهای در مختلف افراد بین اجتماعی روابط قدرت استنباط و برآورد .۶ .۴

گراف  های در رود. بەکار (SN) اجتماعی شبکۀ کاربران گراف در مختلف کاربران میان اجتماعی روابط قدرت برآورد برای می تواند گراف نظریۀ
می تواند کاربران نظرات تعاملات، این تحلیل با هستند. آن ها میان تعاملات نشان دهندۀ یال ها و کاربران نمایانگر رأس ها اجتماعی، روابط
تعاملات طریق از کاربران بین اجتماعی روابط قدرت برآورد برای مثال یک دارد. وجود تعاملات و نظرات بین مستقیم روابط شود. مدل سازی
شبکۀ در افراد نظرات و اجتماعی تعاملات تأثیرات ارزیابی و شناسایی برای می تواند تحلیل این است. شده داده نشان ۹ شکل در اجتماعی شبکۀ
بەکار اجتماعی شبکەهای به مربوط پدیدەهای و مشکلات تمامی تحلیل و مدل سازی برای می توانند گراف ها این، بر علاوه باشد. مفید اجتماعی
می دهند، ارائه کاربران از گراف ها که نمایشی همچنین، می شود. سادەتر بسیار اجتماعی شبکەهای تحلیل و مدل سازی گراف ها، کمک با روند.
روندها بهتر شفاف سازی و مختلف دادۀ مجموعەهای بین آسان مقایسۀ بصری، بەشکل بزرگ دادەهای خلاصەسازی جمله از زیادی مزایای
رأس ها، درجۀ رأس ها، ویژگی های مانند موجودیت ها مورد در بیشتری اطلاعات گراف ها دارد. جداول مانند نمایشی روش های سایر به نسبت
در که دارند خود در را دسترسی) و زیرگراف ها کلیک ها، مسیرها، طول مرکزیت ها، (نزدیکی، گراف شاخص های و یال ها̸رأس ها برچسب های

است. حیاتی بسیار اجتماعی شبکەهای گراف های تحلیل طریق از تجاری و علمی اهداف به دستیابی
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موضوع. هر در موجود اطلاعات از نمونەای (ب) میکروبلاگ ها. گراف از استفاده با موضوعات مدل سازی (آ)
گراف ها. از بهرەگیری طریق از موضوع هر در موجود اطلاعات و موضوعات مدل سازی کلی نمای :۸ شکل

آنلاین. اجتماعی شبکەهای تحلیل مشکلات طبقەبندی :۹ شکل

اصلی یافتەهای .۵
علوم ،(SN) اجتماعی شبکەهای حوزۀ در مختلف مسائل تحلیل و مدل سازی برای قدرتمند ابزاری بەعنوان گراف نظریۀ مفاهیم مطالعه، این در
این کلیدی کاربردهای از تعدادی بررسی به مقاله این گراف، نظریۀ متعدد کاربردهای به توجه با گرفتەاند. قرار بررسی مورد ریاضیات و کامپیوتر
تحلیل کاربران، میان روابط مدل سازی برای مؤثری بەطور می توانند گراف ها اجتماعی، شبکەهای در است. پرداخته اجتماعی شبکەهای در مفاهیم
و کاربران نمایانگر رأس ها اجتماعی، شبکەهای تحلیل در مثال، بەطور شوند. استفاده اطلاعاتی فرایندهای شبیەسازی و اجتماعی ساختارهای
هزینۀ اعتماد، شباهت، نمایش برای می توانند و باشند جهت بدون یا جهت دار می توانند گراف ها این هستند. آن ها میان روابط نمایانگر یال ها
در گراف نظریۀ از استفاده مهم کاربردهای از یکی زمینه این در روند. بەکار اجتماعی شبکۀ در کاربران تأثیرات و تعاملات فرکانس ارتباطات،
شناسایی خرید، الگوهای پیش بینی مشتریان، خرید رفتار تحلیل در گراف ها مثال، برای است. کاربران رفتارهای و اجتماعی ویژگی های تحلیل
اجتماعی، شبکەهای در این، بر علاوه دارند. کاربرد خصوصی حریم و امنیتی تحلیل های همچنین، و اجتماعی شبکەهای در تأثیرگذار رهبران
استفاده مورد تقلب تشخیص و تحلیلی مدل سازی اعتماد، شبکەهای تجزیەوتحلیل اطلاعات، انتشار فرایندهای مدل سازی برای می توانند گراف ها
این از یکی است. همراه چالش هایی با ریاضی تحلیل های و اجتماعی شبکەهای مدل سازی برای گراف ها از استفاده حال، این با گیرند. قرار
قدرت به نیاز و می شوند پیچیده و بزرگ بسیار گراف ها واقعی، دنیای مشکلات از بسیاری در چراکه است، گراف ها مقیاس پذیری چالش ها
پیچیدگی به توجه با کاربران اجتماعی روابط دقیق ارزیابی و شبکەها دینامیکی تجزیەوتحلیل همچنین، دارند. زیادی ذخیرەسازی و پردازشی
گراف نظریۀ کاربردهای بررسی بر علاوه مقاله این نهایت، در هستند. عمده چالش های دیگر از اجتماعی، شبکەهای در سریع تغییرات و دادەها
روش های انتخاب شامل چالش ها این است. کرده مطرح نیز را گراف ها مدل سازی و پردازش با مرتبط فنی چالش های اجتماعی، شبکەهای در

است. پیچیده شبکەهای در اجتماعی الگوهای و روابط صحت ارزیابی و بزرگ گراف های پردازش دادەها، تجسم برای مناسب
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نتیجەگیری .۶
بررسی مورد اجتماعی شبکەهای تحلیل و مدل سازی برای نوین ابزاری بەعنوان گراف ها انرژی تحلیل و گراف نظریۀ از استفاده پژوهش، این در
بەوسیلۀ دادەها این صحیح تحلیل کاربران، روابط پیچیدگی و اجتماعی شبکەهای در دادەها حجم روزافزون افزایش به توجه با گرفت. قرار
شبکەهای تحلیل فرایندهای بهینەسازی و محاسباتی بار کاهش برای مدل هایی ارائۀ تحقیق، این اصلی هدف است. دشوار سنتی روش های
و کاربران پیچیدۀ روابط شبیەسازی برای گراف ها مدل سازی از تحقیق، این در بود. گراف ها انرژی و گراف ها تحلیل از استفاده با اجتماعی
گردید. بهرەبرداری روابط تنوع و پیچیدگی اندازەگیری برای معیاری بەعنوان گراف ها انرژی از و شد استفاده شبکەها در پنهان الگوهای تحلیل
مختلف ویژگی های تحلیل و جوامع شناسایی و خوشەبندی برای پیشرفته الگوریتم های از استفاده تجربی، شبیەسازی شامل تحلیلی روش های
پیچیدگی کاهش تحلیل ها، بهینەسازی در مؤثری بەطور قادرند پیشنهادی مدل های که داد نشان نتایج بود. مدولاریتی و مرکزیت همچون گراف ها
شبیەسازی و بزرگ دادەهای تحلیل زمینۀ در بەویژه پژوهش، این کنند. کمک اجتماعی شبکەهای در کاربران رفتار شبیەسازی و محاسباتی

دارد. اجتماعی شبکەهای رفتار تحلیل در گستردەای کاربردهای و کرده ایفا مهمی نقش اطلاعاتی، فرایندهای

پژوهشی پیشنهادهای
بزرگ گراف های تحلیل در محاسباتی بار کاهش برای بهینه الگوریتم های توسعۀ ●

اجتماعی شبکەهای در پیچیده اطلاعاتی فرایندهای شبیەسازی در گراف ها انرژی تحلیل ●
اجتماعی شبکەهای تحلیل در مدولاریتی و مرکزیت مانند گراف مختلف ویژگی های تأثیر ارزیابی ●

گراف ها انرژی تحلیل مدل های بهبود در ماشین یادگیری روش های از استفاده بررسی ●

پژوهش محدودیت های
اجتماعی شبکەهای تحلیل برای دسترس قابل دادەهای محدودیت ●

بزرگ اندازۀ با گراف های تحلیل در محاسباتی پیچیدگی ●
محدود پلتفرم های روی پیشرفته الگوریتم های پیادەسازی در محدودیت ●

واقعی زمان در پنهان روندهای شناسایی و پیچیده تعاملات شبیەسازی در دشواری ●
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تکاملی الگوریتم های از استفاده با چندهدفه بهینەسازی
محمودیب محمود دکتر ،آ، حسینی∗ احسان سید

قم دانشگاه عددی آنالیز دکتری دانشجوی آ
قم دانشگاه باستادیار

چکیده
مانند حساس کاربردهای در بەویژه پیچیده، مسائل در متضاد اهداف مدیریت برای مؤثر ابزاری چندهدفه بهینەسازی
جمله از پزشکی، تصاویر حیاتی اطلاعات کیفیت حفظ در موضوع این اهمیت است. پزشکی تصاویر فشردەسازی
دارند حیاتی نقش بیماری ها درمان و تشخیص در تصاویر این چراکه می شود؛ نمایان ،DICOM و CT تصاویر
به دستیابی پژوهش، این هدف شود. منجر کلیدی اطلاعات یا کیفیت رفتن دست از به نباید دادەها حجم کاهش و
مبتنی روشی طریق از (CR) فشردەسازی نسبت و (RMSE و SSIM ،PSNR ) تصویر کیفیت معیارهای میان تعادلی
چندسطحی گسسته موجک تبدیل از روش، این در است. (GA) ژنتیک الگوریتم بەویژه و تکاملی الگوریتم های بر
چندهدفه بهینەسازی سپس، شد. استفاده دادەها کاهش برای (VQ)برداری کمیت سازی و تصویر تجزیه برای (DWT)
نتایج گرفت. صورت مذکور معیارهای برای مقادیر بهترین انتخاب و پارتو جبهه به دستیابی جهت ژنتیک الگوریتم با
افزایش و تصویر کیفیت حفظ در قابل توجهی بهبود مرجع، روش های با مقایسه در روش، این که داد نشان تجربی
تأیید چندهدفه معیارهای ترکیب در را روش این بهینه عملکرد نیز (BIX) تعادل شاخص دارد. فشردەسازی نسبت
است. پزشکی تصاویر اطلاعات حفظ و کارآمد فشردەسازی در پیشنهادی روش کارایی نشان دهنده یافتەها این می کند.

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

ژنتیک الگوریتم
چندهدفه بهینەسازی
تصاویر فشردەسازی

پزشکی. تصاویر

مقدمه .۱
.[۱۳] است شده تبدیل مهندسی و کامپیوتر علوم حوزه در تحقیقاتی موضوعات مهم ترین از یکی به چندهدفه بهینەسازی اخیر، سال های در
واقعی دنیای پیچیده مسائل حل در مهمی نقش است، متضاد هدف چندین میان تعادل برای راەحل هایی یافتن دنبال به که بهینەسازی نوع این
از مجموعەای یافتن هدف چندهدفه بهینەسازی در دارند، تمرکز تک هدفه مسائل حل بر معمولا˟ که سنتی روش های برخلاف .[۱۶] می کند ایفا

.[۱] یابد بهبود اهداف سایر کردن قربانی بدون نمی تواند هدفی هیچ آن در که است پارتو، جبهه به موسوم بهینه، راەحل های
روش های مسائل، این پیچیدگی به توجه با دارند. کاربرد تصویر پردازش و کشاورزی، اقتصاد، مهندسی، جمله از مختلف حوزەهای در مسائل این
که وابستەاند فرضیاتی و دقیق فرمول بندی های به روش ها این چراکه نیستند؛ چندهدفه مسائل مؤثر حل به قادر اغلب ریاضیات بر مبتنی سنتی
بەعنوان (Genetic Algorithm) ژنتیک الگوریتم بەویژه تکاملی الگوریتم های راستا، این در .[۱۲] هستند قابل اجرا بەندرت واقعی دنیای در
تکامل و طبیعی انتخاب فرایند از که الگوریتم ها این .[۲] شدەاند مطرح چندهدفه بهینەسازی مسائل حل برای روش ها پرکاربردترین از یکی
یکی .[۹] کنند شناسایی را بهینه راەحل های و کرده بررسی جمعیت تنوع حفظ با را بزرگی جستجوی فضای می توانند گرفتەاند، الهام زیستی
دیجیتال، تصاویر فشردەسازی .[۱۰] است تصویر فشردەسازی در تکاملی الگوریتم های از استفاده با چندهدفه بهینەسازی مهم کاربردهای از
عین در که شوند فشرده بەگونەای باید پزشکی تصاویر است. کامپیوتر علوم در اساسی چالش های از یکی پزشکی، تصاویر حوزه در بەویژه
فشردەسازی نسبت که شرایطی در بەویژه موضوع این .[۶] شود حفظ تشخیص برای آن مهم اطلاعات و تصویر کیفیت دادەها، حجم کاهش

∗سخنران
حسینی) احسان سید ) hosseini.essi@gmail.com الکترونیک: پست
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شاخص و (PSNR) پیک نویز به سیگنال نسبت ،(MSE) خطا مربعات میانگین مانند تصویر کیفیت معیارهای مقابل در (Compression Ratio)
الگوریتم های از استفاده با چندهدفه بهینەسازی با مرتبط مطالعات در .[۱۴] می شود چالش برانگیزتر می گیرد، قرار (SSIM) ساختاری شباهت
ازدحام الگوریتم از استفاده با را روشی [۷] (۲۰۲۱) همکاران و الکینانی بەعنوان مثال، .[۵ ،۴] است شده انجام متعددی پژوهش های تکاملی،
موجک ها پیوستگی عدم کاهش برای PSO و موجک تبدیل ترکیب از آن ها کردند. پیشنهاد چندهدفه بهینەسازی مسائل حل برای (PSO) ذرات
(CR) فشردەسازی نسبت و (PSNR) پیک نویز به سیگنال نسبت بهبود در روش این که دادند نشان و کردند استفاده تصویر فشردەسازی در
مسائل در (VQ) برداری کمیت سازی فرآیند بهبود برای نهنگ بهینەسازی الگوریتم از [۱۵] (۲۰۲۲) راحبی دیگری، مطالعه در .[۳] است مؤثر
و باشند داشته بسزایی تأثیر بهینه کدبوک انتخاب در می توانند تکاملی الگوریتم های که داد نشان تحقیق این کرد. استفاده چندهدفه بهینەسازی
برای تکاملی الگوریتم های از استفاده که می دهند نشان مطالعه دو این .[۱۵] شوند فشردەسازی عملکرد بهبود و تصویر اعوجاج کاهش باعث
در حاصل شده پیشرفت های وجود با باشد. داشته همراه به راەحل ها دقت و عملکرد در بهبودهایی می تواند چندهدفه بهینەسازی مسائل حل
پیشرفتەتر تکاملی الگوریتم های از استفاده محدودیت مهم، شکاف های از یکی دارد. وجود همچنان تحقیقاتی شکاف های و چالش ها حوزه، این
ازدحام بهینەسازی و MOEA/D ،NSGA-II مانند الگوریتم ها سایر می شود، محسوب کارآمد روش یک ژنتیک الگوریتم اگرچه .[۱۱] است
بررسی و الگوریتم ها این جامع تر و دقیق تر مقایسه به نیاز این رو، از .[۳] دادەاند نشان خود از بهتری عملکرد مسائل برخی در (PSO) ذرات
بر تمرکز با چندهدفه بهینەسازی مسائل حل در نوین روش های بررسی پژوهش، این از هدف می شود. احساس هرکدام ضعف و قوت نقاط
واقعی مسائل در آن ها کاربرد و حوزه این در اخیر پیشرفت های تحلیل به راستا، این در است. تکاملی الگوریتم های سایر و ژنتیک الگوریتم های
مسائل حل در روش ها این عملکرد نحوه بررسی به موردی، مطالعه یک بەعنوان تصویر فشردەسازی از استفاده با همچنین، می شود. پرداخته
ژنتیک الگوریتم های کاربرد تحلیل و چندهدفه بهینەسازی در استفاده مورد تکاملی الگوریتم های شرح به ادامه، در شد. خواهد پرداخته چندهدفه

شد. خواهد پرداخته تصویر فشردەسازی در

تحقیق روش .۲
بهینەسازی مسائل حل آن هدف و است متمرکز (GA) ژنتیک الگوریتم بەویژه تکاملی الگوریتم های از استفاده بر پژوهش این تحقیق روش
(Compress Partition)فشردەسازی اصلی بخش دو به تصویر فشردەسازی فرآیند روش، این در می باشد. متضاد اهداف میان تعادل با چندهدفه
(معیارهای تصویر کیفیت حفظ و (CR)فشردەسازی نسبت میان تعادل به دستیابی برای است. شده تقسیم (Decompress Partition)بازسازی و
ورودی تصویر ابتدا روش، این در است. شده استفاده بهینەسازی اصلی ابزار بەعنوان ژنتیک الگوریتم از ،(SSIM و ،PSNR ،MSE شامل CSC
می شوند. ایجاد تصویر زیر باندهای ،(DWT) چندسطحی گسسته موجک تبدیل از استفاده با سپس و می شود پاک سازی اضافی نویزهای از
فرآیندها این بهینەسازی برای ژنتیک الگوریتم نهایت، در و شده پردازش (VQ) برداری کمیت سازی و آستانەگذاری روش با کلیدی زیر باندهای
متضاد اهداف مدیریت برای بهینه راەحل های از مجموعەای بەعنوان پارتو جبهه که شده طراحی بەگونەای بهینەسازی فرآیند می رود. کار به
می دهد. نشان را بهینەشده تصویر فشردەسازی پیشنهادی روش کلی جریان ۱ شکل می شود. داده شرح ادامه در روش این مراحل گردد. حاصل

تصویر بهینه فشردەسازی برای تحقیق روش کلی جریان :۱ شکل

فشردەسازی بخش .۱ .۲
نویزهای از ،(MAF) متحرک میانگین فیلتر از استفاده با و شده دریافت تصویربرداری دستگاەهای از ابتدا ورودی تصویر فشردەسازی، فرآیند در
از نمونەهایی می کند. آماده بعدی مراحل برای را تصویر و کرده حفظ را تصویر لبەهای نویزها، کاهش با فیلتر این می شود. پاک سازی اضافی
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(3-LDWT) سەسطحی گسسته موجک تبدیل مرحله، این از پس است. شده داده نشان ۲ شکل در پنجره مختلف اندازەهای با فیلترشده تصاویر
بەعنوان LL-3 زیر باند آن ها میان از که می کند تقسیم مختلف فرکانس های با زیر باندهایی به را تصویر تبدیل، این می شود. اعمال تصویر روی بر
از کوچکتر مقادیر و شده پردازش آستانەگذاری روش از استفاده با زیر باندها سایر می شود. پردازش جداگانه تصویر، کلیدی اطلاعات حامل
کمیت سازی فرآیند به پردازش شده زیر باندهای ادامه، در می گردد. فشردەسازی نسبت افزایش باعث امر این که می شوند تبدیل صفر به آستانه
کدبوک شود. انتخاب فشردەسازی برای کدبوک بهترین تا شده بهینەسازی ژنتیک الگوریتم از استفاده با فرآیند این می شوند. وارد (VQ) برداری
می شوند. فشرده (Arithmetic Coding) حسابی کدگذاری روش از استفاده با نهایت در دادەها و کرده عمل دادەها کاهش برای مرجع بەعنوان

.۹ × ۹ پنجره (ج) ،۳ × ۳ پنجره (ب) اصلی، تصویر (الف) پنجره؛ مختلف اندازەهای اساس بر فیلترشده تصاویر :۲ شکل

ژنتیک الگوریتم از استفاده با چندهدفه بهینەسازی .۲ .۲
تعداد کاهش به کمیت سازی است. شده بهینەسازی تصویر، فشردەسازی کلیدی مراحل از یکی بەعنوان کمیت سازی فرآیند پژوهش، این در
قرار تأثیر تحت را تصویر کیفیت است ممکن کاهش این حال، این با می شود. دادەها حجم کاهش به منجر که دارد اشاره تصویر شدت سطوح

است. ژنتیک الگوریتم از استفاده با تصویر کیفیت حفظ و دادەها حجم کاهش میان تعادل به دستیابی فرآیند، این از هدف دهد.
(۲۵۵ تا ۰ (بین تصویر پیکسل های شدت سطح است. شده گرفته کار به تصویر کمیت سازی فرآیند برای چندهدفه بهینەسازی پژوهش، این در
ژنتیک الگوریتم بهینەسازی روش از استفاده با مربوطه مقادیر و 𝑛 سطوح تعداد تعیین بهینەسازی، این اصلی هدف می شود. تقسیم سطح 𝑛 به
و شده تعریف (CSC) سیستم عملکرد معیارهای و تصویر اعوجاج میان تعادل چالش یک بەعنوان فرآیند این است. (MOGAO) چندهدفه
(Mobj) هدف تابع یک چندهدفه، بهینەسازی مسئله این مدل سازی برای دارد. فشردەسازی نسبت و تصویر بازسازی کیفیت بر قابل توجهی تأثیر

می شود: بیان زیر بەصورت که است شده تعریف

𝑀𝑜𝑏𝑗 = 𝛼
𝑓۱

+ 𝛽 × 𝑓۲ + 𝛾 × 𝑓۳ + 𝜔 × 𝑓۴ (۱)

امکان ضرایب این می شوند. تنظیم سیستم نیازهای به توجه با و هستند CSC معیارهای به اولویت دهی ضرایب 𝜔 و 𝛾 ،𝛽 ،𝛼 معادله، این در
شدەاند: تعریف زیر شرح به CSC معیارهای می کنند. فراهم را معیارها نسبی اهمیت کنترل

(MSE)مربعات میانگین خطای اول: هدف
می شود: تعریف زیر بەصورت و می کند اندازەگیری را بازسازی شده تصویر و اصلی تصویر میان تفاوت میزان معیار این

𝑓۱(𝑀𝑆𝐸) =
۱

𝑀 ×𝑁

𝑀


𝑋=۱

𝑁


𝑋=۱

ቀ𝐼(𝑥, 𝑦) − 𝐼′(𝑥, 𝑦)ቁ (۲)

هستند. تصویر عرض و طول پیکسل های تعداد ترتیب به 𝑁 و 𝑀 آن در که
(PSNR)پیک نویز به سیگنال نسبت دوم: هدف

می کند: ارزیابی نویز به سیگنال نسبت اندازەگیری با را بازسازی شده تصویر کیفیت معیار این

𝑓۲(𝑃𝑆𝑁𝑅) = ۱۰ ⅼog ۲۵۵۲
𝑀𝑆𝐸 (۳)

(SSIM) ساختاری شاخصشباهت سوم: هدف
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می رود: بەکار بازسازی شده و اصلی تصویر میان ساختاری شباهت اندازەگیری برای معیار این

𝑓۳(𝑆𝑆𝐼𝑀) =
۲𝜇𝑥𝜇𝑦
𝜇۲𝑥 + 𝜇۲𝑦

×
۲𝛿𝑥𝛿𝑦
𝛿۲𝑥 + 𝛿۲𝑦

×
۲𝛿𝑥𝑦
𝛿𝑥𝛿𝑦

(۴)

آن: در که

𝜇𝑥 =
۱
𝑘

𝑘


𝑖=۱

𝑥𝑖 (۵)

𝜇𝑦 =
۱
𝑘

𝑘


𝑖=۱

𝑦𝑖 (۶)

𝛿𝑥 = ቌ ۱
𝑘 − ۱

𝑘


𝑖=۱

(𝑥𝑖 − 𝜇𝑥)۲ቍ

۱
۲

(۷)

𝛿𝑦 = ቌ ۱
𝑘 − ۱

𝑘


𝑖=۱

(𝑦𝑖 − 𝜇𝑦)۲ቍ

۱
۲

(۸)

(CR) فشردەسازی نسبت چهارم: هدف
است: تصویر فشردەسازی کارایی نشان دهنده معیار این

𝑓۴(𝐶𝑅) =
𝐼(𝑥, 𝑦)
𝐼′(𝑥, 𝑦) (۹)

می گردد. ایجاد فرد ۱۰۰ شامل اولیه جمعیتی و می شوند تبدیل باینری کروموزوم های به 𝑛 سطوح و CSC معیارهای ابتدا ژنتیک، الگوریتم در
توجه با کروموزوم هر برازش مقدار شود. انتخاب کروموزوم بهترین تا می شود اجرا ۰٫۰۰۱ جهش نرخ با و تکرار ۱۰۰۰ طی الگوریتم این
تورنمنتی انتخاب روش طریق از جدید نسل تولید برای والدین می شود. محاسبه CR و SSIM ،PSNR ،MSE شامل تعریف شده اهداف به
تک نقطەای تقاطع عملگر می گردند. انتخاب جدید فرزندان تولید برای برازش مقدار بالاترین با جمعیت درصد ۲۰ که بەگونەای می شوند، انتخاب
نسل، هر در می شوند. گرفته کار به جمعیت در ژنتیکی تنوع ایجاد برای ثابت نرخ با جهش عملگر و والدین بین ژنتیکی اطلاعات مبادله برای
روش این می شوند. حفظ بعد نسل برای دارند، قرار پارتو جبهه در که راەحل هایی و می شوند مرتب مستقیم غیر غلبه مفهوم اساس بر راەحل ها
دارد، را برازش مقدار بالاترین که کروموزومی پایان، در می دهد. افزایش پارتو جبهه طول در را جمعیت تنوع پراکندگی، آستانەهای از استفاده با
نسبت و تصویر کیفیت میان بهینه تعادلی و می دهد ارائه را CSC معیارهای و 𝑛 سطوح مقادیر بهترین و می شود انتخاب نهایی راەحل بەعنوان

می کند. برقرار فشردەسازی
تصویر نهایی فشردەسازی .۳ .۲

Arithmetic ) حسابی کدگذاری روش از استفاده با برداری کمیت سازی از پس تولیدشده زیر باندهای تصویر، نهایی فشردەسازی مرحله در
در می بخشد. بهبود را (CR) فشردەسازی نسبت دادەها، از بهینه استفاده و اضافی دادەهای تکرار کاهش با روش این می شوند. فشرده (Coding
تمامی شامل فایل این شود. ایجاد نهایی فشرده فایل تا می شوند ترکیب یکدیگر با LL-3 زیر باند همراه به پردازش شده زیر باندهای تمامی ادامه،
می سازد. ممکن دادەها انتقال و ذخیرەسازی برای را منابع از استفاده بهینەترین و است بازسازی مرحله در تصویر بازسازی برای لازم اطلاعات

بازسازی بخش .۴ .۲
جداگانه زیر باندها سایر و LL-3 زیر باند و شده رمزگشایی فایل ابتدا می شود. پردازش معکوس بەصورت فشردەشده فایل بازسازی، فرآیند در
موجک تبدیل از استفاده با نهایت، در می شوند. پردازش زیر باندها برداری، کمیت سازی و ژنتیک الگوریتم از استفاده با سپس، می شوند. بازیابی
کیفیت حفظ در پیشنهادی روش توانایی نشان دهنده فرآیند این می شود. بازسازی نهایی تصویر ،(Inverse 3-LDWT) سەسطحی معکوس

است. هم زمان بەطور دادەها حجم کاهش و تصویر
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بحث و تجربی نتایج .۳
دادەها آمادەسازی .۱ .۳

CT KIDNEY DATASET: Normal-Cyst- مجموعه شامل عمومی دادەهای مجموعه از پیشنهادی، روش عملکرد و پایداری ارزیابی برای
و هستند مختلف شرایط با بیماران از متنوعی تصاویر شامل دادەها مجموعه این شد. استفاده (US) اولتراسوند تصاویر و Tumor and Stone
مغز، تورم مغز، سرطان مغزی، آنوریسم همچون شرایطی و بدن اعضای از تصاویری شامل مجموعەها این شدند. تقسیم مجزا مجموعه ۱۰ به
بیمار ۵ از تصویر ۵ شامل مجموعه هر بودند. نرمال مغز و طبیعی بارداری غیرطبیعی، بارداری کلیه، تورم کلیه، سنگ نرمال، کلیه کلیه، کیست
مثال، بەعنوان شدەاند. محاسبه تصویر مجموعه هر برای میانگین بەصورت بخش این در ارائەشده نتایج تمامی است. مشابه شرایط با مختلف
میانگین نهایی مقدار و شده محاسبه تصویر هر برای ۳ معادله از استفاده با ،۳ × ۳ پنجره اندازه با ۱ مجموعه برای محاسبەشده PSNR مقدار
Matlab R2022a نرم افزار از استفاده با آزمایش ها تمامی است. شده داده نشان ۳۱٫۴۶ مقدار با ۱ جدول در که است مجموعه تصاویر تمامی
داده نمایش ۳ شکل در اصلی تصاویر از نمونەای و می دهد ارائه را پنجره مختلف اندازەهای برای CSC معیارهای مقایسه ۱ جدول شد. انجام

است. شده

تصویر. اصلی داده مجموعه از ای نمونه :۳ شکل

پنجره. مختلف های اندازه با CSC معیارهای مقایسه :۱ ⅽجدول
۲۰ × ۲۰ پنجره سایز ۹ × ۹ پنجره سایز ۳ × ۳ پنجره سایز تصاویر مجموعه

CR ↑ SSIM ↑ RMSE ↓ PSNR ↑ CR ↑ SSIM ↑ RMSE ↓ PSNR ↑ CR ↑ SSIM ↑ ↓
RMSE

PSNR ↑

۵۳٫۷۰ ۰٫۷۵ ۴٫۸۱ ۲۸٫۹۵ ۲۹٫۶۰ ۰٫۷۸ ۴٫۶۲ ۳۰٫۱۸ ۲۱٫۰۳ ۰٫۸۱ ۴٫۴۴ ۳۱٫۴۶ ۱ مجموعه
۴۷٫۰۱ ۰٫۸۵ ۳٫۴۶ ۲۶٫۷۲ ۲۹٫۷۱ ۰٫۸۸ ۳٫۳۶ ۲۷٫۵۲ ۲۳٫۰۱ ۰٫۹۰ ۳٫۲۶ ۲۸٫۳۵ ۲ مجموعه
۳۲٫۱۸ ۰٫۸۷ ۳٫۶۴ ۲۴٫۷۹ ۳۰٫۷۴ ۰٫۸۷ ۳٫۶۷ ۲۴٫۸۵ ۳۰٫۰۴ ۰٫۸۷ ۳٫۶۳ ۲۴٫۹۱ ۳ مجموعه
۶۵٫۸۴ ۰٫۸۴ ۴٫۸۱ ۲۹٫۱۹ ۲۹٫۳۱ ۰٫۸۹ ۴٫۵۳ ۳۱٫۱۳ ۱۸٫۰۶ ۰٫۹۵ ۴٫۲۶ ۳۳٫۲۰ ۴ مجموعه
۴۲٫۱۱ ۰٫۸۵ ۱٫۹۴ ۲۷٫۹۸ ۳۰٫۰۶ ۰٫۸۶ ۱٫۹۰ ۲۸٫۵۵ ۲۵٫۰۳ ۰٫۸۸ ۱٫۸۶ ۲۹٫۱۴ ۵ مجموعه
۶۳٫۵۲ ۰٫۷۹ ۱٫۸۲ ۲۵٫۱۰ ۳۳٫۴۳ ۰٫۸۳ ۱٫۷۴ ۲۷٫۸۷ ۲۳٫۰۵ ۰٫۸۷ ۱٫۶۷ ۲۸٫۵۰ ۶ مجموعه
۴۸٫۱۱ ۰٫۹۰ ۲٫۳۵ ۲۳٫۷۶ ۳۰٫۸۱ ۰٫۹۳ ۳٫۲۴ ۲۴٫۰۵ ۲۴٫۰۵ ۰٫۹۰ ۲٫۹۵ ۲۵٫۱۵ ۷ مجموعه
۷۲٫۸۴ ۰٫۹۰ ۲٫۶۱ ۳۱٫۹۱ ۴۰٫۵۸ ۰٫۹۳ ۳٫۵۱ ۳۲٫۵۱ ۲۵٫۹۱ ۰٫۹۱ ۳٫۴۱ ۳۴٫۶۰ ۸ مجموعه
۴۴٫۰۶ ۰٫۹۲ ۱٫۸۵ ۳۲٫۸۷ ۳۵٫۰۴ ۰٫۹۳ ۳٫۲۹ ۳۱٫۸۰ ۳۳٫۰۳ ۰٫۹۱ ۳٫۶۰ ۳۳٫۷۳ ۹ مجموعه
۸۴٫۸۹ ۰٫۸۰ ۲٫۰۵ ۲۷٫۱۶ ۳۶٫۵۷ ۰٫۸۶ ۱٫۹۲ ۲۹٫۰۸ ۲۲٫۰۲ ۰٫۹۲ ۱٫۸۰ ۳۱٫۱۴ ۱۰ مجموعه

(Preprocessing Phase) پیش پردازش مرحله .۲ .۳
قرار بررسی مورد (MAF) متحرک میانگین فیلتر در پنجره مختلف اندازەهای از استفاده با پیشنهادی روش عملکرد پیش پردازش، مرحله در
SSIM و RMSE ،PSNR معیارهای در بالاتر مقادیر به دستیابی به منجر ۳ × ۳ پنجره از استفاده که داد نشان ۱ جدول از حاصل نتایج گرفت.
اندازه با لبەها بهتر حفظ و تصویر در موجود نویزهای کاهش دلیل به امر این می شود. ۲۰ × ۲۰ و ۹ × ۹ مانند بزرگ تر پنجرەهای به نسبت
(CR) فشردەسازی نسبت اگرچه و می شود تصویر لبەهای بیش ازحد صاف شدگی موجب پنجره اندازه افزایش مقابل، در است. کوچک تر پنجره
شده معرفی پیشنهادی روش در بهینه انتخاب بەعنوان ۳ × ۳ پنجره از استفاده بنابراین، می دهد. کاهش را تصویر کیفیت اما می دهد، افزایش را

می شود. فشردەسازی عملکرد و تصویر کیفیت بین مطلوب تعادل حفظ باعث زیرا است،
(DWT Processing) گسسته موجک تبدیل پردازش .۳ .۳

شامل بررسی این است. شده ارزیابی فیلترشده تصاویر بر (DWT) گسسته موجک تبدیل از حاصل ضرایب بر آستانه اعمال تأثیر بخش، این در
صفر به باشد، آستانه مقدار از کمتر مقدارشان که ضرایبی .(۲ (سناریوی سطحی سه تجزیه و (۱ (سناریوی سطحی دو تجزیه می شود: سناریو دو
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برخی حذف با که می دهند نشان نتایج شدەاند. داده نشان ۲ جدول در شده بازسازی و شده فشردەسازی تصاویر CSC معیارهای می شوند. تبدیل
غیرقابل ضرایب تعداد افزایش است. نگرفته قرار تأثیر تحت (SSIM و RMSE ،PSNR) تصویر کیفیت و شده کنترل تصویر نویز ضرایب،
مثبتی تأثیر موضوع این است. یافته افزایش موارد این در صفر ضرایب از طولانی توالی احتمال و شده مشاهده تجزیەها بالاتر عمق در استفاده
شدەاند، ارائه ۴ شکل در فشردەسازی از بعد و قبل تصاویر مجموعە از نمونەهایی دارد. فشردەسازی کارایی افزایش و دادەها حجم کاهش بر
حالی در می دهند، نشان را نمک نویز با اصلی تصاویر دوم، و اول ردیف های است. مرتبط ۲ جدول در متناظر تصویر مجموعه به تصویر هر که
انتخاب ۳ × ۳ پنجره اندازه با تصاویر این تمامی می دهند. نمایش را تصاویر همان به مربوط بازسازی شده تصاویر چهارم و سوم ردیف های که
این و بوده قبول قابل بازسازی شده تصاویر کیفیت شده، داده نشان ۴ شکل در که همان طور اولیه، تصاویر در نمک نویز وجود علیرغم شدەاند.
کاهش و تصویر کیفیت حفظ در پیشنهادی روش که می دهند نشان نتایج این است. شده تأیید ۲ جدول در مناسب RMSE مقادیر با موضوع

است. کرده عمل موفق نویز

مختلف. اندام های تصاویر کیفی مقایسه :۴ شکل

.(DWT) گسسته موجک تبدیل مختلف سناریوهای در CSC معیارهای مقایسه :۲ جدول
۲ سناریوی ۱ سناریوی تصاویر مجموعه

CR ↑ SSIM ↑ RMSE ↓ PSNR ↑ CR ↑ SSIM ↑ RMSE ↓ PSNR ↑
۲۷٫۷۵ ۰٫۶۲ ۶٫۷۶ ۲۹٫۵۲ ۲۱٫۰۳ ۰٫۸۱ ۴٫۴۴ ۳۱٫۴۶ ۱ مجموعه
۲۹٫۰۱ ۰٫۸۹ ۳٫۴۲ ۲۸٫۲۲ ۲۳٫۰۱ ۰٫۹۰ ۳٫۲۶ ۲۸٫۳۵ ۲ مجموعه
۳۶٫۰۱ ۰٫۷۵ ۵٫۰۹ ۲۳٫۶۹ ۳۰٫۰۴ ۰٫۸۷ ۳٫۶۳ ۲۴٫۹۱ ۳ مجموعه
۲۴٫۵۵ ۰٫۷۹ ۶٫۱۸ ۳۱٫۶۱ ۱۸٫۰۶ ۰٫۹۵ ۴٫۲۶ ۳۳٫۲۰ ۴ مجموعه
۳۰٫۸۸ ۰٫۸۵ ۲٫۴۲ ۲۸٫۶۷ ۲۵٫۰۳ ۰٫۸۸ ۱٫۸۶ ۲۹٫۱۴ ۵ مجموعه
۲۸٫۲۳ ۰٫۸۶ ۴٫۰۴ ۲۶٫۵۳ ۲۳٫۰۵ ۰٫۸۷ ۱٫۶۷ ۲۸٫۵۰ ۶ مجموعه
۳۰٫۹۳ ۰٫۸۰ ۳٫۸۹ ۲۳٫۶۸ ۲۴٫۰۵ ۰٫۹۵۵ ۲٫۲۲ ۲۵٫۱۵ ۷ مجموعه
۳۴٫۵۱ ۰٫۸۵ ۳٫۸۹ ۳۳٫۳۸ ۲۹٫۰۴ ۰٫۹۷ ۲٫۴۱ ۳۴٫۶۰ ۸ مجموعه
۳۶٫۲۲ ۰٫۹۳ ۱٫۹۶ ۳۳٫۶۰ ۳۱٫۰۵ ۰٫۹۴ ۱٫۸۰ ۳۳٫۷۳ ۹ مجموعه
۲۸٫۹۱ ۰٫۸۵ ۲٫۶۴ ۳۰٫۴۴ ۲۲٫۰۲ ۰٫۹۲ ۱٫۸۰ ۳۱٫۱۴ ۱۰ مجموعه

محاسباتی هزینه و (CR) فشردەسازی نسبت ارزیابی .۴ .۳
جدول می شود. بررسی [۸] پژوهش در ارائەشده مرجع روش یک با مقایسه در (CR) فشردەسازی نسبت بر پیشنهادی روش تأثیر بخش، این در
مقادیر می شود، مشاهده جدول در که همان طور است. مرجع روش مقابل در (MOGAO) چندهدفه بهینەسازی روش عملکرد نشان دهنده ۳



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ محمودی محمود دکتر حسینی، احسان سید ۷۴

در بهینه جستجوی الگوریتم مثبت تأثیر نتایج این است. مرجع روش از بالاتر توجهی قابل طور به پیشنهادی روش در تصاویر مجموعه برای CR
می دهد. ارائه مرجع روش و پیشنهادی روش بین محاسباتی هزینه از مقایسەای ۵ شکل این، بر علاوه می دهد. نشان را CR مقدار بهترین تعیین
پیشنهادی روش در محاسباتی هزینه اگرچه است. شده انجام ۲۰× ۲۰ و ۷× ۷ ،۵× ۵ ،۳× ۳ شامل پنجره، مختلف اندازەهای برای مقایسه این
چشم پوشی قابل CR مقادیر در توجه قابل بهبود دلیل به هزینه افزایش این اما است، یافته افزایش درصد ۱۰ حدود تا مرجع روش با مقایسه در
حفظ نیز را معقولی محاسباتی هزینه بلکه دارد، تصاویر فشردەسازی در بالایی کارایی تنها نه MOGAO روش که می دهد نشان نتایج است.

می کند.

پنجره. مختلف اندازەهای برای مرجع روش مقابل در پیشنهادی روش محاسباتی هزینه مقایسه :۵ شکل

.[۸] مرجع روش مقابل در (MOGAO) پیشنهادی روش (CR) فشردەسازی نسبت کمی مقایسه :۳ جدول
ⅽ

۱۰ مجموعه ۹ مجموعه ۸ مجموعه ۷ مجموعه ۶ مجموعه ۵ مجموعه ۴ مجموعه ۳ مجموعه ۲ مجموعه ۱ مجموعه تصاویر مجموعه
۶۰ ۵۴ ۵۳ ۴۹ ۴۵ ۴۲ ۴۰ ۳۶ ۳۶ ۳۵ MOGANO
۴۵ ۴۴ ۴۰ ۴۰ ۳۴ ۳۲ ۳۰ ۲۶ ۲۵ ۲۳ مرجع روش

MOGAO پیشنهادی روش عملکرد ارزیابی .۵ .۳
پزشکی استاندارد تصاویر و (CT) سی تی تصاویر شامل مختلف تصویر نوع دو روی بر MOGAO پیشنهادی روش عملکرد بخش، این در
از مهمی اطلاعات و است رایج بسیار پزشکی تصویربرداری حوزه در DICOM استاندارد است. گرفته قرار ارزیابی مورد (DICOM)
بهرەگیری تصاویر، دقت تضمین با استاندارد این می شود. شامل را مطالعات جزئیات و تصویربرداری پارامترهای بیماران، مشخصات جمله
کارآمد ذخیرەسازی و تحلیل اشتراک گذاری، امکان پزشکی، اطلاعات فناوری سیستم های با یکپارچەسازی و مؤثر، ارتباطی پروتکل های از
ارزیابی بنابراین، است. گرفته قرار توجه مورد استاندارد این در دادەها امنیت و خصوصی حریم الزامات رعایت بەعلاوه، می کند. فراهم را تصاویر
عملکرد دقیق تر بررسی برای ، CSC معیارهای بر علاوه است. برخوردار ویژەای اهمیت از تصاویر نوع این روی بر پیشنهادی روش عملکرد

می شود: مشتق زیر معادله از که است شده محاسبه (BIX) تعادل شاخص پیشنهادی، روش

𝐵𝐼𝑋 = 𝐴
𝑅𝑀𝑆𝐸 + 𝐵 × 𝑃𝑆𝑁𝑅 + 𝐶 × 𝑆𝑆𝐼𝑀 + 𝐷 × 𝐶𝑅 (۱۰)

𝐷 و 𝐶 ،𝐵 ،𝐴 ضرایب می گیرد. قرار استفاده مورد CSC معیارهای تمامی متعادل سازی برای جامع معیار یک بەعنوان BIX معادله، این در
اولویت ها مجموع تا است شده تنظیم (۲۵٪) برابر بەصورت ضریب هر ،BIX عادلانه محاسبه برای و می دهند نشان را معیار هر اولویت های
جدول شدەاند نرمال سازی تصویر نوع و روش هر برای ۴ جدول از CSC معیارهای مقادیر تمامی ،BIX محاسبه برای همچنین، باشد. ۱ با برابر
پیشنهادی روش که است آن از حاکی نتایج می دهد. نشان را موجود روش های سایر با MOGAO پیشنهادی روش CSC معیارهای مقایسه ۴
نشان مقایسه این است. داده ارائه روش ها سایر با مقایسه در را عملکرد بهترین تصویر، نوع هر برای فشردەسازی مشابه تنظیمات از استفاده با
می کند، حفظ را تصویر کیفیت که حالی در و دارد را DICOM و CT تصاویر عملکرد بهبود توانایی MOGAO پیشنهادی روش که می دهد

می بخشد. بهبود نیز را فشردەسازی نسبت
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روش ها. سایر با پیشنهادی روش CSC معیارهای مقایسه :۴ جدول
Ammah, 2019 حاضر پژوهش روش CSC Metric تصویر نوع

۵۴ ۶۶ PSNR↑ CT تصویر
۴٫۱۰ ۳٫۵۰ RMSE ↓
۰٫۸۴ ۰٫۹۳ SSIM↑
۸۱ ۹۴ CR↑

۰٫۶۸ ۰٫۷۸ BIX ↑
۵۲ ۶۶ PSNR↑ DICOM تصویر

۳٫۸۰ ۴٫۱۰ RMSE ↓
۰٫۸۲ ۰٫۸۹ SSIM↑
۸۹ ۹۷ CR↑

۰٫۶۹ ۰٫۸۰ BIX ↑

نتیجەگیری .۴
به پژوهش این گرفت. قرار بررسی مورد ،(GA) ژنتیک الگوریتم بەویژه تکاملی، الگوریتم های از استفاده با چندهدفه بهینەسازی مقاله، این در
موضوع این اهمیت بود. (CR) فشردەسازی نسبت و (RMSE و SSIM ،PSNR) تصویر کیفیت نظیر متضاد معیارهای میان تعادلی یافتن دنبال
تشخیص برای دقیق اطلاعات حفظ به نیاز که ،DICOM و CT تصاویر بەویژه پزشکی، تصاویر فشردەسازی مانند حساس کاربردهای در
میان بهینه تعادل حفظ با تصاویر فشردەسازی کیفیت بهبود برای کارآمد روشی ارائه پژوهش، این هدف می شود. نمایان بیشتر دارند، بیماری ها
متحرک میانگین فیلتر از استفاده با فشردەسازی، بخش در بود. بازسازی و فشردەسازی اصلی بخش دو شامل تحقیق روش بود. مختلف معیارهای
(VQ) برداری کمیت سازی شد. استفاده تصویر تجزیه برای (DWT) گسسته موجک تبدیل از سپس و یافت کاهش تصاویر نویز ،(MAF)
دادەهای بازسازی، بخش در رفت. بەکار دادەها فشردەسازی برای حسابی کدگذاری نهایت، در و گردید بهینەسازی ژنتیک الگوریتم کمک با
نتایج کرد. ایفا چندگانه معیارهای بهینەسازی در اساسی نقش فرآیند این در ژنتیک الگوریتم شدند. بازسازی تصاویر و رمزگشایی فشردەشده
،MAF فیلتر در ۳× ۳ پنجره از استفاده با خاص، بەطور داشت. مرجع روش های به نسبت بالاتری عملکرد پیشنهادی روش که داد نشان تجربی
به منجر کم اهمیت ضرایب حذف موجک، تبدیل مختلف سناریوهای در یافت. بهبود فشردەسازی نسبت حال عین در و شد حفظ تصویر کیفیت
معیارهای بهینەسازی در MOGAO روش که داد نشان موجود روش های با مقایسه گردید. تصویر کیفیت بر منفی تأثیر بدون دادەها حجم کاهش
PSNR مقدار ،CT تصاویر در بەعنوان مثال، است. داده ارائه بهتری (BIX) تعادل شاخص و کرده عمل بهتر CR و SSIM ،PSNR مانند CSC
نظیر تکاملی الگوریتم های که داد نشان پژوهش این نهایت، در است. پیشنهادی روش بالای کارایی نشان دهنده که رسید ۹۴ به CR مقدار و ۶۶ به
کیفیت معیارهای میان مناسب تعادل به دستیابی با پیشنهادی روش دهند. ارائه چندهدفه پیچیده مسائل برای بهینەای راەحل های می توانند GA

کرد. اثبات بەخوبی پزشکی تصویربرداری مانند حساس کاربردهای در را خود قابلیت تصویر، فشردەسازی و

آینده: های پژوهش برای پیشنهادات
پزشکی تصاویر فشردەسازی مسائل در عملکرد بهبود برای ترکیبی تکاملی الگوریتم های کاربرد بررسی

چندهدفه بهینەسازی برای تکاملی الگوریتم های کنار در عمیق یادگیری تکنیک های از استفاده تأثیر ارزیابی
PET و MRI تصاویر مانند پزشکی دادەهای دیگر انواع روی بر پیشنهادی روش کارایی تحلیل

فشردەسازی. نسبت و کیفیت معیارهای ترکیبی ارزیابی برای جامع تر شاخص های توسعه
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میت˼گ⁃ل˼فل˼ر تابع انتگرالی نمایش
جعفری محمد

ایران تهران. علوم. دانشکده نور. پیام آدانشگاه

چکیده
می کند. چرخش مختلط صفحه در هانکل کانتور می دهد نشان که است آمده دست به گاما تابع انتگرالی نمایش تعمیم
نمایش تعمیم انتگرالی، نمایش این از استفاده با است. شده تعیین کانتور چرخش زاویه برای مجاز مقادیر محدوده

می کند. بیان کانتوری انتگرال حسب بر را تابع این مقدار که است آمده دست به میت˼گ⁃ل˼فل˼ر تابع انتگرالی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

میت˼گ⁃ل˼فل˼ر تابع
انتگرالی نمایش

هانکل کانتور
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

33E12

مقدمه .۱
می شود: تعریف زیر بصورت توانی سری یک توسط که است کامل تابع یک میت˼گ⁃ل˼فل˼ر تابع

𝐸𝜌(𝑧) =
∞


𝑛=۰

𝑧𝑛
Γ(۱ + 𝑛/𝜌) , 𝜌 > ۰, 𝑧 ∈ ℂ,

تابع عنوان به همچنین 𝐸𝜌(𝑧) تابع شد. معرفی ۱۹۰۵ تا ۱۹۰۲ سال های بین میت˼گ⁃ل˼فل˼ر۱ توسط تابع این است. گاما تابع Γ(𝑥) آن در که
حالت در 𝐸𝜌(𝑧) تابع تعمیم ،𝜇 ∈ ℂ دلخواه پارامتر یک با گاما تابع آرگومان در یک عدد جایگزینی با می شود. شناخته پارامتر یک با میتگ⁃لفلر

می آید: دست به پارامتر دو

𝐸𝜌,𝜇(𝑧) =
∞


𝑛=۰

𝑧𝑛
Γ(𝜇 + 𝑛/𝜌) , 𝜌 > ۰, 𝜇 ∈ ℂ, 𝑧 ∈ ℂ, (۱)

است. مرتبط 𝐸𝜌,۱(𝑧) = 𝐸𝜌(𝑧) رابطه توسط 𝐸𝜌(𝑧) با 𝐸𝜌,𝜇(𝑧) تابع می بینیم، که همان طور می گویند. پارامتر دو با میتگ⁃لفلر تابع آن به که
تابع مسائلی، چنین در است. کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای تابع این از استفاده دلیل به میتگ⁃لفلر تابع به زیاد توجه عمده
انتشار فرآیندهای توصیف برای همچنین میتگ⁃لفلر تابع می کند. عمل کسری مشتق عملگرهای برای ویژه تابع یک عنوان به میتگ⁃لفلر
ظاهر کسری مشتقات با دیفرانسیل معادلات آن ها در که علوم دیگر زمینەهای از بسیاری در همچنین و ریاضی آمار و احتمال نظریه در غیرعادی
که 𝐸𝜌,𝜇(𝑧) تابع انتگرالی نمایش است. شده میتگ⁃لفلر تابع تحلیلی خواص مطالعه به زیادی توجه راستا، این در می شود. استفاده می شوند،

جعفری) (محمد m_jafari@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
1Mittage-Leffler
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توزیع و میتگ⁃لفلر تابع مجانبی رفتار مطالعه امکان نمایش این می کند. بیان کانتوری انتگرال حسب بر را آن مقدار می شود، بررسی مقاله این در
میسازد. فراهم را آن صفرهای

تابع تبدیل و هانکل۲ کانتور ویژگی های به توجه با اشکال این از یک هر دارد. وجود 𝐸𝜌,𝜇(𝑧) تابع انتگرالی نمایش نوشتن برای شکل چندین
هستند. متفاوت انتگرال، زیر

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
۱

۲𝜋𝑖 න𝛾(𝜀)
𝑡𝛼−𝛽𝑒𝑡
𝑡𝛼 − 𝑧 𝑑𝑡, 𝛼 > ۰, 𝛽 > ۰. (۲)

𝐶𝜀 = {𝑡 ∶ −𝜋 ⩽ دایره کمان یک ،𝑆۱ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = −𝜋, |𝑡| ⩾ 𝜀} نیم خط یک از که است خود⁃حلقه۳ یک 𝛾(𝜀) کانتور اینجا در
پیموده مثبت جهت در 𝛾(𝜀) کانتور است. شده تشکیل 𝑆۲ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = 𝜋, |𝑡| ⩾ 𝜀} نیم خط یک و arg 𝑡 ⩽ 𝜋, |𝑡| = 𝜀 > |𝑧|۱/𝛼}

هستند. مرتبط 𝛽 = 𝜇 و 𝛼 = ۱/𝜌 روابط توسط (۱) فرمول در 𝜇 و 𝜌 پارامترهای با نمایش این 𝛽 و 𝛼 پارامترهای می شود.

𝐸𝜌,𝜇(𝑧) =
𝜌

۲𝜋𝑖 න𝛾(𝜀,𝜃)
𝜏𝜌(۱−𝜇) exp{𝜏𝜌}

𝜏 − 𝑧 𝑑𝜏. (۳)

𝐶𝜀 = {𝜏 ∶ −𝜃 ⩽ arg 𝜏 ⩽ دایره کمان یک ،𝑆۱ = {𝜏 ∶ arg 𝜏 = −𝜃, |𝜏| ⩾ 𝜀} نیم خط یک از 𝛾(𝜀, 𝜃) انتگرال گیری کانتور اینجا در
𝜀 > |𝑧| دارای که است دلخواه حقیقی عدد یک 𝜀 بطوریکه است، شده تشکیل 𝑆۲ = {𝜏 ∶ arg 𝜏 = 𝜃, |𝜏| ⩾ 𝜀} نیم خط یک و 𝜃, |𝜏| = 𝜀}
نمایش با (۳) نمایش اصلی تفاوت .𝜌 > ۱ اگر 𝜋

۲𝜌 < 𝜃 < 𝜋
𝜌 و ۱/۲ < 𝜌 ⩽ ۱ اگر 𝜋

۲𝜌 < 𝜃 < 𝜋 دارد: را زیر شرایط 𝜃 پارامتر و باشد، می
نمایش در هانکل کانتور 𝑆۲ و 𝑆۱ نیم خط های که می گیرد نظر در را واقعیت این 𝛾(𝜀, 𝜃) انتگرال گیری کانتور است. انتگرال گیری کانتور در (۲)
زیر تابع از (۳) انتگرال زیر تابع کند. برآورده را 𝜋

۲ < 𝜃 < 𝜋 شرط که گیرند قرار 𝜃 دلخواه زاویه یک در می توانند اویلر گامای تابع انتگرالی
می آید. دست به 𝜏 = 𝑡𝛼 انتگرال گیری متغیر جایگزینی با (۲) انتگرال

𝜃۱ ∈ (−۳𝜋/۲, −𝜋/۲)شرایط که گیرند قرار 𝜃۲ و 𝜃۱ دلخواه زوایای در می توانند هانکل کانتور 𝑆۲ و 𝑆۱ نیم خط های که شد داده نشان توان می
نوشت: زیر شکل به می توان را 𝐸𝜌,𝜇(𝑧) تابع انتگرالی نمایش نتیجه، در کنند. برآورده را 𝜃۲ ∈ (𝜋/۲, ۳𝜋/۲) و

𝐸𝜌,𝜇(𝑧) =
۱

۲𝜋𝑖 න𝛾(𝜀,𝜃۱ ,𝜃۲)

𝑡۱/𝜌−𝜇𝑒𝑡
𝑡۱/𝜌 − 𝑧 𝑑𝑡,

𝐶𝜀 = {𝑡 ∶ 𝜃۱ ⩽ دایره کمان ،𝑆۱ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = 𝜃۱, |𝑡| ⩾ 𝜀} نیم خط از که است خود⁃حلقه یک 𝛾(𝜀, 𝜃۱, 𝜃۲) کانتور بطوریکه
،𝜀 > |𝑧|𝜌 شرایط باید 𝜀, 𝜃۱, 𝜃۲ پارامترهای است. شده تشکیل 𝑆۲ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = 𝜃۲, |𝑡| ⩾ 𝜀} نیم خط و arg 𝑡 ⩽ 𝜃۲, |𝑡| = 𝜀}

کنند. برآورده را 𝜃۲ ∈ (𝜋/۲, ۳𝜋/۲) و 𝜃۱ ∈ (−۳𝜋/۲, −𝜋/۲)
با دقیقاً کار این بگیریم. نظر در را هانکل کانتور دیگر ویژگی های از برخی اگر دارد وجود میتگ⁃لفلر تابع انتگرالی نمایش بیشتر تعمیم امکان

است. شده انجام انتگرالی نمایش چنین آوردن دست به هدف

گاما تابع انتگرالی نمایش .۲
برآورده را می شود تعیین ادامه در که شرطی و 𝜓 دلخواه زاویه یک با می تواند گاما تابع انتگرالی نمایش در هانکل کانتور که دهیم نشان میخواهیم
نمایش از استفاده هنگام اضافی قابلیت های افزودن امکان ویژگی این ندارد. بستگی 𝜓 زاویه به گاما تابع مقدار حال، عین در کند. چرخش کند،
کنیم، جهت دهی نیاز مورد روش به مختلط صفحه در را انتگرال گیری کانتور که می دهد را امکان این ویژه، به می کند. فراهم را گاما تابع انتگرالی

شد. خواهد استفاده میتگ⁃لفلر تابع انتگرالی نمایش آوردن دست به برای ویژگی این است. مفید بسیار موارد برخی در که
با کانتور که کنید فرض است. شده تشکیل 𝑆۲ نیم خط و 𝜀 شعاع با 𝐶𝜀 دایره کمان ،𝑆۱ نیم خط از که بگیرید نظر در را 𝛾(𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲) کانتور
صفحه برش که است معنی این به 𝜓 زاویه با کانتور چرخش حال، عین در .(۱ (شکل است کرده چرخش مختصات مبدأ به نسبت 𝜓 زاویه
را مستقیم خط یک برش خط با و است برش خط امتداد می کند، تعیین را کانتور چرخش که محوری می کند. چرخش زاویه همان با نیز مختلط
لبه و arg 𝑡 = 𝜓 − 𝜋 نیم خط امتداد در برش پایینی لبه بنابراین، است. شده مشخص OA عنوان به محور این ۱ شکل در می دهد. تشکیل
در آن ها مقادیر و نباشند برابر یکدیگر با کلی حالت در 𝛿۲ و 𝛿۱ زوایای کنید فرض دارد. قرار arg 𝑡 = 𝜓 + 𝜋 نیم خط امتداد در برش بالایی
برقرار زیر لم نتیجه، در شوند. اندازەگیری OA محور از زوایا این که کنیم فرض گیرند. قرار 𝜋/۲ < 𝛿۲ ⩽ 𝜋 و 𝜋/۲ < 𝛿۱ ⩽ 𝜋 بازەهای

است:
2Hankel contour
3self-loop
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کنند: برآورده را زیر شرایط که حقیقی 𝜓 ،𝛿۲ ،𝛿۱ ،𝜀 هر برای .۱ .۲ لم
𝜀 > ۰, 𝜋/۲ < 𝛿۱ ⩽ 𝜋, 𝜋/۲ < 𝛿۲ ⩽ 𝜋, 𝜋/۲ − 𝛿۲ < 𝜓 < −𝜋/۲ + 𝛿۱, (۴)

است: برقرار گاما تابع برای زیر نمایش ،𝑠 ∈ ℂ هر برای و
۱

Γ(𝑠) =
۱

۲𝜋𝑖 න𝛾(𝜀,𝜓,𝛿۱ ,𝛿۲)
𝑒𝑡𝑡−𝑠𝑑𝑡, (۵)

ببینید): را ۱ (شکل می شود تعریف زیر شکل به 𝛾(𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲) کانتور بطوریکه

𝛾(𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲) = ቐ
𝑆۱ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = −𝛿۱ + 𝜓, |𝑡| ⩾ 𝜀},
𝐶𝜀 = {𝑡 ∶ −𝛿۱ + 𝜓 ⩽ arg 𝑡 ⩽ 𝛿۲ + 𝜓, |𝑡| = 𝜀},
𝑆۲ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = 𝛿۲ + 𝜓, |𝑡| ⩾ 𝜀}.

(۶)

𝐶𝜀 دایره کمان و Γ′۲ بخش ،𝑅 شعاع با 𝐶𝑅 دایره کمان ،Γ′۱ بخش از 𝐶۱ کانتور بطوریکه بگیرید. نظر در را 𝐼۱ = ∫𝐶۱ 𝑒
𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 انتگرال اثبات.

می شود: تعریف زیر صورت به 𝑡 مختلط صفحه در کانتور این .(۲ (شکل است شده تشکیل 𝜀 شعاع با

𝐶۱ =
⎧

⎨
⎩

Γ′۱ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = 𝛿۲ + 𝜓, 𝜀 ⩽ |𝑡| ⩽ 𝑅},
𝐶𝑅 = {𝑡 ∶ 𝛿۲ + 𝜓 ⩽ arg 𝑡 ⩽ 𝜋, |𝑡| = 𝑅},
Γ′۲ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = 𝜋, 𝜀 ⩽ |𝑡| ⩽ 𝑅},
𝐶𝜀 = {𝑡 ∶ 𝛿۲ + 𝜓 ⩽ arg 𝑡 ⩽ 𝜋, |𝑡| = 𝜀}.

می آوریم: دست به مستقیم، محاسبه و 𝐼۱ انتگرال در 𝑡 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 متغیر جایگذاری با .𝜋/۲ < 𝛿۲ + 𝜓 < ۳𝜋/۲ بطوریکه

𝐼۱ = න
𝑅

𝜀
exp ൛𝑟𝑒𝑖(𝛿۲+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(𝛿۲+𝜓)𝑑𝑟 + 𝑖 න

𝜋

𝛿۲+𝜓
exp ൛𝑅𝑒𝑖𝜑ൟ 𝑅𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 (۷)

+න
𝜀

𝑅
exp ൛𝑟𝑒𝑖𝜋ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠𝜋𝑑𝑟 + 𝑖 න

𝛿۲+𝜓

𝜋
exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 = 𝐽′۱ + 𝐽′۲ + 𝐽′۳ + 𝐽′۴.

انتگرال برای می گیریم. نظر در را 𝜀 → ۰ و 𝑅 → ∞ عبارت، این در

𝐽′۴ = 𝑖න
𝛿۲+𝜓

𝜋
exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 (۸)

داریم:

ⅼiⅿ
𝜀→۰ |𝐽

′۴| ⩽ ⅼiⅿ
𝜀→۰ න

𝛿۲+𝜓

𝜋
| exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑| |𝑑𝜑|.

می آوریم: دست به انتگرال، زیر تابع برای

ⅼiⅿ
𝜀→۰ exp{𝜀 ⅽos𝜑 + ℜ𝑠 ⅼn 𝜀 − ℑ𝑠𝜑} = ۰, ℜ𝑠 > ۰. (۹)

بنابراین،

ⅼiⅿ
𝜀→۰ |𝐽

′۴| = ۰, در ℜ𝑠 > ۰. (۱۰)

انتگرال برای
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𝐽′۲ = 𝑖න
𝜋

𝛿۲+𝜓
exp ൛𝑅𝑒𝑖𝜑ൟ 𝑅𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 (۱۱)

داریم:

ⅼiⅿ
𝑅→∞

|𝐽′۲| ⩽ ⅼiⅿ
𝑅→∞

න
𝜋

𝛿۲+𝜓
| exp ൛𝑅𝑒𝑖𝜑ൟ 𝑅𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑| |𝑑𝜑|.

می آوریم: دست به انتگرال، زیر تابع برای

ⅼiⅿ
𝑅→∞

| exp{𝑅𝑒𝑖𝜑 + 𝑠 ⅼn𝑅 + 𝑖𝑠𝜑}| = ⅼiⅿ
𝑅→∞

𝑒𝑅 ⅽos𝜑𝑅ℜ𝑠𝑒𝜑ℑ𝑠 (۱۲)

.ⅽos𝜑 < ۰ اگر ،ⅼiⅿ𝑅→∞ exp{𝑅 ⅽos𝜑 + ℜ𝑠 ⅼn𝑅 − 𝜑ℑ𝑠} = ۰ بنابراین می کند، رشد 𝑥 عدد از توانی هر از سریع تر 𝑒𝜋 که آنجایی از
این ذکر اینجا در می شود. 𝜋/۲ < 𝜑 < ۳𝜋/۲ شرط به منجر ⅽos𝜑 < ۰ شرط بنابراین، علاقەمندیم. ۰ ⩽ 𝜑 ⩽ ۲𝜋 مقادیر محدوده به ما
(۱۲) حد اینکه برای و است ⅽos𝜑 = ۰ مقادیر این در زیرا نمی گیرند، قرار بازه این در 𝜑 = ۳𝜋/۲ و 𝜑 = 𝜋/۲ مقادیر که است ضروری نکته

است. تناقض در (۱۰) شرط با شرط این که شود، برآورده باید ℜ𝑠 < ۰ شرط باشد، صفر برابر
می آید: دست به 𝜓 مقدار برای مجاز محدوده ،𝜋/۲ < 𝜑 < ۳𝜋/۲ نابرابری در 𝐽′۲ انتگرال گیری پایین حد جایگزینی با

𝜋/۲ − 𝛿۲ < 𝜓 < ۳𝜋/۲ − 𝛿۲. (۱۳)
داریم: 𝐽′۲ انتگرال برای بنابراین،

ⅼiⅿ
𝑅→∞

|𝐽′۲| = ۰, اگر 𝜋/۲ − 𝛿۲ < 𝜓 < ۳𝜋/۲ − 𝛿۲. (۱۴)

می آوریم: دست به ،(۱۴) و (۱۰) به توجه با .𝑅 → ∞ و 𝜀 → ۰ کنید فرض و بگیرید نظر در را (۷) عبارت بازمی گردیم. 𝐼۱ انتگرال به اکنون

ⅼiⅿ𝜀→۰,
𝑅→∞

𝐼۱ = න
∞

۰
exp ൛𝑟𝑒𝑖(𝛿۲+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(𝛿۲+𝜓)𝑑𝑟 − න

∞

۰
exp ൛𝑟𝑒𝑖𝜋ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠𝜋𝑑𝑟, (۱۵)

گاما: تابع تعریف به توجه با .ℜ𝑠 > ۰, 𝜋/۲ − 𝛿۲ < 𝜓 < ۳𝜋/۲ − 𝛿۲ که

Γ(𝑠) = න
∞

۰
𝑒−𝑥𝑥𝑠−۱𝑑𝑥, 𝑠 ∈ ℂ, ℜ𝑠 > ۰, (۱۶)

و است بسته کانتور یک 𝐶۱ کانتور اینکه به توجه با نوشت. ∫∞۰ exp{𝑟𝑒𝑖𝜋}𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠𝜋𝑑𝑟 = 𝑒𝑖𝑠𝜋Γ(𝑠) شکل به می توان را (۱۵) دوم جمله
دست به (۱۵) از نتیجه، در .𝐼۱ = ∫𝐶۱ 𝑒

𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 = ۰ کوشی قضیه اساس بر نتیجه در ندارد، کانتور این داخل در قطبی هیچ انتگرال زیر تابع
می آوریم:

න
∞

۰
exp ൛𝑟𝑒𝑖(𝛿۲+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(𝛿۲+𝜓)𝑑𝑟 = 𝑒𝑖𝜋𝑠Γ(𝑠),

نوشت: زیر شکل به می توان را عبارت این ،𝑟𝑒𝑖𝜑 = 𝑡 مختلط متغیر به توجه با .ℜ𝑠 > ۰, 𝜋/۲ − 𝛿۲ < 𝜓 < ۳𝜋/۲ − 𝛿۲ که

∞ exp{𝑖(𝛿۲+𝜓)}

න
۰

𝑒𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 = 𝑒𝑖𝜋𝑠Γ(𝑠), ℜ𝑠 > ۰, 𝜋/۲ − 𝛿۲ < 𝜓 < ۳𝜋/۲ − 𝛿۲. (۱۷)
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دایره کمان و Γ′′۲ بخش ،𝜀 شعاع با 𝐶′′𝑒 دایره کمان ،Γ′′۱ بخش از 𝐶۲ کانتور بطوریکه می گیریم. نظر در را 𝐼۲ = ∫𝐶۲ 𝑒
𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 انتگرال ادامه، در

می شود: تعریف زیر صورت به 𝑡 مختلط صفحه در کانتور این .(۳ (شکل است شده تشکیل 𝑅 شعاع با 𝐶′′𝑅

𝐶۲ =
⎧

⎨
⎩

Γ′′۱ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = −𝛿۱ + 𝜓, 𝜀 ⩽ |𝑡| ⩽ 𝑅},
𝐶′′𝑒 = {𝑡 ∶ − 𝛿۱ + 𝜓 ⩽ arg 𝑡 ⩽ −𝜋, |𝑡| = 𝜀},
Γ′′۲ = {𝑡 ∶ arg 𝑡 = −𝜋, 𝜀 ⩽ |𝑡| ⩽ 𝑅},
𝐶′′𝑅 = {𝑡 ∶ 𝛿۲ + 𝜓 ⩽ arg 𝑡 ⩽ 𝜋, |𝑡| = 𝑅}.

می آوریم: دست به قبلی، حالت با مشابه طور به .−۳𝜋/۲ < −𝛿۱ + 𝜓 < −𝜋/۲ آن در که

𝐼۲ = න
𝑅

𝜀
exp ൛𝑟𝑒−𝑖𝜋ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒−𝑖𝑠𝜋𝑑𝑟 + 𝑖 න

−𝛿۱+𝜓

−𝜋
exp ൛𝑅𝑒𝑖𝜑ൟ 𝑅𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 (۱۸)

+න
𝜀

𝑅
exp ൛𝑟𝑒𝑖(−𝛿۱+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(−𝛿۱+𝜓)𝑑𝑟 + 𝑖 න

−𝜋

−𝛿۱+𝜓
exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 = 𝐽′′۱ + 𝐽′′۲ + 𝐽′′۳ + 𝐽′′۴ .

که: داد نشان می توان ،𝜀 → ۰ وقتی 𝐽′′۴ = 𝑖 ∫−𝜋−𝛿۱+𝜓 exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 انتگرال در

ⅼiⅿ
𝜀→۰ |𝐽

′′۴ | = ۰, ℜ𝑠 > ۰. (۱۹)
انتگرال در سپس،

𝐽′′۲ = 𝑖න
−𝛿۱+𝜓

−𝜋
exp ൛𝑅𝑒𝑖𝜑ൟ 𝑅𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 (۲۰)

که: داد نشان می توان ،𝑅 → ∞ وقتی

ⅼiⅿ
𝑅→∞

|𝐽′′۲ | = ۰, (۲۱)

شود: برآورده زیر شرط اگر

−۳𝜋/۲ + 𝛿۱ < 𝜓 < −𝜋/۲ + 𝛿۱. (۲۲)
می آوریم: دست به ،(۲۱) و (۱۹) به توجه با و 𝑅 → ∞ ،𝜀 → ۰ فرض با بازمی گردیم. (۱۸) عبارت به اکنون

ⅼiⅿ
𝑅→۰ 𝐼۲ = න

∞

۰
exp ൛𝑟𝑒−𝑖𝜋ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒−𝑖𝑠𝜋𝑑𝑟 − න

∞

۰
exp ൛𝑟𝑒𝑖(−𝛿۱+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(−𝛿۱+𝜓)𝑑𝑟. (۲۳)

∫∞۰ exp ൛𝑟𝑒−𝑖𝜋ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒−𝑖𝜋𝑠𝑑𝑟 شکل= به می توان را اول جمله ،(۱۶) از استفاده با .−۳𝜋/۲+𝛿۱ < 𝜓 < −𝜋/۲+𝛿۱ ،ℜ𝑠 > ۰ بطوریکه
بنابراین ندارد، وجود کانتور این داخل در تکینی نقطه هیچ و است بسته کانتور یک 𝐶۲ انتگرال گیری کانتور اینکه به توجه با نوشت. 𝑒−𝑖𝜋𝑠Γ(𝑠)

می آوریم: دست به (۲۳) از .𝐼۲ = ∫𝐶۲ 𝑒
𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 = ۰ کوشی قضیه اساس بر

න
∞

۰
exp ൛𝑟𝑒𝑖(−𝛿۱+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(−𝛿۱+𝜓)𝑑𝑟 = 𝑒−𝑖𝜋𝑠Γ(𝑠),

می آوریم: دست به ،𝑟𝑒𝑖𝜑 = 𝑡 مختلط متغیر تغییر با .−۳𝜋/۲ + 𝛿۱ < 𝜓 < −𝜋/۲ + 𝛿۱ ،ℜ𝑠 > ۰ بطوریکه

න
∞. exp{𝑖(−𝛿۱+𝜓)}

۰
𝑒𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 = 𝑒−𝑖𝜋𝑠Γ(𝑠), ℜ𝑠 > ۰, −۳𝜋/۲ + 𝛿۱ < 𝜓 < −𝜋/۲ + 𝛿۱. (۲۴)
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می گیریم: نظر در را زیر انتگرال حال

𝐼(𝑠) = න
𝛾(𝜀,𝜓,𝛿۱ ,𝛿۲)

𝑒𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡, (۲۵)

به انتگرال، مستقیم محاسبه و 𝑡 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 انتگرال گیری متغیر جایگزینی با است. شده تعریف (۶) عبارت با 𝛾(𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲) کانتور آن در که
می آوریم: دست

(۲۶)
𝐼(𝑠) =

𝜀

න
∞

exp ൛𝑟𝑒𝑖(−𝛿۱+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(−𝛿۱+𝜓)𝑑𝑟 + 𝑖
𝛿۱+𝜓

න
−𝛿۱+𝜓

exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑 +
∞

න
𝜀

exp ൛𝑟𝑒𝑖(𝛿۲+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(𝛿۲+𝜓)𝑑𝑟.

داریم: 𝜀 → ۰ وقتی جمله این در و می گیریم نظر در را عبارت این راست سمت در دوم جمله اکنون

ⅼiⅿ
𝜀→۰ ተ𝑖

𝛿+𝜓

න
−𝛿۱+𝜓

exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑ተ ⩽ ⅼiⅿ
𝜀→۰

𝛿+𝜓

න
−𝛿۱+𝜓

หexp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑ห |𝑑𝜑|

داد: نشان می توان انتگرال، زیر تابع حد محاسبه با
ⅼiⅿ
𝜀→۰ หexp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑 + 𝑠 ⅼn 𝜀 + 𝑖𝑠𝜑ൟห = ۰, در ℜ𝑠 > ۰.

می آوریم: دست به بنابراین،

ⅼiⅿ
𝜀→۰ อ𝑖 න

𝛿+𝜓

−𝛿۱+𝜓
exp ൛𝜀𝑒𝑖𝜑ൟ 𝜀𝑠𝑒𝑖𝑠𝜑𝑑𝜑อ = ۰, در ℜ𝑠 > ۰. (۲۷)

می آوریم: دست به ،(۲۷) به توجه با .𝜀 → ۰ می کنیم فرض و بازمی گردیم (۲۶) عبارت به
(۲۸)

ⅼiⅿ
𝜀→۰ 𝐼(𝑠) =

∞

න
۰

exp ൛𝑟𝑒𝑖(𝛿۲+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(𝛿۲+𝜓)𝑑𝑟 −
∞

න
۰

exp ൛𝑟𝑒𝑖(−𝛿۱+𝜓)ൟ 𝑟𝑠−۱𝑒𝑖𝑠(−𝛿۱+𝜓)𝑑𝑟 =
∞

න
۰

𝑒𝑖𝜓
𝑟𝑠−۱𝑑𝑡 −

∞

න
۰

𝑒𝑖𝜓
𝑟𝑠−۱𝑑𝑡,

می آوریم: دست به ،(۲۸) در (۲۴) و (۱۷) عبارات جایگزینی با رسیدیم. 𝑡 مختلط متغیر به دوباره

𝐼(𝑠) = 𝑒𝑖𝑠𝜋Γ(𝑠) − 𝑒−𝑖𝑠𝜋Γ(𝑠) = ۲𝑖 sin(𝜋𝑠)Γ(𝑠) = ۲𝜋𝑖
Γ(۱ − 𝑠) ,

می کند تعیین را 𝜓 زاویه برای مجاز مقادیر محدوده (۲۲) و (۱۳) نواحی اشتراک است. شده استفاده Γ(𝑠)Γ(۱ − 𝑠) = 𝜋
sin(𝜋𝑠) ویژگی از که

است. شده مشخص (۴) نابرابری توسط که
می آوریم: دست به ،(۲۵) به توجه با

න
𝛾(𝜀,𝜓,𝛿۱ ,𝛿۲)

𝑒𝑡𝑡𝑠−۱𝑑𝑡 = ۲𝜋𝑖
Γ(۱ − 𝑠) , ℜ𝑠 > ۰, (۲۹)

هستند کامل توابع تساوی این طرف دو هر می بینیم، که همان طور است. شده تعریف (۶) توسط 𝛾(𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲) انتگرال گیری کانتور که جایی
جایگزینی با داشت. خواهند مطابقت هم با مختلط صفحه کل در آن ها یکتایی، قضیه اساس بر بنابراین، دارند. مطابقت هم با ℜ𝑠 > ۰ ازای به و

می آوریم: دست به ،(۲۹) در 𝑠 جای به ۱ − 𝑠
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۱
Γ(𝑠) =

۱
۲𝜋𝑖 න𝛾(𝜀,𝜓,𝛿۱ ,𝛿۲)

𝑒𝑡𝑡−𝑠𝑑𝑡,

.𝑠 ∈ ℂ مقدار هر برای
مختصات مبدأ به نسبت 𝜓 دلخواه زاویه یک با می تواند (۵) نمایش در 𝛾(𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲) انتگرال گیری کانتور که می دهد نشان اثبات شده لم
ندارد. بستگی 𝜀, 𝜓, 𝛿۱, 𝛿۲ پارامترهای به گاما تابع مقدار است. شده داده نشان خاکستری رنگ به چرخش ناحیه ،۴ شکل در کند. چرخش
انتخاب نمی توانند 𝜓 زاویه برای بازه این انتهایی مقادیر حال، این با گیرد. قرار 𝜓 ∈ (𝜋۲ −𝛿۲, −

𝜋
۲ +𝛿۱) بازه در می تواند کانتور چرخش زاویه

مثبت بخش امتداد در 𝑆۲ نیم خط باشد، 𝜓 = 𝜋/۲− 𝛿۲ اگر واقع، در شد. خواهد واگرا (۵) راست سمت در انتگرال حالت این در زیرا شوند،
گرفت. خواهد قرار موهومی محور

:۲ شکل :۱ شکل

:۴ شکل :۳ شکل
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جزئی های 𝑆⁃مجموعه رسته در ضعیف پایدار های ویژگی و ها همریختی بررسی
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چکیده
مسطح پایدارضعیف، مفاهیم بر تمرکز با مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای رسته ویژگی های و ساختارها مقاله، این در
در رسته این در مرتب راست 𝑆⁃همریختی های که می دهند نشان پژوهش نتایج شدەاند. بررسی همنهشتی ها و ضعیف
𝑆⁃همریختی های از ترامتناهی ترکیب های که است شده مشخص این، بر علاوه باشد. می پایدار ضعیف خاصی شرایط
که می کنند حفظ را مستقیمی هم حد نیز مستقیم سیستم های و شوند می حفظ رسته این در ضعیف مسطح و پایدار
دقیق صورت به رسته این در همریختی ها زوج بودن پایدار برای کافی و لازم شرایط همچنین، است. ضعیف مسطح
ابزارهای مرتب، جزئی 𝑆⁃مجموعەهای رسته در جبری نظریەهای گسترش بر علاوه نتایج این است. شده ارائه

می کند. فراهم زمینه این در پیچیده ساختارهای توسعه و تحلیل برای را جدیدی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

پایدارضعیف
مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای

اصلی ضعیف مسطح
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

18B35
06A11
18C40

مقدمه .۱
و رستەها نظریه ریاضیات، در گسترده کاربردهای دلیل به آن ها با مرتبط رستەهای و مرتب جزیی های تکواره روی مرتب جزئی مجموعەهای
می شوند، تعریف خاص همریختی های و اسکالری عملیات با که مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای بودەاند. پژوهشگران توجه مورد همواره جبر،
پایدارضعیف، همچون مفاهیمی راستا، این در ببینید. را و[۴] [۳] ،[۲] مراجع می کنند. فراهم جبری ساختارهای مطالعه برای قدرتمندی ابزارهای
شده ذکر مفاهیم برخی ها عمل −𝑆 رسته در می کنند. ایفا مجموعەها این بررسی و تحلیل در مهمی نقش همنهشتی ها و اصلی ضعیف مسطح
در مستقیم، سیستم های و ترامتناهی ترکیب های خواص جبری، ابزارهای از بهرەگیری با مقاله این در ببینید. را [۵] [۱]و مراجع اند. شده بررسی
در گامی پژوهش این است. گردیده ارائه همریختی ها زوج بودن پایدار همچون ویژگی هایی برای کافی و لازم شرایط و شده بررسی رسته این
مجموعه یک 𝐴 و مرتب جزئی تکواره یک 𝑆 می کنیم فرض است. حوزه این در بنیادین مفاهیم درک گسترش و مرتبط نظریەهای توسعه جهت
باشد موجود . ∶ 𝐴 × 𝑆 → 𝐴 مانند دوتایی عمل هرگاه می شود نامیده راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک را 𝐴 آنگاه باشد. ناتهی مرتب جزئی
باشد 𝑎 ≤ 𝑏 اگر 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 و 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 هر برای همچنین .𝑎۱ = 𝑎 و 𝑎(𝑠𝑡) = (𝑎𝑠)𝑡 باشیم داشته 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 و 𝑎 ∈ 𝐴 هر برای که به قسمی
می شود. تعریف مشابه بەطور نیز چپ مرتب جزئی مجموعەهای −𝑆. 𝑎𝑠 ≤ 𝑎𝑡 دهد نتیجه آنگاه 𝑠 ≤ 𝑡 اگر و 𝑎𝑠 ≤ 𝑏𝑠 باشیم داشته آنگاه
راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 تابع آن گاه باشند راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەی دو 𝐵 و 𝐴 اگر حال
دهد نتیجه آن گاه باشد 𝑎۱ ≤ 𝑎۲ اگر ،𝑎۱, 𝑎۲ ∈ 𝐴 هر بەازای و 𝑓(𝑎𝑠) = 𝑓(𝑎)𝑠 باشیم داشته 𝑠 ∈ 𝑆 و 𝑎 ∈ 𝐴 هر برای هرگاه می شود نامیده

. 𝑓(𝑎۱) ≤ 𝑓(𝑎۲).می دهیم نشان (𝑆 − 𝑃 ∘ 𝑆)𝑃 ∘ 𝑆 − 𝑆 با را آن ها بین 𝑆⁃همریختی های با همراه (چپ) راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای همه رستەی
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 هر برای و باشد 𝐼𝑆 ⊆ 𝐼 بەطوری که است 𝑆 از 𝐼 مانند ناتهی زیرمجموعه یک ،𝑆 مرتب جزئی تکواره یک از راست مرتب ایدەآل یک

چاری زاده عباس ∗زینب
زاده) عباس (زینب nahal.asady.1397 @gmail.com هزارجریبی)، (معصومه Masoomeh.hezarjaribi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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کنید فرض است. 𝑆 ایدەآل یک 𝐼 گوییم باشد برقرار 𝐼𝑆 ⊆ 𝐼 فقط هرگاه که شود توجه کند. ایجاب را 𝑎 ∈ 𝐼 آن گاه باشد، 𝑏 ∈ 𝐼 و 𝑎 ≤ 𝑏 اگر
از مرتب جزئی 𝑆⁃زیرمجموعه یک را 𝐵 باشد. 𝐴 از ناتهی زیرمجموعه یک 𝐵 مرتب جزئی مجموعه و راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک 𝐴

.𝑏𝑠 ∈ 𝐵 باشیم داشته 𝑏 ∈ 𝐵 و 𝑠 ∈ 𝑆 هر برای هرگاه می نامیم 𝐴
هر برای 𝑎𝑠𝜃𝑎′𝑠 آن گاه 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴 برای 𝑎𝜃𝑎′ اگر ) 𝜃همنهشتی 𝑆⁃عمل یک 𝐴 مانند مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک روی همنهشتی یک
ضابطه با 𝜋 ∶ 𝐴 → 𝐴/𝜃 طبیعی 𝑆⁃همریختی همچنین و شود تبدیل مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک به 𝐴/𝜃 𝑆⁃عمل که طوری به است ( 𝑠 ∈ 𝑆
یک روی دلخواه رابطه یک 𝐻 ⊆ 𝐴 × 𝐴 کنید فرض حال شود. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک 𝑎 ∈ 𝐴 هر برای 𝑎 → �̄�

شود: می تعریف زیر صورت به شود، می القا 𝐴 بر 𝐻 توسط که 𝜃(𝐻) همنهشتی رابطه باشد. 𝐴 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه
𝑎𝜃(𝐻)𝑎′

بەطوری که دارند وجود (𝑐𝑖 , 𝑑𝑖), (𝑝𝑗 , 𝑞𝑗) ∈ 𝐻 ∪ 𝐻−۱ و 𝑠۱, 𝑡۱, ⋯ , 𝑠𝑛 , 𝑡𝑛 ∈ 𝑆 یا 𝑎 = 𝑎′ یا اگر فقط و اگر
𝑎 ≤ 𝑠۱𝑐۱, 𝑎′ ≤ 𝑡۱𝑝۱,

𝑠۱𝑑۱ ≤ 𝑠۲𝑐۲, 𝑡۱𝑞۱ ≤ 𝑡۲𝑝۲,
⋮ ⋮

𝑠𝑛𝑑𝑛 ≤ 𝑎′, 𝑡𝑚𝑞𝑚 ≤ 𝑎,

.𝑗 = ۱, ⋯ ,𝑚 و 𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑛 برای
کرد. تعریف زیر صورت به می توان را 𝐴/𝜃(𝐻) روی ترتیب رابطه این، بر علاوه

بەطوری که دارند وجود (𝑐𝑖 , 𝑑𝑖) ∈ 𝐻 ∪ 𝐻−۱ و 𝑠۱, ⋯ , 𝑠𝑛 ∈ 𝑆 عناصر یا 𝑎 ≤ 𝑎′ یا اگر فقط و اگر [𝑎] ≤ [𝑎′]

𝑎 ≤ 𝑠۱𝑐۱,
𝑠۱𝑑۱ ≤ 𝑠۲𝑐۲,

⋮
𝑠𝑛𝑑𝑛 ≤ 𝑎′,

.𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑛 برای
را 𝑓 آن گاه باشد. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 و باشند مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه دو 𝑌 و 𝑋 کنید فرض حال

.𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦) اگر فقط و اگر 𝑥 ≤ 𝑦 باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر بەازای هرگاه می نامیم ترتیبی نشاننده یک
هستند. ترتیبی نشانندەهای همان دقیقاً مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از منظم 𝑆⁃تکریختی که است ذکر به لازم

صورت به (𝑓, 𝑔) زوج جلوبر باشند. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی دو 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐶 و 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 کنید فرض اکنون
−𝑆 همنهشتی 𝜌(𝐻) آن در که باشند می 𝓁𝐵 = 𝜋𝑖𝐵 ∶ 𝐵 → 𝑃 و 𝓁𝐶 = 𝜋𝑖𝐶 ∶ 𝐶 → 𝑃 های همریختی −𝑆 همراه به 𝑃 = (𝐵 ⊔ 𝐶)/𝜌(𝐻)
𝑆⁃بروریختی یک 𝜋 ∶ 𝐵⊔𝐶 → 𝑃 نگاشت ،𝐻 = {(۱, 𝑓(𝑎)), (۲, 𝑔(𝑎)); 𝑎 ∈ 𝐴} دوتایی رابطه توسط 𝐵⊔𝐶 روی مرتب جزئی مجموعه
هر برای 𝑖𝐶(𝑐) = (۲, 𝑐) و 𝑖𝐵(𝑏) = (۱, 𝑏) های ضابطه با شده داده هم حاصل ضرب تزریق های 𝑖𝐵 ∶ 𝐵 → 𝐵 ⊔ 𝐶 و 𝑖𝐶 ∶ 𝐶 → 𝐵 ⊔ 𝐶 و

باشد. می 𝑐 ∈ 𝐶 و 𝑏 ∈ 𝐵
رابطه توسط 𝐴 × 𝐵 یعنی مجموعه دو این دکارتی حاصلضرب روی 𝜌 همنهشتی باشند. مرتب جزیی 𝑆⁃مجموعه دو 𝐵 و 𝐴 کنید فرض
که که است مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک (𝐴 × 𝐵)/𝜌 قسمتی خارج بگیرید. نظر در را 𝐻 = {(𝑎𝑠, 𝑏), (𝑎, 𝑠𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑠 ∈ 𝑆}

می دهیم. نشان 𝐴⊗𝑆 𝐵 با آن را و دارد نام 𝑆 روی 𝐵 و 𝐴 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه دو تانسوری حاصل ضرب
چپ مرتب ایدەآل های از نشانندەهای همه 𝐴 ⊗ − تابعگون هرگاه می نامیم اصلی ضعیف مسطح را 𝐴 راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک
𝑆⁃همریختی حال می دهیم. نمایش 𝑃𝑊𝐹 با را اصلی ضعیف مسطح مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای همه کلاس کنند. حفظ را 𝑆 به اصلی
صورت این در بگیرید. نظر در 𝜌𝑓 = (𝑖𝑚(𝑓) × 𝑖𝑚(𝑓))∪̇۱𝑌 صورت به 𝑌 راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه روی همنهشتی و 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌
یک 𝑓 هرگاه است 𝑓 ∈ 𝑃𝑊𝐹 −𝑚𝑜𝑛𝑜 گوییم می حال می دهیم. نشان 𝑌/𝑋 با را 𝑋 توسط 𝑌 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه ریس قسمتی خارج
𝑓 ∈ 𝜒−𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑜𝑛𝑜 گوییم می همچنین باشد. اصلی ضعیف مسطح مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک 𝑌/𝑋 قسمتی خارج و تکریختی −𝑆
𝑌/𝑋 قسمتی خارج و مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از منظم 𝑆⁃تکریختی یک 𝑓 گاه هر است) مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای همه از کلاسی 𝜒)

باشد. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک
.𝑘 > 𝑗 و 𝑘 > 𝑖 باشیم داشته طوری که به باشد داشته وجود 𝑘ی ∈ 𝐼 یک ،𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 برای هرگاه می گویند مستقیم اندیس مجموعه را 𝐼 مجموعه
𝜙𝑖,𝑗 ∶ 𝑋𝑖 ⟶ 𝑋𝑗 های 𝑆⁃همریختی همراه به (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 مرتب جزیی های 𝑆⁃مجموعه از ای مجموعه مستقیم، سیستم یک که کنیم می یادآوری
باشد. برقرار 𝜙𝑗,𝑘𝜙𝑖,𝑗 = 𝜙𝑖,𝑘، 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘هر برای همچنین و 𝜙𝑖,𝑖 = ۱𝑋𝑖 باشیم داشته که طوری به ،𝑖 ≤ 𝑗 آن در که 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 هر برای
𝛼𝑗𝜙𝑖,𝑗که = 𝛼𝑖 که طوری به است 𝛼𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 های 𝑆⁃همریختی با همراه 𝑋 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک مستقیم، سیستم این از هم حد
باشیم داشته که طوری به باشد موجود 𝛽𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑌 های 𝑆⁃همریختی و 𝑌 مانند دیگری مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک اگر حال .𝑖 ≤ 𝑗 آن در
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اندیس مجموعه 𝐼 اگر .𝜓𝛼𝑖 = 𝛽𝑖 طوری که به باشد داشته وجود 𝜓 ∶ 𝑋 → 𝑌 بفرد منحصر 𝑆⁃همریختی یک آنگاه ،𝑖 ≤ 𝑗 برای 𝛽𝑗𝜙𝑖,𝑗 = 𝛽𝑖.می نامیم مستقیم هم حد را هم حد باشد مستقیم
از 𝑆⁃همریختی هایی و مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از مستقیم سیستم یک 𝜆⁃دنباله، یک از منظور باشد. نامتناهی ترتیب یک 𝜆 کنید فرض
ترتیب هر برای که صورت این به است، (𝐴𝜆 , 𝜙𝜆)𝛼<𝜆 مستقیم هم حدِ با (𝐴𝛼 , 𝜙𝛼,𝛽 ∶ 𝐴𝛼 → 𝐴𝛽)𝛼≤𝛽<𝜆 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای

باشد. (𝐴𝛼 , 𝜙𝛼,𝛽)𝛼≤𝛽<𝛾 مستقیم هم حدِ ،(𝐴𝛼 , 𝜙𝛼,𝛾)𝛼≤𝛾 ،𝛾 ≤ 𝜆 حدی
برای آن در که باشد 𝜆⁃دنباله یک (𝐴𝛼 , 𝜙𝛼,𝛽) و باشد مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی هایی از کلاس یک 𝒫 کنید فرض اکنون
𝑆⁃همریختی از ترامتناهی 𝜙۰,𝜆ترکیب ∶ 𝐴۰ → 𝐴𝜆 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی آن گاه .𝜙𝛽,𝛽+۱ ∈ 𝒫 𝛽داریم < 𝛽+۱ < 𝜆

دارد. نام {𝜙𝛼,𝛽|𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 𝜆} مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از
نظر در را 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐵 چپ مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی و 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی

باشیم داشته اگر است پایدار (𝑓, 𝑔) زوج می گوییم بگیرید.
𝑖𝑚(𝑓 ⊗ ۱) ∩ 𝑖𝑚(۱ ⊗𝑔) = 𝑖𝑚(𝑓 ⊗ 𝑔)

های 𝑆⁃مجموعه از هایی 𝑆⁃تکریختی همه برای (𝑓, 𝑔) زوج اگر است پایدار ،𝑓 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی می گوییم و
مجموعه از 𝐼 اصلی چپ مرتب ایدەآل هر برای اگر فقط و اگر است ضعیف پایدار ،𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 گوییم می باشد. پایدار 𝑔 چپ مرتب جزئی
𝑋 کنید فرض است. طبیعی شمول مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک 𝓁𝐼 ∶ 𝐼 → 𝑆 آن در که باشد پایدار (𝑓, 𝓁𝐼) ،𝑆 مرتب جزئی
،𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی هر برای اگر است 𝑌 درون بر 𝑋 گوییم می باشند. مرتب جزیی 𝑆⁃مجموعه دو 𝑌 و

.ℎ𝑓 = ۱𝑋 بەطوری که باشد داشته وجود ℎ ∶ 𝑌 → 𝑋 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک

اصلی نتایج .۲
همنهشتی ها و اصلی ضعیف مسطح پایدارضعیف، مفاهیم بر تمرکز با مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای رسته ویژگی های و ساختارها مقاله، این در
علاوه باشد. می ضعیف پایدار خاصی شرایط در رسته این در مرتب راست 𝑆⁃همریختی های که می دهند نشان پژوهش نتایج شدەاند. بررسی
همچنین، شود. می حفظ رسته این در اصلی ضعیف مسطح و پایدار 𝑆⁃همریختی های از ترامتناهی ترکیب های که است شده مشخص این، بر

است. شده ارائه دقیق صورت به رسته این در همریختی ها زوج بودن پایدار برای کافی و لازم شرایط

یک نیز 𝛾 آن گاه باشد. منظم 𝑆⁃تکریختی یک 𝑔 و مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه رسته در جلوبر یک 𝐴 𝑓 //

𝑔
��

𝐵
𝛾
��

𝐶 𝛿
// 𝑃

کنید فرض .۱ .۲ لم

است. منظم 𝑆⁃تکریختی

برای اگر باشد. منظم 𝑆⁃تکریختی یک 𝑔 و مرتب جزئی های 𝑆⁃مجموعه رسته در جلوبر یک 𝐴 𝑓 //

𝑔
��

𝐵
𝛾
��

𝐶 𝛿
// 𝑃

کنید فرض .۲ .۲ لم

و 𝑔(𝑎′) ≤ 𝑐۲ و 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑎′) طوری که به دارد وجود 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴 یا و 𝑐۱ ≤ 𝑐۲ یا آن گاه .𝛿(𝑐۱) ≤ 𝛿(𝑐۲) باشیم داشته ی 𝑐۱, 𝑐۲ ∈ 𝐶
.𝑐۱ ≤ 𝑔(𝑎)

می دهد. انتقال را جلوبر ها ،𝜒 − 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑜𝑛𝑜 آن گاه باشد، مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از کلاسی ،𝜒 کنید فرض .۳ .۲ گزاره
بگیرید نظر در مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای رسته در را زیر جلوبر نمودار اثبات.

حال است. 𝜒− 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑜𝑛𝑜 به متعلق نیز 𝑔 یعنی 𝑓 جلوبر که کنیم ثابت می خواهیم باشد. 𝑓 ∈ 𝜒 − 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑜𝑛𝑜 کنید فرض و
مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک 𝑃/𝐶 کنیم ثابت است کافی لذا است. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از منظم 𝑆⁃تکریختی یک 𝑔 ،۱ .۲ لم بنابر

.𝑃/𝐶 ∈ 𝜒 یعنی است،
کنیم، بررسی 𝑃/𝐶 اعضای در را جزئی ترتیب رابطه سازگاربودن باید است. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک 𝑃/𝐶 که می دهیم نشان اکنون
[𝑝]𝜃(𝐻)𝑠 ≤𝜃(𝜌) [𝑝′]𝜃(𝐻)𝑠 آنگاه باشد برقرار [𝑝]𝜃(𝐻) ≤𝜃(𝑃) [𝑝′]𝜃(𝐻) اگر 𝑠 ∈ 𝑆 و [𝑝]𝜃(𝐻), [𝑝′]𝜃(𝐻) ∈ 𝑃/𝐶 هر برای یعنی
𝜃(𝐻) و می باشد 𝑃 روی 𝜌 = 𝑖𝑚(𝑔) × 𝑖𝑚(𝑔)∪̇۱𝑃 توسط شده تولید مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه همنهشتی 𝜃(𝜌) اینجا در شود. نتیجه
برای حال می باشد. 𝐵 ⊔ 𝐶 روی 𝐻 = {(۱, 𝑢(𝑎)), (۲, 𝑓(𝑎)), 𝑎 ∈ 𝐴} توسط شده تولید مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه همنهشتی نیز
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𝐴

𝐵 𝑃 = (𝐵 ⊔ 𝐶)/𝜃(𝐻)

𝐶𝑢

𝑓

𝑣

𝑔

:۱ شکل

داریم [𝑝]𝜃(𝐻), [𝑝′]𝜃(𝐻) ∈ ((𝐵 ⊔ 𝐶)/𝜃(𝐻))/𝜃(𝜌)

[𝑝] ≤𝜃(𝐻) [𝑝′] یا اگر فقط و اگر [𝑝]𝜃(𝐻) ≤𝜃(𝐻) [𝑝′]𝜃(𝐻) (۱)
که بەطوری ([𝑐𝑖], [𝑑𝑖]) ∈ 𝜌 ∪ 𝜌−۱ و 𝑠۱, ⋯ , 𝑠𝑛 ∈ 𝑆 دارد وجود یا

[𝑝] ≤𝜃(𝐻) [𝑐۱]𝑠۱,
[𝑑۱]𝑠۱ ≤𝜃(𝐻) [𝑐۲]𝑠۲,
[𝑑۲]𝑠۲ ≤𝜃(𝐻) [𝑐۳]𝑠۳, (۲)

⋮
[𝑑𝑛]𝑠𝑛 ≤𝜃(𝐻) [𝑝′].

داریم: [𝑝] ≤𝜃(𝐻) [𝑝′] یعنی، (۱) رابطه از
بەطوری که دارند وجود (𝑙𝑖 , ℎ𝑖) ∈ 𝐻 ∪ 𝐻−۱ و 𝑡۱, ⋯ , 𝑡𝑛 ∈ 𝑆 عناصر یا 𝑝 ≤ 𝑝′ یا اگر فقط و اگر [𝑝] ≤𝜃(𝐻) [𝑝′]

𝑝 ≤ 𝑙۱𝑡۱,
ℎ۱𝑡۱ ≤ 𝑙۲𝑡۲,
ℎ۲𝑡۲ ≤ 𝑙۳𝑡۳,

⋮
ℎ𝑛𝑡𝑛 ≤ 𝑝′.

داریم: باشد، برقرار 𝑝 ≤ 𝑝′ اگر

𝑝 ≤ 𝑝′ ⇒ 𝑝.𝑠 ≤ 𝑝′.𝑠 ⇒ [𝑝.𝑠] ≤ [𝑝′.𝑠] ⇒ [𝑝.𝑠] ≤𝜃(𝜌) [𝑝′.𝑠] ⇒ [𝑝].𝑠 ≤𝜃(𝜌) [𝑝′].𝑠.

داریم آنگاه باشد، (۲)برقرار رابطه اگر حال
یا اگر فقط و اگر [𝑝] ≤ [𝑐۱]𝑠۱ = [𝑐۱𝑠۱]

𝑝 ≤ 𝑐۱𝑠۱ (۳)
که بەطوری دارند وجود (𝑐′𝑖 , 𝑑′𝑖) ∈ 𝐻 ∪ 𝐻−۱ و 𝑠′۱, ⋯ , 𝑠′𝑛 ∈ 𝑆 یا

𝑝 ≤ 𝑐′۱𝑠′۱,
𝑑′۱𝑠′۱ ≤ 𝑐′۲𝑠′۲,
𝑑′۲𝑠′۲ ≤ 𝑐′۳𝑠′۳, (۴)

⋮
𝑑′𝑛𝑠′𝑛 ≤ 𝑐۱𝑠۱.
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داریم باشد، برقرار 𝑝 ≤ 𝑐۱𝑠۱ رابطه اگر
𝑝 ≤ 𝑐۱𝑠۱ ⇒ 𝑝𝑠 ≤ 𝑐۱𝑠۱𝑠 ⇒ [𝑝𝑠] ≤𝜃(𝐻) [𝑐۱𝑠۱𝑠]

داریم باشد برقرار (۴) رابطه اگر و
𝑝 ≤ 𝑐′۱𝑠′۱ ⇒ 𝑝𝑠 ≤ 𝑐′۱𝑠۱𝑠,

𝑑′۱𝑠′۱𝑠 ≤ 𝑐′۲𝑠′۲𝑠,
𝑑′۲𝑠′۲𝑠 ≤ 𝑐′۳𝑠′۳𝑠,

⋮
𝑑′𝑛𝑠′𝑛𝑠 ≤ 𝑐۱𝑠۱𝑠.

داریم (۲) رابطه از بنابراین
[𝑝𝑠] ≤ [𝑝′𝑠] ⇒ [𝑝]𝑠 ≤ [𝑝′]𝑠

لذا .[𝑝].𝑠 ≤ [𝑝′].𝑠 که داد نشان می توان راحتی به آن گاه باشد. 𝑠 ≤ 𝑡 و [𝑝] ∈ 𝑃/𝐶 و 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 کنید فرض حال است. برقرار نتیجه لذا
.𝑔 ∈ 𝜒 − 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑚𝑜𝑛𝑜 نتیجه در و 𝑃/𝐶 ∈ 𝜒 داریم

می دهد. انتقال را جلوبرها ،𝑃𝑊𝐹 −𝑚𝑜𝑛𝑜 کلاس .۴ .۲ نتیجه
باشد. راست مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 کنید فرض و باشد مرتب جزئی تکواره یک 𝑆 کنید فرض .۵ .۲ لم

است؛ ضعیف پایدار 𝑓 آن گاه باشد، اصلی ضعیف مسطح 𝑌/𝑋 اگر (۱)
است. اصلی ضعیف مسطح 𝑌/𝑋 آن گاه باشد، ضعیف پایدار 𝑓 و اصلی ضعیف مسطح 𝑌 اگر (۲)

داریم و است 𝑆⁃تکریختی یک نیز �̄� ∶ 𝑌/𝑋 → 𝑍/𝑌 آن گاه باشد. مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃همریختی یک 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍 اگر (۳)
𝑍/𝑋 ≅ (𝑍/𝑌)/(𝑌/𝑋).

𝑆⁃تکریختی یک نیز با �̄� ∶ 𝑌/𝑋 → 𝑍/𝑌 آن گاه باشد ضعیف پایدار مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃تکریختی یک 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍 اگر (۴)
است. ضعیف پایدار مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از

است. بسته ترکیب تحت 𝑃𝑊𝐹 −𝑚𝑜𝑛𝑜 کلاس .۶ .۲ گزاره
اندیس مجموعه با مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از مستقیم سیستم یک (𝑋𝑖 , 𝜙𝑖,𝑗) و باشد مرتب جزئی تکواره یک 𝑆 کنید فرض .۷ .۲ لم

: داریم آنگاه باشد. مستقیم هم حد (𝑋, 𝛼𝑖) کنید فرض و باشد 𝐼 مستقیم
برای مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃تکریختی 𝜙𝑖,𝑘یک اگر فقط و اگر است مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃تکریختی یک 𝛼𝑖 (۱)

باشد. 𝑘 ≥ 𝑖 همه
۱⊗𝜆 ∶ 𝑋𝑖⊗𝐴 → 𝑋𝑖⊗𝐵 اگر ،𝑖 ∈ 𝐼 هر برای باشد چپ مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃تکریختی یک 𝜆 ∶ 𝐴 → 𝐵 کنید فرض (۲)
𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃تکریختی یک نیز ۱⊗𝜆 ∶ 𝑋⊗𝐴 → 𝑋⊗𝐵 آن گاه باشد، مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از 𝑆⁃تکریختی یک

است. مرتب جزئی
باشیم داشته بەطوری که باشد، داشته وجود 𝑋𝑖 روی 𝑖 ∈ 𝐼 ،𝜌𝑖 مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه همنهشتی یک کنید فرض (۳)

𝜃𝑖,𝑗 ∶ 𝑋𝑖/𝜌𝑖 → 𝑋𝑗/𝜌𝑗
𝜃𝑖,𝑗(𝑥𝑖𝜌𝑖) = 𝜙𝑖,𝑗(𝑥𝑖)𝜌𝑗

𝛽𝑖 ∶ 𝑋𝑖/𝜌𝑖 → 𝑋/𝜌مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از یک𝑆⁃همریختی مرتب𝜌روی𝑋و جزئی همنهشتی𝑆⁃مجموعه یک آن گاه ،𝑖 ≤ 𝑗برای
است. (𝑋𝑖/𝜌𝑖 , 𝜃𝑖,𝑗) هم حد (𝑋/𝜌, 𝛽𝑖) بەطوری که دارد وجود

این در باشد. اصلی ضعیف مسطح مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعەهای از خانواده یک (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 مستقیم اندیس مجموعه 𝐼 کنید فرض .۸ .۲ نتیجه
است. اصلی ضعیف مسطح مرتب جزئی 𝑆⁃مجموعه یک نیز آن هم حد صورت

است. بسته ترامتناهی ترکیب تحت 𝑃𝑊𝐹 −𝑚𝑜𝑛𝑜 کلاس .۹ .۲ گزاره
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چکیده
متساوی مثلث یک رئوس مثلث هر زاویههای همجوار گرهای تثلیث تلاقی محل که است آن از حاکی مورلی قضیه

میدهند. تشکیل را الاضلاع
(محل تلاقی نقاط این از یکی که مثلث یک زاویه سه از زاویه دو گرهای تثلیث تلاقی محل داشتن با مقاله این در ما
متساوی مثلث راس را نقطه این . است نیز نظرمورلی مورد مثلث رئوس از یکی همجوار)، گرهای تثلیث تلاقی
خاصیت از استفاده با و است زاویه دو این دیگر گر تثلیث دو روی ان دیگر راس دو که میدهیم قرار الاضلاعی
سوم زاویه گرهای تثلیث و است. مورلی نظر مورد مثلث همان الاضلاع متساوی مثلث این که میکنیم ثابت نیمسازها

میکنند. تلاقی خود همجوار گرهای تثلیث با مثلث همین دیگر راس دو محل در هم

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:
مورلی قضیه

ضلع به همجوار(نزدیک گرهای تثلیث
( زاویه دو مشترک
نیمسازها خاصیت

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
۵۵A۴۷
۵۲B۳۹
۲۰K۳۴
۸۲B۳۹

پیش گفتار .۱
اضلاع این به نزدیک گر تثلیث دو تلاقی محل و دارند مشترک ضلع یک مثلث یک زاویههای دو به دو که است مطلب این کننده بیان مورلی قضیه

۱ شکل . میدهند تشکیل را الاضلاع متساوی مثلث یک رئوس همجوار) گرهای تثلیث )
متعددی اثباتهای گردید. مطرح بود، امریکا دانشگاههای از یکی ریاضی استاد موقع آن در که مورلی فرانک توسط ۱۸۹۹ سال در مورلی قضیه
برنده و فرانسوی ریاضیدان کن الن دانان، ریاضی این جمله از است. امده عمل به وهندسی ومثلثاتی جبری مختلف طرق به مورلی قضیه از
لحاظ از که امریکا پرینستون دانشگاه ریاضی واستاد انگلیسی شهیر ریاضیدان کانوی جان .[۱] دارد مورلی ازقضیه جبری ز،اثباتی فیلد جایزه
هم جانب این منبع[۲] دارد. مورلی ازقضیه هندسی و زیبا نیزاثباتی میرود شمار به دنیا دانشگاههای افتخارترین پر از یکی علمی دستاوردهای
متقارن و متناظر دایرههای کمک به و دیگر روشی با ،قبلا مقاله این در نیمسازها خاصیت از استفاده با مورلی قضیه از امده عمل به اثبات از غیر به

.[۳] نمودهام اثبات را قضیه این ،
نمودهام ارائه ایران ریاضی کنفرانس سومین و پنجاه در دیگر) متقارن متساویالاضلاع مثلث سه و مورلی عنوان(قضیه تحت مقالهای همچنین

.[۴]

پژوهش دست آورد های .۲
نقطه در 𝐶𝑏 و 𝐴𝑏 گرهای وتثلیث 𝑐 درنقطه 𝐵𝑐 و 𝐴𝑐 گرهای تثلیث و 𝑎 نقطه در 𝐶𝑎 و 𝐵𝑎 گرهای تثلیث 𝐴𝐵𝐶 مثلث در ۱ شکل به توجه با
تشکیل را الاضلاع متساوی مثلث یک رئوس 𝑐 و 𝑏و 𝑎 نقطه سه مورلی نظر از اند نموده تلاقی یکدیگر با همجوار گرهای تثلیث عنوان به 𝑏

میدهند.

ابری) سلطانی (غلامرضا Golamrezasoltaniabri@yahoo.com الکترونیک: پست
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مثلث در چون میشود نیز 𝐵�̂�۱𝐶 زاویه نیمساز 𝐴۱𝑎 خط پاره کنند قطع را همدیگر 𝐴۱ نقطه در تا دهیم امتداد را 𝐶𝑎 و 𝐵𝑎 گرهای تثلیث اگر
میگذرند. مشترک نقطه ازیک مثلث هر ونیمسازهای است مثلث این نیمسازدیگر دو تلاقی محل 𝑎 نقطه . 𝐵△

𝐴۱𝐶

 
 

 
 

 

 

 

 

 اثبات مطلب:

 Cbو Abوتثلیث گرهای  cدرنقطه  Bcو  Acو تثلیث گرهای  aدر نقطه  Caو  Baتثلیث گرهای  ABC( در مثلث 1با توجه به شکل )

رئوس یک مثلث متساوی  cو  bو  aنظر مورلی سه نقطه  عنوان تثلیث گرهای همجوار با یکدیگر تلاقی نموده اند از به bدر نقطه 

نیمساز   A1aهمدیگر را قطع کنند پاره خط  A1را امتداد دهیم تا در نقطه  Caو  Baاگر تثلیث گرهای  الاضلاع را تشکیل می دهند.

> زاویه 𝐵𝐴1𝐶 نیز میشود چون در مثلث∆  BA1C  نقطهa  محل تلاقی دو نیمسازدیگر این مثلث است ونیمساز های هر مثلث

 .ازیک نقطه مشترک می گذرند

 

 

 1-شکل

اضلاع  cو   bنیمساز ان باشد اضلاع این زاویه در نقاط  aA1درجه ای قرار دهیم که   06را راس زاویه   aدراین حالت اگر نقطه 

BA1  وCA1 را قطع می کنند .در این حالت با ترسیم ضلع  bc  مثلث متساوی الساقینabc تساوی است م 06 °که زاویه راس ان

>از این نقطه روی نیمساز زاویه  با این شرایطویکی از رئوس مثلث مورلی است  aچون نقطه .الاضلاع هم می شود 𝐵𝐴1𝐶  بیشتر

باشد بنا بر این تثلیث  A1Cو A1B نمی توان رسم کرد که دو راس دیگر ان مثلث روی اضلاع متساوی الاضلاع از یک مثلث 

>   گرهای زاویه راس سوم یعنی زاویه 𝐴 نیز مجبورند و چاره ای ندارند مگر این که در نقاطb   وc   با تثلیث گرهای همجوار خود

 تلاقی نمایند

 

:۱ شکل
را 𝐶𝐴۱ و 𝐵𝐴۱ اضلاع 𝑐 و 𝑏 نقاط در زاویه این اضلاع باشد ان نیمساز 𝑎𝐴۱ که دهیم قرار درجهای ۶۰ زاویه راس را 𝑎 نقطه اگر حالت دراین
نقطه میشود.چون هم الاضلاع متساوی است ۶۰∘ آن راس زاویه که 𝑎𝑏𝑐 الساقین متساوی مثلث 𝑏𝑐 ضلع ترسیم با حالت این .در میکنند قطع
کرد رسم نمیتوان الاضلاع متساوی مثلث یک از بیشتر 𝐵�̂�۱𝐶 زاویه نیمساز روی نقطه این از شرایط این وبا است مورلی مثلث رئوس از یکی a
ندارند چارهای و مجبورند نیز �̂� زاویه یعنی سوم راس زاویه گرهای تثلیث این بر بنا باشد 𝐴۱𝐶 و 𝐴۱𝐵 اضلاع روی مثلث آن دیگر راس دو که

نمایند. تلاقی خود همجوار گرهای تثلیث با 𝑐 و 𝑏 نقاط در که این مگر
را 𝑎𝑆 وخط بسازد 𝐶 زاویه ثلث برابر زاویهای 𝑎𝑐 ضلع با و قطع را 𝑏𝑐 ضلع 𝑅 نقطه در که کنیم رسم خطی 𝑎 ازنقطه اگر ،۱ شکل به توجه با

.𝑎�̂�𝑐 = ۶۰∘ + �̂� زاویه و 𝑎�̂�𝑏 = ۶۰∘ + �̂� داریم حالت این در بسازد. �̂� زاویه ثلث برابر زاویهای 𝑎𝑏 ضلع با که کنیم رسم طوری نیز
زاویه ثلث با برابر میسازند هم با خطوط این که زاویهای . کنیم رسم 𝑎𝑆 موازات به خطی ⅽ نقطه از و 𝑎𝑅 موازات به خطی 𝑏 نقطه از اگر حالا
امده بوجود مثلث در و میشود. درجه ۶۰∘ + �̂� = 𝑏�̂�𝐴 = ۶̂ و ۶۰∘ + �̂� = 𝑐�̂�𝐴 = ۵̂ با برابر میسازند 𝑎𝑏 ضلع با که زاویهای و میشود �̂�
اند شده رسم aS موازات به 𝑐 راس از و 𝑎𝑅 موازات به 𝑏 راس از که خطوطی براین بنا است. (۶۰∘ + 𝑏) + (۶۰∘ + 𝑐) + 𝑎 = ۱۸۰∘ داریم،

 
 

 
 

 

  Cهر ثلث زاویزاویه ای براب   acرا قطع و با ضلع  bcضلع  Rخطی رسم کنیم که در نقطه  a اگر ازنقطه   1 - با توجه به شکل

> زاویه ای برابر ثلث زاویه  abرا نیز طوری رسم کنیم که با ضلع  aSوخط  بسازد 𝐵 در این حالت داریم          .       بسازد

 >   °  b < + aSc=06 و زاوی°  c  < + <  aRb =  06زاویه 

هم می سازند این خطوط با  . زاویه ای کهرسم کنیم   aSخطی به موازات    cو از نقطه  aRخطی به موازات  bحالا اگر از نقطه 

                          و  >c    = cbA =5> +°06برابر با می سازند abضلع می شود و زاویه ای که با  > Aبرابر با ثلث زاویه 

+b 06=  bcA< <  =0< 

 .است   a = 196°+(06°+c)+(b+°06) ،  و در مثلث بوجود امده داریم  شود. درجه می 

 

 

 2-شکل 

 Aاین دو خط نمی توانند جز در نقطه  رسم شده اند aSبه موازات  cو از راس   aRبه موازات   bراس بنا بر این خطوطی که از 

>راس زاویه  𝐵𝐴𝐶   مثلث های مشابه دیگری که قاعده انها اضلاع زاویه های قاعده با هم تلاقی کنند ،چون  باab وac   است

 داریم: Cba∆همخوانی دارد.در این حالت در مثلث 

< abC =196 –06°-(< 𝑏 + 𝑐)  =06°+< 𝑎     =4 <  و  

 < baC = 196 − (06+< 𝑎)−< 𝑐)  = 06°+< 𝑏     <   2 =  

 داریم : Bca  ∆همچنین در مثلث

< 𝐵ca=196° -06°- (<  b+< c)=06°+< a  =1 <  و 

< 2 =< 𝐵𝑎𝑐 =  196° − (06 +a)-<b=06+< 𝑐  

    

:۲ شکل
اضلاع آنها قاعده که دیگری مشابه مثلثهای قاعده زاویههای با ،چون کنند تلاقی هم با 𝐵�̂�𝐶 زاویه راس 𝐴 نقطه در جز نمیتوانند خط دو این

داریم: 𝐶△𝑏𝑎 مثلث در حالت این دارد.در همخوانی است 𝑎𝑐 و 𝑎𝑏
۴̂ = 𝑎�̂�𝐶 = ۱۸۰∘ − ۶۰∘ − (�̂� + �̂�) = ۶۰∘ + �̂�

و

۲̂ = 𝑏�̂�𝐶 = ۱۸۰∘ − ((۶۰∘ + �̂�) − �̂�) = ۶۰∘ + �̂�

: داریم 𝐵△𝑐𝑎 مثلث در همچنین
۱̂ = 𝐵�̂�𝑎 = ۱۸۰∘ − ۶۰∘ − (�̂� + �̂�) = ۶۰∘ + �̂�



۹۳ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ ابری سلطانی غلامرضا

و

۲̂ = 𝐵�̂�𝑐 = ۱۸۰∘ − (۶۰∘ + �̂�) − �̂� = ۶۰∘ + �̂�.

،�̂� = ۳𝑏 ،�̂� = ۳𝑎 باشیم داشته 𝐴△
𝐵𝐶 مثلث در کنیم فرض کنیم: بیان اگر) تنها و (اگر شکل به را مورلی قضیه تا میکند کمک زاده کرم قضیه

.𝑐۳ = �̂�
الاضلاع متساوی ( مورلی مثلث (همان یا 𝑎△𝑏𝑐 مثلث آنگاه ، کنند قطع را یکدیگر 𝑐، 𝑏، 𝑎 نقطه سه در 𝐴△

𝐵𝐶 مثلث زاویه سه تثلیثگرهای اگر
۳̂ = ۶̂ = ۶۰∘+�̂� و ۲̂ = ۵̂ = ۶۰∘+�̂� ،۱̂ = ۴̂ = ۶۰∘+�̂� کنند صدق زیر تساویهای 𝐴△𝑏𝑐در ،𝐶△𝑏𝑎 ،𝐵△𝑎𝑐 مثلثهای اگر) وتنها (اگر است

میکند. صدق شده برده بکار نیمسازها خاصیت از استفاده با مورلی قضیه اثبات برای که روشی در تساویها این میشود ملاحظه که همانطور

: گیری نتیجه .۳
مثلث سه قاعده زاویه دو با کردهایم ترسیم که الاضلاعی متساوی مثلث اضلاع روی بر شده ساخته مثلث سه قاعده زاویه دو اینکه به توجه با
محل و است مورلی مثلث همان ما نظر مورد مثلث که گرفت نتیجه میتوان میکند پیروی فرمول یک از و دارد همخوانی مورلی درقضیه مشابه

. میدهند تشکیل را الاضلاع متساوی مثلث یک رئوس مثلث هر زاویههای همجوار گرهای تثلیث تلاقی

سپاس گزاری
زاده. کرم شهنی علی امید پروفسور بزرگوارجناب استاد کشور ریاضی مروج و ماندگار چهره از میکنم تشکر و تقدیر و سپاسگزاری −۱

استاد ایران علوم فرهنگستان ریاضی شاخه محترم ریاست کشور ریاضی مروج و ماندگار چهره از میکنم تشکر و تقدیر و سپاسگزاری −۲
تومانیان. مگردیچ پروفسور جناب بزرگوار

ادامه در اینجانب مشوق و حامی عنوان به را اشرفی رضا علی سید پروفسور شادروان بزرگوارجناب استاد خاطره و یاد میدارم گرامی −۳
ریاضی. تحقیقات

گنبدکاووس دانشگاه آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین برگزارکننده دست اندرکاران و عوامل همەی از می کنم تشکر و تقدیر و سپاسگزاری −۴
مقاله ارسال و آمادەسازی امر در مساعدت و راهنمایی برای همایش، محترم دبیر شاهینی، دکتر ویژه به

مراجع
.۴۳ −۵۲ ،۴۱ شماره ،(۱۳۸۷) ریلضی، اندیشه و فرهنگ مورلی، قضیه از جدیدی اثلات درفشه، م.ر [۱]

.۱ −۳۶ ،۶۳ شماره ،(۱۳۹۷) ریاضی اندیشه و فرهنگ دوم. نوع از سازی همگانی زاده، کرم شهنی ا. و ممتحن [۲]
کرمان. دانشگاه ،(۱۴۰۰) ایران ریاضی کنفرانس دومین و پنجاه متقارن. و متناظر دایرههای کمک به مورلی قضیه اثبات برای روشی سلطانی، غ. [۳]

مازندران. فناوری و علم دانشگاه ایران(۱۴۰۱)، ریاضی کنفرانس سومین و پنجاه دیگر. متقارن و متساویالاضلاع مثلث سه و مورلی قضیه سلطانی، غ. [۴]
[5] O.A.S. Karamzadeh, Is the mystery of Morleys Triscotor theorem resolued?, Forum Geometricorum, 18 (2018), 297–306.
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𝐾⁃جبر ابر یک از فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر درباره
محمدزادهب الهه ،آ، محمدزاده∗ فهیمه

ایران تهران، نور، پیام دانشگاه پایه، علوم گروه محض، ریاضی استادیار آ
ایران تهران، نور، پیام دانشگاه پایه، علوم گروه محض، ریاضی استادیار ب

چکیده
آن برای معادل شرط یک و می شود معرفی فازی جبر −𝐾ابر یک از فازی 𝐾–زیرجبر ابر مفهوم ابتدا مقاله این در
ابر یک فازی 𝐾⁃جبر ابر یک از توانستیم همچنین می شود. بیان مفهوم این باره در مثالهایی ادامه در و می شود ذکر

آوریم. دست به فازی 𝐾⁃زیرجبر

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ 𝐾⁃جبرفازی ابر
۲ فازی جبر ابر𝐾⁃زیر
فازی۳ ابر𝐵𝐶𝐾⁃جبر

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
06F35
08A72
03E72

مقدمه .۱
دارند. علوم سایر و کامپیوتر ریاضی، مختلف شاخەهای در زیادی کاربردهای نظریه این شد. معرفی [۱۰] ۱ زاده توسط ۱۹۶۵ سال در فازی  نظریه
مجموعەهای چارچوب در را انتزاعی جبر مفاهیم محققین از بسیاری سپس، کرد. تعریف را فازی زیر گروه مفهوم [۶] ۲ روزنفلد ،۱۹۷۱ سال در
مقالات که کرد بیان را فازی 𝐵𝐶𝐾⁃جبر ابر مفهوم ،[۹] ۳ شی ،۱۹۹۱ سال در آن از بعد شود. مراجعه [۱۱ ،۳] منابع به دادند، گسترش فازی

. [۵] شد نوشته زمینه این در مختلف دانشمندان توسط زیادی
می کند بررسی را فازی مجموعەهای از امده دست به مجرد ساختارهای ابر مقالات اول دسته می شوند. تقسیم دسته سه به فازی ابرساختارهای
مفاهیم به [۱۱] ۴ زاهدی توسط که است فازی جبرهای مفاهیم از مستقیمی توسیع مقالات، دوم دسته . [۲] شد معرفی کرسینی توسط که
رویکردی با منتها است مرتبط فازی ابرگروەهای به نیز شد معرفی [۳] توفان و کرسینی توسط که سوم دسته یافت. گسترش فازی ابرساختارهای
وهمکارانش سن توسط ایده این دارد. نام فازی ابرعمل که می شود داده نسبت فازی مجموعه یک عناصر از زوج هر به روش این در متفاوت. کاملا
فازی ابرساختارهای روی مطالعه و کرد معرفی را فازی ابرحلقەهای مفهوم [۴] لیورینا شد. معرفی فازی نیم گروه ابر مفهوم و شد انجام [۷]

دارد. ادامه همچنان
توفان و کرسینی روش به را فازی(ضعیف) ایدەآل −𝐾 ابر و فازی ابر𝐼⁃جبر ابر𝐾⁃جبرفازی، 𝐵𝐶𝐾⁃جبرفازی، ابر مفهوم [۱] مقاله در همچنین

است. جبرفازی 𝐾⁃ابر یک ابر𝐵𝐶𝐾⁃جبرفازی هر که هر دادیم نشان و کردیم بیان

∗سخنران
محمدزاده) (الهه mohamadzadeh@pnu.ac.ir محمدزاده)، (فهیمه f.mohammadzadeh@pnu.ac.ir الکترونیک: پست

1Zadeh
2Rosenfeld
3Xi
4Zahedi
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مثالهایی ادامه در و می شود ذکر آن برای معادل شرط یک و می شود معرفی فازی جبر −𝐾ابر یک از فازی 𝐾–زیرجبر ابر مفهوم ابتدا مقاله این در
می شود. بیان مفهوم این باره در

𝐹(𝐻) با 𝐻 فازی زیرمجموعەهای تمام مجموعه می شود. نامیده 𝐻 فازی زیرمجموعه یک 𝜇 ∶ 𝐻 → [۰, ۱] تابع 𝐻 غیرتهی مجموعه یک برای
𝐻 فازی عمل ابر یک 𝐹∗(𝐻) به 𝐻 × 𝐻 از ∘ تابع است. صفر فازی مجموعه ،۰ از منظور که 𝐹∗(𝐻) = 𝐹(𝐻)\{۰} و می شود داده نشان
(مرجع می شود نامیده فازی ابر گروهوار یک (𝐻, ∘) دراین صورت . 𝑥۱ ∘ 𝑥۲ ∈ 𝐹∗(𝐻) باشیم ,𝑥۱،داشته 𝑥۲ ∈ 𝐻 هر برای هرگاه می شود نامیده

ببینید). را [۷]
𝐴 غیرتهی زیرمجموعه هر برای این صورت در باشند. (𝐻, ∘) فازی ابر گروهوار از فازی زیرمجموعەهای 𝜈 و 𝜇 کنید فرض [۷] .۱ .۱ تعریف

می کنیم: تعریف را زیر عمل های 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑟 ∈ 𝐻 هر و 𝐻 از
ضابطه با ⊙ ∶ 𝐹(𝐻) × 𝐹(𝐻) → 𝐹(𝐻) (۱)

(𝜇 ⊙ 𝜈)(𝑟) = ሧ
𝑝,𝑞∈𝐻

(𝜇(𝑝) ∧ (𝑝 ∘ 𝑞)(𝑟) ∧ 𝜈(𝑞))

ضابطه با ∗ ∶ 𝐻 × 𝐹(𝐻) → 𝐹(𝐻) (۲)

(𝑥۱ ∗ 𝜇)(𝑟) = ቐ
⋁
𝑡∈𝐻

((𝑥۱ ∘ 𝑡)(𝑟) ∧ 𝜇(𝑡)) 𝜇 ≠ ۰
۰ 𝜇 = ۰

ضابطه با • ∶ 𝐹(𝐻) × 𝐻 → 𝐹(𝐻) (۳)

(𝜇 • 𝑥۱)(𝑟) = ቐ
⋁
𝑡∈𝐻

(𝜇(𝑡) ∧ (𝑡 ∘ 𝑥۱)(𝑟)) 𝜇 ≠ ۰
۰ 𝜇 = ۰

ضابطه با می باشد 𝐻\{∅} توانی مجموعه 𝑃∗(𝐻) آن در که ○ ∶ 𝐻 × 𝑃∗(𝐻) → 𝐹∗(𝐻) (۴)

(𝑥۲ ○ 𝐴)(𝑟) = ሧ
𝑥۱∈𝐴

(𝑥۲ ∘ 𝑥۱)(𝑟)

می کنیم: تعریف زیر ضابطه با را ⋆ ∶ 𝑃∗(𝐻) × 𝐻 → 𝐹∗(𝐻) و

(𝐴 ⋆ 𝑥۲)(𝑟) = ሧ
𝑥۱∈𝐴

(𝑥۱ ∘ 𝑥۲)(𝑟)

می آوریم. را زیر تعریف بالا در شده تعریف نمادهای به توجه با
(𝐻, ∘) آنگاه ،𝑥 ○ 𝐻 = 𝐻 ○ 𝑥 = 𝜒𝐻 باشیم داشته 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اگر باشد. فازی نیم گروه ابر یک (𝐻, ∘) کنید فرض [۷] .۲ .۱ تعریف

می شود. نامیده فازی ابر گروه یک
می کنیم: تعریف زیر بەصورت را 𝑡𝑌 فازی مجموعه .𝑡 ∈ [۰, ۱] و 𝑌 ⊆ 𝑋 کنید فرض

𝑡𝑌(𝑥) = ൝𝑡 𝑥 ∈ 𝑌
۰ 𝑥 ∉ 𝑌

نقطە 𝑎 ∘ 𝑏 اگر مقاله، این در می شود. داده نشان 𝑡𝑦 با و می شود نامیده فازی نقطە یک 𝑡{𝑦} آنگاه ،{𝑦} مانند باشد، یکانی مجموعه 𝑌 اگر بەویژه
می شود. داده نشان 𝑡(𝑎,𝑏)𝑦 نماد با آنگاه باشد، فازی

تعریف را زیر رابطەهای این صورت در 𝐻باشند. روی فازی زیرمجموعه دو 𝜈 و 𝜇 و فازی ابر گروهوار یک (𝐻, ∘) کنید فرض [۱] .۳ .۱ تعریف
می کنیم:

.(𝑥۱ ∘ 𝑥۲)(۰) > ۰ اگر تنها و اگر 𝑥۱ < 𝑥۲ داریم 𝑥۱, 𝑥۲ ∈ 𝐻 هر برای (۱)
.𝑟 < 𝑠 و 𝜈(𝑠) > ۰ و 𝜇(𝑟) > ۰ که بەطوری یافت 𝑠 ∈ 𝐻 بتوان 𝑟 ∈ 𝐻 هر برای اگر تنها و اگر 𝜇 ≪ 𝜈 (۲)

.𝑟 < 𝑠 و 𝜈(𝑠) > ۰ و 𝜇(𝑟) > ۰ بەطوری که باشند موجود 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐻 اگر تنها و اگر 𝜇 < 𝜈 ۳)
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اگر می شود گفته فازی 𝐵𝐶𝐾⁃جبر ابر یک 𝐻 این صورت در باشد. ۰ ثابت عضو با فازی ابر گروهوار یک (𝐻, ∘) کنید فرض [۱] .۴ .۱ تعریف
باشد: برقرار زیر موارد 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳ ∈ 𝐻 هر برای
(𝑥۱ ∘ 𝑥۳) ⊙ (𝑥۲ ∘ 𝑥۳) ≪ 𝑥۱ ∘ 𝑥۲ (𝐹𝐻𝐾۱)
(𝑥۱ ∘ 𝑥۲) • 𝑥۳ = (𝑥۱ ∘ 𝑥۳) • 𝑥۲ (𝐹𝐻𝐾۲)

𝑥۱ ○ 𝐻 ≪ 𝜒{𝑥۱} (𝐹𝐻𝐾۳)
.𝑥۱ = 𝑥۲ آنگاه ،𝑥۲ < 𝑥۱ و 𝑥۱ < 𝑥۲ اگر ((𝐹𝐻𝐾۴)

نامیده فازی 𝐾⁃جبر ابر یک می کند، صدق زیر شرایط در که ۰ ثابت یک و “∘” فازی عمل ابر یک با همراه 𝐻 غیرتهی مجموعه یک .۵ .۱ تعریف
می شود.

.(𝑥 ∘ 𝑧) ⊙ (𝑦 ∘ 𝑧) < 𝑥 ∘ 𝑦 (𝐻𝐼۱)
.(𝑥 ∘ 𝑦) • 𝑧 = (𝑥 ∘ 𝑧) • 𝑦 (𝐻𝐼۲)

،𝑥 < 𝑥 (𝐻𝐼۳)
،𝑥 = 𝑦 آنگاه ،𝑦 < 𝑥 و 𝑥 < 𝑦 اگر (𝐻𝐼۴)

.۰ < 𝑥 داریم 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (𝐻𝐼۵)
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 که

(𝑎۱, 𝑏۱), (𝑎۲, 𝑏۲) ∈ هر برای 𝐻باشد. = 𝐻۱×𝐻۲ و فازی) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر (ابر فازی 𝐾⁃جبر ابر (𝐻۲, ∘۲, ۰۲) و (𝐻۱, ∘۱, ۰۱) کنید فرض .۶ .۱ قضیه
می کنیم: تعریف زیر بەصورت 𝐻 روی را “∘” فازی ابرعمل 𝐻

(𝑎۱, 𝑏۱) ∘ (𝑎۲, 𝑏۲) = (𝑎۱ ∘۱ 𝑎۲, 𝑏۱ ∘۲ 𝑏۲) (۱)
داریم 𝑠 ∈ 𝐻۲ و 𝑟 ∈ 𝐻۱ و 𝜇 ∈ 𝐹(𝐻۱) و 𝜈 ∈ 𝐹(𝐻۲) هر برای که بەطوری

(𝜇, 𝜈)(𝑟, 𝑠) = (𝜇(𝑟), 𝜈(𝑠)) (۲)
می کنیم: تعریف همچنین و

(𝑎۱, 𝑏۱) < (𝑎۲, 𝑏۲) ⇔ 𝑎۱ < 𝑎۲, 𝑏۱ < 𝑏۲.

𝐵𝐶𝐾⁃حاصل ضرب ابر (یا فازی 𝐾⁃حاصل ضرب ابر را آن و است فازی) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر (ابر فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) این صورت در
می نامیم. 𝐻۲ و 𝐻۱ فازی)

اصلی نتایج .۲
روی " ∘ " فازی عمل ابر به نسبت 𝑆اگر باشد. ۰ شامل 𝐻 زیرمجموعه یک 𝑆 و باشد فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) کنید فرض .۱ .۲ تعریف

می شود. نامیده 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 آنگاه باشد، فازی 𝐾⁃جبر ابر یک 𝐻
اگر است 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در باشد. (𝐻, ∘, ۰) فازی 𝐾⁃جبر ابر از غیرتهی زیرمجموعه یک 𝑆 فرض کنید .۲ .۲ قضیه

(.𝑟 ∈ 𝑆 آنگاه ،(𝑥 ∘ 𝑦)(𝑟) > ۰ که باشد موجود 𝑟 ∈ 𝐻 اگر (بەعبارتی 𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای اگر تنها و
داریم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای بنابراین است. 𝐻 𝐾⁃زیرجبرفازی ابر 𝑆 (⇒) اثبات.
𝑥 ∘ 𝑦 ∈ 𝐹∗(𝑆).

.𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 یعنی
برای حال .۰ ∈ 𝑆 فرض به بنا پس .(𝑎 ∘ 𝑎)(۰) > ۰ می دانیم .𝑎 ∈ 𝑆 فرض کنید همچنین و 𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای فرض کنید (⇐)

داریم است 𝐾⁃جبر ابر 𝐻 چون بنابراین .𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 و 𝑦 ∘ 𝑧 ⊆ 𝑆 و 𝑥 ∘ 𝑧 ⊆ 𝑆 داریم 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 هر
(𝑥 ∘ 𝑧) ⊙ (𝑦 ∘ 𝑧) < 𝑥 ∘ 𝑦.

فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 بنابراین برقرارند. نیز (𝐻𝐼۵) و (𝐻𝐼۴ ) و (𝐻𝐼۳) و (𝐻𝐼۲) مشابه بەطور است. برقرار نیز 𝑆 در (𝐻𝐼۱ ) درنتیجه
است. 𝐻
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می کنیم: تعریف زیر صورت به (𝑋, ∗, ۰) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر روی را " ∘ " فازی عمل ابر (۱) .۳ .۲ مثال

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜒𝑥∗𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
از فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 آنگاه باشد، (𝑋, ∘, ۰) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر از زیرجبر یک 𝑆 اگر . است فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝑋, ∘, ۰) این صورت در

می باشد. (𝑋, ∘, ۰)
می کنیم: تعریف زیر صورت به آن از 𝑦 و 𝑥 هر برای را 𝐻 = [۰, ∞) روی “∘” فازی ابرعمل (۲)

𝑥 ∘ 𝑦 = ൞
𝜒[۰,𝑥] 𝑥 ≤ 𝑦
𝜒(۰,𝑦] 𝑥 > 𝑦 ≠ ۰
𝜒{𝑥} 𝑦 = ۰

از فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در .𝑆 = [۰, 𝑎] و 𝑎 > ۰ کنید فرض اکنون است. فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) این صورت در
است. (𝐻, ∘, ۰)

فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) این صورت در بگیرید. درنظر را زیر جدول مطابق را " ∘ " فازی عمل ابر و 𝐻 = {۰, 𝑎, 𝑏} کنید فرض (۳)
می باشد. 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در 𝑆 = {۰, 𝑎} کنید فرض است.
∘ ۰ 𝑎 𝑏
۰ 𝜒{۰} 𝜒{۰} 𝜒{۰}
𝑎 𝜒{𝑎} 𝜒{۰,𝑎} 𝜒{۰,𝑎}
𝑏 𝜒{𝑏} 𝜒{𝑎,𝑏} 𝜒{۰,𝑎,𝑏}

فازی ابر𝐵𝐶𝐾⁃جبر اما است فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻۱, ∘, ۰) این صورت در بگیرید. درنظر را زیر جدول و 𝐻۱ = {۰, 𝑥, 𝑦} کنید فرض (۴)
. .𝑥 ∘ 𝑦≪̸𝜒{𝑥} زیرا نیست

می باشد. 𝐻 غیربدیهی فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در .𝑆 = 𝐻۱ × {۰} و 𝐻 = 𝐻۱ × 𝐻۱ فرض کنید
∘ ۰ 𝑥 𝑦
۰ 𝜒{۰} 𝜒{۰,𝑥,𝑦} 𝜒{۰,𝑥,𝑦}
𝑥 𝜒{𝑥} 𝜒{۰,𝑥,𝑦} 𝜒{۰,𝑥,𝑦}
𝑦 𝜒{𝑦} 𝜒{𝑥,𝑦} 𝜒{۰,𝑥,𝑦}

.𝜇 = 𝑡۰ آنگاه ،𝜇 < 𝑡۰ اگر این صورت در 𝜇 ∈ 𝐹(𝐻) و باشد فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) کنید فرض .۴ .۲ گزاره
همواره پس رسیم. می تناقض به 𝜇 < 𝑡۰ از آنگاه 𝜇(𝑟) = ۰ اگر اما .𝜇(𝑟) = ۰ یا 𝜇(𝑟) > ۰ آنگاه 𝑟 = ۰ اگر 𝑟 ∈ 𝐻 کنید فرض اثبات.

.𝜇 = 𝑡۰ درنتیجه رسیم. می تناقض به 𝜇 < 𝑡۰ از از دوم حالت در که 𝜇(𝑟) > ۰ یا 𝜇(𝑟) = ۰ آنگاه 𝑟 ≠ ۰ اگر حال .𝜇(۰) > ۰
می باشد. 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆𝐾(𝐻) مجموعه این صورت در باشد. فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) فرض کنید .۵ .۲ قضیه

𝑆𝐾(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐻 ∣ 𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑡(𝑥,𝑥)۰ }
𝑎 ∈ 𝐻 و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝐾(𝐻) فرض کنید است. غیرتهی 𝑆𝐾(𝐻) و ۰ ∈ 𝑆𝐾(𝐻) پس .۰ ∘ ۰ < 𝑡۰ بنابراین .۰ < ۰ داریم (𝐻𝐼۳) بنابر اثبات.

.𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 یعنی 𝑎 ∈ 𝑆 که می دهیم نشان .(𝑥 ∘ 𝑦)(𝑎) > ۰ که بەطوری باشد موجود
می دانیم

(𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦) < 𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑡(𝑥,𝑥)۰
داریم (۲) ۴ .۲ گزاره به بنا حال .𝐴 = (𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦) می دهیم قرار

𝐴 = (𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑡۰ (۳)
بنابراین .(𝑎 ∘ 𝑎)(𝑟) > ۰ که بەطوری 𝑟 ∈ 𝐻 فرض کنید

((𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦))(𝑟) =ሧ
𝑝,𝑞

(𝑥 ∘ 𝑦)(𝑝) ∧ (𝑝 ∘ 𝑞)(𝑟) ∧ (𝑥 ∘ 𝑦)(𝑞)

≥ (𝑥 ∘ 𝑦)(𝑎) ∧ (𝑎 ∘ 𝑎)(𝑟) > ۰. (۴)
پس .𝑟 = ۰ آنگاه ،(𝑎 ∘ 𝑎)(𝑟) > ۰ اگر دادیم نشان درنتیجه .𝑟 = ۰ یعنی 𝑡𝐴۰ (𝑟) > ۰ داریم (۴) و (۳) رابطەهای به توجه با حال

می باشد. 𝐻 فازی جبر 𝐾⁃زیر ابر یک 𝑆𝐾(𝐻) و 𝑎 ∈ 𝑆 بەعبارتی .(𝑎 ∘ 𝑎) = 𝑡(𝑎,𝑎)۰
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چکیده
آن برای معادل شرط یک و می شود معرفی فازی جبر −𝐾ابر یک از فازی 𝐾–زیرجبر ابر مفهوم ابتدا مقاله این در
ابر یک فازی 𝐾⁃جبر ابر یک از توانستیم همچنین می شود. بیان مفهوم این باره در مثالهایی ادامه در و می شود ذکر

آوریم. دست به فازی 𝐾⁃زیرجبر

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ 𝐾⁃جبرفازی ابر
۲ فازی جبر ابر𝐾⁃زیر
فازی۳ ابر𝐵𝐶𝐾⁃جبر

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
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مقدمه .۱
دارند. علوم سایر و کامپیوتر ریاضی، مختلف شاخەهای در زیادی کاربردهای نظریه این شد. معرفی [۱۰] ۱ زاده توسط ۱۹۶۵ سال در فازی  نظریه
مجموعەهای چارچوب در را انتزاعی جبر مفاهیم محققین از بسیاری سپس، کرد. تعریف را فازی زیر گروه مفهوم [۶] ۲ روزنفلد ،۱۹۷۱ سال در
مقالات که کرد بیان را فازی 𝐵𝐶𝐾⁃جبر ابر مفهوم ،[۹] ۳ شی ،۱۹۹۱ سال در آن از بعد شود. مراجعه [۱۱ ،۳] منابع به دادند، گسترش فازی

. [۵] شد نوشته زمینه این در مختلف دانشمندان توسط زیادی
می کند بررسی را فازی مجموعەهای از امده دست به مجرد ساختارهای ابر مقالات اول دسته می شوند. تقسیم دسته سه به فازی ابرساختارهای
مفاهیم به [۱۱] ۴ زاهدی توسط که است فازی جبرهای مفاهیم از مستقیمی توسیع مقالات، دوم دسته . [۲] شد معرفی کرسینی توسط که
رویکردی با منتها است مرتبط فازی ابرگروەهای به نیز شد معرفی [۳] توفان و کرسینی توسط که سوم دسته یافت. گسترش فازی ابرساختارهای
وهمکارانش سن توسط ایده این دارد. نام فازی ابرعمل که می شود داده نسبت فازی مجموعه یک عناصر از زوج هر به روش این در متفاوت. کاملا
فازی ابرساختارهای روی مطالعه و کرد معرفی را فازی ابرحلقەهای مفهوم [۴] لیورینا شد. معرفی فازی نیم گروه ابر مفهوم و شد انجام [۷]

دارد. ادامه همچنان
توفان و کرسینی روش به را فازی(ضعیف) ایدەآل −𝐾 ابر و فازی ابر𝐼⁃جبر ابر𝐾⁃جبرفازی، 𝐵𝐶𝐾⁃جبرفازی، ابر مفهوم [۱] مقاله در همچنین

است. جبرفازی 𝐾⁃ابر یک ابر𝐵𝐶𝐾⁃جبرفازی هر که هر دادیم نشان و کردیم بیان
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مثالهایی ادامه در و می شود ذکر آن برای معادل شرط یک و می شود معرفی فازی جبر −𝐾ابر یک از فازی 𝐾–زیرجبر ابر مفهوم ابتدا مقاله این در
می شود. بیان مفهوم این باره در

𝐹(𝐻) با 𝐻 فازی زیرمجموعەهای تمام مجموعه می شود. نامیده 𝐻 فازی زیرمجموعه یک 𝜇 ∶ 𝐻 → [۰, ۱] تابع 𝐻 غیرتهی مجموعه یک برای
𝐻 فازی عمل ابر یک 𝐹∗(𝐻) به 𝐻 × 𝐻 از ∘ تابع است. صفر فازی مجموعه ،۰ از منظور که 𝐹∗(𝐻) = 𝐹(𝐻)\{۰} و می شود داده نشان
(مرجع می شود نامیده فازی ابر گروهوار یک (𝐻, ∘) دراین صورت . 𝑥۱ ∘ 𝑥۲ ∈ 𝐹∗(𝐻) باشیم ,𝑥۱،داشته 𝑥۲ ∈ 𝐻 هر برای هرگاه می شود نامیده

ببینید). را [۷]
𝐴 غیرتهی زیرمجموعه هر برای این صورت در باشند. (𝐻, ∘) فازی ابر گروهوار از فازی زیرمجموعەهای 𝜈 و 𝜇 کنید فرض [۷] .۱ .۱ تعریف

می کنیم: تعریف را زیر عمل های 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑟 ∈ 𝐻 هر و 𝐻 از
ضابطه با ⊙ ∶ 𝐹(𝐻) × 𝐹(𝐻) → 𝐹(𝐻) (۱)

(𝜇 ⊙ 𝜈)(𝑟) = ሧ
𝑝,𝑞∈𝐻

(𝜇(𝑝) ∧ (𝑝 ∘ 𝑞)(𝑟) ∧ 𝜈(𝑞))

ضابطه با ∗ ∶ 𝐻 × 𝐹(𝐻) → 𝐹(𝐻) (۲)

(𝑥۱ ∗ 𝜇)(𝑟) = ቐ
⋁
𝑡∈𝐻

((𝑥۱ ∘ 𝑡)(𝑟) ∧ 𝜇(𝑡)) 𝜇 ≠ ۰
۰ 𝜇 = ۰

ضابطه با • ∶ 𝐹(𝐻) × 𝐻 → 𝐹(𝐻) (۳)

(𝜇 • 𝑥۱)(𝑟) = ቐ
⋁
𝑡∈𝐻

(𝜇(𝑡) ∧ (𝑡 ∘ 𝑥۱)(𝑟)) 𝜇 ≠ ۰
۰ 𝜇 = ۰

ضابطه با می باشد 𝐻\{∅} توانی مجموعه 𝑃∗(𝐻) آن در که ○ ∶ 𝐻 × 𝑃∗(𝐻) → 𝐹∗(𝐻) (۴)

(𝑥۲ ○ 𝐴)(𝑟) = ሧ
𝑥۱∈𝐴

(𝑥۲ ∘ 𝑥۱)(𝑟)

می کنیم: تعریف زیر ضابطه با را ⋆ ∶ 𝑃∗(𝐻) × 𝐻 → 𝐹∗(𝐻) و

(𝐴 ⋆ 𝑥۲)(𝑟) = ሧ
𝑥۱∈𝐴

(𝑥۱ ∘ 𝑥۲)(𝑟)

می آوریم. را زیر تعریف بالا در شده تعریف نمادهای به توجه با
(𝐻, ∘) آنگاه ،𝑥 ○ 𝐻 = 𝐻 ○ 𝑥 = 𝜒𝐻 باشیم داشته 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اگر باشد. فازی نیم گروه ابر یک (𝐻, ∘) کنید فرض [۷] .۲ .۱ تعریف

می شود. نامیده فازی ابر گروه یک
می کنیم: تعریف زیر بەصورت را 𝑡𝑌 فازی مجموعه .𝑡 ∈ [۰, ۱] و 𝑌 ⊆ 𝑋 کنید فرض

𝑡𝑌(𝑥) = ൝𝑡 𝑥 ∈ 𝑌
۰ 𝑥 ∉ 𝑌

نقطە 𝑎 ∘ 𝑏 اگر مقاله، این در می شود. داده نشان 𝑡𝑦 با و می شود نامیده فازی نقطە یک 𝑡{𝑦} آنگاه ،{𝑦} مانند باشد، یکانی مجموعه 𝑌 اگر بەویژه
می شود. داده نشان 𝑡(𝑎,𝑏)𝑦 نماد با آنگاه باشد، فازی

تعریف را زیر رابطەهای این صورت در 𝐻باشند. روی فازی زیرمجموعه دو 𝜈 و 𝜇 و فازی ابر گروهوار یک (𝐻, ∘) کنید فرض [۱] .۳ .۱ تعریف
می کنیم:

.(𝑥۱ ∘ 𝑥۲)(۰) > ۰ اگر تنها و اگر 𝑥۱ < 𝑥۲ داریم 𝑥۱, 𝑥۲ ∈ 𝐻 هر برای (۱)
.𝑟 < 𝑠 و 𝜈(𝑠) > ۰ و 𝜇(𝑟) > ۰ که بەطوری یافت 𝑠 ∈ 𝐻 بتوان 𝑟 ∈ 𝐻 هر برای اگر تنها و اگر 𝜇 ≪ 𝜈 (۲)

.𝑟 < 𝑠 و 𝜈(𝑠) > ۰ و 𝜇(𝑟) > ۰ بەطوری که باشند موجود 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐻 اگر تنها و اگر 𝜇 < 𝜈 ۳)
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اگر می شود گفته فازی 𝐵𝐶𝐾⁃جبر ابر یک 𝐻 این صورت در باشد. ۰ ثابت عضو با فازی ابر گروهوار یک (𝐻, ∘) کنید فرض [۱] .۴ .۱ تعریف
باشد: برقرار زیر موارد 𝑥۱, 𝑥۲, 𝑥۳ ∈ 𝐻 هر برای
(𝑥۱ ∘ 𝑥۳) ⊙ (𝑥۲ ∘ 𝑥۳) ≪ 𝑥۱ ∘ 𝑥۲ (𝐹𝐻𝐾۱)
(𝑥۱ ∘ 𝑥۲) • 𝑥۳ = (𝑥۱ ∘ 𝑥۳) • 𝑥۲ (𝐹𝐻𝐾۲)

𝑥۱ ○ 𝐻 ≪ 𝜒{𝑥۱} (𝐹𝐻𝐾۳)
.𝑥۱ = 𝑥۲ آنگاه ،𝑥۲ < 𝑥۱ و 𝑥۱ < 𝑥۲ اگر ((𝐹𝐻𝐾۴)

نامیده فازی 𝐾⁃جبر ابر یک می کند، صدق زیر شرایط در که ۰ ثابت یک و “∘” فازی عمل ابر یک با همراه 𝐻 غیرتهی مجموعه یک .۵ .۱ تعریف
می شود.

.(𝑥 ∘ 𝑧) ⊙ (𝑦 ∘ 𝑧) < 𝑥 ∘ 𝑦 (𝐻𝐼۱)
.(𝑥 ∘ 𝑦) • 𝑧 = (𝑥 ∘ 𝑧) • 𝑦 (𝐻𝐼۲)

،𝑥 < 𝑥 (𝐻𝐼۳)
،𝑥 = 𝑦 آنگاه ،𝑦 < 𝑥 و 𝑥 < 𝑦 اگر (𝐻𝐼۴)

.۰ < 𝑥 داریم 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (𝐻𝐼۵)
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 که

(𝑎۱, 𝑏۱), (𝑎۲, 𝑏۲) ∈ هر برای 𝐻باشد. = 𝐻۱×𝐻۲ و فازی) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر (ابر فازی 𝐾⁃جبر ابر (𝐻۲, ∘۲, ۰۲) و (𝐻۱, ∘۱, ۰۱) کنید فرض .۶ .۱ قضیه
می کنیم: تعریف زیر بەصورت 𝐻 روی را “∘” فازی ابرعمل 𝐻

(𝑎۱, 𝑏۱) ∘ (𝑎۲, 𝑏۲) = (𝑎۱ ∘۱ 𝑎۲, 𝑏۱ ∘۲ 𝑏۲) (۱)
داریم 𝑠 ∈ 𝐻۲ و 𝑟 ∈ 𝐻۱ و 𝜇 ∈ 𝐹(𝐻۱) و 𝜈 ∈ 𝐹(𝐻۲) هر برای که بەطوری

(𝜇, 𝜈)(𝑟, 𝑠) = (𝜇(𝑟), 𝜈(𝑠)) (۲)
می کنیم: تعریف همچنین و

(𝑎۱, 𝑏۱) < (𝑎۲, 𝑏۲) ⇔ 𝑎۱ < 𝑎۲, 𝑏۱ < 𝑏۲.

𝐵𝐶𝐾⁃حاصل ضرب ابر (یا فازی 𝐾⁃حاصل ضرب ابر را آن و است فازی) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر (ابر فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) این صورت در
می نامیم. 𝐻۲ و 𝐻۱ فازی)

اصلی نتایج .۲
روی " ∘ " فازی عمل ابر به نسبت 𝑆اگر باشد. ۰ شامل 𝐻 زیرمجموعه یک 𝑆 و باشد فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) کنید فرض .۱ .۲ تعریف

می شود. نامیده 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 آنگاه باشد، فازی 𝐾⁃جبر ابر یک 𝐻
اگر است 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در باشد. (𝐻, ∘, ۰) فازی 𝐾⁃جبر ابر از غیرتهی زیرمجموعه یک 𝑆 فرض کنید .۲ .۲ قضیه

(.𝑟 ∈ 𝑆 آنگاه ،(𝑥 ∘ 𝑦)(𝑟) > ۰ که باشد موجود 𝑟 ∈ 𝐻 اگر (بەعبارتی 𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 باشیم داشته 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای اگر تنها و
داریم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای بنابراین است. 𝐻 𝐾⁃زیرجبرفازی ابر 𝑆 (⇒) اثبات.
𝑥 ∘ 𝑦 ∈ 𝐹∗(𝑆).

.𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 یعنی
برای حال .۰ ∈ 𝑆 فرض به بنا پس .(𝑎 ∘ 𝑎)(۰) > ۰ می دانیم .𝑎 ∈ 𝑆 فرض کنید همچنین و 𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای فرض کنید (⇐)

داریم است 𝐾⁃جبر ابر 𝐻 چون بنابراین .𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 و 𝑦 ∘ 𝑧 ⊆ 𝑆 و 𝑥 ∘ 𝑧 ⊆ 𝑆 داریم 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 هر
(𝑥 ∘ 𝑧) ⊙ (𝑦 ∘ 𝑧) < 𝑥 ∘ 𝑦.

فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 بنابراین برقرارند. نیز (𝐻𝐼۵) و (𝐻𝐼۴ ) و (𝐻𝐼۳) و (𝐻𝐼۲) مشابه بەطور است. برقرار نیز 𝑆 در (𝐻𝐼۱ ) درنتیجه
است. 𝐻
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می کنیم: تعریف زیر صورت به (𝑋, ∗, ۰) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر روی را " ∘ " فازی عمل ابر (۱) .۳ .۲ مثال

𝑥 ∘ 𝑦 = 𝜒𝑥∗𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
از فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 آنگاه باشد، (𝑋, ∘, ۰) 𝐵𝐶𝐾⁃جبر از زیرجبر یک 𝑆 اگر . است فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝑋, ∘, ۰) این صورت در

می باشد. (𝑋, ∘, ۰)
می کنیم: تعریف زیر صورت به آن از 𝑦 و 𝑥 هر برای را 𝐻 = [۰, ∞) روی “∘” فازی ابرعمل (۲)

𝑥 ∘ 𝑦 = ൞
𝜒[۰,𝑥] 𝑥 ≤ 𝑦
𝜒(۰,𝑦] 𝑥 > 𝑦 ≠ ۰
𝜒{𝑥} 𝑦 = ۰

از فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در .𝑆 = [۰, 𝑎] و 𝑎 > ۰ کنید فرض اکنون است. فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) این صورت در
است. (𝐻, ∘, ۰)

فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) این صورت در بگیرید. درنظر را زیر جدول مطابق را " ∘ " فازی عمل ابر و 𝐻 = {۰, 𝑎, 𝑏} کنید فرض (۳)
می باشد. 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در 𝑆 = {۰, 𝑎} کنید فرض است.
∘ ۰ 𝑎 𝑏
۰ 𝜒{۰} 𝜒{۰} 𝜒{۰}
𝑎 𝜒{𝑎} 𝜒{۰,𝑎} 𝜒{۰,𝑎}
𝑏 𝜒{𝑏} 𝜒{𝑎,𝑏} 𝜒{۰,𝑎,𝑏}

فازی ابر𝐵𝐶𝐾⁃جبر اما است فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻۱, ∘, ۰) این صورت در بگیرید. درنظر را زیر جدول و 𝐻۱ = {۰, 𝑥, 𝑦} کنید فرض (۴)
. .𝑥 ∘ 𝑦≪̸𝜒{𝑥} زیرا نیست

می باشد. 𝐻 غیربدیهی فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆 این صورت در .𝑆 = 𝐻۱ × {۰} و 𝐻 = 𝐻۱ × 𝐻۱ فرض کنید
∘ ۰ 𝑥 𝑦
۰ 𝜒{۰} 𝜒{۰,𝑥,𝑦} 𝜒{۰,𝑥,𝑦}
𝑥 𝜒{𝑥} 𝜒{۰,𝑥,𝑦} 𝜒{۰,𝑥,𝑦}
𝑦 𝜒{𝑦} 𝜒{𝑥,𝑦} 𝜒{۰,𝑥,𝑦}

.𝜇 = 𝑡۰ آنگاه ،𝜇 < 𝑡۰ اگر این صورت در 𝜇 ∈ 𝐹(𝐻) و باشد فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) کنید فرض .۴ .۲ گزاره
همواره پس رسیم. می تناقض به 𝜇 < 𝑡۰ از آنگاه 𝜇(𝑟) = ۰ اگر اما .𝜇(𝑟) = ۰ یا 𝜇(𝑟) > ۰ آنگاه 𝑟 = ۰ اگر 𝑟 ∈ 𝐻 کنید فرض اثبات.

.𝜇 = 𝑡۰ درنتیجه رسیم. می تناقض به 𝜇 < 𝑡۰ از از دوم حالت در که 𝜇(𝑟) > ۰ یا 𝜇(𝑟) = ۰ آنگاه 𝑟 ≠ ۰ اگر حال .𝜇(۰) > ۰
می باشد. 𝐻 فازی 𝐾⁃زیرجبر ابر یک 𝑆𝐾(𝐻) مجموعه این صورت در باشد. فازی 𝐾⁃جبر ابر یک (𝐻, ∘, ۰) فرض کنید .۵ .۲ قضیه

𝑆𝐾(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐻 ∣ 𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑡(𝑥,𝑥)۰ }
𝑎 ∈ 𝐻 و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝐾(𝐻) فرض کنید است. غیرتهی 𝑆𝐾(𝐻) و ۰ ∈ 𝑆𝐾(𝐻) پس .۰ ∘ ۰ < 𝑡۰ بنابراین .۰ < ۰ داریم (𝐻𝐼۳) بنابر اثبات.

.𝑥 ∘ 𝑦 ⊆ 𝑆 یعنی 𝑎 ∈ 𝑆 که می دهیم نشان .(𝑥 ∘ 𝑦)(𝑎) > ۰ که بەطوری باشد موجود
می دانیم

(𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦) < 𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑡(𝑥,𝑥)۰
داریم (۲) ۴ .۲ گزاره به بنا حال .𝐴 = (𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦) می دهیم قرار

𝐴 = (𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦) = 𝑡۰ (۳)
بنابراین .(𝑎 ∘ 𝑎)(𝑟) > ۰ که بەطوری 𝑟 ∈ 𝐻 فرض کنید

((𝑥 ∘ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∘ 𝑦))(𝑟) =ሧ
𝑝,𝑞

(𝑥 ∘ 𝑦)(𝑝) ∧ (𝑝 ∘ 𝑞)(𝑟) ∧ (𝑥 ∘ 𝑦)(𝑞)

≥ (𝑥 ∘ 𝑦)(𝑎) ∧ (𝑎 ∘ 𝑎)(𝑟) > ۰. (۴)
پس .𝑟 = ۰ آنگاه ،(𝑎 ∘ 𝑎)(𝑟) > ۰ اگر دادیم نشان درنتیجه .𝑟 = ۰ یعنی 𝑡𝐴۰ (𝑟) > ۰ داریم (۴) و (۳) رابطەهای به توجه با حال

می باشد. 𝐻 فازی جبر 𝐾⁃زیر ابر یک 𝑆𝐾(𝐻) و 𝑎 ∈ 𝑆 بەعبارتی .(𝑎 ∘ 𝑎) = 𝑡(𝑎,𝑎)۰
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۱۰۶–۱۰۴ صص. ،NA–170 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

از مهره اصطکاک بدون لیزخوردن معادلەی حل در چبیشف چندجملەای کاربرد
سیم روی

تدین فرب عادل ،آ، عموتقی∗ علیرضا
ایران اصفهان، علوم پایه، گروه لنجان، واحد اسلامی، آزاد آدانشگاه

ایران اصفهان، شاهین شهر، (هسا)، ایران هواپیماسازی صنایع بشرکت

چکیده
کمک با و گرفته نظر در زمین ثابت گرانشی میدان اثر بر و اصطکاک بدون را سیم روی مهره حرکت مقاله این در
بیان را آن ها محاسبات حل راه و ارایه را بەوجودآمده معادلات چبیشف چندجملەای های و براچیستوچرون مسألەی

می کنیم. هم سنجی شده، محاسبه دیگر روش های از که پاسخ هایی با را بەدست آمده جواب نهایت در می کنیم.

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

چبیشف چندجملەای
براچیستوچرون مسألەی

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
41A35
41A50

مقدمه .۱
معادله این حل پیش تر است. شده ارایه براچیستوچرون معادلات از استفاده با اصطکاک بدون سیم روی از مهره یک خوردن لیز معادلەی [۵] در
داریم قصد مقاله این در .([۸] و [۳] ،[۲] ،[۱]) است شده انجام پویا برنامەریزی و پی درپی جاروی الگوریتم گرادیان، روش های از استفاده با

نماییم. ارایه آن حل برای را چبیشف چندجملەای های روش تا
.𝐶۰ = 𝐶𝑀 = ۲ و 𝐶𝑘 = ۱ می دهیم قرار ،۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑀−۱ ،𝑘 هر برای و گرفته نظر 𝑀در درجەی از را چبیشف چندجملەای های منظور بدین

.[۴] می کنیم تعریف زیر بەصورت 𝐷𝑘𝑙 درایەهای با را 𝐷(𝑀+۱)×(𝑀+۱) ماتریس منظور بدین

𝐷𝑘𝑙 =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝐶𝑘(−۱)𝑘+۱
𝐶𝑙(𝑡𝑘−𝑡𝑙)

if 𝑘 ≠ 𝑙
۲𝑀۲+۱

۶ if 𝑘 = 𝑙 = ۰
− ۲𝑀۲+۱

۶ if 𝑘 = 𝑙 = 𝑀
− 𝑡𝑙

۲(۱−𝑡۲
𝑙 )

if ۱ ≤ 𝑘 = 𝑙 ≤ 𝑀 − ۱
. (۱)

می گیریم. نظر در زیر بەصورت را 𝑈𝑘(𝑡) و 𝜎𝑘 ،۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 ،𝑘 هر برای هم چنین

𝜎𝑘 =
sin((𝑘 + ۱) 𝜋

۲𝑀 )
(𝑘 + ۱) sin( 𝜋

۲𝑀 )
, (۲)

تدین فر ∗عادل
تدین فر) (عادل adeltadayyonfar@yahoo.com عموتقی)، (علیرضا Amotaghi@iauln.ac.ir الکترونیک: پست



۱۰۵ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ تدین فر عادل و عموتقی علیرضا

𝑈𝑘(𝑡) =
۱

𝑘 + ۱𝑇𝑘+۱(𝑡). (۳)
می نماییم. معرفی زیر بەصورت نیز را �̄�𝑙(𝑡) و 𝑡𝑗− ۱

۲
،۰ ≤ 𝑙 ≤ 𝑀 و ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑀 که 𝑙 و 𝑗 هر برای موارد، این بر افزون

𝑡𝑗− ۱
۲
= ⅽos((𝑗 −

۱
۲)𝜋

𝑀 ), (۴)

�̄�𝑙(𝑡) =
۱

𝐶𝑙𝑀
(۱ + 𝜎۱𝑇۱(𝑡۱)𝑈۱(𝑡) +

𝑀


𝑘=۲

𝑇𝑘(𝑡𝑙)(𝜎𝑘𝑈𝑘(𝑡) − 𝜎𝑘−۲𝑈𝑘−۲(𝑡))
𝐶𝑘

. (۵)

می کنیم. تعریف 𝑑𝑗𝑙 = �̄�𝑙(𝑡𝑗− ۱
۲
) درایەهای با را 𝒟 ماتریس پایان در

براچیستوچرون معادلەی کردن کمینه .۲
در که است زیر بەصورت ،𝑋(۱) = −۰٫۵ و 𝑋(۰) = ۰ ،�̇�(𝜏) = 𝑈(𝜏) شرایط با براچیستوچرون معادلەی کردن کمینه مقاله، این در هدف

مذکورند. مهرەی افقی و عمودی مختصات بەترتیب، ،𝜏 و 𝑋 آن

𝐽 = න
۱

۰
(۱ + 𝑈۲(𝜏)

۱ − 𝑋(𝜏) )
۱
۲𝑑𝜏. (۶)

می شود. بیان زیر روابط با آن سرعت برحسب مهره افقی و عمودی مختصات قطبی، بەصورت ،𝛼 = tan−۱(�̇�) متغیر تغییر با

𝑋 = ۱ − 𝑐
۲ (۱ + ⅽos  (۲𝛼)), (۷)

𝜏 = 𝑡۰
۲ + 𝑐

۲ (۲𝛼 + sin  (۲𝛼)). (۸)

(−۱, ۱) به (۰, ۱) از را 𝜏 تغییرات بازەی و کرده استفاده 𝜏 = ۱
۲(۱ + 𝑡) متغیر تغییر از ،(𝐽) براچیستوچرون معادلەی کردن کمینه برای اکنون

داشت: خواهیم بنابراین می دهیم. انتقال

𝐽 = ۱
۲ න

۱

−۱
۱ + 𝑢۲(𝑡)
۱ − 𝑥(𝑡) )

۱
۲𝑑𝑡, (۹)

.𝑥(۱) = −۰٫۵ و 𝑥(−۱) = ۰ ،𝑥(𝑡) = ۱
۲𝑢(𝑡) آن در که

می گیریم. نظر در زیر بەصورت 𝑢(𝑡) و 𝑥(𝑡) برای را 𝑀 درجەی از درون یاب چندجملەای های حال

𝑥𝑀(𝑡) =
𝑀


𝑘=۰

(𝑎𝑘𝜙𝑘(𝑡)), (۱۰)

𝑢𝑀(𝑡) =
𝑀


𝑘=۰

(𝑏𝑘𝜙𝑘(𝑡)), (۱۱)



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ تدین فر عادل و عموتقی علیرضا ۱۰۶

هستند. چبیشف چندجملەای های همان 𝜙𝑘(𝑡) و 𝑏𝑘 = ∑𝑀
𝑙=۰ 𝐷𝑘𝑙𝑎𝑙 ،۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 ،𝑘 هر برای که

بگیریم. نظر در زیر بەصورت بایستی را 𝑑⋆𝑙 و 𝐹(𝑡) منظور بدین می کنیم. استفاده سلولی میانگین روش از ،𝐽 انتگرال محاسبەی برای [۶] طبق

𝐹(𝑡) = ۱ + 𝑢۲(𝑡)
(۱ − 𝑥(𝑡))

۱
۲
, (۱۲)

𝑑∗𝑙 =
𝑀


𝑗=۱

(𝑡𝑗−۱ − 𝑡𝑗)𝑑𝑗𝑙. (۱۳)

درمی آید. زیر بەصورت براچیستوچرون معادلەی کمینەی بالا، تعاریف به توجه با اکنون

𝐽𝑀 = ۱
۲

𝑀


𝑗=۱

න
𝑡𝑗−۱

𝑡𝑗
𝐹(𝑡)𝑑𝑡 = ۱

۲
𝑀


𝑗=۱

(𝑡𝑗−۱ − 𝑡𝑗)�̄�𝑗− ۱
۲
= ۱

۲
𝑀


𝑙=۰

𝑑⋆𝑙 (
۱ + (۲∑𝑀

𝑘=۰ 𝐷𝑙𝑘𝑎𝑘)۲
۱ − 𝑎𝑙

)
۱
۲ . (۱۴)

اصلی نتایج .۳
برآورد ،۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑀 و 𝑀 = ۴, ۶, ۸ گوناگون، 𝑀های و 𝑘ها برای را موجود خطای بیشینه (۱۶) و (۱۵) روابط از استفاده با ،۱ جدول در
هم سنجی (𝑀 = ۴, ۶, ۸) گوناگون 𝑀های برای دیگر روش های با را چبیشف چندجملەای و سلولی میانگین روش نیز ۲ جدول در کردەایم.

است. دقیق تر گرادیان و پی درپی جاروی روش های از چبیشف روش که کردەایم مشاهده و نموده

𝑒𝑀 = |𝑥(𝑡𝑘) − 𝑥𝑀(𝑡𝑘)|, (۱۵)

�̄�𝑀 = |𝑢(𝑡𝑘) − 𝑢𝑀(𝑡𝑘)|. (۱۶)

𝑀 = ۴, ۶, ۸ برای خطا بیشینه :۱ جدول
𝑀 𝑒𝑀 𝑒−𝑀

۴ < ۱۰−۵ < ۱۰−۳
۶ < ۱۰−۸ < ۱۰−۷
۸ < ۱۰−۱۰ < ۱۰−۹
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روش ها سایر با مقایسه :۲ جدول
روش ها 𝑥𝑀(۱) 𝑢𝑀(−۱) 𝐽𝑀

پویا برنامەنویسی گرادیان روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۳۲۲۷۳ ۰٫۹۹۸۴۹۸۸
پی درپی جاروی روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۳۴۲۹۲ ۰٫۹۹۸۴۹۸۹

۴ چبیشف روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۴۴۸۹۳ ۰٫۹۹۸۴۹۸۲
۶ چبیشف روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۶۴۲۱۵ ۰٫۹۹۸۴۹۸۱۵
۸ چبیشف روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۶۴۴۰۶ ۰٫۹۹۸۴۹۸۱۴۸۳

۴ سلولی میانگین روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۶۴۴۱۸ ۰٫۹۹۸۴۹۸۲
۶ سلولی میانگین روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۶۴۴۰۷ ۰٫۹۹۸۴۹۸۱۴۷
۸ سلولی میانگین روش −۰٫۵ −۰٫۷۸۶۴۴۰۸ ۰٫۹۹۸۴۹۸۱۴۸۲۹

دقیق پاسخ −۰٫۵ −۰٫۷۸۶۴۴۰۸ ۰٫۹۹۸۴۹۸۱۴۸۲۹
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۱۱۳–۱۰۸ صص. ،FM–174 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

نرم ها با متناسب شهودی فازی ایدەآل های و زیرحلقەها
نژادج معتمدی مهدی محمد نراقیب، حسن ،آ، رسولی∗ رسول

نور پیام دانشگاه آاستادیار ریاضی
کامپیوتر علوم و ریاضی گروه آشتیان، واحد اسلامی آزاد دانشگاه علمی هیات ب

کاربردی علمی جامع دانشگاه علمی هیات عضو ج

چکیده
نرم های از می خواهیم مقاله این در اند. شده بررسی کامل بطور زیرحلقەها، و ایدەآل ها خصوصیات کلاسیک، جبر در
کنیم. بیان را آنها خصوصیات از برخی و تعریف را شهودی فازی زیرحلقەهای و ایدەآل ها و بگیریم کمک 𝐶 و 𝑇
مهمی نتایج و داده نشان را یکدیگر با آنها ارتباط تعریف، را آنها بین فازی ضرب و خارجی ضرب اشتراک، ادامه، در
آنها، بررسی ضمن و مطرح را قسمتی خارج دار نرم شهودی فازی زیرحلقەهای و ایدەآل ها همچنین می کنیم. ارائه را
پیش و تصویر که می کنیم ثابت و استفاده حلقەها همریختی از نهایت در می کنیم. بیان را آنها اساسی های خاصیت
همریختی تحت دار نرم شهودی فازی حلقه یک تصویر پیش و تصویر و دار نرم شهودی فازی ایدەآل  یک تصویر

بود. خواهد نرم دار شهودی فازی حلقه و نرم دار شهودی فازی ایدەآل  ترتیب به حلقەها،

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ حلقەها نظریه
۲ نرم ها

۳ فازی مجموعەهای نظریه
۴ شهودی فازی زیرحلقەهای

۵ شهودی فازی ایدەآل های
۶ ها همومورفیسم

۷ مستقیم ضرب های
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

13AXX
03B45
20K30
20K25

مقدمه .۱
یک فازی، مجموعەهای گردید. بیان و تعریف بار، اولین برای علمی مقاله یک در [۲۷] زاده پروفسور توسط ۱۹۶۵ سال در ۱ فازی مجموعه
بیان پیچیده و نادقیق گنگ، مبهم، معنای به لغت فرهنگ در (fuzzy) فازی کلمه می کنند. ارائه دقیق غیر مفاهیم و ابهام نمایش برای ریاضی مدل
است”. سرد خیلی ”هوا و ” است پیر ”حسین است”، بلند قد ”محمد مانند می کنیم، استفاده زیاد مبهم جملات و کلمات از امروزه است. شده
را فازی ایدال های و فازی حلقەهای مفاهیم [۲۸ ،۱۵ ،۲] محققان از بسیاری کرد. بیان توان نمی کلاسیک مجموعەهای قالب در را مفاهیم این
اخیرا شد. بیان [۴ ،۳] آتانسوف توسط بار اولین برای است، فازی مجموعەهای تعمیم که ۲ شهودی فازی مجموعەهای مفهوم اند. کرده بیان
در .[۱۴ ،۱۰–۸] است گرفته قرار بررسی مورد محققین از برخی توسط شهودی فازی مجموعەهای کمک به شهودی فازی توپولوژی فضاهای
سال در ،[۵] باسنت و بانیجی ادامه در .[۶] گرفت قرار مطالعه و بررسی مورد بیسواس توسط شهودی فازی زیرگروەهای مفهوم ،۱۹۸۹ سال
در را مطالعاتی ،[۱۲ ،۱۱] زیادی محققان آن از بعد دادند. قرار مطالعه مورد را آنها خواص و مطرح را شهودی فازی زیرحلقەهای مفهوم ،۲۰۰۳

نراقی ∗حسن
(محمد moatamedinezhad@gmail.com نراقی)، (حسن hassannaeaghi1976@gmail.com رسولی)، (رسول Rasuli@pnu.ac.ir الکترونیک: پست

نژاد) معتمدی مهدی
1Fuzzy Sets
2Intuitionistic fuzzy sets



۱۰۹ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ نژاد معتمدی مهدی محمد و نراقی حسن رسولی، رسول

مانند فازی جبری مفاهیم روی را ها نرم اثر خود، قبلی مطالعات در مقاله این اول مولف آوردند. بدست را مهمی نتایج و دادند انجام راستا همین
مطالعات راستای در مقاله این .[۲۶–۱۷] است آورده بدست را اساسی نتایج و بررسی فازی ایدال های و فازی زیرحلقەهای فازی، زیرگروەهای
ارائه را آنها دکارتی ضرب و اشتراک و تعریف 𝐶 و 𝑇 نرم های کمک به را شهودی فازی زیرحلقەهای مقاله این در است. گرفته صورت قبلی
ایدەآل های همچنین بود. خواهد دار نرم شهودی فازی زیرحلقە یک هم آنها از تعداد هر دکارتی ضرب و اشتراک می کنیم ثابت سپس می کنیم.
ثابت و تعریف را آنها بین خارجی ضرب و اشتراک می کنیم. بیان را آنها اساسی خصوصیات و مطرح 𝐶 و 𝑇 نرم های کمک با را شهودی فازی
حلقەهای و ایدەآل ها بین ارتباط ادامه در است. دار نرم شهودی فازی ایدەآل یک هم آنها از تعداد هر خارجی ضرب و اشتراک که کرد خواهیم
تعریف را نرم دار شهودی فازی ایدەآل های بین فازی ضرب بعلاوه می دهیم. نشان را نرم دار شهودی فازی حلقەهای و ایدەآل ها و کلاسیک جبر
و تصویر که می دهیم نشان و استفاده حلقەها بین همریختی از سپس بود. خواهد آنها اعضای بین اشتراک همان فازی ضرب که می کنیم ثابت و
ایدەآل یک نرم دار، شهودی فازی ایدەآل هر تصویر پیش و تصویر و نرم دار شهودی فازی حلقه یک نرم دار شهودی فازی حلقه هر تصویر پیش

آورد. خواهیم بدست را نتایجی و بیان را قسمتی خارج شهودی فازی زیرحلقەهای خاتمه، در بود. خواهد نرم دار شهودی فازی

پیشنیازها .۲
–۱۶ ،۱۳ ،۷ ،۳ ،۱] منابع به را محققان جزئیات، بیشتر بررسی برای و ارائه را داریم لازم مقاله این در که قضایایی و تعاریف بخش این در

می دهیم. ارجاع ،[۲۶ ،۲۵ ،۲۲ ،۱۹
𝑓۱ ∶ 𝑋 → 𝑌 بطوریکه می نامیم مختلط نگاشت یک را 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 ×𝑍 تابع باشند. تهی غیر مجموعه سه 𝑍 و 𝑌 ،𝑋 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

.𝑓 = (𝑓۱, 𝑓۲) ∶ 𝑋 → 𝑌 × 𝑍 می دهیم: نمایش زیر بصورت کلی حالت در هستند. نگاشت دو هر 𝑓۲ ∶ 𝑋 → 𝑍 و
شهودی فازی مجموعه یک را (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∶ 𝑋 → [۰, ۱] × [۰, ۱] مختلط نگاشت باشد. دلخواه مجموعه یک ،𝑋 ≠ ∅ کنیم فرض .۲ .۲ تعریف
تهی شهودی فازی مجموعه هستند. 𝑋 روی هایی نگاشت 𝑣𝐴 ∶ 𝑋 → [۰, ۱] و 𝜇𝐴 ∶ 𝑋 → [۰, ۱] آن در که 𝜇𝐴 + 𝑣𝐴 ≤ ۱ اگر می نامیم، 𝑋 در
۱∼ با را عام شهودی فازی مجموعه همچنین .𝑥 ∈ 𝑋 که 𝑂∼(𝑥) = (۰, ۱) و 𝑂∼ ∶ 𝑋 → [۰, ۱] × [۰, ۱] آن در که می دهیم نشان 𝑂∼ با را
مجموعەهای تمامی مجموعه کلی حالت در می گردد. تعریف ۱∼(𝑥) = (۱, ۰) صورت به ۱∼ ∶ 𝑋 → [۰, ۱] × [۰, ۱] آن در که می دهیم نشان

می دهیم. نشان 𝐼𝐹𝑆(𝑋) با را 𝑋 روی شهودی فازی
می کنیم. تعریف را 𝐼𝐹𝑆(𝑋) اعضای روی بودن زیرمجموعه و تساوی ادامه در

داریم: صورت این در .𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑋) و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑋) کنیم فرض .۳ .۲ تعریف
.𝑣𝐵 ≤ 𝑣𝐴 و 𝜇𝐴 ≤ 𝜇𝐵 اگر تنها و اگر 𝐴 ⊆ 𝐵 الف)

.𝐵 ⊆ 𝐴 و 𝐴 ⊆ 𝐵 اگر تنها و اگر 𝐴 = 𝐵 ب)
باشد: برقرار زیر شرایط ،𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [۰, ۱] هر برای اگر می نامیم نرم −𝑡 یک را 𝑇 ∶ [۰, ۱] × [۰, ۱] → [۰, ۱] تابع .۴ .۲ تعریف

،𝑇(𝑥, ۱) = 𝑥 الف)
،𝑇(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥, 𝑧) آنگاه 𝑦 ≤ 𝑧 اگر ب)

،𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑦, 𝑥) ج)
.𝑇(𝑥, 𝑇(𝑦, 𝑧)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑧) د)

.𝑥 ∈ [۰, ۱] هر برای ،𝑇(𝑥, 𝑥) = 𝑥 اگر است خودتوان 𝑇 نرم −𝑡 گوئیم
هستند: 𝑇 نرم −𝑡 از هایی مثال زیر موارد از یک هر .۵ .۲ مثال

،𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛{𝑥, 𝑦} الف)
،𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{۰, 𝑥 + 𝑦 − ۱} ب)

.𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 ج)
باشیم: داشته ،𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [۰, ۱] هر برای بطوریکه است 𝐶 ∶ [۰, ۱] × [۰, ۱] → [۰, ۱] تابع ،𝐶 نرم هم −𝑡 از منظور .۶ .۲ تعریف

،𝐶(𝑥, ۰) = 𝑥 الف)
،𝐶(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐶(𝑥, 𝑧) آنگاه 𝑦 ≤ 𝑧 اگر ب)

،𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝑦, 𝑥) ج)
.𝐶(𝑥, 𝐶(𝑦, 𝑧)) = 𝐶(𝐶(𝑥, 𝑦), 𝑧) د)

.𝑥 ∈ [۰, ۱] هر برای ،𝐶(𝑥, 𝑥) = 𝑥 اگر است خودتوان ،𝐶 نرم هم −𝑡 گوئیم
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هستند: 𝐶 نرم هم −𝑡 از هایی مثال زیر موارد از یک هر .۷ .۲ مثال
،𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} الف)

،𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛{۱, 𝑥 + 𝑦} ب)
.𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 ج)

هستند: برقرار زیر بندهای صورت این در باشد. نرم هم −𝑡 یک 𝐶 و نرم −𝑡 یک 𝑇 و 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ [۰, ۱] کنیم فرض .۸ .۲ قضیه
،𝑇(𝑇(𝑥, 𝑦), 𝑇(𝑧, 𝑤)) = 𝑇(𝑇(𝑥, 𝑧), 𝑇(𝑦, 𝑧)) الف)
.𝐶(𝐶(𝑥, 𝑦), 𝐶(𝑧, 𝑤)) = 𝐶(𝐶(𝑥, 𝑧), 𝐶(𝑦, 𝑧)) ب)

باشد. حلقه یک 𝑅 کنیم فرض .۹ .۲ تعریف
.𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای 𝑥𝑦 ∈ 𝑆 و 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑆 اگر فقط و اگر نامیم 𝑅 از زیرحلقه یک را 𝑅 از 𝑆 ≠ ∅ الف)زیرمجموعه

.𝑟 ∈ 𝑅 و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای 𝑟𝑥 ∈ 𝐼 و 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 اگر است 𝑅 حلقه چپ ایدەآل یک 𝐼 گوئیم باشد. 𝑅 زیرمجموعه 𝐼 ≠ ∅ کنیم فرض ب)
𝑅 حلقه ایدەآل را 𝐼 کلی حالت در .𝑟 ∈ 𝑅 و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای 𝑥𝑟 ∈ 𝐼 و 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 اگر است 𝑅 حلقه راست ایدەآل یک 𝐼 گوئیم همچنین

باشد. راست ایدەآل هم و باشد چپ ایدەآل هم اگر نامیم

اصلی نتایج .۳
می کنیم. ارائه را مقاله اصلی نتایج و تعاریف بخش این در

نرم هم −𝑡 و 𝑇 نرم −𝑡 با متناسب شهودی فازی زیرحلقه 𝐴 گوئیم .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) و باشد حلقه یک 𝑅 کنیم فرض .۱ .۳ تعریف
اگر: است 𝐶

، 𝜇𝐴(𝑥 − 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑦)) الف)
، 𝜇𝐴(𝑥𝑦) ≥ 𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑦)) ب)

، 𝑣𝐴(𝑥 − 𝑦) ≤ 𝐶(𝑣𝐴(𝑥), .𝑣𝐴(𝑦)) ج)
.𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 بطوریکه ، 𝑣𝐴(𝑥𝑦) ≤ 𝐶(𝑣𝐴(𝑥), .𝑣𝐴(𝑦)) د)

می دهیم. نشان 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) با را 𝑅 حلقه از 𝐶 و 𝑇 با متناسب شهودی فازی زیرحلقەهای تمامی مجموعه
به را 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) صورت این در باشد. حلقه یک 𝑅 = (ℤ,+, ⋅) و باشد صحیح اعداد مجموعه ℤ کنیم فرض .۲ .۳ مثال

می کنیم: تعریف زیر صورت
و 𝜇𝐴 ∶ 𝑅 → [۰, ۱]

𝜇𝐴(𝑥) = ൝۰٫۸ if 𝑥 ∈ {۰, ±۲, ±۴, … }
۰٫۵ if 𝑥 ∈ {±۱, ±۳, … }

و 𝑣𝐴 ∶ 𝑅 → [۰, ۱] همچنین و
𝑣𝐴(𝑥) = ൝۰٫۲ if 𝑥 ∈ {۰, ±۲, ±۴, … }

۰٫۳ if 𝑥 ∈ {±۱, ±۳, … }
صورت این در .𝑎, 𝑏 ∈ [۰, ۱] بطوریکه 𝐶(𝑎, 𝑏) = 𝐶𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 و 𝑇(𝑎, 𝑏) = 𝑇𝑝(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 کنیم فرض حال

.𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅)
می دهد. نشان را 𝑅 حلقه خنثی عضو ارزش زیر قضیه

هستند: برقرار زیر بندهای صورت این در .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) و باشند خودتوان دو هر 𝐶 و 𝑇 کنیم فرض .۳ .۳ قضیه
،𝑥 ∈ 𝑅 هر برای ،𝐴(𝑥) ⊂ 𝐴(۰) الف)

.𝑥 ∈ 𝑅 هر برای ،𝐴(𝑥) = 𝐴(−𝑥) ب)
هر برای 𝐴(𝑦) ⊂ 𝐴(𝑥) صورت این در ،𝐴(𝑥 − 𝑦) = (۱, ۰) اگر .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) و حلقه 𝑅 کنیم فرض .۴ .۳ قضیه

.𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅
فقط و اگر 𝐴(𝑥 − 𝑦) = 𝐴(𝑦) صورت این در باشند. خودتوان 𝐶 و 𝑇 و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) حلقه، 𝑅 کنیم فرض .۵ .۳ قضیه

.𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 هر برای ،𝐴(𝑥) = 𝐴(۰) اگر
صورت این در باشند. خودتوان 𝐶 و 𝑇 و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) حلقه، 𝑅 کنیم فرض .۶ .۳ قضیه

است. 𝑅 زیرحلقه 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝐴(𝑥) = (۱, ۰)} الف)
است. 𝑅 زیرحلقه 𝑅𝛼,𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ (𝛼, 𝛽) ⊂ 𝐴(𝑥)} آنگاه ،𝛼 + 𝛽 ≤ ۱ بطوریکه 𝛼, 𝛽 ∈ [۰, ۱] اگر ب)
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های رابطه ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 هر برای بطوریکه باشند خودتوان 𝐶 و 𝑇 و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) حلقه، 𝑅 کنیم فرض .۷ .۳ قضیه
،𝜇𝐴(𝑥 − 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑦)) الف)

،𝑣𝐴(𝑥 − 𝑦) ≤ 𝐶(𝑣𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑦)) ب)
،𝜇𝐴(𝑟𝑥) ≥ 𝜇𝐴(𝑥) ج)

هستند: برقرار زیر موارد صورت این در .𝑟 ∈ 𝑅 هر برای باشند برقرار ،𝑣𝐴(𝑟𝑥) ≤ 𝑣𝐴(𝑥) د)
است. 𝑅 حلقه چپ ایدال 𝑅۰ = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝐴(𝑥) = 𝐴(۰)} الف)

است. 𝑅 حلقه چپ ایدەآل ،𝛼 + 𝛽 ≤ ۱ بطوریکه 𝛼, 𝛽 ∈ [۰, ۱] هر برای 𝑅𝛼,𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ (𝛼, 𝛽) ⊂ 𝐴(𝑥)} ب)
.𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) کنیم فرض .۸ .۳ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان 𝐴 ∩ 𝐵 صورت با را 𝐵 و 𝐴 اشتراک الف)
𝐴 ∩ 𝐵 ∶ 𝑅 → [0, 1] × [0, 1], (𝐴 ∩ 𝐵)(𝑥) = (𝜇𝐴∩𝐵 , 𝑣𝐴∩𝐵)(𝑥) = (𝜇𝐴∩𝐵(𝑥), 𝑣𝐴∩𝐵(𝑥)), داریم: را زیر تعاریف آن در که
𝜇𝐴∩𝐵 ∶ 𝑅 → [0, 1], 𝜇𝐴∩𝐵(𝑥) = 𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐵(𝑥)) و
𝑣𝐴∩𝐵 ∶ 𝑅 → [0, 1], 𝑣𝐴∩𝐵(𝑥) = 𝐶(𝑣𝐴(𝑥), 𝑣𝐵(𝑥)) .𝑥 ∈ 𝑅 هر برای

می کنیم: تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان 𝐴 ∘ 𝐵 صورت با را 𝐵 و 𝐴 شهودی فازی ضرب ب)
𝐴 ∘ 𝐵 ∶ 𝑅 → [0, 1] × [0, 1], (𝐴 ∘ 𝐵)(𝑥) = (𝜇𝐴∘𝐵 , 𝑣𝐴∘𝐵)(𝑥) = (𝜇𝐴∘𝐵(𝑥), 𝑣𝐴∘𝐵(𝑥)), داریم: را زیر تعاریف آن در که
𝜇𝐴∘𝐵 ∶ 𝑅 → [0, 1], 𝜇𝐴∘𝐵(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝𝑥=𝑦𝑧{𝑇(𝜇𝐴(𝑦), 𝜇𝐵(𝑧))} همچنین و
𝑣𝐴∘𝐵 ∶ 𝑅 → [0, 1], 𝑣𝐴∘𝐵(𝑥) = 𝑖𝑛𝑓𝑥=𝑦𝑧{𝐶(𝑣𝐴(𝑦), 𝑣𝐵(𝑧))}.(𝐴 ∘ 𝐵)(𝑥) = (۰, ۱) می کنیم تعریف آنگاه 𝑥 ≠ 𝑦𝑧 چنانچه و 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 آن در که

.𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) صورت این در .𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) کنیم فرض .۹ .۳ قضیه
است. بسته متناهی تعداد هر اشتراک کلی طور به و عضوش دو هر اشتراک خاصیت به نسبت 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) که می کند بیان فوق قضیه

حاصلضرب صورت این در . 𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅۲) و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅۱) و حلقه دو 𝑅۲ و 𝑅۱ کنیم فرض .۱۰ .۳ تعریف
داریم: و می دهیم نشان 𝐴 × 𝐵 با را آنها دکارتی

𝐴 × 𝐵 ∶ 𝑅1 × 𝑅2 → [0, 1] × [0, 1], 𝐴 × 𝐵 = (𝜇𝐴×𝐵 , 𝑣𝐴×𝐵) بطوریکه
𝜇𝐴×𝐵 ∶ 𝑅1 × 𝑅2 → [0, 1], 𝜇𝐴×𝐵(𝑥1, 𝑥2) = 𝑇(𝜇𝐴(𝑥1), 𝜇𝐵(𝑥2)) همچنین و
𝑣𝐴×𝐵 ∶ 𝑅1 × 𝑅2 → [0, 1], 𝑣𝐴×𝐵(𝑥1, 𝑥2) = 𝐶(𝑣𝐴(𝑥1), 𝑣𝐵(𝑥2)) .(𝑥۱, 𝑥۲) ∈ 𝑅۱ × 𝑅۲ بطوریکه
.𝐴×𝐵 ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅۱×𝑅۲)صورت این در .𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅۲) 𝐴و = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅۱) کنیم فرض .۱۱ .۳ قضیه
اگر است 𝐶 نرم هم −𝑡 و 𝑇 نرم −𝑡 با متناسب شهودی فازی ایدەآل بک 𝐴 گوئیم .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) کنیم فرض .۱۲ .۳ تعریف

باشند: برقرار ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 هر برای زیر شرایط
، 𝜇𝐴(𝑥 − 𝑦) ≥ 𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑦)) (i)

، 𝜇𝐴(𝑥𝑦) ≥ 𝜇𝐴(𝑦) و 𝜇𝐴(𝑥𝑦) ≥ 𝜇𝐴(𝑥) (ii)
، 𝑣𝐴(𝑥 − 𝑦) ≤ 𝐶(𝑣𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑦)) (iii)

. 𝑣𝐴(𝑥𝑦) ≤ 𝑣𝐴(𝑦) و 𝑣𝐴(𝑥𝑦) ≤ 𝑣𝐴(𝑥) (iv)
می دهیم. نشان 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) با را 𝑅 حلقه از 𝐶 و 𝑇 با متناسب شهودی فازی ایدەآل های تمام مجموعه

.𝐴(𝑥) = 𝐴(۰) اگر تنها و اگر 𝐴(𝑥 − 𝑦) = 𝐴(۰) صورت این در .𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) کنیم فرض .۱۳ .۳ قضیه
اگر تنها و اگر 𝐴 ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) صورت این در .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) و باشند خودتوان دو هر 𝐶 و 𝑇 کنیم فرض .۱۴ .۳ قضیه

.(𝛼, 𝛽) ⊂ 𝐴(۰) و 𝛼 + 𝛽 ≤ ۱ ،𝛼, 𝛽 ∈ [۰, ۱] بطوریکه باشد 𝑅 حلقه از ایدەآل یک 𝑅𝛼,𝛽 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ (𝛼, 𝛽) ⊂ 𝐴(𝑥)} مجموعه
اگر تنها و اگر 𝐴 ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) صورت این در .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) و باشند خودتوان دو هر 𝐶 و 𝑇 کنیم فرض .۱۵ .۳ قضیه
،𝛼, 𝛽 ∈ [۰, ۱] بطوریکه باشند 𝑅 حلقه از ایدەآل های 𝐿 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑣𝐴(𝑥) ≤ 𝛽} و 𝑈 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼} مجموعەهای

.𝛼 + 𝛽 ≤ ۱
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.𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) صورت این در . 𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) کنیم فرض .۱۶ .۳ قضیه
است. برقرار نیز متناهی تعداد هر برای فوق قضیه

آنگاه باشد، منظم حلقه یک 𝑅 اگر .𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) کنیم فرض .۱۷ .۳ قضیه
𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∘ 𝐵.

صورت این در . 𝐴۲ = (𝜇𝐴۲ , 𝑣𝐴۲) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅۲) و 𝐴۱ = (𝜇𝐴۱ , 𝑣𝐴۱) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅۱) کنیم فرض .۱۸ .۳ قضیه
𝐴۱ × 𝐴۲ ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅۱ × 𝑅۲).

است. برقرار هم متناهی تعداد هر برای فوق قضیه
𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) کنیم فرض باشد. 𝑆 و 𝑅 حلقەهای بین همریختی 𝑓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑆 کنیم فرض .۱۹ .۳ تعریف

داریم: اینصورت در .𝐼𝐹𝑆(𝑆)
و 𝑓(𝜇𝐴)(𝑦) = 𝑠𝑢𝑝{𝜇𝐴(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥) = 𝑦} می کنیم تعریف 𝑦 ∈ 𝑆 هر برای بطوریکه 𝑓(𝐴) = (𝑓(𝜇𝐴), 𝑓(𝑣𝐴)) الف)

.𝑓(𝐴)(𝑦) = (۰, ۱) می کنیم تعریف آنگاه ،𝑓−۱(𝑦) = ∅ اگر .𝑓(𝑣𝐴)(𝑦) = 𝑠𝑢𝑝{𝑣𝐴(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓(𝑥) = 𝑦}
𝑓−۱(𝑣𝐵)(𝑥) = و 𝑓−۱(𝜇𝐵)(𝑥) = 𝜇𝐵(𝑓(𝑥)) می کنیم تعریف ،𝑥 ∈ 𝑅 هر برای آن در که 𝑓−۱(𝐵) = (𝑓−۱(𝜇𝐵), 𝑓−۱(𝑣𝐵)) ب)

.𝑣𝐵(𝑓(𝑥))
باشد. حلقه همریختی 𝑓 ∶ 𝑅 ⟶ 𝑆 کنیم فرض .۲۰ .۳ قضیه

،𝑓(𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑆) آنگاه 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) اگر الف)
،𝑓−۱(𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑅) آنگاه 𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝑆𝑇𝐶(𝑆) اگر ب)

،𝑓(𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑆) آنگاه 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) اگر ج)
.𝑓−۱(𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) آنگاه 𝐵 = (𝜇𝐵 , 𝑣𝐵) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑆) اگر د)

می کنیم. تعریف را قسمتی خارج شهودی فازی ایدەآل های حال
یعنی .𝐴• = (𝜇𝐴• , 𝑣𝐴•) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅𝐼 ) می کنیم تعریف .𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝑆(𝑅) و باشد 𝑅 حلقه ایدەآل 𝐼 کنیم فرض .۲۱ .۳ تعریف

و 𝜇𝐴• ∶ 𝑅
𝐼 → [۰, ۱] بطوریکه 𝐴• = (𝜇𝐴• , 𝑣𝐴•) ∶

𝑅
𝐼 → [۰, ۱] × [۰, ۱]

𝜇𝐴•(𝑥 + 𝐼) = ൝𝑇(𝜇𝐴(𝑥), 𝜇𝐴(𝑖)) if 𝑥 ≠ 𝑖
(۱, ۰) if 𝑥 = 𝑖

𝑣𝐴• ∶
𝑅
𝐼 → [۰, ۱] همچنین و

𝑣𝐴•(𝑥 + 𝐼) = ൝𝐶(𝑣𝐴(𝑥), 𝑣𝐴(𝑖)) if 𝑥 ≠ 𝑖
(۰, ۱) if 𝑥 = 𝑖

.𝑖 ∈ 𝐼 و 𝑥 ∈ 𝑅 بطوریکه
صورت این در باشند. خودتوان 𝐶 و 𝑇 کنیم فرض باشد. 𝑅 حلقه ایدەآل 𝐼 و 𝐴 = (𝜇𝐴, 𝑣𝐴) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅) کنیم فرض .۲۲ .۳ قضیه

.𝐴• = (𝜇𝐴• , 𝑣𝐴•) ∈ 𝐼𝐹𝐼𝑇𝐶(𝑅𝐼 )

باز مسئله و گیری نتیجه .۴
همریختی تحت را آنها کردیم. بیان را آنها اصلی های ویژگی و بررسی 𝐶 و 𝑇 نرم های کمک به را شهودی فازی ایدەآل های و حلقەها مقاله این در
اول های ایدەآل ، مطالب همین ادامه در که کنیم می دعوت موضوع این به مندان علاقه از حال دادیم. قرار تحلیل و تجزیه مورد حلقەها های
قضیه توانند می همچنین دهند. قرار بررسی مورد را آنها و کنند تعریف را ها نرم با متناسب شهودی فازی ماکزیمال ایدەآل های و شهودی فازی
به تواند می موارد این تمامی کنند. ثابت و بیان ها نرم با متناسب شهودی فازی حلقەهای مورد در را ها حلقه یکریختی سوم و دوم اول، های

گیرد. قرار مندان علاقه توجه مورد و مطرح باز مساله یک عنوان
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هوپ جبرهای در صحیح حوزه و صفر علیه مقسوم
نژادب معتمدی مهدی محمد ،آ، معدنشکاف علی

سمنان دانشگاه کامپیوتر علوم و آمار دانشکده ریاضی، علمی هيأت آعضو
کاربردی علمی جامع دانشگاه علمی هیات عضو و سمنان دانشگاه دکتری دانشجوی ب

چکیده
و بررسی را آنها های ویژگی برخی هوپ، جبرهای در صحیح حوزه و صفر علیه مقسوم معرفی ضمن مقاله، این در

می دهیم. ارائه هوپ جبرهای در را خصوصیاتی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ هوپ جبرهای
۲ صفر علیه مقسوم

۳ صحیح حوزه
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
هفتاد، دهه اواسط در [۴] اونز و بوچی .[۳ ،۲] نمود ارائه را آنها از خاصیت هایی و معرفی را منطقی جبرهای از ردەای بوسباخ ۱۹۶۹ سال در
جبرهای خصوصیات برخی بخش، این کردند. نامگذاری هوپ جبرهای را بودند ای معادله رده این در جابجایی خاصیت دارای که جبرهایی
هوپ، جبرهای در صحیح حوزه و صفر علیه مقسوم بررسی ضمن دوم، بخش در است. شده ارائه است نیاز مورد پژوهش این ادامه در که هوپ

است. گرفته قرار بررسی مورد هوپ جبرهای در آنها های ویژگی برخی
بطوریکه: است (۲, ۲, ۰) نوع از (𝐻;⊙,⟶, ۱) جبر ۱ هوپ جبر [۶] .۱ .۱ تعریف

باشد، همانی عضو با جابجایی تکواره (𝐻;⊙, ۱) .𝐻۱
،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑥 ⟶ 𝑥 = ۱ .𝐻۲

،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑥 ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑦⊙ (𝑦 ⟶ 𝑥) .𝐻۳
.𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای (𝑥 ⊙ 𝑦) ⟶ 𝑧 = 𝑥 ⟶ (𝑦 ⟶ 𝑧) .𝐻۴

.۲ .۱ تعریف
می کنیم: تعریف ،𝐻 هوپ جبر در .۱

𝑥 ≤ 𝑦 اگر و تنها اگر 𝑥 ⟶ 𝑦 = ۱
است. 𝐻 روی جزئی ترتیب رابطه ≤ که است بررسی قابل راحتی به

نژاد) معتمدی مهدی (محمد motamedinezhad@semnan.ac.ir معدنشکاف)، (علی amadanshekaf@semnan.ac.ir الکترونیک: پست
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مراجعه [۱] (به 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای ،۰ ≤ 𝑥 و بوده هوپ جبر (𝐻;⊙,⟶, ۱) بطوریکه است (𝐻;⊙,⟶, ۰, ۱) جبر کراندار، هوپ جبر .۲
نمایید).

متمم عمل باشد. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .𝑛 ∈ ℕ هر برای ،𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−۱ ⊙𝑥 و 𝑥۰ = ۱ می کنیم تعریف ،𝐻 هوپ جبر در .۳
𝑥″ = 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اگر .(𝑥′)′ = 𝑥″ می دهیم قرار همچنین می کنیم. تعریف 𝑥′ = 𝑥 ⟶ ۰ صورت به 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای را «′»

ببینید). را [۱] ) است (𝐷𝑁𝑃) اختصار به یا ،۲ مضاعف» نفی «ویژگی دارای ،𝐻 کراندار هوپ جبر گوئیم آنگاه باشد،
نشان 𝐼𝑑(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐻 ∶ 𝑥۲ = 𝑥} با را 𝐻 خودتوان اعضای مجموعه .𝑥۲ = 𝑥 اگر فقط و اگر نامیم ،۳ خودتوان را 𝑥 ∈ 𝐻 عضو .۴

می نامیم. خودتوان را هوپ جبر ،𝐻 = 𝐼𝑑(𝐻) اگر می دهیم.
.𝑥𝑛 = ۰ بطوریکه باشد داشته وجود 𝑛 ∈ ℕ اگر فقط و اگر نامیم ،۴ توان پوچ را 𝑥 ∈ 𝐻 عضو باشد. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۵

می دهیم. نشان 𝑁(𝐻) = {𝑥 ∈ 𝐻 ∶ ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 = ۰} با را 𝐻 توان پوچ اعضای مجموعه
نشان 𝐷(𝐻) با را 𝐻 چگال اعضای مجموعه .𝑎′ = ۰ اگر می نامیم ۵ چگال را 𝑎 ∈ 𝐻 عضو باشد. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۶

می دهیم.
،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای اگر تنها و اگر می نامیم هوپ همریختی را 𝑓 ∶ 𝐻 → 𝐺 نگاشت باشند. هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 کنیم فرض .۳ .۱ تعریف
باشند، کراندار هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 اگر .𝑓(۱) = ۱ که است بدیهی .𝑓(𝑥 ⊙ 𝑦) = 𝑓(𝑥) ⊙ 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥 ⟶ 𝑦) = 𝑓(𝑥) ⟶ 𝑓(𝑦)

.𝑓(۰) = ۰ بایست می آنگاه
:𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. هوپ جبر (𝐻;⊙,⟶, ۱) کنیم فرض [۵ ،۳ ،۲] .۴ .۱ قضیه

،𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥 ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) بطوریکه است مشبکه نیم −∧ ،(𝐻,≤) (i)
.𝑥 ≤ 𝑦 ⟶ 𝑧 اگر تنها و اگر 𝑥 ⊙ 𝑦 ≤ 𝑧 (ii)

،𝑥 ⊙ 𝑦 ≤ 𝑥, 𝑦 (iii)
،𝑥 ⊙ (𝑥 ⟶ 𝑦) ≤ 𝑥, 𝑦 (iv)

،𝑥 ≤ 𝑦 ⟶ 𝑥 (v)
،۱ ⟶ 𝑥 = 𝑥 (vi)
،𝑥 ⟶ ۱ = ۱ (vii)

،𝑥 ⊙ 𝑧 ≤ 𝑦⊙ 𝑧 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (viii)
،𝑧 ⟶ 𝑥 ≤ 𝑧 ⟶ 𝑦 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (ix)
،𝑦 ⟶ 𝑧 ≤ 𝑥 ⟶ 𝑧 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (x)

می کنیم: تعریف ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای است. هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۵] .۵ .۱ گزاره
𝑥 ∨ 𝑦 = ((𝑥 ⟶ 𝑦) ⟶ 𝑦) ∧ ((𝑦 ⟶ 𝑥) ⟶ 𝑥)

معادلند: زیر شرایط ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای صورت، این در
است. پذیر شرکت ،∨ (i)

،𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ≤ (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧) (ii)
،𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای ،𝑥 ∨ 𝑧 ≤ 𝑦 ∨ 𝑧 می دهد نتیجه 𝑥 ≤ 𝑦 (iii)
است. 𝐻 روی بالا) کران (کوچکترین سوپریمم دوتائی عمل ،∨ (iv)

باشد. 𝐻 روی بالا) کران (کوچکترین سوپریمم دوتائی عمل ،∨ اگر می نامیم ∨⁃هوپ را 𝐻 هوپ جبر .۶ .۱ تعریف

2Double negation property
3Idempotent element
4nilpotent element
5Dense
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داریم: دلخواه، جوین وجود صورت در است. دلخواه مجموعەای 𝐼 و 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 و هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۵] .۷ .۱ گزاره
،(𝑥 ∨ 𝑦) ⟶ 𝑧 = (𝑥 ⟶ 𝑧) ∧ (𝑦 ⟶ 𝑧) (i)

،𝑥 ⊙ (⋁𝑖∈𝐼 𝑦𝑖) = ⋁𝑖∈𝐼(𝑥 ⊙ 𝑦𝑖) (ii)
.𝑥 ∧ (⋁𝑖∈𝐼 𝑦𝑖) = ⋁𝑖∈𝐼(𝑥 ∧ 𝑦𝑖) (iii)

است. پذیر توزیع مشبکه (𝐻; ∨, ∧) صورت این در است. ∨⁃هوپ جبر یک 𝐻 کنیم فرض [۶ .۴ گزاره ،۵] .۸ .۱ ملاحظه
:𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۵ ،۳ ،۲] .۹ .۱ گزاره

،𝑥′ ≤ 𝑥 ⟶ 𝑦 ،𝑥‴ = 𝑥′ ،𝑥 ⊙ 𝑥′ = ۰ ،𝑥 ≤ 𝑥″ (i)
،𝑦′ ≤ 𝑥′ آنگاه ،𝑥 ≤ 𝑦 اگر (ii)

.𝑥 ≤ 𝑦′ اگر تنها و اگر 𝑥 ⊙ 𝑦 = ۰ (iii)
باشد. مشبکه یک 𝐿 کنیم فرض .۱۰ .۱ تعریف

اگر نامیم، ایدال را 𝐿 از 𝐼 تهی غیر مجموعه زیر الف)
،𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝐼 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای (i)

.𝑥 ∈ 𝐼 آنگاه ،𝑥 ≤ 𝑦 بطوریکه 𝑦 ∈ 𝐼 و 𝑥 ∈ 𝐿 هر برای (ii)
اگر می دهیم، نشان 𝑥 ↠ 𝑦 صورت به و است 𝑥 پوشش 𝑦 گوئیم ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 هر برای ب)

،𝑥 < 𝑦 (i)
.𝑥 = 𝑧 آنگاه 𝑥 ≤ 𝑧 < 𝑦 اگر (ii)

باشد. ۰ پوشش 𝑎 اگر می نامیم ۶ اتم را 𝑎 عضو باشد. ۰ عضو کوچکترین دارای 𝐿 کنیم فرض ج)
اگر می نامیم فیلتر را 𝐻 از 𝐹 زیرمجموعه است. هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض [۶ ،۵] .۱۱ .۱ تعریف

،۱ ∈ 𝐹 (𝐹۱)
،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 هر برای 𝑥 ⊙ 𝑦 ∈ 𝐹 (𝐹۲)

.𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای 𝑦 ∈ 𝐹 آنگاه 𝑥 ∈ 𝐹 و 𝑥 ≤ 𝑦 اگر (𝐹۳)
،𝐹 فیلتر آنگاه باشد، کراندار هوپ جبر 𝐻 اگر هستند. 𝐻 بدیهی فیلترهای {۱} و 𝐻 که است واضح .𝐹 ≠ 𝐻 اگر می نامیم سره را 𝐻 از 𝐹 فیلتر
نشان ⟨𝑥⟩ با را هستند، 𝑥 شامل که 𝐻 فیلترهای تمام اشتراک .𝑥 ∈ 𝐻 و باشد هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض نباشد. ۰ شامل اگر تنها و اگر است سره

با: است برابر و می دهیم
⟨𝑥⟩ = {𝑎 ∈ 𝐻 ∶ ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 ≤ 𝑎} = {𝑎 ∈ 𝐻 ∶ ∃𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 ⟶ 𝑎 = ۱}.

اصلی نتایج .۲
بطوریکه باشد داشته وجود ۰ ≠ 𝑏 ∈ 𝐻 اگر نامیم ۷ صفر علیه مقسوم را 𝑎 ∈ 𝐻 عضو باشد. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف

می کنیم: تعریف زیر صورت به را 𝑥 صفر های علیه مقسوم مجموعه ،۰ ≠ 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای .𝑎 ⊙ 𝑏 = ۰
𝑍𝐻(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝐻 ∶ 𝑥 ⊙ 𝑦 = ۰}.

.𝑍𝐻(۰) = 𝐻 که است بدیهی .𝑍𝐻(𝑥) ≠ ∅ لذا ،۰ ∈ 𝑍𝐻(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اینکه به توجه با
می کنیم: تعریف زیر صورت به را → و ⊙ عملهای .𝐻 = {۰, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, ۱} کنیم فرض .۲ .۲ مثال

⊙ 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 b b d 0 a
b 0 b b 0 0 b
c 0 d 0 c d c
d 0 0 0 d 0 d
1 0 a b c d 1

→ 0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 a c c 1
b c 1 1 c c 1
c b a b 1 a 1
d a 1 a 1 1 1
1 0 a b c d 1

.𝑍𝐻(𝑑) = {۰, 𝑎, 𝑏, 𝑑} و 𝑍𝐻(𝑎) = {۰, 𝑑} داریم حال است. کراندار هوپ جبر شده، معرفی ساختار که است بررسی قابل راحتی به
6Atom
7zero divisor
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:𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۳ .۲ گزاره
،𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑧) ،𝑧 ≤ 𝑥 هر برای و 𝑧 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) ،𝑧 ≤ 𝑦 هر برای آنگاه ، 𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) اگر (i)

، 𝑦𝑛 ∈ 𝑍𝐻(𝑥𝑛) و 𝑦𝑛 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) ، 𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥𝑛) ،𝑛 ∈ ℕ هر برای آنگاه ، 𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) اگر (ii)
، 𝑍𝐻(𝑦) ⊆ 𝑍𝐻(𝑥) آنگاه ، 𝑥 ≤ 𝑦 اگر (iii)

، 𝑍𝐻(۱) = {۰} (iv)
،𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) یا 𝑥 ∈ 𝑍𝐻(𝑦) اگر فقط و اگر 𝑥 ⊙ 𝑦 = ۰ (v)

،𝑍𝐻(𝑥″) ⊆ 𝑍𝐻(𝑥) و 𝑥′ ∈ 𝑍𝐻(𝑥) (vi)
.𝑥 → 𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) و 𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) آنگاه ،𝑥 ∧ 𝑦 = ۰ اگر (vii)

،𝑦 ⟶ 𝑥 ≤ 𝑦 ⟶ 𝑦′ نتیجه در و 𝑥 ≤ 𝑦′ آنگاه ،𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) اگر (viii)
،𝑍𝐻(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑍𝐻(𝑥)⋂𝑍𝐻(𝑦) (ix)

،𝑍𝐻(𝑥 → 𝑦) ⊆ 𝑍𝐻(𝑦) ⊆ 𝑍𝐻(𝑥 ∧ 𝑦)) (x)
،𝑛 ≥ ۲ و 𝑛 ∈ ℕ ،𝑥𝑛−۱ ∈ 𝑍𝐻(𝑥) آنگاه ،𝑥 ∈ 𝑁(𝐻) اگر (xi)

.𝑍𝐻(𝑥) = {۰} ، ۰ ≠ 𝑥 ∈ 𝐻 برای آنگاه باشد، پذیر حذف 𝐻 اگر (xii)
.𝑍𝐺(𝑥) ⊆ 𝑍𝐻(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝐺 هر برای صورت این در .𝐺 ⊆ 𝐻 و است هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۴ .۲ گزاره

هوپ. همریختی 𝑓 ∶ 𝐻 → 𝐺 و باشند هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 کنیم فرض .۵ .۲ گزاره
،𝑓(𝑦) ∈ 𝑍𝐺(𝑓(𝑥)) آنگاه ،𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) اگر ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (i)
.𝑦 ∈ 𝑍𝐻(𝑥) آنگاه ،𝑓(𝑦) ∈ 𝑍𝐺(𝑓(𝑥)) و باشد یکبیک 𝑓 اگر (ii)

است. 𝐻 مشبکه ایدال 𝑍𝐻(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای صورت این در است. کراندار هوپ −∨ جبر 𝐻 کنیم فرض .۶ .۲ قضیه
می کنیم: تعریف زیر صورت به را 𝑋 صفر های علیه مقسوم مجموعه .𝑋 ⊆ 𝐻 و باشد کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۷ .۲ تعریف

𝑍𝐻(𝑋) = {𝑦 ∈ 𝐻 ∶ 𝑥 ⊙ 𝑦 = ۰, ∀𝑥 ∈ 𝑋}.

.𝑍𝐻(𝑋) ≠ ∅ لذا ،۰ ∈ 𝑍𝐻(𝑋) اینکه به توجه با
داریم: صورت این در .𝑋 ⊆ 𝐻 و کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۸ .۲ گزاره

، 𝑍𝐻(𝑌) ⊆ 𝑍𝐻(𝑋) آنگاه ، 𝑋 ≤ 𝑌 اگر (i)
، 𝑍𝐻(𝑋) ⊆ 𝑍𝐻(𝑥) ،𝑥 ∈ 𝑋 هر برای (ii)

، 𝑍𝐻(𝑋) = ⋂𝑥∈𝑋 𝑍𝐻(𝑥) (iii)
.𝑍𝐻(𝑍𝐻(𝑋)) = 𝑋⋃{۰} (iv)

است. 𝐻 مشبکه ایدال 𝑍𝐻(𝑋) ،𝑋 ⊆ 𝐻 هر برای صورت این در است. کراندار هوپ −∨ جبر 𝐻 کنیم فرض .۹ .۲ قضیه
هر حاصلضرب اگر است (𝐼𝐷𝑃) اختصار به یا ۸ صحیح حوزه خاصیت دارای 𝐻 گوئیم است. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱۰ .۲ تعریف

.𝑥 ⊙ 𝑦 ≠ ۰ آنگاه ،𝑦 ≠ ۰ و 𝑥 ≠ ۰ بطوریکه ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای دیگر عبارت به باشد. ناصفر ناصفر، عضو دو
. 𝑍𝐻(𝑥) = {۰} ، ۰ ≠ 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای اگر فقط و اگر است (𝐼𝐷𝑃) دارای کراندار، هوپ جبر هر .۱۱ .۲ نتیجه

است. خودتوان اتم یک دارای فقط و فقط 𝐻 صورت این در باشد. (𝐼𝐷𝑃) با متناهی کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱۲ .۲ قضیه
𝑏 و 𝑎 کنیم فرض بود. خواهد مشابه نیز بالاتر تعداد برای باشد. اتم ۲ دارای کنیم فرض است. اتم یک دارای حداقل 𝐻 که است بدیهی اثبات.
یا 𝑎⊙𝑏 = 𝑎 لذا است. تناقض است، (𝐼𝐷𝑃) دارای 𝐻 چون .𝑎⊙𝑏 = ۰ لذا .𝑎 ∧ 𝑏 = ۰ داریم صورت این در باشند. 𝐻 متفاوت اتم دو

.𝑎 ∈ 𝐼𝑑(𝐻) لذا .𝑎 ⊙ 𝑎 = 𝑎 ،(𝐼𝐷𝑃) توجه با همچنین .𝑎 = 𝑏 بنابراین است. تناقض که 𝑎 ⊙ 𝑏 = 𝑏

صورت این در باشد. 𝑎 ∈ 𝐻 بفرد منحصر اتم دارای و (𝐼𝐷𝑃) با کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱۳ .۲ نتیجه
است. 𝑎 با برابر ،𝑎 متفاوت پوشش دو هر حاصلضرب (i)

است. 𝑎 با برابر آن، ۱ از بالاتر های توان یا است، خودتوان یا ،𝑎 پوشش هر (ii)

8integral domain property
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هر برای می کنیم. تعریف زیر صورت به بازه این روی را ⟶ و ⊙ عمل های است. واحد بسته بازەی 𝐼 = [۰, ۱] کنیم فرض الف) .۱۴ .۲ مثال
،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼

𝑥 ⊙ 𝑦 = ⅿin (𝑥, 𝑦) و 𝑥 ⟶ 𝑦 = ൝۱ 𝑥 ≤ 𝑦 اگر
𝑦 𝑥 > 𝑦 اگر

دارای ، Goa جبر می شود. شناخته استاندارد گودل جبر عنوان با جبری ساختار این است. هوپ جبر Goa = (𝐼;⊙,⟶, ۱) صورت این در
است. (𝐼𝐷𝑃)

،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 هر برای می کنیم. تعریف زیر صورت به بازه این روی را ⟶ و ⊙ عمل های است. واحد بسته بازەی 𝐼 = [۰, ۱] کنیم فرض ب)

𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦 و 𝑥 ⟶ 𝑦 = ൝۱ 𝑥 ≤ 𝑦 اگر
𝑦
𝑥 𝑥 > 𝑦 اگر

(𝐼𝐷𝑃)دارای ، Pra جبر می شود. شناخته حاصلضربی جبر عنوان با جبری ساختار این است. هوپ جبر Pra = (𝐼;⊙,⟶, صورت(۱ این در
است.

می کنیم: تعریف زیر صورت به 𝐻 روی بر را ⟶ و ⊙ عمل های باشد. زنجیر (𝐻 = {۰, 𝑎, 𝑏, ۱}, ≤) کنیم فرض ج)
⊙ 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 a a a
b 0 a b b
1 0 a b 1

⟶ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 0 1 1 1
b 0 a 1 1
1 0 a b 1

خودتوان 𝑏 و 𝑎 اعضای همچنین است. (𝐼𝐷𝑃) دارای ، 𝐻 جبر است. کراندار هوپ جبر (𝐻;⊙,⟶, ۰, ۱) که است بررسی قابل راحتی به
هستند.

هستند. (𝐼𝐷𝑃) دارای پذیر حذف کراندار هوپ جبرهای د)
هستند. (𝐼𝐷𝑃) فاقد عضو، ۲ بیش بول جبرهای هـ)

است. (𝐼𝐷𝑃) دارای ، (𝐼𝐷𝑃) دارای هوپ جبر زیرجبر هر .۱۵ .۲ گزاره
است. هوپ جبر هر هوپ زیرجبر ،{۱} هوپ جبر نمونه عنوان به نباشد. درست است ممکن فوق گزاره عکس

.𝐷(𝐻) = 𝐻 − {۰} اگر تنها و اگر است (𝐼𝐷𝑃) دارای 𝐻 صورت این در باشد. کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱۶ .۲ قضیه
است. 𝐻 ماکزیمال فیلتر 𝐷(𝐻) صورت این در باشد. (𝐼𝐷𝑃) دارای کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱۷ .۲ نتیجه

(𝐼𝐷𝑃) دارای 𝐻
𝐹 کراندار هوپ جبر صورت این در باشد. 𝐻 دلخواه فیلتر 𝐹 و (𝐼𝐷𝑃) دارای کراندار هوپ جبر 𝐻 کنیم فرض .۱۸ .۲ گزاره

است.
یکبیک. همریختی 𝑓 ∶ 𝐻 → 𝐺 و باشند کراندار هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 کنیم فرض .۱۹ .۲ گزاره

است. (𝐼𝐷𝑃) دارای نیز Iⅿ(f) آنگاه باشد (𝐼𝐷𝑃) دارای 𝐻 اگر الف)
است. (𝐼𝐷𝑃) دارای نیز 𝐻 آنگاه باشد (𝐼𝐷𝑃) دارای 𝐺 اگر ب)

نیز 𝐻
𝐾𝑒𝑟۰(𝑓)

آنگاه باشد، (𝐼𝐷𝑃) دارای 𝐺 اگر پوشا. همریختی 𝑓 ∶ 𝐻 → 𝐺 و باشند کراندار هوپ جبر دو 𝐺 و 𝐻 کنیم فرض .۲۰ .۲ گزاره
است. (𝐼𝐷𝑃) دارای
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عنوان تحت جدید اپیدمی مدل یک مطالعه، دراین دهد. کاهش را میرها و مرگ  کل تعداد می تواند اما شود، بیماری
مدل جهانی و محلی ثبات و می گیرد نظر در را بهداشتی مراقبت های ظرفیت های تأثیر که است شده بررسی ۲ SEIR
شدە پشتیبانی نیز عددی شبیەسازی های برخی توسط مدل این این، بر علاوە است. گرفته قرار تجزیەو تحلیل مورد

است.
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موارد کل تعداد ،۲۰۲۰ ژوئن ۱۶ تا همەگیر، بیماری شیوع زمان از بهداشت، جهانی سازمان گزارش های براساس کنند. جلوگیری کووید⁃۱۹
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یک بەعنوان ریاضی مدل سازی راستا، دراین شود. جدی تری بسیار منفی نتایج منجر به می تواند بیمارستان ها در تراکم این حداکثر از رفتن فراتر
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آن گسترش بر بود ممکن که عواملی تجزیەو تحلیل در توجهی قابل نقش ریاضی مدل سازی مطالعات است. گردیده مطرح مهم زمینه و تکنیک
در ریاضی دانان از بسیاری و است بوده ضروری اپیدمی رفتار پویایی بررسی بەمنظور ریاضی اپیدمیولوژیک مدل سازی می کنند. ایفا بگذارد، تأثیر
و [۴ ،۲] مراجع کنند. کمک کووید⁃۱۹ ناشناخته درک به تا بودەاند در تلاش اخیرا بودەاند، علاقەمند ریاضی اپیدمیولوژی به که جهان سراسر

است. بوده آنها از کمی تعداد فقط [۳]
ویژگی از یکی می کند. تجزیەوتحلیل را مشارکت میزان مثبت تأثیر که گردیده ایجاد مدلی و پرداخته کووید⁃ ۱۹ انتقال پویایی بررسی به مقاله این
به نرخ ها این که دلیل بود این به تنوع این بودەاست. شیوع طول در بیماری از ناشی میر و مرگ و بهبودی نرخ بودن متغیر مدل ها، این متمایز کننده
عاری تعادل های ابتدا مطالعه این در داشت. بستگی مبتلا افراد برای بهداشتی مراقبت های سیستم توسط ارائەشده فرصت های به دسترسی سطح
شده محاسبه است، ریاضی اپیدمی مدل های در بیماری سیر برای مهمی بسیار آستانه که 𝑅۰ مقدار و تعیین شده مدل بومی تعادل و بیماری از
اصل روش از استفاده با و مشخصه مربوطه معادله استفادەاز با بەترتیب تعادل ها این جهانی و محلی پایداری ،𝑅۰ مقدار به توجه با سپس، است.

است. تحلیل گردیده لیاپانوف، مستقیم روش لاسال⁃ تغییرناپذیری
شده منجر منفرد مورد یک که است جدیدی موارد تعداد میانگین شدە، شناخته اولیه بازتولید تعداد یا ثانویه عفونت های تعداد بەعنوان که 𝑅۰با جمعیت یک در بیماری گسترش و است شدە تلقی جمعیت در بیماری گسترش یا انقراض در کلیدی مقدار یک بەعنوان 𝑅۰ بنابراین است.
شود. طولانی تر ممکن است بیماری شیوع شوند، مبتلا افراد از یکسانی تعداد اگر حتی باشد، یافته کاهش 𝑅۰ اگر است. یافته کاهش 𝑅۰ کاهش
برای خاصی داروی یا واکسن هیچ هنوز که این به توجه با است. یافته افزایش زمان طول در جدی موارد تعداد که گرفت نادیده نباید حال، بااین
قرار فشار تحت ویژه مراقبت های و بیمارستان ها ظرفیت که کرده فراهم را شرایطی شیوع بەموقع مدیریت است، نبوده دسترس در کووید⁃ ۱۹

 نگیرد.
گرفته نظر در کووید⁃ ۱۹ با مقابله در بهداشتی مؤسسات توسط شده ارائه درمانی خدمات آن در که شود بررسی مدلی است، این بر فرض حال

باشد. شده

آن پایداری و کیفی تحلیل و مدل .۲
نام گذاری و معادلات مدل .۱ .۲

ویروس معرض در افراد کووید⁃ ۱۹، بیماری به نسبت (S) حساس افراد است: بوده بخش چهار شامل زمانی تأخیر با SEIR اپیدمی مدل یک
است. شده نشان داده (N) نماد با را کل جمعیت .(R)بهبودیافته افراد و (I)عفونی افراد (E)،

محفظەها تمام از طبیعی مرگ نرخ و ولد و زاد نرخ نشان دهنده ⅾ و b پارامترهای هستند. غیرمنفی و ثابت مدل، در استفادەشده پارامتر های تمام
افراد بین مؤثر تماس نرخ 𝛽 همچنین، و گرفته قرار حساس بخش در نوزادان همه که است بوده این بر فرض است. شده دادە نشان بەترتیب
به که است مواجەشدەای  افراد انتقال نرخ 𝜎 این، بر علاوه است. داده نشان را عفونی شدن معرض در افراد پیشرفت نرخ 𝛾 و عفونی و حساس
مراقبت های سیستم توسط ارائەشده فرصت های به دسترسی سطح است، گرفته ارزش [۰, ۱] بازه در که 𝑐(𝑡) تابع نبودەاند. عفونی 𝑅 کلاس
نرخ حداقل که است عفونی کلاس برای طبیعی بازیابی نرخ 𝛼۱ پارامتر شدەاند. عفونی 𝑡 زمان در که است داده نشان  را افرادی برای بهداشتی
حداکثر بهداشتی مراقبت های سیستم بنابراین، می کند. توصیف را بهبود در مشارکت میزان 𝛼۲𝑐(𝑡) همچنین، می شود. محسوب مدل برای بازیابی

است . کرده تعیین 𝛼۱ + 𝛼۲ مقدار با را بازیابی نرخ
می شود. بیماری از ناشی میر و مرگ  افزایش باعث که است عاملی 𝜇۲(۱−𝑐(𝑡)) و شده داده نشان 𝜇۱ با بیماری از ناشی میر و مرگ میزان حداقل
مجموع 𝜇۱ + 𝜇۲ که است واضح بنابراین، شوند. بهرەمند درمان و بهداشت سیستم از نمی توانستند که است بوده افرادی  به مربوط عامل این

دهد. نشان را میر مرگ و میزان حداکثر
است. رفته بین از تقریبا بیمارستانی فرصت های همه که این معناست به می کند، میل صفر سمت بە 𝑐(𝑡) که حالتی شده، زده تخمین که همانطور

است. شده استفاده کامل بەطور بیمارستانی فرصت های تمام از که است این بیانگر 𝑐(𝑡) = ۱ مقابل، در
متغیرها این می کنند. توصیف 𝑡 زمان در را مربوطه بخش های در موجود افراد تعداد 𝑁(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡) متغیرهای این، بر علاوە
نهفته دوره به مربوط زمانی تاخیر یک 𝜏 𝑁(𝑡). همچنین، = 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡) : 𝑡 ≥ همه ۰ برای و بوده غیرمنفی به وضوح
بودند گرفته قرار کرونا ویروس به ابتلا معرض در که می کرد توصیف را افرادی تعداد �̃�(𝑡, 𝜏) اصطلاح است. شده گرفته نظر در کووید⁃ ۱۹
جزئیات با زیر بخش در و شده دادە توضیح 𝛽𝑆(𝑡 − 𝜏)𝐼(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑑𝜏 بیان با ریاضی بەصورت عبارت این ماندند. زنده 𝑡 − 𝜏 زمان در و

شد. خواهد ارائه بیشتری
را افراد برای بهداشتی مراقبت های سیستم توسط ارائەشده فرصت های به دسترسی سطح تاثیر که مدلی فوق، مفروضات و به توضیحات باتوجه
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است: زیر به شرح نهفته دوره یک نشان دهنده زمانی، تاخیر با می گرفت، نظر در 
𝑑𝑆
𝑑𝑡 = 𝑏 − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝑑𝑆(𝑡),
𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝛾�̃�(𝑡, 𝜏) − 𝜎𝐸(𝑡) − 𝑑𝐸(𝑡),
𝑑𝐼
𝑑𝑡 = 𝛾𝐸(𝑡, 𝜏) − [𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡))]𝐼(𝑡) − [𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡)]𝐼(𝑡) − 𝑑𝐼(𝑡),
𝑑𝑅
𝑑𝑡 = [𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡)]𝐼(𝑡) + 𝜎𝐸(𝑡) − 𝑑𝑅(𝑡),

(۱)

است: شد ه بیان زیر بەصورت ویروس به ابتلا معرض در افراد در تراکم تکامل آن در که

൬ 𝜎𝜎𝑡 +
𝜎
𝜎𝜏൰𝐸(𝑡, 𝜏) = −𝑑�̃�(𝑡, 𝜏). (۲)

گرفتەاند، قرار کرونا ویروس معرض در 𝑡 زمان در که است افرادی  تعداد نمایانگر �̃�(𝑡, ۰) که گفت می توان شده، ارائه توضیحات بە توجه با
𝐸(𝑡, ۰) = 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡), زیر: مرزی شرایط و (۲) معادله به با توجه می شود. مربوط 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) به �̃�(𝑡, ۰) که گرفت نتیجه می توان

رسید: خواهیم زیر نتیجه به معادله، این حل با
𝐸(𝑡, 𝜏) = 𝛽𝑆(𝑡 − 𝜏)𝐼(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑑𝜏.

شده است: بازیابی زیر بەصورت (۱) معادله بنابراین،
𝑑𝑆
𝑑𝑡 = 𝑏 − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝑑𝑆(𝑡),
𝑑𝐸
𝑑𝑡 = 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝛾𝛽𝑆(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑑𝜏 − (𝑑 + 𝜎)𝐸(𝑡),
𝑑𝐼
𝑑𝑡 = 𝛾𝛽𝑆(𝑡 − 𝜏)𝐼(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑑𝜏 − [𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡))]𝐼(𝑡) − [𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡)]𝐼(𝑡) − 𝑑𝐼(𝑡),
𝑑𝑅
𝑑𝑡 = [𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡)]𝐼(𝑡) + 𝜎𝐸(𝑡) − 𝑑𝑅(𝑡),

(۳)

امکان پذیر مثبت ثابت منطقه .۲ .۲
برای است. ثابت مثبت بەطور آن در جمعیت که دارد وجود منطقەای که می کنیم فرض اپیدمیولوژیک، مدل یک در جمعیت تغییرات تحلیل برای

است. ضروری سیستم پایداری و تعادل نقاط یگانگی وجود مانند مدل با مرتبط نتایج روی بر تمرکز اپیدمیولوژیک، و ریاضی مطالعه
می آید: بەدست زیر بەصورت جمعیت کل تغییر میزان (۳) معادله از معادلات تمام کردن جمع با

𝑑𝑁
𝑑𝑡 = 𝑑𝑆

𝑑𝑡 +
𝑑𝐸
𝑑𝑡 + 𝑑𝐼

𝑑𝑡 +
𝑑𝑅
𝑑𝑡

= 𝑏 − 𝑑𝑁 − [𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡))]𝐼.
(۴)

مثال: بەعنوان سپس
𝑁′(𝑡) + 𝑑𝑁 ≤ 𝑏.

𝑁(𝑡) = جواب متغیرها)، (جداسازی کلاسیک روش از استفاده با آن حل و 𝑁′(𝑡) + 𝑑𝑁 = 𝑏 معمولی دیفرانسیل معادله گرفتن در نظر با
از زمان با متغیر جمعیت این رو از و شده تعیین 𝑡 = ۰ اولیه شرط برای 𝐶 = 𝑁(۰) − 𝑏/𝑑 که است بدیهی می آید. بەدست 𝑏/𝑑 + 𝑐𝑒−𝑑𝑡

𝑁(𝑡) = 𝑁(۰)𝑒−𝑑𝑡 + 𝑏
𝑑(۱ − 𝑒−𝑑𝑡). (۵)
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: 𝑡 ≥ ۰ همه برای بنابراین است. معادله حداکثر راەحل (۵) معادله راست سمت ،[۸] استاندارد مقایسه قضیه از بااستفاده

𝑁(𝑡) ≤ 𝑁(۰)𝑒−𝜇𝑡 + 𝑏
𝑑(۱ − 𝑒−𝑑𝑡)

.𝑡 > ۰ هر برای 𝑁(𝑡) ≤ 𝑏
𝑑 نوشت می توان ،𝑁(۰) ≤ 𝑏

𝑑 وقتی بەخصوص،
تمام ناحیه این درنتیجە است. ثابت و مثبت Γ = ቄ(𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)) ∈ ℝ۴

≥۰ ∶ 𝑁(𝑡) ≤
𝑏
𝑑 ቅ منطقه معادله(۳) برای بنابراین

بود. خواهد کافی (۳) مدل دینامیک گرفتن نظر در برای محدود ناحیه این و جذب کرد را دستگاه راەحل های
شد فرض چیز، هر از قبل اما کرد. خواهیم تمرکز (۳) مدل پایداری و کیفی تحلیل به بعدی زیرنویس های در مدل، مورد در مشخصات این پس از
تجزیەو تحلیل را زیر دودویی دستگاه دینامیک می توانستیم تنها نمی شوند، ظاهر باقی مانده معادلات سایر در 𝐸(𝑡), 𝑅(𝑡)متغیرهای آنجایی از که

بود: کافی خواهد همین و کنیم
𝑑𝑆
𝑑𝑡 = 𝑏 − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝑑𝑆(𝑡),
𝑑𝐼
𝑑𝑡 = 𝛾𝛽𝑆(𝑡 − 𝜏)𝐼(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑑𝜏 − [𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑]𝐼(𝑡)

(۶)

باشد. کافی نیز (۶) مدل بررسی برای که بود امکان پذیر و محدود Γ منطقه البته
مثل تولید پایه عدد و تعادل نقاط .۳ .۲

𝑃۰ = (𝑆۰, 𝐼۰) = ቀ 𝑏𝑑 , ۰ቁ . داشت: بیماری از عاری تعادل نقطه یک همیشه (۶) دستگاه
می کرد: برآورده را زیر جبری معادله باید 𝐼∗ و 𝑆∗ ،(۶) از 𝑃∗ = (𝑆∗, 𝐼∗) بومی تعادل آوردن بەدست   برای این، علاوه بر

۰ = 𝑏 − 𝛽𝑆∗𝐼∗ − 𝑑𝑆∗,
۰ = 𝛾𝛽𝑆∗𝐼∗𝑒−𝑑𝜏 − [𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑]𝐼∗.

بەطوری که می آید بەدست 𝑃∗ = (𝑆∗, 𝐼∗) معادلات، این حل با
𝑆∗ = 𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑

𝛾𝛽𝑒−𝑑𝜏

𝐼∗ = 𝛾𝑒−𝑑𝜏
𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑 × ቆ𝑏 − 𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑

𝛾𝛽𝑒−𝑑𝜏 ቇ .
است. شده مشخص مذکور مدل 𝑅۰پایه بازتولید عدد بعدی، نسل ماتریس روش [۷] و [۶ ،۵] از بااستفاده

بیان می شود: زیر بەصورت (۶) مدل سپس .𝑋 = (𝐼, 𝑆)𝑇 بود شده فرض حال،
𝑑𝑋
𝑑𝑡 = ℱ(𝑋) − 𝒱(𝑋), (۷)

بەطوری که

ℱ(𝑋) = ቈ𝛾𝛽𝑆(𝑡 − 𝜏)𝑙(𝑡 − 𝜏)𝑒−𝑑𝜏
۰ 

و
𝒱(𝑋) = ቈ[𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡))]𝐼(𝑡) + [𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡)]𝐼(𝑡) + 𝑑𝐼(𝑡)

𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) + 𝑑𝑆(𝑡) − 𝑏,  .

بود. (۷) مدل منحصربەفرد بیماری از عاری تعادل نقطه 𝑋۰ = ( 𝑏𝑑 , ۰)𝑇
است: شده محاسبه زیر بەصورت 𝐼, 𝑆 مشتقات به باتوجه 𝒱(𝑋) و ℱ(𝑋) از 𝑝۰ = ( 𝑏𝑑 , بیماری(۰ از عاری تعادل نقطه در ژاکوبین ماتریس های

𝑑ℱ(𝑃۰) = ቈ𝛾𝛽𝑆۰𝑒−𝑑𝜏 𝛾𝛽𝐼۰𝑒−𝑑𝜏۰ ۰  ,
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و

𝑑𝒱(𝑃۰) = ቈ𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑 ۰
𝛽𝑆۰ 𝛽𝐼۰ + 𝑑 .

شدەاند: تعیین عنوان بەاین بودند، مدل باقی مانده انتقال شرایط و جدید آلودگی عبارت های بەترتیب که 𝒱 و ℱ بنابراین
𝐹 = 𝑑.ℱ۱×۱ = ቈ𝑏𝛽𝛾𝑒

−𝑑𝜏

𝑑 

و
𝑉 = 𝑑𝒱۱×۱ = [𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑] .

از مشخصه چندجملەای همچنین،
𝐹𝑉−۱ = ቈ 𝑏𝛽𝛾𝑒−𝑑𝜏

𝑑(𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑)
است.

ⅾet(𝜆𝐼۱ − 𝐹𝑉−۱) = 𝜆 − 𝑏𝛽𝛾𝑒−𝑑𝜏
𝑑(𝜇۱+𝜇۲(۱−𝑐(𝑡))+𝛼۱+𝛼۲𝑐(𝑡)+𝑑)

.

مورد، این  در است. 𝐹𝑉−۱ بعدی نسل ماتریس ویژه) مقدار (حداکثر طیفی شعاع (۶) مدل پایه بازتولید عدد که شد نتیجەگیری [۷] و [۶ ،۵] از

ℛ۰ =
𝑏𝛽𝛾𝑒−𝑑𝜏

𝑑(𝜇۱ + 𝜇۲(۱ − 𝑐(𝑡)) + 𝛼۱ + 𝛼۲𝑐(𝑡) + 𝑑) . (۸)

کرد: بازنویسی زیر بەصورت می توان را 𝑃∗ بومی تعادل نقطه که شد مشاهده بەوضوح حال، هر بە

𝑃∗ = (𝑆∗, 𝐼∗) = ቆ 𝑏
𝑑ℛ۰

, 𝑑𝛽 (ℛ۰ − ۱)ቇ .

تعادل نقاط محلی مجانبی پایداری تجزیەو تحلیل .۴ .۲
شده است. داده نشان بومی و بیماری از عاری تعادل نقاط محلی پایداری های مربوطه، مشخصەای معادله تجزیەوتحلیل با بخش، دراین 

است. پایدار مثبت ثابت ناحیه در مجانبی و محلی بەطور 𝑃۰ بیماری از عاری تعادل سپس ،ℛ۰ < ۱ اگر .۱ .۲ قضیه
است. پایدار مثبت ثابت Γ در مجانبی و محلی بەصورت 𝑃∗ بومی تعادل ،ℛ۰ > ۱ وقتی .۲ .۲ قضیه

تعادل نقاط سراسری مجانبی پایداری تجزیەوتحلیل .۵ .۲
است. پایدار Γ در جهان سراسر در مجانبی بەطور معادله(۶) 𝑃۰ بیماری از عاری تعادل نقطه ،ℛ۰ < ۱ وقتی .۳ .۲ قضیه

است. پایدار مثبت ثابت منطقه در مجانبی بەصورت (۶) معادله 𝑃∗ منحصربەفرد آندمیک تعادل نقطه ،ℛ۰ > ۱ اگر .۴ .۲ قضیه
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طرح و ریاضیات درس در تجربی دوم متوسطه رایج بدفهمی های از برخی شناسایی
آن ها برای مناسب آموزش

،آ لنگری∗ جلال سید
ایران تهران، ۱۴۶۶۵ −۸۸۹ پستی صندوق فرهنگیان، دانشگاه ریاضی، آموزش آگروه

چکیده
تدریس فرآیند در بدفهمی ها از سری یک بروز برای مناسبی بستر دارد، که گستردەای ساختار حسب بر ریاضیات
موفقیت عدم و سردرگمی باعث می تواند و می شود ریاضیات یادگیری در جدی مشکلات بروز به منجر که است،
از یکی است. بوده همراه اشتباهاتی با همواره افراد، در ریاضی مفاهیم درک گردد. ریاضی مساءل حل در دانش آموزان
نامناسب، یاددهی اثر بر که هستند بدفهمی هایی می شود، ریاضیات یادگیری در جدی مشکلات بروز به منجر که عواملی
دچار را فراگیران بدفهمی ها، است ممکن می شوند. ایجاد گذشته ضعیف یادآوری اولیایا دخالت های غیررسمی، تفکر
آنان تحصیلی پیشرفت میزان کاهش و بودجه اتلاف تحصیلی، افت به منجر و کرده ریاضیات یادگیری در اختلال
عاملی می دهد، رخ مسئله حل و یادگیری فرآیند در که اشتباهاتی و بدفهمی ها از دانش آموزان درست گاهی آ شود.
شناسایی حاضر، پژوهش هدف های از یکی می شود. محسوب آنان ریاضی پیشرفت و عملکرد رشد برای کننده تعیین
تدریس تجارب ضمن آن ها، شناسایی برای است. ریاضی و تجربی دوم متوسطه ریاضیات رایج بدفهمی های از بخشی
شده استفاده دانش آموزان سؤالات به پاسخ نحوه و باتجربه معلمین با مصاحبه و کتابخانەای مطالعات از پژوهشگر،
محسوب جدید یادگیری برای مانعی و هستند روبرو بدفهمی هایی با دانش آموزان که می دهد نشان تحقیقات است.
به رسیدن جهت در درسی کتب تألیف و ریاضی آموزش دست اندرکاران به بتواند تلاش این که امیدواریم می شوند.

نماید. مؤثری کمک دانش آموزان صحیح فهم و یادگیری

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

ریاضیات آموزش
بدفهمی ها

دوم متوسطه
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

97D30
97D40
97M10

مقدمه .۱
به منجر می تواند آن اساسی مفاهیم نادرست درک اما است. پدیدەها پیچیده رفتارهای و پیوستگی تغییرات، توصیف برای دقیق زبانی ریاضیات،
تفاهم سوء دچار اغلب که مباحثی جمله از می کند. منحرف نیز را مسائل حل مسیر بلکه می سازد، دشوار را یادگیری تنها نه که شود بدفهمی هایی
Misconceive فعل ریشەی از اشتباه، ایده یا غلط تصور معنای به بدفهمی، کرد. اشاره آن کاربردهای و مشتق پیوستگی، حد، به می توان می شود،
نتیجەگیری چیزی نادرست درک از که است اشتباه ایدەی یک معنای به بدفهمی است. کردن تصور اشتباه به و نفهمیدن درست بدفهمیدن، معنای به
کلی حالت در دانش آموز سپس و می شود ایجاد دانش آموز ذهن در ایدەهایی خاص، حالت در که می دهند رخ زمانی معمولا˟ بدفهمی ها باشد. شده
«انتزاعی» فرایند یک طی مفاهیم، که می دهند توضیح (white et al., 2002) میشل مور و وایت [۶] می دهد تعمیم نادرست طور به را ایدەها این
تشابه و نظم این می تواند و می شود گاه آ خود، تجارب در موجود تشابهات و نظم به نسبت فرد آن، توسط که فرایندی می گیرند؛ شکل ذهن در
است مختلفی موقعیت های همەی در عمده تشابهات از واضحی توصیف مفهوم، هر پس دهد. تشخیص نیز آتی موقعیت های در را تجربەها بین
ذهن در مفهوم یک از دانش آموز که عقیدەای است ممکن آن، در که می رود کار به موقعیتی بیان برای «بدفهمی» واژه می شود. منتزع آن ها از که

لنگری جلال ∗سید
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موجب زیرا دارد، تفاوت می افتد، اتفاق سهوی» «خطای یک آن، در که جایی با موقعیت این باشد. تقابل در علم آن کارشناسان عقیده با می سازد،
ریشەهای و بدفهمی ها شناخت تردید بدون می افتد. اتفاق نیز مشابه موقعیت های در که اشتباهاتی یعنی می گردد؛ نظام مند مفهومی خطاهای بروز
دانش آموزان ساختن درگیر و مناسب شیوەهای اتخاذ با ریاضی معلمان تا می نماید ایجاب پس گردد. یادگیری ارتقای موجب می تواند آن ایجاد

.[۴] سازند توانا را آنان درسی، فعالیت های در
کاملا́ قسمت هر بدفهمی های با و کنند استفاده یادگیری فرصت های از آن طریق از بتوانند دانش آموزان که آورد وجود به موقعیتی معلم، است لازم
آشنا قسمت آن بدفهمی های با را دانش آموزان مناسبی مثال های ارائەی با می تواند معلم دهند. شکل را خود مهارت های و ادراک و شوند آشنا

.[۳] سازد
ریاضی خود، به نسبت فرد درست باورهای ایجاد کنار در ریاضی فرایندهای و مفاهیم صحیح آموزش در مهم دورەهای از یکی دوم متوسطه دوره
از است. اهمیت دارای نشود دانش آموز در باوری و دانشی بدفهمی ایجاد زمینەساز خود که گونەای به صحیح آموزش بنابراین است، محیط و
تحصیلی پیشرفت میزان کاهش و تحصیلی اُفت به منجر و بوده منفی اغلب آن ها از ناشی تأثیرات هستند، خطا بروز منشأ بدفهمی ها، که آنجایی
زندگی فضای همەی در را تشویش و اضطراب و یافته راه خانواده و خانه به عموماً مدرسه، و دانش آموزان سوی از مشکلات، این می شود.

می شود. وارد جامعه روانی بهداشت به که است روحی شدید آسیب نتیجەاش، که می پراکند
معتقدیم، گردد. یادگیری ارتقای موجب می تواند تحصیلی، مختلف درسطوح و مفهومی حوزەهای در آن ها ایجاد ریشەهای و بدفهمی ها شناخت
نتیجه، در و یاددهی شیوەهای در تغییراتی شاهد احتمالا˟ صورت این در و است ضروری امری معلّمین، به شده شناسایی بدفهمی های آموزش

بود. خواهیم یادگیری
دانش آموزان برای که مفاهیمی و ایدەها با معلم وقتی » می کند: بیان چنین کانادا آنتاریو، ایالت ریاضیات درسی برنامه اسناد از یکی در « اسمال »
طریق این از و می کند ارائه دانش آموزان رشد سطح با متناسب سطحی در را خود آموزش باشد، آشنا پیچیدگی، این دلایل و هستند پیچیده
در ریاضی بدفهمی های شکل گیری احتمال تا می شود موجب امر این می کشد. چالش به صحیح شکلی به مفاهیم ساختن برای را دانش آموزان

[۵] یابد. کاهش دانش آموزان
ضعیف یادآوری یا نامناسب یاددهی اثر بر که هستند بدفهمی هایی می شود ریاضیات یادگیری در جدی مشکلات به منجر که عواملی از یکی
از یکی می کند. بروز خاص، مفهومی چارچوبِ یک در و ندارد وجود مستقل طور به بدفهمی ها است، ذکر به لازم می شوند. ایجاد گذشته، مطالب
بدفهمی ها، عوامل از یکی همچنین می باشد. مطالب از دانش آموزان مفهومی چارچوب تغییرات ریاضیات، بدفهمی های اصلاح در کلیدی اهداف
دوره درسی کتاب های به که است این لازمەاش دارند فرزندشان مطالعەی نحوه در دخالتی والدین اگر می باشد. خانواده اعضای و اولیا دخالت
دخالت معتقدیم، طرفی از نشوند. فراگیر یادگیری در دوگانگی ایجاد تا بدانند را دانش آموز به تدریس زبان و باشند داشته کافی تسلط مربوطه،
برای تلاش می شود. تحصیلی پیشرفت موجب و گردیده دانش آموز ذهن در مطالب بیشتر تثبیت باعث والدین طرف از پرسش و سؤال و صحیح

شد. خواهد آموزش کیفیت ارتقاء جهت در گامی بدفهمی ها، شناسایی
معنای به پیوستگی است، تابع مقدار برابر همواره حد که می کنند تصور ریاضیات به علاقەمندان حتی و دانشجویان و دانش آموزان از بسیاری
به اول نگاه در که هستند چیزی آن از عمیق تر مفاهیم این که حالی در می کند. بیان را تابع یک مستقیم تغییر نرخ تنها مشتق و است حد وجود
بتوانند دانش آموزان که آورد وجود به موقعیتی می کوشد معلم است. لحظەای سرعت محاسبه از فراتر مشتق کاربردهای همچنین، می رسند. نظر
معلم دهند. شکل را خود مهارت های و ادراک و شوند آشنا کاملا́ قسمت هر بدفهمی های با و کنند استفاده یادگیری فرصت های از آن طریق از

[۳] سازد. آشنا قسمت آن بدفهمی های با را دانش آموزان مناسبی، مثال های ارائەی با می تواند
می تواند مفاهیم این از صحیح درک یک چگونه که دهیم نشان تا پرداخت خواهیم حوزەها این در بدفهمی ها رایج ترین از برخی بررسی به ادامه در

کند. شفاف تر را مسائل حل مسیر و بخشد بهبود را ریاضی تحلیل قدرت

پیوستگی و حد بدفهمی های از برخی .۲
همچون مفاهیمی برای بودن پیش نیاز سبب به مفهوم این است. انتگرال و دیفرانسیل حساب ریاضیات، در بنیادی مفاهیم از یکی حد مفهوم
مفهوم از دانش آموزان درک که گفت می توان خلاصه طور به است. برخوردار ریاضیات در ویژه اهمیتی از سری ها، و انتگرال مشتق، پیوستگی،
روش ها دستورات، به محدود حد مفهوم از آن ها درک که می دهند نشان تحقیقات در دانش آموزان همچنین است. آنان مفهومی تصور بر متکی حد

است. شده داده آموزش آن ها به که است الگوریتم هایی و
از: عبارتند حد بحث در دانش آموزان رایج بدفهمی های از برخی

مقدار با همواره نقطه یک در تابع حد یا باشد داشته حد نقطه آن در تا باشد شده تعریف نقطه یک در باید تابع یک که می کنند تصور برخی −
حد باشد، پیوسته که نقاطی در می تواند فقط تابع که معتقدند و دانسته مرتبط پیوستگی مفهوم با را آن برخی حتی است. برابر نقطه آن در تابع

(۲۰۰۵ (جوردان، باشد. داشته
از فقط و نیستند نامحدود فرایندهای فهم به قادر دانش آموزان چون است. نامتناهی فرایندهای و بی نهایت مفهوم به مربوط تصورات برخی −
از خوبی درک چون دانش آموز بی نهایت، حدهای محاسبه در مثلا́ می کنند. استفاده حد به مربوط مسائل حل برای محدود و معین فرایندهای
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همکاران. ۱۹۹۶) و (کوتریل می کند. جایگزین را آن عدد عنوان به تابع در و کرده برخورد آن با عدد مانند ندارد بی نهایت
و کرده مداخله مسأله این حل در 𝑥 = ۳ نقطه در حد از او ذهنی ی ۱ طرحواره که می گیرند نظر در ۶ برابر را 𝐿𝑖𝑚

𝑥→+∞
𝑥۲ − ۹
𝑥 − ۳ حاصل ⁃گاهی

است. شده اشتباه این ایجاد باعث
باشد. کرده بازخوانی نامناسب طور به را بی نهایت حدهای طرحواره است ممکن می گیرند، نظر در ۱ برابر را 𝐿𝑖𝑚

𝑥→۵
𝑥۲ − ۴
𝑥۲ − ۲۵ حاصل ⁃برخی

[۱] می شوند. مشکل دچار و گرفته نظر در متفاوت را 𝐿𝑖𝑚
𝑥→(−۱)+𝑓(𝑥) و 𝐿𝑖𝑚

𝑥→−۱+𝑓(𝑥) حدهای دانش آموزان، از بعضی −

گرفته نظر در را مثلثاتی دایرەی می خوانند)، هم (صحیح راست از 𝜋۲ می خوانند را 𝜋۲
+

که 𝐿𝑖𝑚
𝑥→𝜋

۲
+𝑓(𝑥) حاصل محاسبه در فراگیران، از برخی −

می دهند. انجام اول ناحیەی در را محاسبات اشتباه به و کرده پیدا را آن راست سمت و تصور را 𝜋
۲ جایگاه و

در دیگر مفاهیم با و ساخته خود ذهن در خاص حالت در دانش آموز که است وضعیتی تعمیم بلکه نیست، نادرست تفکر همواره لزوماً بدفهمی −
sin 𝑥 تابع دو ،𝑥 = ۰ همسایگی در که می گیرد نتیجه 𝐿𝑖𝑚

𝑥→۰
sin 𝑥
𝑥 = ۱ حد از دانش آموز، است. نموده مرتبط « شخصی شناختی چارچوب »

صفر را جواب اشتباه، به نهایتاً و صفر برابر را صورت و داده تعمیم 𝐿𝑖𝑚
𝑥→۰

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑥۳ حد محاسبەی به را موضوع این و هستند هم معادل 𝑥 و

می کند. اعلام
چون: حدهایی محاسبه در را آن ها کاربرد های صحیح، جزء و قدرمطلق تابع تدریس از بعد ⁃اگر

𝐿𝑖𝑚
𝑥→۰− ቆ

| sin ۲𝑥|
𝑥 + |𝑥|

ⅽos 𝑥ቇ 𝐿𝑖𝑚
𝑥→۲+

𝑥۳ − [𝑥۳]
𝑥۲ − [𝑥۲] 𝐿𝑖𝑚

𝑥→۰
ⅽos ۲𝑥 + [− sin۲ 𝑥]

sin۲ 𝑥 + [sin۲ 𝑥]

کردەایم. جلوگیری دانش آموزان بدفهمی های برخی بروز از کنیم، بیان را
𝑥 = 𝑥۰ نقطەی در 𝑦 = [𝑓(𝑥)] چون توابعی می گوید: مثلا́، می باشد. استثناها به نکردن دقّت کلّی، طور به صحیح: جزء تابع بدفهمی های
باشد، 𝑓(𝑥) تابع نسبی مینیمم نقطەی 𝑥۰ اگر باشد داشته تأکید که است این مدرس، وظیفه است. ناپیوسته باشد صحیح مقدار 𝑓(𝑥۰) بەطوری که

گرفت. نظر در 𝑥 = ۰ در را 𝑦 = [𝑥۲] تابع می توان خصوص، این در می باشد. پیوسته 𝑥 = 𝑥۰ نقطەی در [𝑓(𝑥)] آن گاه
نظر در ۲ برابر اشتباه به را 𝐿𝑖𝑚

𝑥→+∞
۲𝑥 + ۱
𝑥 + ۲ ൨ حاصل و می شوند مشکل دچار صحیح جزء دارای حدهای محاسبه شیوه در دانش آموزان، از برخی

می گیرند.
چند به دانش آموزان ذهن در حد مفهوم مورد در شده ایجاد بدفهمی های و باورها که گرفت نتیجه می توان آمده، دست به بررسی های به توجه با
بدست تابع در نقطه مقدار کردن جایگزین با سادگی به حد » دسترس»، غیرقابل حد » از: عبارتند آن ها مهمترین می شوند. تقسیم گوناگون دسته
ایجاد حد مفهوم درک برای مانعی دانش آموزان ذهن در بدفهمی ها این هست». یکی تابع مقدار و حد » و است» متحرک فرآیندی حد » می آید»،

باشند. قاعدەمند و معمولی روش های به محدود و نداشته حد مفهوم از مناسب درکی آن ها که است شده سبب و کرده

مشتق بدفهمی های از برخی .۳
مفهومی، آموزش یک جای به اگر دارد. انتگرال جمله از مسائل حل در زیادی کاربرد و می باشد دبیرستان دورەی ریاضیات از مهمی بخش مشتق

می شود: ذیل موارد قبیل از بدفهمی هایی بروز باعث شود، داده آموزش حفظی و صوری قواعدی صورت به
که است وضعیتی تعمیم بلکه نیست، نادرست تفکر همواره لزوماً بدفهمی کند. کمک «بدفهمی» ماهیت درک به می تواند نادرست تعمیم های (۱
اگر آموخته که این از است. نموده مرتبط شخصی» شناختی «چارچوب در دیگر مفاهیم با و ساخته خود ذهن در خاص وضعیتی در دانش آموز

.!𝑓′(𝑥) = 𝑛 sin𝑛−۱ 𝑥 می نویسد: و داده گسترش 𝑓(𝑥) = sin𝑛 𝑥 به مثلا́ را موضوع .𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−۱ آن گاه ،𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛
بیان ⅽot 𝑥 و tan 𝑥 مشتق های خصوص در مشابهی حرف است، − sin 𝑥 برابر ⅽos 𝑥 مشتق و ⅽos 𝑥 می شود sin 𝑥 مشتق می داند اینکه از (۲

است!. − tan 𝑥 برابر ⅽot 𝑥 مشتق و ⅽot 𝑥 می شود tan 𝑥 مشتق می گوید اشتباه به و می کند
.!𝑓′(𝑥) = 𝑥𝑎𝑥−۱ می نویسد و می یابد چندجملەای ها از مشتق گیری سبک به را 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 مشتق می شود دیده گاهی (۳

1Schema
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را 𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰+

𝑓(۲ − ℎ۲) − 𝑓(۲)
−ℎ۲ حاصل اشتباه، به 𝐿𝑖𝑚

ℎ→۰+
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ = 𝑓′+(𝑥) طرفەی یک مشتق تعریف از دانش آموزان از برخی (۴
می گیرند. نظر در 𝑓′+(۲) برابر

باشد، مشتق پذیر 𝑥 = ۴ در 𝑓(𝑥) = ൝𝑥
۲ + 𝑎𝑥, 𝑥 > ۴

۴√𝑥 + 𝑏, 𝑥 ≤ ۴ قبیل از ضابطەای دو توابع که آن برای 𝑏 و 𝑎 مقادیر یافتن در فراگیران، از برخی (۵
یک مشتق پذیری لازمەی که این بر تأکید می دهند. قرار هم برابر 𝑥 = ۴ نقطەی در را تابع راست و چپ مشتق های فقط و می شوند مشکل دچار
دو قبیل از تمریناتی می رود، انتظار مدرسین از همچنین است. برخوردار خاصی اهمیت از می باشد نقطه آن در تابع پیوستگی نقطه، یک در تابع

گردد. دانش آموزان بدفهمی مانع تا بگنجانند خودشان درس طرح در را زیر مورد
بیابید. را 𝐿𝑖𝑚

ℎ→۰+
𝑓(۱ − ℎ۲) − 𝑓(۱)

ℎ۲ حاصل ،𝑓(𝑥) = ൝𝑥
۲ + ۳𝑥 + ۱, 𝑥 ≥ ۱

𝑥۲ − ۳𝑥 + ۷, 𝑥 < ۱ تابع در الف)

بیابید. را 𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰

𝑓(۲) − 𝑓(۲ + ℎ۲)
ℎ۲ حاصل ،𝑓(𝑥) = ൝𝑥

۲ − ۴𝑥, 𝑥 > ۲
𝑥۳ + ۲𝑥, 𝑥 ≤ ۲ تابع در ب)

ندارد. وجود «ب» بند در شده خواسته حد حاصل که چند هر می شود، یک برابر «الف»، قسمت جواب است، ذکر به لازم
بیابید. را 𝐿𝑖𝑚

ℎ→۰
𝑓(۱ + ۲ℎ) − 𝑓(۱)

ℎ حاصل آن گاه ،𝑓(𝑥) = 𝑥۳ + ۴√𝑥 اگر شد، سؤال دانش آموز از (۶
داد جواب دانش آموز

𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰

𝑓(۱ + ۲ℎ) − 𝑓(۱)
ℎ = 𝑓′(۱)

𝑓′(𝑥) = ۳𝑥۲ + ۲
√𝑥

𝑓′(۱) = ۵
بدفهمی دچار و نداشته مشتق تعریف از درستی درک اما است. داده انجام درست هم جایگذاری و کرده حساب درستی به را مشتق دانش آموز

که: شود تأکید باید است. شده
𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)
ℎ = 𝑓′(𝑎)

دیگر: عبارت به کند. دقت مخرج و صورت در ℎها بودن هماهنگ به و باشد موجود اخیر حد که شرطی به

𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰

𝑓(𝑎 + 𝑛ℎ) − 𝑓(𝑎)
ℎ = 𝑛𝑓′(𝑎)

𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰

𝑓(۱ + ۲ℎ) − 𝑓(۱)
ℎ = ۲𝑓′(۱) = ۲(۵) = ۱۰ بنابراین: حد. وجود شرط به

می گوید که است آن از ناشی اشتباه این می گیرند. نظر در 𝑓′−(𝑎) برابر اشتباه به را 𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰−

𝑓(𝑎 + ℎ۲) − 𝑓(𝑎)
ℎ۲ حد حاصل فراگیران برخی (۷

است!. درست چپ مشتق پس ℎ → ۰− چون
دیگر می کند. میل کجا به هماهنگی این و است مخرج و صورت ℎهای هماهنگی مهم بلکه می کند. میل کجا به ℎ نیست مهم که شود تأکید اگر

بنابراین: نمی دهد. رخ اشتباه این

باشد. موجود حد که شرطی به



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ لنگری جلال سید ۱۲۸

است؟ چند برابر 𝐿𝑖𝑚
ℎ→۰−

𝑓(۱ + ℎ۲) − 𝑓(۱)
ℎ۲ مقدار 𝑓(𝑥) = ൝𝑥

۲ + ۳𝑥, 𝑥 ≥ ۱
۲𝑥 + ۲, 𝑥 < ۱ تابع در شد، سؤال

آوردند. دست به ۲ عدد را پاسخ اشتباه به برخی
این دانش آموزان، برخی می شود. تدریس همکاران توسط نمی باشند، مشتق پذیر قدرمطلق داخل سادەی ریشەهای در قدرمطلقی توابع اینکه (۸
باشند، 𝑔(𝑥) = ۴𝑥 + |𝑥| و 𝑓(𝑥) = ۴

۵𝑥 −
۱
۵ |𝑥| اگر می گویند: و شده اشتباه دچار و می دهند تعمیم زیر قبیل از تمریناتی به را موضوع

.(۱۳۹۷ دوازدهم. ۳ (ریاضی نیست مشتق پذیر 𝑥 = ۰ در 𝑓 ∘ 𝑔 تابع آن گاه
دیگر، جنبەی می باشد. بدفهمی ها بروز از جلوگیری مهم، جنبەهای از یکی دارد. گوناگونی جنبەهای و است متنوع معلم نقش معتقدیم، البته

[۳] می کند. تسهیل را دانش آموزان در یادگیری روند
طور به شود سعی که این جای به بود، پیچیده و طولانی عبارت، وقت هر می باشد. توابع نکردن ساده دانش آموزان، رایج اشتباهات از یکی (۹
را زیر تساوی های مدرس قسمت، این برای معتقدیم، بگیرد. مشتق سپس و کرده ساده دارد امکان که جایی تا را عبارت بگیرد، مشتق مستقیم

شود. یادآور
𝐿𝑜𝑔𝑎𝑎ඥ۱+tan۲ √𝑥 = ඥ۱ + tan۲ √𝑥 = ඨ ۱

ⅽos۲ √𝑥
= ۱

| ⅽos√𝑥| (۱
𝑥 + √𝑥
√𝑥 + ۱ = √𝑥 (۲
𝑥 + ۳√𝑥
۳√𝑥۲ + ۱ = ۳√𝑥 (۳

۱ + ⅽos۳ 𝑥
۱ − ⅽos 𝑥 + ⅽos۲ 𝑥 = ۱ + ⅽos 𝑥 (۴

بحرانی: نقاط بدفهمی های
نباشد. موجود 𝑓′(𝑐) یا 𝑓′(𝑐) = ۰ هرگاه: می گوییم 𝑓 تابع بحرانی نقطه را 𝑓 دامنەی به متعلق 𝑐 نقطەی است. مفروض [𝑎, 𝑏] دامنەی با 𝑓 تابع
𝑓(𝑥) = tan 𝑥 تابع برای مثلا́ می دهند؛ ارائه نادرستی جواب و نمی کنند توجه باشند، دامنه عضو باید بحرانی نقاط اینکه دانش آموزان، از بعضی

می آورند: را زیر دلیل و هستند قائل بحرانی نقطەی شمار بی
بحرانی نقطه بی شمار می گویند اشتباه به و آورده بەدست را (𝑘 ∈ ℤ)𝑥 = 𝑘𝜋 + 𝜋

۲ مقادیر ⅽos 𝑥 = ۰ حل از اما ،𝑓′(𝑥) = ۱
ⅽos۲ 𝑥 ≠ ۰

[۲] نمی باشند تابع دامنەی عضو نقاط این از یک هیچ اینکه از غافل دارد،

نسبی: اکسترمم های بدفهمی های
،𝑥 ∈ (𝑒, 𝑔) هر ازای به که طوری به است 𝑓 دامنەی در 𝑐 شامل بازه یک (𝑒, 𝑔) کنید فرض است، مفروض [𝑎, 𝑏] دامنه با 𝑦 = 𝑓(𝑥) تابع
در است، نسبی ماکزیمم ،𝑐۱ در تابع نمایش منحنی ۱ شکل در است. نسبی ماکزیمم دارای 𝑐 در 𝑓 تابع می گوییم این صورت در ،𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑐)

[۱] است مطلق مینیمم 𝑐۲
از ناشی بدفهمی از جلوگیری برای می شود. بدفهمی دچار دانش آموز و نمی باشد کافی اکسترمم ها از عمیق درک برای بالا ۲ شکل ارائه معتقدیم،

می شود: پیشنهاد (۲ شکل (در زیر آموزشی طرح قسمت، این
به و بررسی را تابع نمودار بحرانی نقاط همچنین و دهد قرار بحث مورد (۱ ≤ 𝑖 ≤ ۱۵) 𝐶𝑖 نقاط در را بالا نمودار اکسترمم های معلّم، اگر حال
بدفهمی ها برخی بروز از باشد، داشته تأکید زیر مطالب به نسبی اکسترمم های خصوص در و بپردازد نسبی اکسترمم های و بحرانی نقاط بین ارتباط

شد. خواهد جلوگیری
مقدار از منظور نیست، بودن فرد به منحصر به دلیلی نمی باشد، مشتق پذیری به لزومی نمی باشد، پیوستگی به لزومی باشیم، داشته باید همسایگی
وجود نسبی و مطلق اکسترمم های بین ارتباطی هیچ گونه و نمی باشند نسبی اکسترمم 𝑐۸ و 𝑐۷ چون نقاطی است، نقطه عرض یعنی نسبی اکسترمم

گرفت. نتیجه بتوان را دیگری یکی، از اضافی شرایطی تحت مگر ندارد

نتیجەگیری: و بحث .۴
این از برخی می شود. محسوب جدید یادگیری برای مانعی بدفهمی ها این هستند. روبرو بدفهمی ها با دانش آموزان که می دهند نشان تحقیقات
وابسته دانش آموز ذهن از بیرون عوامل به برخی و داشته او فردی تجارب و دانش آموزان ذهنی شناختی ساخت و تفکر در ریشه بدفهمی ها
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نسبی اکسترمم های :۱ شکل

نسبی اکسترمم های :۲ شکل

اشتباهات و ریاضی در رایج بدفهمی های دارد. آن ها با شدن مواجهه یا و بدفهمی ها بروز کردن فراهم در بزرگی نقش معلم که معتقدیم هستند.
پایەای یا اطلاعاتی ضعف به می توان بدفهمی ها این مهم دلایل از که است فراگیر بیش و کم دانش آموزان، میان در توجهی قابل میزان به مفهومی،
اشاره ریاضی دبیران از بعضی تدریس ضعف و آموزشی کمک کتاب های درسی، کتب ساله همه تغییر تدریس، سنتی روش های دانش آموزان،
فهم به توجه و هوشمندانه یادگیری به توجه و ریاضی تدریس روش های در تجدیدنظر مانند عواملی به توجه بدفهمی ها، به توجه با نمود.
ریاضی بدفهمی های دادن کاهش در می تواند نظر، تبادل و بحث ایجاد و کلاس در کارگروهی فضای کردن فراهم و ابزاری فهم جای به رابطەای
می توانند آنها زیرا دارد. زیادی اهمیت ریاضی معلمان برای دانش آموزان بدفهمی های کشف و شناسایی تردید بدون باشد. مؤثر دانش آموزان
بفهمند کرد خواهد کمک معلمان به بدفهمی ها، تشخیص لذا کنند. تعدیل دانش آموزان بدفهمی های مبنای بر را خود تدریس روش حدودی تا
کرد خواهد کمک ریاضی معلمان به دانش آموزان، ذهنی فرایندهای از گاهی آ پس، است. مؤثر دانش آموزان یادگیری در کجا و ک˼ی روشی، چه
ارتباط و ریاضی درس عالی تر هدف های با را دانش آموزان و باشند بهتر روش های کشف و یادگیری روش در مناسب تغییرات ایجاد صدد در تا

می شود: پیشنهاد خاتمه در سازند. آشنا واقعی دنیای با آن ها تنگاتنگ
بگیرد. قرار معلمان اختیار در شده شناسایی بدفهمی های از یک هر (۱

شود. ارائه آن ها از جلوگیری برای مناسب راهکارهای و شناسایی بدفهمی ها بروز ریشەهای (۲
نمایند. استفاده شده ارائه نمونەهای از دانش آموزان ریاضی بدفهمی های رفع جهت معلمین (۳

کنند. مقابله آن با بدفهمی وقوع محض به معلمین (۴
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چکیده
در ویژه به که است شانون متقابل انتروپی از تعمیمی تصادفی، متغیرهای احتمال توزیع دو بین رنی متقابل انتروپی
های زنجیر دارد، اهمیت مبحث این در که دیگری مواردی جمله از دارد. فراوان کاربردهای تصویر پردازش مبحث
یک بین رنی متقابل انتروپی نرخ برای محاسبه قابل ای رابطه شده سعی مقاله این در هستند. پنهان مارکف و مارکف
بسط وسیله به شود، می ایجاد دودویی اغتشاش با کانال یک در که آن، متناطر پنهان مارکف زنجیر و مارکف زنجیر

آید. دست به اول) (مرتبه تیلور

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

رنی متقابل انتروپی
پنهان مارکف زنجیر

تیلور بسط
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

60J10
94A17

مقدمه .۱
می حافظه بدون تصادفی کانال یک از که است مارکفی زنجیر به مربوط مشاهدات پنهان، مارکف زنجیر یک اطلاع، نظریه به مربوط مباحث در

[۴] دارد بستگی مشاهده قابل غیر زنجیری به کانالها این انتقال چگالی کلی حالت در گذرد.
به دانستند. می مارکف زنجیرهای از احتمالی توابعی را مدلها این آنها شدند. معرفی پتری[۲] و بوم توسط بار اولین برای پنهان مارکف مدلهای
خواص تن، دو این ۱۹۶۶ −۱۹۶۹ سالهای فاصله در اند. شده تولید مارکف زنجیر یک از تصادفی طور به که بودند مشاهداتی دنباله آنها عبارتی
برای را ارگودیک قضیه ایشان همچنین دادند. قرار بررسی و بحث مورد را متناهیی حالت فضای با ارگودیک مانای پنهان مارکف مدلهای آماری

دادند[۳]. توسعه پنهان، مارکف مدل دو نسبی انتروپی حتمی تقریبا همگرایی
متغیرهای دنباله همچنین باشد. 𝑃 انتقال احتمال ماتریس با 𝑆 = {۰, ۱} حالت فضای روی همگن مارکف زنجیر یک {𝑋𝑛}𝑛≥۱ کنید فرض
در تصادفی کانال یک اغتشاش دنباله را 𝑋𝑛ها، از مستقل البته و 𝑆 روی 𝑝(𝐸𝑛 = ۱) = 𝜖 احتمال تابع با {𝐸𝑛}𝑛≥۱ توزیع هم و مستقل دودویی

دهیم، قرار اگر حال بگیرید. نظر
𝑍𝑘 = 𝑋𝑘 ⊕𝐸𝑘 , 𝑘 ≥ ۱, (۱)

بود. خواهد دودویی پنهان مارکف زنجبر یک {𝑍𝑛}𝑛≥۱ فرآیند است، ۲ پیمانه به جمع ⊕ که
محاسبات شامل ۳ بخش می پردازیم. رنی متقابل انتروپی مبحث در نیاز مورد تعاریف بیان به ۲ بخش در است. بخش چهار بر مشتمل مقاله این
و کرده بیان خلاصه صورت به را حاصل نتایج نیز ۴ بخش در بود. خواهد مشخص تابعی کمک به رنی متقابل انتروپی تقریبی مقدار به مربوط

کرد. خواهیم صحبت موضوع این در تحقیق روند ادامه مورد در

∗سخنران
نیکوروش) (زهره nikooravesh@birjandut.ac.ir الکترونیک: پست
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رنی متقابل انتروپی ترخ .۲
توزیع 𝛼 مرتبه رنی انتروپی کنیم. می بیان اختصار به را نیاز مورد تعاریف ادامه در باشد، می رنی متقابل انتروپی محاسبه اصلی موضوع که آنجا از

شود، می تعریف زیر صورت به 𝑆 متناهی گاه تکیه با 𝑝 گسسته احتمال

𝐻𝛼(𝑝) =
۱

۱ − 𝛼 ⅼn
𝑥∈𝑆

𝑝𝛼(𝑥), (۲)

که، طوری به باشد می 𝐻(𝑝) شانون انتروپی از تعمیمی که 𝛼 ≠ ۱ و 𝛼 > ۰ برای
𝐻(𝑝) = ⅼiⅿ

𝛼→۱𝐻𝛼(𝑝).

باشد، می زیر صورت به نیز 𝑞 و 𝑝 گسسته توزیع دو بین 𝛼 مرتبه از رنی واگرایی

𝐷𝛼(𝑝||𝑞) =
۱

۱ − 𝛼 ⅼn
𝑥∈𝑆

𝑝𝛼(𝑥)𝑞۱−𝛼(𝑥),

باشد. می شانون لیبر کولبک فاصله همان 𝛼 → ۱ وقتی آن حدی مقدار که
گرفت،[۶] نظر در زیر صورت به را رنی متقابل انتروپی توان می شده، ذکر مفهوم دو به توجه با

�̂�𝛼(𝑝 ∶ 𝑞) = 𝐷𝛼(𝑝||𝑞) + 𝐻𝛼(𝑝), (۳)
کرد. خواهیم استفاده آن از ادامه در که شده بیان رنی متقابل انتروپی برای دیگری تعریف [۱] در تعریف، این بیان از قبل واقع در

𝐻𝛼(𝑝 ∶ 𝑞) =
۱

۱ − 𝛼 ⅼn
𝑥∈𝑆

𝑝(𝑥)𝑞𝛼−۱(𝑥), (۴)

رنی متقابل انتروپی ترخ تقریبی محاسبه .۳
بردند. کار به را متفاوتی روش متقارن، کانال با دودویی پنهان مارکف زنجیر یک انتروپی نرخ آوردن دست به برای [۵] همکارانش و جکیوئنت
این تیلور بسط از استفاده با و کردند تعریف پنهان، مارکف زنجیر تصادفی متغیرهای توام احتمال تابع توانهای از سری یک صورت به را تابعی آنها
دودویی مارکف زنجیر انتروپی نرخ مجموع با برابر دودویی پنهان مارکف زنجیر انتروپی نرخ داد می نشان که آوردند دست به را ای رابطه تابع،
بین متقابل انتروپی نرخ آوردن دست به برای مشابه روشی از داریم قصد ادامه در است. مذکور تابع تیلور بسط دوم جمله اساس بر ای جمله و

کنیم. استفاده (۱) رابطه پنهان مارکف زنجیر و دودویی مارکف زنجیر یک
شود. می تعریف زیر رابطه کمک به 𝑍 = {𝑍𝑛}𝑛≥۱ و 𝑋 = {𝑋𝑛}𝑛≥۱ زنجیر دو بین رنی متقابل انتروپی نرخ

𝐻𝛼(𝑋, 𝑌) = ⅼiⅿ
𝑛→∞

۱
𝑛𝐻𝛼(𝑋

𝑛۱ ∶ 𝑌𝑛۱ )

= ⅼiⅿ
𝑛→∞

۱
𝑛

۱
۱ − 𝛼 ⅼn 

𝑡𝑛۱ ∈𝑆𝑛
𝑃𝑋(𝑡𝑛۱ )𝑃𝛼−۱

𝑍 (𝑡𝑛۱ ).
(۵)

شد. خواهیم مواجه مشکل با محاسبات انجام در است، 𝑆 مجموعه از مرتب های 𝑛تایی همه روی مجموع فوق تعریف در که آنجا از
دهیم، می قرار زد. تقریب را 𝐻𝛼(𝑋, 𝑌) آن کمک به بتوان که کنیم می تعریف تابعی ادامه در

𝐵𝑛(𝛼, 𝜖) = 
𝑡𝑛۱ ∈𝑆𝑛

𝑝𝑋(𝑡𝑛۱ )𝑝𝛼−۱
𝑍 (𝑡𝑛۱ ). (۶)

عبارتی به

𝐻𝛼(𝑋, 𝑌) = ⅼiⅿ
𝑛→∞

۱
𝑛

۱
۱ − 𝛼 ⅼn𝐵𝑛(𝛼, 𝜖). (۷)
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داریم کنیم. می استفاده آن اول مرتبه تیلور بسط از 𝐵𝑛(𝛼, 𝜖) محاسبه تقریب برای

𝐵𝑛(𝛼, 𝜖) = 𝐵𝑛(𝛼, ۰) + 𝜖 𝜕𝜕𝜖𝐵𝑛(𝛼, 𝜖)|𝜖=۰ + 𝑂(𝜖۲). (۸)
داریم، همچنین

ⅼn𝐵𝑛(𝛼, ۰) = (۱ − 𝛼)𝐻𝛼(𝑝) (۹)
و

𝜕
𝜕𝜖𝐵𝑛(𝛼, 𝜖)|𝜖=۰ =  

𝑡𝑛۱ ∈𝑆𝑛
(𝛼 − ۱)𝑝𝑋(𝑡𝑛۱ )𝑝𝛼−۲

𝑍 (𝑡𝑛۱ )
𝜕
𝜕𝜖𝑝𝑍(𝑡

𝑛۱ )
𝜖=۰

= (𝛼 − ۱) 
𝑡𝑛۱ ∈𝑆𝑛

𝑝𝛼−۱
𝑋 (𝑡𝑛۱ )

𝜕
𝜕𝜖𝑝𝑍(𝑡

𝑛۱ )|𝜖=۰
(۱۰)

𝑝𝑍(.) = 𝑝𝑋(.) داریم آنگاه 𝜖 = ۰ اگر که کنید توجه
داشت خواهیم [۵] محاسبات به توجه با که گردد محاسبه 𝜕

𝜕𝜖𝑝𝑍(𝑡
𝑛۱ )|𝜖=۰است کافی حال

𝜕
𝜕𝜖𝑝𝑍(𝑡

𝑛۱ )|𝜖=۰ = −𝑝𝑋(𝑡𝑛۱ ) +
𝑛


𝑖=۱

𝑝𝑋(𝑡𝑛۱ ⊕𝑒۱)

= −𝑝𝑋(𝑡𝑛۱ ) + ቌ𝑝𝑋(𝑡۱)𝑝𝑋(𝑡۲|𝑡۱
𝑛−۱
ෑ
𝑗=۲

𝑝𝑋(𝑡𝑗+۱|𝑡𝑗)

+
𝑛−۲

𝑖=۲

𝑝𝑋(𝑡۱)
𝑖−۲
ෑ
𝑗=۲

𝑝𝑋(𝑡𝑗+۱|𝑡𝑗).𝑝𝑋(𝑡𝑖|𝑡𝑖−۱).𝑝𝑋(𝑡𝑖+۱|𝑡𝑖)
𝑛−۱
ෑ
𝑗=𝑖+۱

𝑝𝑋(𝑡𝑗+۱|𝑡𝑗)

+ 𝑝𝑋(𝑡۱)
𝑛−۲
ෑ
𝑗=۱

𝑝𝑋(𝑡𝑗+۱|𝑡𝑗).𝑝𝑋(𝑡𝑛|𝑡𝑛−۱)ቍ

(۱۱)

داریم. ماتریس چند تعریف به نیاز محاسبات انجام برای ادامه در
دهیم، می قرار .۱ .۳ تعریف

P(𝑠) = ቈ 𝑝𝛼۰۰ 𝑝𝛼۰۱
𝑝𝛼۱۰ 𝑝𝛼۱۱

 (۱۲)
و

Π(𝛼) = ൣ 𝑝𝛼𝑋(۰) 𝑝𝛼𝑋(۱) ൧ , Π(𝛼) = ൣ 𝑝𝛼𝑋(۱) 𝑝𝛼𝑋(۰) ൧ ,

Q۱(𝛼) = ቈ 𝑝۰۰𝑝𝛼−۱۰۱ 𝑝۰۱𝑝𝛼−۱۰۰
𝑝۱۰𝑝𝛼−۱۱۱ 𝑝۱۱𝑝𝛼−۱۱۰

 , Q۲(𝛼) = ቈ 𝑝۰۰𝑝𝛼−۱۱۰ 𝑝۰۱𝑝𝛼−۱۱۱
𝑝۱۰𝑝𝛼−۱۰۰ 𝑝۱۱𝑝𝛼−۱۰۱

 .
(۱۳)

کرد. بازنویسی زیر صورت به را (۱۰) رابطه توان می (۱۳) و (۱۲) ،(۱۱) روابط کمک به حال
𝜕
𝜕𝜖𝐵𝑛(𝛼, 𝜖)|𝜖=۰ = (𝛼 − ۱)[(Π(𝛼)Q۲(𝛼) − Π(𝛼)P(𝛼))P𝑛−۲(𝛼)

+ Π(𝛼)
𝑛−۲

𝑖=۱

P𝑖−۱(𝛼)(Q۱(𝛼)Q۲(𝛼) − P۲(𝛼))P𝑛−𝑖−۲(𝛼)

+ Π(𝛼)P𝑛−۲(𝛼)(Q۱(𝛼) − P(𝛼))]۱𝑡.

(۱۴)

کرد. محاسبه 𝐻𝛼(𝑋, 𝑌) برای تقریبی مقدار (۹) و (۸) روابط بردن کار به و مشخص 𝑛های برای توان می اکنون
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گیری نتیجه .۴
یک در که آن متناطر پنهان مارکف زنجیر و مارکف زنجیر یک بین رنی متقابل انتروپی نرخ برای محاسبه قابل ای رابطه شد سعی مقاله این در
تابع اول مرتبه تیلور بسط از هدف این به رسیدن برای آید. دست به اول) (مرتبه تیلور بسط وسیله به شود، می ایجاد دودویی اغتشاش با کانال
احتمالهای دودویی، ماتریس چند کمک به توانستیم آن از لازم گیری مشتق با که بود این تابع این از استفاده دلیل کردیم. استفاده 𝐵𝑛(𝛼, 𝜖)
مرحله این تا شاید چند هر آوریم. دست به اولیه مارکف زنجیر به مربوط احتمال مقادیر و 𝜖 مقدار اساس بر را پنهان مارکف زنجیر به مربوط
احتمال، ماتریسهای مورد در فروبنیوس − پرون قضیه کمک با تحقیق ادامه در داریم قصد ولی نرسد نظر به کاربردی آمده دست به رابطه کار از

آوریم. دست به مناسبتری محاسبه قابل روابط

مراجع
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آماری تحلیل و کاوی دادە سازی یکپارچه مصنوعی هوش پیش بینی روش
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چکیده
این اساس و پایه هستند. ضروری فناوری دو آماری تحلیل و دادەکاوی مصنوعی، هوش پیش بینی روش های علم در
مقاله، این در است. عملی مسائل حل برای مناسب پارامترهای و مدل ها انتخاب و دادەها پردازش و تحلیل فناوری،
سری های جنبه دو اساس بر است. شده گرفته نظر در پژوهش موضوع عنوان بە زمانی سری های ورودی دادەهای بعد
آماری تحلیل و دادەکاوی تلفیق با مصنوعی هوش پیش بینی روش بررسی و تحلیل متغیره، چند و متغیره تک  زمانی
دقت مصنوعی، هوش پارامتر برآورد روش متغیره، تک  آماری مدل های مورد در که می دهد نشان نتایج می شود. انجام
حالی در است. زیاد نیز واقعی مقدار و شده برآورد مقدار بین انحراف و نمی یابد بهبود قابل توجهی طور بە پیش بینی
کامل طور بە پیش بینی دقت تنها نه مصنوعی، هوش پارامتر برآورد روش متغیره چند آماری مدل های سطح در که

می شود. بیشتر نیز واقعی مقدار و شده برآورد مقدار بین شباهت بلکه می یابد، بهبود

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

مصنوعی هوش
آماری تحلیل

آمیختگی و ترکیب
پیش بینی روش

مقدمه .۱
کشف اصلی کلید درونی، اطلاعات پالایش و استخراج برای مناسب هوشمند پیش بینی روش های از استفاده آماری، تحلیل و دادەکاوی تلفیق در
هوشمند، پیش بینی نتایج اعتبار و دقت برای و است مرتبط آماری پارامترهای و آمار با مستقیماً آماری تحلیل . [۱] دادەهاست درونی قوانین
تحلیل کاربرد طریق از انبوه تصادفی دادەهای از منظم ارزش با اطلاعاتی محتوای کشف ، اصلی ایده دادەکاوی، دیدگاه از . [۲] است حیاتی
پیش بینی . [۳] هستند دادەکاوی متداول و اصلی الگوریتم های وابستگی، قوانین و رگرسیون تحلیل خوشەبندی، تحلیل است. بزرگ دادەهای
دادەهای ذاتی قوانین از استفاده با بتواند تا می سازد دادەها پیش بینی و تحلیل برای مدلی آماری، تحلیل و دادەکاوی از استفاده با مصنوعی هوش

کند. پیش بینی را آینده روندهای تاریخی،

دادەها تحلیل بر مبتنی پارامترها برآورد هوشمند، پیش بینی آماری مدل .۲
پارامترها هوشمند برآورد بر مبتنی تک متغیره آماری مدل .۱ .۲

گسترش را دادەها آماری تحلیل که هستند 𝐹 آزمون و 𝑇 آزمون شامل برآورد اصلی روش های پارامترها، هوشمند برآورد تک متغیره آماری مدل در
است. شده تعریف (۱) معادله در 𝑇 ازمون آماره . [۴] می کنند تکمیل پارامتری دو توزیع ارزیابی طریق از را احتمال توزیع پیش بینی و می دهند

𝑇 = �̄�۱ − �̄�۲

𝑆ට ۱
𝑚 + ۱

𝑚

; 𝑆 = ඨ𝑚𝑆
۲۱ +𝑚𝑆۲۲

𝑚 +𝑚 − ۲ (۱)
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واریانس 𝑆 و نمونەها تعداد 𝑚 دنبالەها، زیر میانگین ترتیب به �̄�۲ و �̄�۱ آن، دنبالەهای زیر 𝑋۲ و 𝑋۱ زمانی، سری نشان دهنده 𝑋 معادله(۱)، در
است معنی این به باشد، بیشتر شده داده مقدار از میانگین ها اختلاف و کند پیروی نرمال توزیع از دنباله زیر که هنگامی می باشد. را زمانی سری

است. شده داده نشان (۲) معادله در 𝐹 آزمون آماره این، بر علاوه دارد. معنی داری آماری اختلاف دنباله زیر که

𝐹 = 𝑆۲۱
𝑆۲۲
; 𝑆۲۱ =

۱
𝑚 − ۱

𝑚


𝑖=۱
(𝑋𝑖 − �̄�𝑖)۲ (۲)

می کند[۵]. استفاده مصنوعی هوش پیش بینی انجام برای پارامتری دو توزیع مختلف روش های از مطالعه این این، بر علاوه

پارامترها هوشمند برآورد بر مبتنی متغیره چند آماری مدل .۲ .۲
همبستگی تحلیل به انبوه، دادەهای از ذاتی قوانین یافتن برای بنابراین، است[۶]. شده تشکیل یکدیگر با مختلف عوامل تعامل از واقعی دنیای
اصلی روش های آَپریوری، وابستگی قانون و پیرسون همبستگی ضریب می شود[۷]. انجام علمی و مؤثر پیش بینی سپس و است نیاز متغیره چند
همبستگی با مستقل متغیر این از استفاده و متغیر چند بین قوی همبستگی تعیین اصلی، ایده هستند. هوشمند پیش بینی متغیره چند تحلیل برای

است. شده بیان (۳) معادله در پیرسون همبستگی ضریب است[۸]. وابسته متغیر علمی پیش بینی تحقق برای ورودی مجموعه عنوان به قوی

𝑟 =
∑𝑛𝑖=۱(𝑋𝑖 − �̄�)(𝑦𝑖 − �̄�)

ට∑𝑛𝑖=۱(𝑋𝑖 − �̄�)۲ ∑𝑛𝑖=۱(𝑦𝑖 − �̄�)۲
(۳)

آن ها بین قوی خطی همبستگی ، |𝑟| > ۰٫۸ که هنگامی می دهند. نشان را نمونەها تعداد 𝑛 و متغیر دو میانگین ترتیب به �̄� و �̄� ،(۳) معادله در
می تواند فقط که است این پیرسون همبستگی ضریب محدودیت دارد. وجود آن ها بین ضعیفی خطی همبستگی ، |𝑟| < ۰٫۳ اگر دارد. وجود
استفاده Apriori دادەکاوی وابستگی قانون الگوریتم از مطالعه این در موضوع، این به توجه با .[۱۰ ،۹] دهد انجام را متغیر چند بین خطی تحلیل
شعاعی پایه تابع عصبی شبکه ساختاری مدل .[۱۲ است[۱۱، شده ترکیب پیش بینی و مدل سازی برای شعاعی پایه تابع عصبی شبکه با و شده

است. شده داده نشان (۱) شکل در (RBF)

شعاعی پایه تابع عصبی شبکه ساختاری مدل :۱ شکل
حداقل دام در راحتی به و کند کامل را غیرخطی تابع هر همگرایی می تواند RBF عصبی شبکه است، شده داده نشان ۱ شکل در که همان طور
می تواند و دارد بالایی یادگیری سرعت بنابراین نیست، وابسته تجربیات به RBF عصبی شبکه پنهان لایه گرەهای تعداد نمی شود. گرفتار موضعی

شود. سازگار جدید دادەهای تحلیل و تجزیه با مؤثری به طور
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دادە تحلیل بر مبتنی هوشمند پیش بینی پارامتر برآورد تجربی نتایج .۳
بر را تجربی تحلیل مطالعه این آماری، تحلیل و دادەکاوی بر مبتنی هوشمند پیش بینی پارامتر برآورد برای پیشنهادی آماری مدل تأیید منظور به
پوشش شامل جوی شرایط با مرتبط عوامل از گروه ۱۲ این می دهد. انجام جوی شرایط با مرتبط عوامل آزمایشی دادەهای از گروه ۱۲ اساس
گرمایش، درجه نسبی، رطوبت روزانه، متوسط دمای ساعته، ۲۴ متوسط دمای دما، حداقل دما، حداکثر آئروسل، بارش، ابر، پوشش کل، ابر
عنوان به جوی عوامل از گروه ۱۲ و می باشد آزمایشی مجموعه و آموزشی مجموعه شامل تجربی دادەهای هستند. باد سرعت و سرمایش درجه
پیش بینی مدل واقعی مقدار و شده پیش بینی مقدار بین مقایسه می شوند. استفاده تجربی دادەهای هوشمند پیش بینی انجام برای ورودی متغیرهای
به هوشمند پیش بینی مدل پیش بینی شده مقدار است، شده داده نشان (۲) شکل در که همان طور است. شده داده نشان (۲) شکل در هوشمند

هوشمند پیش بینی مدل واقعی مقدار و پیش بینی شده مقدار بین مقایسه :۲ شکل

حال، عین در می باشد. آماری تحلیل و دادەکاوی از ترکیبی که است پیش بینی مدل بالای دقت نشان دهنده این است. نزدیک نسبتاً واقعی مقدار
خوبی پیش بینی دقت بلکه کند، ساده را مدل پنهان، لایه گرەهای بهینه تعداد انتخاب با می تواند تنها نه مطالعه این در شده ساختە پیش بینی مدل
شکل در که می کند تحلیل و مقایسه را شعاعی پایه تابع عصبی شبکه مدل چندین واقعی و شده پیش بینی  مقادیر مطالعه این چنین، هم دارد. نیز
مدل چندین واقعی مقادیر و پیش بینی شده مقادیر تحلیل و مقایسه با است، شده داده نشان (۳) شکل در که طور همان  است. شده داده نشان (۳)
می یابد. افزایش نیز RBF عصبی شبکه مدل چهار پیش بینی دقت پنهان، لایه گرەهای تعداد افزایش با که می شود مشخص ، RBF عصبی شبکه
مدل و RBF عصبی شبکه سنتی مدل به نسبت مؤثری بەطور شعاعی پایه عصبی شبکه دیگر شده بهینەسازی  مدل سه پیش بینی اثرات به ویژه،

است. یافته بهبود LASSO-RBF متداول

نتیجەگیری .۴
مسائل حل آماری تحلیل و دادەها کاوش جوهره و هسته هستند. هوشمند پیش بینی علم در ضروری فناوری دو آماری تحلیل و دادەها کاوش
عنوان به زمانی سری ورودی دادەهای بˀعد به مطالعه این است. مناسب پارامترهای و مدل ها انتخاب و دادەها پردازش و تحلیل طریق از عملی
دادەها کاوش از ترکیبی که مصنوعی هوش پیش بینی روش متغیره، چند و تک متغیره زمانی سری جنبه دو اساس بر است. پرداخته تحقیق موضوع
دقت دارای آماری تحلیل و دادەها کاوش ادغام بر مبتنی پیش بینی مدل که می دهد نشان نتایج است. شده بررسی و تحلیل است، آماری تحلیل و

است. شده سادەسازی پنهان لایه گرەهای تعداد بهینەترین انتخاب با مدل و است پیش بینی دقت و برازش بالای
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چکیده
ویژه به فناوری، سریع پیشرفت های است. کرده دگرگون را آموزشی چشم انداز اساسی طور به ۰ .۴ صنعتی انقلاب
علوم، پایه عنوان به ریاضیات، است. کرده ایجاد را درسی برنامەهای در اساسی تغییرات به نیاز مصنوعی، هوش
عمیق بررسی هدف با پژوهش این دارد. محوری نقش یادگیری فرآیند در مصنوعی هوش ادغام برای تلاش ها در
یک طریق از است. شده انجام دانش آموزان یادگیری ظرفیت بر ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش از استفاده تأثیر
هوش کاربرد با مرتبط مختلف جنبەهای تحقیق این اسکالر، گوگل مقالات و مختلف علمی منابع مبنای بر جامع مطالعه
ارزیابی مصنوعی، هوش پیادەسازی روندهای بررسی شامل تحلیل این می کند. تحلیل را ریاضیات آموزش در مصنوعی
مصنوعی هوش منفی و مثبت تأثیرات بررسی و اجرا موفقیت بر مؤثر عوامل شناسایی آن، مختلف روش های اثربخشی
ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش از استفاده که می دهد نشان پژوهش این یافتەهای است. یادگیری فرآیند بر
این با دارد. مفاهیم درک تعمیق و یادگیری شخصی سازی دانش آموزان، یادگیری انگیزه افزایش برای بالایی پتانسیل
آموزشی روش های توسعه به نیاز فناوری، به دسترسی در نابرابری جمله از شدەاند، شناسایی نیز چالش هایی حال،
می گیرد نتیجه پژوهش این یافتەها، این اساس بر مصنوعی. هوش توسط معلمان نقش جایگزینی احتمال و مناسب،
توسعەدهندگان معلمان، بین قوی همکاری و دقیق برنامەریزی نیازمند ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش ادغام که
آموزش انعطاف پذیر، درسی برنامەهای توسعه اهمیت شامل تحقیق این پیامدهای است. سیاست گذاران و فناوری

است. کافی فناورانه زیرساخت های فراهم سازی و معلمان، مستمر

مقاله اطلاعات
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آموزشی فرصت های

فناوری چالش های
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
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مقدمه .۱
دیجیتال فناوری در سریع پیشرفت های با که است زده رقم را جدید عصری و کرده دگرگون را جهان چشم انداز اساسی طور به ۰ .۴ صنعتی انقلاب
در دادەها پردازش در مصنوعی هوش توانایی است. مصنوعی هوش دوره، این در فناوری ها مهم ترین و برجستەترین از یکی می شود. مشخص
است کرده ایجاد آموزش جمله از مختلف حوزەهای در را جدیدی فرصت های هوشمند، تصمیمات اتخاذ و الگوها از یادگیری وسیع، مقیاس
امکان فناوری این دارد. ما یادگیری نحوه در تحول ایجاد برای عظیمی پتانسیل مصنوعی هوش یادگیری، زمینه در .[۶] و [۱] ،[۱۷] ،[۳۳]
و سرعت یادگیری، سبک با متناسب آموزشی محتوای می تواند دانش آموز هر که بەگونەای می کند، فراهم را یادگیری فرآیند عمیق شخصی سازی
ضعف نقاط راحتی به دانش آموزان تا دهد ارائه دقیق و سریع بازخوردی می تواند مصنوعی هوش این، بر علاوه کند. دریافت را خود درک سطح

.[۸] و [۱۸] کنند اقدام آن ها بهبود برای و شناسایی را خود
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هوش کاربرد برای زمینەها جذاب ترین از یکی می دانند، دشوار را آن دانش آموزان از بسیاری که اساسی و پایه علوم از یکی عنوان به ریاضیات،
آموزش در تطبیق پذیرتر و انعطاف پذیرتر رویکردی به نیاز دانش آموزان، یادگیری سبک های تفاوت و ریاضی مفاهیم پیچیدگی است. مصنوعی
کمک دشوار مفاهیم درک به تا است دانش آموزان دسترس در همواره که کند عمل خصوصی معلم یک عنوان به می تواند مصنوعی هوش دارد.

.[۲۶] و [۲۵] ،[۱۵] دهد پاسخ واقعی زمان در سؤالات به و دهد ارائه اضافی تمرین های کند،
مهم ترین از یکی کند. متحول را دانش آموزان آموزشی تجربه می تواند که دارد متعددی بالقوه مزایای ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش کاربرد
متناسب را آموزشی محتوای و کرده تحلیل و تجزیه را دانش آموز هر پیشرفت می تواند مصنوعی هوش است. یادگیری شخصی سازی مزایا،
شخصی سازی شده، رویکرد این شود. انجام دانش آموز توانایی های و سرعت با متناسب یادگیری که طوری به کند، تنظیم او فردی نیازهای با
علاوه است. شده طراحی آن ها خاص نیازهای با متناسب که دارند تعامل محتوایی با دانش آموزان زیرا می کند، جذاب تر و مؤثرتر را یادگیری
بازخورد دریافت دهد. افزایش را دانش آموزان انگیزه توجهی قابل طور به می تواند مصنوعی، هوش توسط دقیق و سریع بازخورد ارائه این، بر
فعال یادگیری به را آن ها و کرده تقویت دانش آموزان در را موفقیت حس بلکه می کند، کمک اشتباهات بهتر درک به تنها نه عملکرد، درباره فوری

. .[۳۱] و [۹] ،[۳۵] ،[۳۴] ،[۱۵] می کند ترغیب اعتمادبەنفس تر با و
مصنوعی هوش بر مبتنی ابزارهای است. انتقادی تفکر مهارت های توسعه ریاضیات، آموزش در مصنوعی هوش ادغام مهم مزایای از دیگر یکی
تشویق ریاضی مسائل حل برای خلاقانه و انتقادی تفکر به را دانش آموزان که شوند طراحی چالش برانگیز و پیچیده وظایف ایجاد برای می توانند
حل مختلف راهبردهای بررسی به را آن ها و داده سوق ساده محاسبات انجام و فرمول ها کردن حفظ از فراتر را دانش آموزان وظایف، این کنند.
دارای دانش آموزان برای ویژه به دارد، را آموزش به دسترسی بهبود پتانسیل مصنوعی هوش این، بر علاوه . .[۳۱] و [۹] می کند ترغیب مسئله
روش های و دهد ارائه یادگیری اختلالات دارای دانش آموزان برای سفارشی پشتیبانی های می تواند مصنوعی هوش مثال، عنوان به ویژه. نیازهای
نظر در بدون دانش آموزان، همه که می دهد اطمینان دسترسی، افزایش این کند. فراهم آموزشی مطالب به دسترسی و درک برای را جایگزینی

می کند. تقویت را آموزشی عدالت و فراگیری طریق، این از و دارند را یادگیری فرآیند در مشارکت فرصت توانایی هایشان، گرفتن
در همچنان که است دیجیتالی شکاف چالش ها، مهم ترین از یکی شوند. برطرف باید نیز چالش هایی بزرگ، پتانسیل این کنار در حال، این با
مورد در نگرانی هایی این، بر علاوه شود. مصنوعی هوش فناوری های به دانش آموزان دسترسی مانع می تواند و دارد وجود کشورها از بسیاری

شود. گرفته نظر در باید نیز مصنوعی هوش توسط معلمان نقش جایگزینی
به رسیدگی و فناورانه پیشرفت های از استفاده میان تعادلی است لازم ریاضیات، آموزش در مصنوعی هوش پتانسیل رساندن حداکثر به برای
افزایش توجهی قابل طور به را آموزش به دسترسی و یادگیری تجربیات می تواند مصنوعی هوش که حالی در شود. برقرار آن ذاتی چالش های
و الهام بخشی راهنمایی، در حیاتی نقش معلمان بگیرد. نادیده را می آورند درس کلاس به معلمان که جایگزین غیرقابل انسانی عنصر نباید دهد،
هوش قوت نقاط ترکیب با دارد. محدودیت هنوز زمینەها این در مصنوعی هوش که می کنند ایفا دانش آموزان اجتماعی و عاطفی نیازهای درک
مسئله حل و انتقادی تفکر مهارت های تنها نه که کرد ایجاد یادگیری برای جامع تر محیطی می توان معلمان، منحصربەفرد قابلیت های و مصنوعی
برای ابزاری عنوان به فناوری که می دهد اطمینان ترکیبی، رویکرد این دهد. پرورش نیز را دانش آموزان عاطفی و شخصی رشد بلکه دهد، ارتقا را
.[۳۱] دهد قرار تحت الشعاع را مؤثر یادگیری و تدریس برای ضروری انسانی تعامل اینکه نه می شود، گرفته کار به آموزش غنی سازی و حمایت
از است. شده انجام دانش آموزان یادگیری ظرفیت بر ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش از استفاده تأثیر عمیق بررسی هدف با پژوهش این
ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش کاربرد با مرتبط مختلف جنبەهای تحلیل به تحقیق این مختلف، علمی منابع اساس بر جامع مطالعه یک طریق
به بتواند پژوهش این که است امید رو، این از آن. پیامدهای و چالش ها مختلف، رویکردهای اثربخشی آن، کاربرد روندهای جمله از می پردازد؛

کند. کمک دیجیتال عصر در کارآمدتر و مؤثرتر ریاضی یادگیری راهبردهای توسعه

شناسی روش .۲
داوری شده، مقالات جمله از علمی، منابع گسترده بررسی شامل که است استوار موجود علمی متون روی بر جامع مطالعه یک اساس بر پژوهش این
دانش تلفیق و ارزیابی گردآوری، ادبیات، مرور این اصلی هدف است. پژوهشی مطالب سایر و کنفرانس ها در ارائەشده مقالات علمی، انتشارات
شناسایی پی در مطالعه این منابع، این سیستماتیک بررسی با است. ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش کاربرد مورد در موجود یافتەهای و
رویکرد، این است. ریاضیات یادگیری محیط های در مصنوعی هوش ادغام با مرتبط نتایج و روش شناسی ها نظری، چارچوب های کنونی، روندهای

می کند. تضمین را آن اجرای با مرتبط احتمالی چالش های و ریاضیات آموزش بهبود برای مصنوعی هوش از استفاده نحوه از جامعی درک
پایگاەهای از وسیعی طیف منظور، این برای می شود. آغاز مرتبط علمی متون شناسایی با که است کلیدی مرحله چندین شامل پژوهش فرآیند
استفاده ریاضیات آموزش و مصنوعی هوش با مرتبط خاص عبارات و کلیدی کلمات از و می گیرند قرار جستجو مورد علمی مجلات و داده
هوش فناوری های از استفاده درباره مهمی اطلاعات تا می گیرند قرار تحلیل و تجزیه مورد دقت با منابع این مرتبط، منابع شناسایی از پس می شود.
استخراج است، شده گرفته کار به گوناگون مطالعات در که مختلفی روش های و ریاضیات، یادگیری و تدریس در آن ها اثربخشی میزان مصنوعی،

شود.
از پس می شود. نیز آن ها نتایج بررسی و مطالعات این در استفادەشده روش شناسی های انتقادی ارزیابی شامل انجام شده تحلیل این، بر علاوه
می شوند ترکیب یکدیگر با مختلف منابع از بەدست آمده بینش های آن، در که می رسد یافتەها تلفیق مرحله به پژوهش تحلیل، و شناسایی مراحل
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خلأهای بلکه می کند، برجسته را ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش از استفاده بالقوه مزایای تنها نه تلفیق این شود. ارائه جامع دیدگاه یک تا
می سازد. هموار حوزه این در آینده مطالعات برای را مسیر و ساخته آشکار نیز را کنونی تحقیقات در موجود

بحث و نتایج .۳
مصنوعی هوش درک .۱ .۳

فرآیندهای شبیەسازی به قادر که دارد اختصاص هوشمندی سیستم های توسعه به که است کامپیوتر علوم از تخصصی شاخەای مصنوعی هوش
عملکردهای و شدەاند طراحی اثربخشی و کارایی از بالایی سطح با پیچیده وظایف انجام برای سیستم ها این هستند. انسانی رفتارهای و فکری

می کنند. تقلید را مسئله حل و استدلال یادگیری، مانند شناختی
و است کرده متحول را بشر زندگی مختلف جنبەهای توجهی قابل طور به فناوری سریع پیشرفت های همکاران[۱۹]، و گارثیا⁃سانچز گفته به
بهرەگیری فناوری، حوزه در کنونی تمرکز می بخشد. بهبود را روزمره سیستم های تعامل هم و عملکرد هم که است شده نوآوری هایی به منجر
آزمون پذیری و علمی ارزیابی قابلیت که شود تعبیه سیستم هایی در هوش این که گونەای به است، غیرزنده و زنده موجودات در ذاتی هوش از
آن ها سازگاری و اطمینان قابلیت از اطمینان بلکه است، مصنوعی هوش سیستم های عملی کاربرد بهبود دنبال به تنها نه رویکرد این باشند. داشته
خودمختار و تطبیق پذیر سیستم های ایجاد هدف مختلف، حوزەهای در مصنوعی هوش ادغام با می کند. تضمین نیز را واقعی دنیای کاربردهای در
راەحل های قابلیت های و بخشیده بهبود را انسان⁃کامپیوتر تعاملات کیفیت نهایت در و دهند پاسخ سناریوها از وسیعی طیف به بتوانند که است

دهند. گسترش را فناورانه
بر و است یافته توسعه دقیق نوآوری های و تحقیقات طریق از که می کنند توصیف سیستمی عنوان به را مصنوعی الغفارو[۲۱]هوش و حنیلا
دهند. نشان خود از انسان هوش از فراتر حتی یا هم سطح هوشی می توانند سیستم ها این است. شده مدل سازی کامپیوترها و ماشین ها اساس
است. تجربیات از یادگیری توانایی و شناختی عملکردهای تصمیم گیری، فرآیندهای تطبیق پذیر، قابلیت های شامل سیستم ها این کلیدی ویژگی های
آن ها ویژگی این و دهند، انجام دارند، انسانی مداخله به نیاز سنتی طور به که را وظایفی که شدەاند طراحی گونەای به مصنوعی هوش سیستم های

است. کرده تبدیل حیاتی ابزاری به صنایع از وسیعی طیف برای را
دانش آموزان به مصنوعی هوش آموزش می شود. آغاز فناوری بهتر درک از و است گسترده بسیار مصنوعی هوش از استفاده در آموزش تأثیر
دانش آموزان به بنیادی دانش این کنند. درک را داده تحلیل و ماشین یادگیری مانند مرتبط فناوری های و فناوری این پایەای مفاهیم تا می کند کمک
را مالی امور تا درمان و بهداشت جمله از مختلف، زمینەهای در آن ها بالقوه کاربردهای و فناوری ها این عملکرد نحوه از عمیق تری درک امکان

ببینند. واقعی دنیای مشکلات حل در را فناوری این عملی کاربردهای تا می کند کمک دانش آموزان به مفاهیم این درک می دهد.
مهارت های بر تسلط امروزی، دیجیتال دنیای در می کند. ایفا دانش آموزان فنی مهارت های بهبود در مهمی نقش همچنین مصنوعی هوش آموزش
آماری تحلیل و برنامەنویسی محاسبات، حوزەهای در ارزشمندی مهارت های با را دانش آموزان مصنوعی، هوش آموزش است. ضروری فنی
برنامەهای توسعه برای که کنند استفاده پایتون، مانند مصنوعی، هوش با مرتبط برنامەنویسی زبان های از چگونه که می گیرند یاد آن ها می کند. تجهیز
آن ها بلکه می کند، آماده فعلی تکنولوژیکی محیط های برای را دانش آموزان تنها نه فنی مهارت های این است. ضروری مصنوعی هوش کاربردی

باشند. داشته مشارکت حوزه این پیشرفت های در نیز آینده در تا می سازد قادر را
به دانش آموزان مصنوعی، هوش محدودیت های و قابلیت ها درک با می کند. تقویت را دانش آموزان خلاقیت همچنین مصنوعی هوش آموزش
پتانسیل از که کنند طراحی جدیدی نرم افزارهای یا ابزارها برنامەها، می توانند آن ها می شوند. تشویق نوآورانه پروژەهای و راەحل ها در کاوش
ضروری نوآوری برای خلاقانه اکتشافات این کنند. تقویت را خود مسئله حل توانایی و خلاق تفکر ترتیب این به و شوند بهرەمند مصنوعی هوش

باشند. سودمند جامعه برای می توانند که می شود جدیدی فناوری های توسعه به منجر و است
مصنوعی هوش با آشنایی است. فناوری حوزه در شغلی فرصت های با دانش آموزان کردن آشنا مصنوعی، هوش آموزش مهم تأثیرات از دیگر یکی
ادامه به را آن ها می تواند گاهی آ این کنند. شناسایی را فناوری با مرتبط زمینەهای در مختلف شغلی مسیرهای تا می کند کمک دانش آموزان به
درک با کند. باز آن ها برای را نرم افزار توسعه و داده علم رباتیک، مانند صنایعی در شغلی مسیرهای و کند ترغیب حوزەها این در تحصیل

بگیرند. خود حرفەای آینده درباره گاهانەتری آ تصمیمات می توانند دانش آموزان مصنوعی، هوش با مرتبط شغلی گسترده چشم اندازهای
از: است عبارت مصنوعی هوش در کلیدی مفاهیم

انجام برای دانش این از و بگیرند یاد دادەها از می توانند که دارد تمرکز سیستم هایی توسعه بر مصنوعی هوش از شاخه این ماشین یادگیری ۱
بود. خواهد دقیق تر سیستم این توسط تولیدشده نتایج باشد، دسترس در بیشتری دادەهای هرچه کنند. استفاده پیش بینی ها یا وظایف

می یابد. بهبود بیشتر، دادەهای پردازش با سیستم ها این عملکرد
دادەهای پردازش امکان و می کند استفاده چندلایەای مصنوعی عصبی شبکەهای از که است ماشین یادگیری از زیرمجموعەای عمیق یادگیری ۲

می آورد. فراهم مؤثر و دقیق صورت به را متون و صداها تصاویر، مانند پیچیده
گرەهایی از متشکل محاسباتی سیستم یک (ANN) مصنوعی عصبی شبکەهای انسان، مغز ساختار از الهام گرفته مصنوعی عصبی شبکه ۳
و یادگیری به قادر شبکەها این می کنند. تعیین را اتصالات این قدرت که هستند وزنی مقادیر دارای و شدەاند متصل هم به که هستند

هستند. انسان مغز همانند اطلاعات پردازش
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طبیعی زبان پردازش کنند. بازتولید و کرده درک را انسانی زبان می توانند که دارد تمرکز سیستم هایی توسعه بر طبیعی زبان پردازش مفهوم ۴
چت بات ها. و مجازی دستیارهای مانند می کند، فراهم را انسانی کاربران و مصنوعی هوش بین طبیعی تعامل امکان

آموزش برای اطلاعات از غنی منبعی کلان داده دارد. نیاز دادەها از عظیمی حجم به خود قابلیت های بهبود و یادگیری برای مصنوعی هوش ۵
می کند. فراهم آن ها دقت افزایش و مصنوعی هوش مدل های

آموزش در مصنوعی هوش اجرای اثربخشی .۴
است قادر مصنوعی هوش است. داشته ریاضیات آموزش بر توجهی قابل مثبت تأثیر فردی یادگیری سیستم های در مصنوعی هوش از استفاده
هوش کاربرد کند. ایجاد بهینه و شخصی سازی شده یادگیری فرآیند یک نتیجه در و کند تنظیم دانش آموز هر درک اساس بر را یادگیری سرعت
در فناوری ادغام بنابراین، می دهد. گسترش جامع بەطور مختلف مسائل حل و درک در را دانش آموزان توانایی که است داده نشان مصنوعی
بر علاوه .[۴۲] می نماید ایجاد ریاضی مهارت های بر تسلط برای مناسب فضایی بلکه می کند، تسریع را یادگیری فرآیند تنها نه ریاضیات آموزش
برای مصنوعی هوش از می توانند معلمان می کند. عمل نیز معلمان برای دستیار یک عنوان به مصنوعی هوش دارد، دانش آموزان برای که مزایایی
هوش کمک با . [۱۶] کنند استفاده آموزشی سوابق کارآمد و مؤثر مدیریت به کمک و ریاضی مفاهیم درک بهبود آموزشی، نوآوری های توسعه
منجر باکیفیت تر آموزشی فرآیند ایجاد به امر این که دارند، آن ها پیشرفت و دانش آموزان با تعامل بر تمرکز برای بیشتری زمان معلمان مصنوعی،
هدایت برای قدرتمند ابزاری به فناوری که جایی است، آموزش در جدیدی عصر آغازگر ریاضیات آموزش در مصنوعی هوش اجرای می شود.

می شود. تبدیل جامع تر و عمیق تر درکی سمت به دانش آموزان
فیلم های در که مصنوعی هوش داد. خواهد ارائه یادگیری برای را نوآورانەای و جدید روش های آموزش حوزه در مصنوعی هوش اجرای
حتی و مسائل حل تحلیل، و تجزیه مانند دهد، انجام انسان به شبیه وظایفی است قادر می شود، شناخته هوشمند ماشین های عنوان به انیمیشنی
مصنوعی هوش که می کنند بیان [۲۳] همکاران و گریس کند. کمک یادگیری و تدریس فرآیند بهبود به می تواند توانایی این .[۴۱] ربات ها کنترل
مصنوعی هوش همچنین، کند. متحول را آموزش غوطەور، فناوری های و هوشمند تدریس شخصی سازی شده، یادگیری تجربیات ارائه با می تواند
به باید مصنوعی هوش حال، این با شود. استفاده ویدئوها و اجتماعی شبکەهای پست های مقالات، مانند محتوا خودکار تولید برای می تواند
و انتقادی تفکر مهارت های بلکه کند، شخصی سازی را یادگیری می تواند تنها نه فناوری این گیرد. قرار استفاده مورد فراگیر و مسئولانه شیوەای
مصنوعی هوش سیستم که می کنند بیان همکاران[۱۴] و فوزان می دهد. توسعه هستند، ضروری دانش آموزان آینده موفقیت برای که را مسئله حل
و می بخشد بهبود را یادگیری کیفیت که می دهد ارائه شخصی سازی شده تجربەای مصنوعی، هوش با یادگیری سیستم های در نوآوری طریق از
فردی آموزش به می تواند مصنوعی هوش بهینه، آموزشی روش های یافتن برای بگیرند. یاد دقیق تر و متمرکزتر تا می کند کمک دانش آموزان به
دهد. تشخیص دارند، مشکل آن ها درک در دانش آموزان که را مفاهیمی است قادر مصنوعی هوش کند. شناسایی را مشکل ساز مناطق و پرداخته
از برخی اینجا در است. داده نشان امیدوارکنندەای نتایج اخیر سال های در ریاضیات، آموزش در ویژه به آموزش، در مصنوعی هوش اجرای

می کنید: مشاهده را موفقیت نمونەهای
یادگیری، الگوهای جمله از کند، تحلیل و تجزیه را دانش آموز هر دادەهای است قادر مصنوعی هوش یادگیری: شخصی سازی افزایش ۱
آن ها به و کند شخصی سازی دانش آموز هر برای را یادگیری می تواند مصنوعی هوش دادەها، این اساس بر آن ها. ضعف و قوت نقاط

کنند. تمرکز دارند، رشد به نیاز که حوزەهایی بر و برسند خود پتانسیل به تا کند کمک
در ریاضیات، آموزش در شبیەسازی ها و مصنوعی هوش بر مبتنی آموزشی بازی های از استفاده دانش آموزان: انگیزه و تعامل افزایش ۲
آن ها و کرده تقویت را دانش آموزان انگیزه و تعامل می تواند روش این است. بوده مؤثر دانش آموزان یادگیری نتایج بهبود و انگیزه افزایش

کند. تشویق بیشتر یادگیری به را
خود عملکرد مورد در دقیق بازخورد بەسرعت تا می دهد اجازه دانش آموزان به مصنوعی هوش سیستم لحظه: در و فوری بازخورد ارائه ۳

بگیرند. درس آن ها از و کرده درک سریع تر را خود اشتباهات تا می کند کمک آن ها به امر این کنند. دریافت ریاضی مسائل در
دانش آموزان عملکرد دادەهای می توانند مصنوعی هوش سیستم های ضعیف تر: دانش آموزان از حمایت و شناسایی در معلمان به کمک ۴
این برای را بیشتری حمایت و توجه می توانند معلمان کنند. شناسایی هستند مواجه مشکلاتی با که را دانش آموزانی تا کنند تحلیل را

کنند. فراهم دانش آموزان
دانش آموزان پیشرفت پیگیری و برنامەریزی نمرەدهی، مانند اداری وظایف می توانند مصنوعی هوش سیستم های اداری: وظایف اتوماسیون ۵
و کرده تمرکز دانش آموزان با عمیق تر تعاملات بر تا می دهد اجازه آن ها به و شده معلمان اداری بار کاهش باعث امر این کنند. خودکار را

دهند. ارائه باکیفیت تری آموزش
مرکز که است دلیل این به امر این است. مصنوعی هوش فناوری کلیدی نقش های از یکی می کند، تقویت را فعال تر یادگیری که یادگیری فرآیند
انجام را یادگیری فعالیت های خود نیازهای و اهداف اساس بر دانش آموزان است. متمرکز دانش آموزان روی بر کامل طور به یادگیری فرآیند
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است متنوعی تجربیات دلیل به امر [۱۱]،این می کند جذاب تر را یادگیری فرآیند مصنوعی، هوش سیستم حضور فعال، یادگیری بر علاوه می دهند.
متکی تدریس سنتی روش های به گذشته در معلمان که حالی در می آورند. دست به دیجیتال آموزشی ابزارهای از استفاده هنگام دانش آموزان که

می شود. استفاده جدید روش های به یادگیری فرآیند اجرای برای مصنوعی هوش معلمان از اکنون بودند،
جمله: از است، آموزشی وب سایت و برنامه چندین از استفاده شامل آموزش در مصنوعی هوش کاربرد از نمونەهایی

.[۲۲] مصنوعی هوش بر مبتنی معلمی دیگری و کلاس معلم یکی دارند؛ حضور کلاس در معلم دو روش، این در معلم: دو با کلاس ۱
و آموزش وزارت نظارت تحت مدارس توسط که است یادگیری نتایج گزارش برای آنلاین برنامه یک این دیجیتال: گزارش دهی برنامه ۲

.[۲۴] است یافته توسعه اندونزی پرورش
منابع شامل پلتفرم این ویژگی های است. دبیرستان تا ابتدایی مقاطع از آموزشی محتوای شامل که وب سایت یک یادگیری: خانه پلتفرم ۳

است. دیگر موارد بسیاری و فرهنگی نقشەهای مجازی، آزمایشگاەهای سؤالات، بانک الکترونیکی، کتاب های آموزشی،
نیروی تخصص **کمبود مانند موانعی با همچنان آن اجرای اندونزی، در مختلف بخش های بهبود برای مصنوعی هوش عظیم پتانسیل وجود با
جذب نظر از اندونزی که است شده باعث امر این است. روبرو آن زیرساخت های توسعه برای سرمایه کمبود و مصنوعی هوش از استفاده در کار

.[۱۰] بماند عقب آسیا⁃اقیانوسیه منطقه کشورهای سایر با مقایسه در فناوری،

آموزش در مصنوعی هوش مثبت تأثیر .۵
عنوان به می کند، مؤثرتر را یادگیری مصنوعی هوش دانش آموزان، با ارتباط در می کند. ایفا مهمی بسیار نقش مصنوعی هوش آموزش، حوزه در
در تی پی جی چت که داد نشان نتایج کرد، بررسی را پوپولیکس نظرسنجی که [۳۶] ریفکی پژوهش اساس بر تی. پی جی چت طریق از مثال
برای امر این که کرد دریافت پاسخ سؤالی هر به می توان تی پی جی چت در دارد. قرار مصنوعی هوش برنامەهای پرکاربردترین فهرست صدر
مقالات، نوشتن تکمیلی، منابع یافتن در می تواند تی پی جی چت این، بر علاوه است. مفید بسیار پرسش هایشان پاسخ یافتن در دانش آموزان

است. شده ابزار این کاربران تعداد افزایش باعث ویژگی این کند. کمک دانش آموزان به غیره و ادبی جملات شعر،
از بسیاری هستند. مواجه آن با یادگیری در که مشکلاتی جمله از کند، شناسایی را دانش آموزان نیازهای می تواند همچنین مصنوعی هوش
مانند سیستم هایی دولینگو در خارجی. زبان یادگیری برای دولینگو برنامه مانند می کنند، استفاده مصنوعی هوش سیستم های از آموزشی برنامەهای
انتخاب و تعاملی چندرسانەای محتوای بازی، بر مبتنی آموزش مطالب، تکرار آموزشی، فصل های اساس بر یادگیری اشتباهات، تعداد محدودیت
اصلاح برای که (بازخورد)، می کند تکرار جلسه پایان در را سؤال همان دولینگو کند، اشتباه کاربر وقتی دارد. وجود یادگیری برای زبان ها گسترده
مشکلات و بخشد بهبود کرده، تحلیل و تجزیه را اشتباهات است قادر مصنوعی هوش که می دهد نشان این است. مفید یادگیری ارزیابی و اشتباه

کند. بررسی را یادگیری
معلمان وظایف است. اداری مدیریت زمینه در مثبت تأثیرات این از یکی دارد. نیز معلمان بر مثبتی تأثیرات مصنوعی هوش دانش آموزان، بر علاوه
برنامەها، تنظیم مانند اداری وظایف می توانند مصنوعی هوش سیستم های هست. نیز اداری امور شامل بلکه نمی شود، محدود تدریس به فقط
بر تمرکز برای بیشتری زمان تا می کند کمک معلمان به امر این .[۳۸]،[۳۷] کنند خودکار را غیاب و حضور ثبت و دانش آموزان دادەهای مدیریت

باشند. داشته تدریس
هوش از استفاده با می شود. شناخته ترسناک و دشوار درس یک عنوان به ریاضیات است. مشاهده قابل نیز ریاضیات آموزش در مثبت تأثیر این
ابتدا باید معلمان مصنوعی، هوش سیستم اجرای برای کرد. تبدیل لذت بخش تجربه یک به را ریاضی آموزش می توان هدفمند، بەطور مصنوعی
یادگیری که چندرسانەای محتوای قالب در تعاملی آموزشی ویدئوهای تهیه با مثال، عنوان به گیرند، کار به کلاس در سپس و داده توسعه را آن

می کند. جذاب تر را ریاضیات
آموزش در مصنوعی هوش منفی تأثیر .۱ .۵

جدیدی فرصت های آموزش حوزه در مصنوعی هوش حضور می کنند. تسهیل را کاربران آموزشی نیازهای از بسیاری مصنوعی هوش سیستم های
.[۱۶]،[۴۳]،[۳۹] دهند انجام سادەتر و مؤثرتر بەصورت را خود تحقیقات تا است کرده فراهم پژوهشگران و آموزشی کادر دانش آموزان، برای را
و سرعت پیچیده. آماری دادەهای تحلیل برای ویژه به است، شده تبدیل قدرتمند ابزاری به مصنوعی هوش ریاضی، تحقیقات در مثال، عنوان به

هستند. شناسایی قابل بەسختی سنتی روش های با که کنند کشف را روندهایی و الگوها تا می کند کمک پژوهشگران به فناوری این دقت
عصر در فال، گفته اساس بر دهند[۴۰]،[۳۰]،[۲]. توسعه و کرده درک بهتر را ریاضی پیچیده مفاهیم می توانند دانش آموزان فناوری، کمک با
کاربران می کنند. فراهم اطلاعات دریافت برای را تعاملی متنی تعامل امکان که کردەاند ظهور جدید پدیده یک عنوان به چت بات ها دیجیتال،
عمل مجازی راهنمای عنوان به می توانند چت بات ها دانش آموزان، برای کنند. دریافت سریعی پاسخ های و کرده مطرح را خود سؤالات می توانند

می کند. کمک مستقل یادگیری تقویت و مفاهیم درک به که کنند
در شود. علمی سرقت به منجر می تواند قول نقل و بازنویسی اصول رعایت بدون علمی محتوای ایجاد در مصنوعی هوش از استفاده حال، این با
وجود با بنابراین، .[۲۸]،[۲۹] شوند تبدیل مصنوعی هوش از منفی جنبه یک به می توانند حد، از بیش استفاده صورت در چت بات ها زمینه، این
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جلوگیری منفی پیامدهای و سوءاستفادەها از تا است ضروری آن مسئولانه و اخلاقی کاربرد آموزش، در مصنوعی هوش فناوری بالای پتانسیل
شود.

اما .[۳]،[۲۸] است بخشیده بهبود را یادگیری و اطلاعات به آسان دسترسی آموزش، در مصنوعی هوش فناوری های سایر و چت بات ها حضور
دانش آموزان در مستقل مسئله حل و انتقادی تفکر توانایی کاهش به منجر است ممکن که کند، ایجاد حد از بیش وابستگی می تواند راحتی این

شود.
پی جی چت راەاندازی، از پس ماه دو تنها است. تی پی جی چت محبوبیت چشمگیر افزایش مصنوعی، هوش به مردم زیاد علاقه از شواهدی
حوزه در جمله از مردم، نیاز مورد شدت به بلکه توجه مورد نەتنها مصنوعی هوش که می دهد نشان امر این رسید. فعال کاربر میلیون ۱۰۰ به تی
جذاب و تعاملی بەصورت پیچیده مفاهیم درک به کمک با را یادگیری فرآیند تی پی جی چت ریاضیات، آموزش زمینه در .[۳۲] استپ آموزش

می کند. تسهیل
هوش از نامناسب استفاده باشد. داشته نیز منفی اثرات می تواند نادرست، استفاده صورت در مثبت، مزایای بر علاوه مصنوعی هوش حال، این با
نظارت بنابراین، شود. دانش آموزان انتقادی تفکر توانایی کاهش به منجر و کرده ایجاد حد از بیش وابستگی می تواند یادگیری فرآیند در مصنوعی
اثرات از برخی است. ضروری فناوری این از اخلاقی و بهینه استفاده برای آموزشی سیستم های در مصنوعی هوش ادغام در صحیح هدایت و

است: زیر موارد شامل آموزش در مصنوعی هوش منفی
متکی مصنوعی هوش ابزارهای سایر یا گوگل به دانش آموزان برخی تکالیف، انجام هنگام مصنوعی: هوش به حد از بیش وابستگی ۱
خودجوش بەصورت ریاضی مسائل حل و مستقل تفکر توانایی کاهش باعث وابستگی، این کنند. پیدا بەسرعت را پاسخ ها تا می شوند

می شود.
دهد، کاهش را دانش آموزان و معلمان بین مستقیم تعامل می تواند مصنوعی هوش از حد از بیش استفاده همکاری: و تعامل کاهش ۲

است. ضروری بسیار آموزشی حمایت های دریافت و اجتماعی ارتباطات ایجاد برای تعامل این درحالی که
لحاظ از که دانش آموزانی می کند. تشدید را آموزشی نابرابری های مصنوعی، هوش فناوری به برابر دسترسی عدم دیجیتالی: شکاف ۳
دشوارتر آن ها برای ریاضی مفاهیم درک نتیجه، در و شوند بهرەمند فناوری این مزایای از نتوانند است ممکن هستند، ضعیف تر اقتصادی

شود.
ریاضی مفاهیم مورد در کامل و عمیق توضیحات ارائه به قادر همیشه مصنوعی هوش سیستم های پیچیده: مفاهیم توضیح در محدودیت ۴

است. ضروری مفاهیم دقیق توضیح و سؤالات به پاسخ مثال ها، ارائه در معلم نقش درحالی که نیستند. پیچیده
دهد. جلوه کم اهمیت دانش آموزان برای را یادگیری است ممکن مصنوعی هوش به حد از بیش اتکا یادگیری: انگیزه و علاقه کاهش ۵
مانند دروسی در بەویژه یادگیری، به نسبت را خود علاقه و انگیزه است ممکن ندارند، تلاش به نیازی که کنند احساس دانش آموزان اگر

بدهند. دست از دارد، مستمر تمرین به نیاز که ریاضیات
جدی منفی پیامدهای می تواند آن از حد از بیش استفاده دانش آموزان، و معلمان برای مصنوعی هوش مزایای وجود با که می کند بیان [۳۲] آجی

باشد. داشته یادگیری استقلال کاهش و انتقادی تفکر کاهش وابستگی، مانند
آموزش در مصنوعی هوش پتانسیل .۲ .۵

هوش از استفاده صحیح مدیریت حال، این با بخشد. بهبود را یادگیری کیفیت می تواند و است توجه قابل آموزش در مصنوعی هوش پتانسیل
محیطی ایجاد برای مصنوعی هوش از می توان جامع، و متعادل رویکرد یک با است. ضروری امری منفی پیامدهای از جلوگیری برای مصنوعی
اساسی مهارت های توسعه و فناوری از استفاده بین تعادل حفظ اهمیت بر رویکرد این برد. بهره دانش آموزان یادگیری برای لذت بخش تر و مؤثرتر

دارد. تأکید خلاقانه و انتقادی تفکر در دانش آموزان
می توانند معلمان مثال، عنوان به کند. ترغیب خلاقانه و انتقادی تفکر به را دانش آموزان که دارند فعالیت هایی طراحی در کلیدی نقش معلمان
خود یافتەهای سپس و کرده تحلیل مصنوعی هوش از استفاده با را آن ها کرده، جمع آوری را دادەها دانش آموزان آن در که کنند تعیین پروژەهایی
سطح مهارت های بلکه می آموزند، را مصنوعی هوش از استفاده نحوه نەتنها دانش آموزان ترتیب، این به دهند. ارائه کتبی یا شفاهی بەصورت را
یادگیری غنی سازی برای ابزاری عنوان به فناوری که می کند تضمین رویکرد این می دهند. توسعه نیز را مسئله حل و همکاری ارتباط، مانند بالایی

دانش آموزان. اساسی شناختی توانایی های برای جایگزینی نه شود، استفاده

مصنوعی هوش منفی اثرات کاهش برای تلاش ها .۶
دارای فناوری این دیگر، سوی از حال، این با دارد. همراه به آموزش، جمله از مختلف، حوزەهای در بسیاری مزایای مصنوعی هوش کاربرد
مصنوعی هوش منفی اثرات کاهش راهکار چندین ادامه، در شود. اقدام آن کاهش برای و گیرد قرار توجه مورد باید که هست نیز منفی پتانسیل

است: شده ارائه آموزش در
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استانداردهای جمله از آموزش، در مصنوعی هوش از استفاده مورد در مشخص راهنمایی های تنظیم − مقررات و دستورالعمل ها تدوین ۱
مسئولیت پذیری. و دادەها خصوصی حریم حفظ اخلاقی،

باشد. داشته همخوانی اجتماعی عدالت و بشر حقوق اصول با دستورالعمل ها و مقررات اینکه از اطمینان −
است. ضروری دانش آموزان و والدین معلمان، دانشگاهیان، جمله از مختلف ذینفعان مشارکت مقررات، تهیه فرآیند در −

معلمان، جمله از آموزش، بخش در افراد تمامی برای مصنوعی هوش زمینه در گاهی آ سطح ⁃ارتقای مصنوعی هوش سواد افزایش ۲
جامعه. و والدین دانش آموزان،

آن. از مؤثر و اخلاقی مسئولانه، استفاده نحوه جمله از مصنوعی، هوش درباره کارگاەها و آموزشی دورەهای ارائه −
آن. از جلوگیری روش های و مصنوعی هوش بالقوه منفی تأثیرات مورد در گاهی آ افزایش −

وضعیت به توجه بدون دانش آموزان، همه برای مصنوعی هوش فناوری به برابر و عادلانه دسترسی از اطمینان − فراگیری و عدالت تضمین ۳
آن ها. توانایی های یا جنسیت اقتصادی،

نشود. متضرر گروهی هیچ تا سوگیری بدون و فراگیر مصنوعی هوش سیستم های توسعه −
مصنوعی. هوش سیستم های اجرای و طراحی در دانش آموزان تنوع و نیازها گرفتن نظر در −

مصنوعی هوش مزایای بیشینەسازی ۴
ارزیابی های شخصی سازی شده، بخشند(یادگیری بهبود را آموزش کیفیت می توانند که زمینەهایی در مصنوعی هوش از استفاده بر تمرکز −

ویژه). نیازهای دارای دانش آموزان از حمایت و عینی تر،
تدریس روش های توسعه آموزشی، تعاملات بر آن ها بیشتر تمرکز معلمانو اداری وظایف بار کاهش برای مصنوعی هوش از بهرەگیری −

مؤثر. و جامع یادگیری تجربه یک ایجاد برای سنتی روش های با فناوری ترکیب و

آموزش. بخش در مصنوعی هوش از استفاده تأثیرات مداوم ارزیابی و نظارت − مصنوعی هوش تأثیر ارزیابی و نظارت ۵
مصنوعی. هوش از استفاده از ناشی احتمالی مشکلات و ریسک ها شناسایی −

آموزش. در مصنوعی هوش از بهرەگیری بهینەسازی برای لازم اصلاحات اعمال −
گفتگو و همکاری ایجاد ۶

جامعه و دولت فناوری، توسعەدهندگان آموزشی، متخصصان دانشگاهیان، (مانند آموزش بخش در مختلف ذینفعان بین همکاری تشویق −
مدنی).

آموزش. در مصنوعی هوش از استفاده نحوه درباره سازنده و باز گفت وگوی برقراری −
مصنوعی. هوش منفی اثرات کاهش روش های بهترین زمینه در تجربیات و دانش اشتراک گذاری به −

پیشرفت بین تعادل که است لازم پیشگیرانه اقدامات از مجموعەای مصنوعی، هوش بالقوه منفی اثرات با مقابله برای که معتقدند پژوهشگران برخی
.[۲۷] ،[۵] ،[۴۶] ،[۴۵] کند حفظ را آموزشی سنتی ارزش های و فناوری

گیری نتیجه .۷
می تواند مصنوعی هوش دهد. قرار یادگیری مرکز در را انسان که کنند تمرکز آموزشی روش های توسعه بر باید معلمان مصنوعی، هوش عصر در
مانند مناسب آموزشی استراتژی های اجرای طریق از امر این شود. استفاده یادگیری و تدریس فرآیند از حمایت برای نوآورانه ابزاری عنوان به
سیاست گذاران برای کلیدی مسئولیت یک دانش آموزان دادەهای و شخصی اطلاعات محرمانگی حفظ می شود. محقق پروژه بر مبتنی یادگیری
اجرا دانش آموزان دادەهای از استفاده و ذخیرەسازی جمع آوری، برای را روش ها بهترین و کرده تنظیم سختگیرانەای مقررات باید آن ها است.
این می دهد.با ارائه یادگیری کیفیت بهبود برای را متعددی فرصت های و می کند باز آموزش در را جدیدی افق های مصنوعی هوش فناوری کنند.
مصنوعی، هوش از عمیق درک شامل باید آموزش ها این کنند. دریافت کافی آموزش باید معلمان مصنوعی، هوش از بهینه استفاده برای حال،
بر آن تأثیر تعیین برای مصنوعی هوش از استفاده مداوم ارزیابی باشد. آن از استفاده در مسئولیت پذیری و اخلاق یادگیری، در آن ادغام نحوه
آن ها یادگیری شیوه در تغییر و یادگیری به علاقه افزایش دانش آموزان، عملکرد بهبود بررسی هدف با نظارت این است. مهم بسیار یادگیری
گیرد. قرار استفاده مورد آن ها کارایی افزایش و مصنوعی هوش سیستم های بهبود برای می تواند ارزیابی ها این از حاصل اطلاعات می شود. انجام
حفظ برای حال، این با باشد. یادگیری و تدریس کیفیت بهبود برای مؤثر حمایتی ابزاری می تواند مدرسه محیط در مصنوعی هوش از استفاده
درباره روشنی دستورالعمل های باید مدارس است. ضروری آن از استفاده در مشخص دستورالعمل های تدوین و شفافیت علمی، یکپارچگی
و آن محدودیت های مصنوعی، هوش از استفاده نحوه درباره باید دانش آموزان و معلمان کنند. تدوین مصنوعی هوش از استفاده مجاز موارد
این که کنند درک و کنند استفاده مصنوعی هوش از صادقانه باید دانش آموزان باشند. داشته شفاف و صادقانه گفت وگوی محدودیت ها، این دلایل
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سرعت به آموزش در مصنوعی هوش فناوری از استفاده .[۴] آن ها آموزشی تلاش برای جایگزینی نه است، یادگیری تسهیل برای ابزاری فناوری
می توانند مدارس صحیح، دستورالعمل های از پیروی با می کند. فراهم یادگیری فرآیند بهبود برای را متعددی فرصت های و است گسترش حال در
فناوری صحیح اجرای کند. پشتیبانی یادگیری از تقلب، تسهیل جای به مصنوعی هوش آن در که کنند ایجاد کارآمدی و مثبت آموزشی محیط های

کرد. خواهد تسهیل را متعددی نوآورانه آموزشی روش های و کرده غنی تر را دانش آموزان یادگیری تجربه مصنوعی، هوش
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چکیده
که است بˀعدی چند رویکرد یک حقیقت در شده، ارائه آن از مثال هایی با همراه مقاله این در که ریاضیاتی چارچوب
رویەای، تسلط مفهومی، درک از: عبارتند چارچوب این ابعاد می شود. گرفته کار به ریاضی یادگیری و تدریس برای
عملگرها، و اعداد مفاهیم مانند هستند، ریاضیات بزرگ» «ایدەهای ریاضی مفاهیم استدلال. و استراتژیک صلاحیت
در دانش غیره. و معکوس) تابع، متغیر، مثال عنوان (به جبری مفاهیم ظرفیت)، حجم، طول، (مانند اندازەگیری مفاهیم
برای را مناسب الگوریتم های لزوم، صورت در و گیرند کار به را ایدەها این تا می سازد قادر را فراگیران مفاهیم، مورد
را توانایی این فراگیران به مفهومی، درک کنند. شناسایی خود ریاضی تفکر کردن توجیه نیز و ریاضی رویەهای انجام
مفاهیم بین روابط این که ضمن بتوانند باید آن ها ببینند. مفاهیم از متصل شبکه یک عنوان به را ریاضیات که می دهد
می سازد قادر را فراگیران مفهومی، دانش̞ کنند. برقرار پیوند مرتبط، رویەهای و آن ها بین می دهند، توضیح را مختلف
برای دانش آموزان و معلم که استدلال هایی و تدریس شیوەهای نمایند. توجیه را خود تفکر و گیرند بکار را ایدەها تا
کلاس های در را استدلال و تدریس سبک این می توانیم بنابراین است. آموزنده و جالب بسیار آوردەاند مسائل حل

دهیم. پرورش خلاق دانش آموزانی هم و باشیم موفق معلمی بتوانیم هم تا دهیم ارائه درس

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

ریاضیات آموزش
مفهومی درک

رویەای تسلط
استراتژیک صلاحیت

استدلال
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

97D30
97D40
97M10

مقدمه .۱
که فراگیرانی می کند. ریاضیات درک به قادر را فراگیران مفهومی دانش الگوهاست. و روابط مفاهیم، درباره دانش و گاهی آ مفهومی، دانش
انجام را کار این که گفت من به من «معلم نمی گویند، کنند، توجیه را خود کار می شود خواسته آنها از وقتی دارند، مفهومی دانش از کاملی درک
استنباط و ارتباط مقایسه، به قادر دارند، مفهومی دانش که دانشجویانی و دانش آموزان دهند. توضیح را خود کار استدلال می توانند بلکه دهم»،
رخ زمانی دانش، از نوع این .[۳] است ضروری مفهومی دانش برای بالاتر سطح در تفکر کنند. برقرار ارتباط ایدهها بین میتوانند و هستند
مطالب با فراگیران که هنگامی ایدەها، بین ارتباط و پیوند و معانی گیرند. قرار تأمل مورد سؤالات و شوند انجام تحقیقات حل، مسائل که می دهد
برقرار ارتباط دیگران با و می کنند تأمل دادەاند انجام آنچه روی آنها که زمانی مخصوصاً می یابند، گسترش می کنند، کار نمادین و تصویری عینی،
کارهای انجام در پیشرفت سوی و سمت به را آنها خاص، استراتژی و تفکر با که دارند نیاز معلمانی به اغلب فراگیران حال، این با می نمایند.
ماهر افرادی به اینکه شانس گیرند، قرار کاری روش های چنین معرض در بیشتر فراگیران چه هر .[۴] دهند سوق انتزاعی تر ایدەهای و خاص
را درسی باید ابتدا معلم می شود، معرفی فراگیران به جدیدی مفهوم هرگاه که این بیشترمی شود. شوند، تبدیل ریاضی مسئله حل در توانمند و
عهدة به را توجهی قابل آموزشی مسئولیت های فرآیند این که است دلیل همین به است. مهم بسیار کند، برنامەریزی آن مفهومی توسعه برای
در خود تفکر روش های گذاشتن اشتراک به با می توانند نیز دانش آموزان شوند. برنامەریزی دقت با باید مقدماتی دروس کلیة لذا می گذارد. معلم
طریق از ایدەها دادن پیوند و ساختن همچنین و دانش آموزان یادگیری و چالش ایجاد برای ایدەها این از باید معلم و باشند فعال کلاس فضای

لنگری جلال ∗سید
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شدة تجربه و آزموده روش های از آن ها، علمی زمینەهای ساخت و فراگیران به کمک منظور به است ممکن معلمان کند. استفاده تأمل و بحث
از صریح یا ضمنی درک یک مفهومی درک اگرچه سازند. فراهم آنها برای مدرسه تجربیات از خارج جدیدی دستاوردهای و ببرند بهره مناسب
نوع دو این .[۵] می گیرد انجام مسئله یک حل برای که می شود دیده اقداماتی توالی عنوان به رویەای دانش است، دانش قطعات بین متقابل روابط
فراگیران که می شود منجر رویەای به غالباً و می دهد رخ رویەای مهارت از پیش اغلب مفهومی درک نمی کنند. رشد هم از مستقل بەطور دانش
مفهومی درک از پیش را رویەای مهارت های باشد، داشته گاهی آ مفهومی درک اهمیت از مفاهیم تدریس هنگام که معلمی می کنند. استفاده آن از
از پیروی توانایی و نمادها شناخت واقع در رویەای دانش کنند. پیدا تسلط مربوطه مفاهیم به ابتدا دانش آموزان که لازمست زیرا نمی کند تدریس
است. صحیح شکل به متوالی و مراحل در اقدامات انجام و ریاضی مهارت های داشتن معنای به دیگر عبارت به است. ریاضیات انجام برای قوانین
و مفهومی دانش هستند. استوار ریاضی اصول بر رویەها که است این از گاهی آ و است رویەای و مفهومی دانش شامل واقع در ریاضی تخصص
مفهومی دانش با مرتبط رویەهای می کنند. همکاری ریاضی در مهارت و توانمندی به دستیابی برای یکدیگر، از پشتیبانی و حمایت ضمن رویەای
دهند. گسترش را خود دانش نوع دو هر جدید مسائل بروز هنگام در می سازد قادر را فراگیران و می شود ریاضی تفکر در انعطاف پذیری باعث
داده نشان تحقیقات .[۶] شود ختم بی معنی و مبهم سرانجامی به است ممکن آنها دانش گیرند، فرا کافی درک بدون را روش هایی کودکان اگر
اما دارند، متقابل رابطه هم با رویەای و مفهومی دانش می شود. شخصی رویەهای تولید توانایی به منجر دانش آموزان مفهومی دانش افزایش که
به منجر مفهومی درک دارد. معکوس رابطه به نسبت رویەای دانش توسعه در بنیادی تری و اساسی نقش مفهومی دانش شد، گفته که همانطور
متمرکز (آموزش مفهومی آموزش ترتیب، همین به گردد. منجر مفهومی درک به می تواند رویەای دانش و می شود انعطاف پذیر رویەهای ایجاد
مفهومی درک با شده تقویت تعامل نیز رویەها آن، از پس و می سازد امکان پذیر را انعطاف پذیر روش های مؤثر آموزش مفهومی)، درک توسعه بر
برخی حل برای خود استراتژی های تدوین یا کارگیری به مورد در بتوانند باید فراگیران این، علاوەبر .[۷] می کنند فعال را شخصی آموزش در
فراگیران که است مهم دارد، وجود راەحل یک از بیش غالباً ریاضی، مسئله یک حل برای که آنجا از یعنی، بگیرند. معقولی تصمیمات مسائل، از
را مهارت هایی باید استدلال، رشد منظور به اینکه دیگر باشند. نداشته همیشگی وابستگی مسائل، حل برای شده تجویز و ثابت روش های به
از جدا حقایق و رویەها از مجموعەای صرفاً تنها نه ریاضیات زیرا ندارند، اختیار در طبیعی بەطور که بدهیم یاد دانشجویان و دانش آموزان به
به ارتباط بی و هم از جدا روش های و شیوەها عنوان به ریاضیات اگر است. پیوسته هم به روابط و مفاهیم از شبکەای شامل بلکه نیست هم
مرتبه در تفکر مهارت های توسعه فرصت دیگر، معنای به می دانند. بی معنی را ریاضیات آنها احتمالا˟ شود، داده آموزش دانشجویان و علاقمندان
موضوع در اندیشیدن شیوەهای و دهند ارتباط هم به را مباحث تا شوند تشویق باید دانشجویان و دانش آموزان بنابراین می دهند. دست از را بالاتر
کاهش را خود حافظه روی بر فشار باید آنها دهند. توسعه را کند؟» کمک من به اینجا در می تواند کسی چه می دانم؟ چه قبل از «من تفکر شیوه و
توانایی این فراگیران به مفهومی، درکِ است. ریاضیات تدریس چارچوب مدل دهنده نشان ۱ شکل کنند. تقویت را خود استدلال توانایی و دهند

ریاضیات تدریس چارچوب مدل :۱ شکل
می دهند، توضیح را مختلف مفاهیم بین روابط اینکه ضمن بتوانند باید آن ها ببینند. مفاهیم از متصل شبکه یک عنوان به را ریاضیات که می دهد را

نمایند. توجیه را خود تفکر و گیرند بکار را ایدەها تا می سازد قادر را فراگیران مفهومی، دانش̞ کنند. برقرار پیوند مرتبط، رویەهای و آن ها بین
انجام کارآمد و دقیق صورت به را ریاضی رویەهای باید فراگیران می شود. انجام ریاضیات آن ها طریق از که هستند فرآیندهایی رویەای تسلط

می آید. کار به موقع چه خاص رویه یک بدانند باید همچنین دهند.
نمایند. ترسیم ریاضی مسائل حل برای را خود راهکارهای و کنند استفاده آن ها از و شناسایی را مناسب استراتژی های بتوانند باید فراگیران
را استنتاجی و استقرایی استدلال دو و است ریاضی نمادهای و زبان از استفاده با آن ها ارتباط و ریاضی ایدەهای توضیح و توجیه شامل استدلال

می شود. شامل
کلاس این دارد. تمرکز یادگیری روی یادگیری محور، کلاس بیفتد. اتفاق یادگیری محور درس کلاس در باید تدریس مدل این است معتقد نویسنده
یادگیری تجربه است؛ مناسب خاص درس یک آموزش برای می کند فکر او که یادگیری و آموزشی استراتژی هر از استفاده با معلم که است جایی
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شوند: مواجه زیر فرصت های با باید یادگیری محور، ریاضیات کلاس یک در فراگیران می کند. طراحی فراگیران به کمک برای را
و دهند ارتباط هم با را بازنمایی ها کنند، پیدا کافی تسلط ریاضی ضروری رویەهای در کنند، صحبت ریاضیات زبان به کنند، حس را ریاضیات

نمایند. توجیه را خود تفکر
دهند: انجام را زیر موارد باید یادگیری محور، درس کلاس در معلمان

نمایند، رفع را فراگیران برداشت های سوء و خطاها دهند، ارائه رویەها و مفاهیم مورد در روشنی توضیحات کنند، استفاده یادگیری برای ارزیابی از
کلیدی ایدەهای بر که کنند طراحی و انتخاب را وظایفی سازند، فراهم فعال یادگیری برای فرصت هایی کنند، برقرار ارتباط مختلف موضوعات بین
کار به دقیق را ریاضی نمادهای و کنند صحبت ریاضیات زبان به که نمایند تشویق را فراگیران و دارند تأکید ریاضی کار روش های و ریاضی

ببرند.
است. کسرها مورد در فراگیران شخصی راهبردهای دادن نشان برای زیر مثال

سیب ها ۱
۶ و رفت غذاخوری اتاق به کرد، گرسنگی احساس پدر نیمەشب، در داشت. وجود غذاخوری اتاق میز روی سیب چند دارای ظرف یک

سیب ها باقی مانده ۱
۴ و رفت پایین شد، گرسنه نیز خانواده پسر خورد. را سیب ها باقی مانده ۱

۵ و شد بلند خواب از مادر مدتی، از پس خورد. رو
سیب ۳ خورد. را مانده سیب های از ۱

۲ نهایتاً و دید را این ها همه خانه پیش خدمت خورد. رو سیب ها باقی مانده ۱
۳ هم خانواده دختر خورد. رو

است؟ بوده ظرف در سیب چند کنند، سیب ها خوردن به شروع همه اینکه از قبل ماند. باقی طرف در
کوچک) دایرەهای با شده داده (نشان گروه ۶ کار این برای و کرد شروع پدر بخش با او کرد. استفاده تصویری رویکرد یک از مریم :۱ فراگیر
ادامه را خود رویه او ترتیب. همین به و شد خورده پنجم یک تعداد این از که بود باقی مانده گروه ۵ خورد. را آن ها از ششم یک پدر که ساخت
میز روی بر مانده باقی سیب های تعداد مریم آن از پس گذاشت. میز روی را گروه یک و خورد را گروه دو از نیمی پیش خدمت که زمانی تا داد

.۲ شکل نمود استفاده سیب ها کل تعداد کردن مشخص برای کار این از و کرد ضرب گروه اندازه در را

۱ فراگیر :۲ شکل
شناخته بار هر که کسری بخش از علی داد. ادامه را خود رویه پدر بخش به رسیدن زمان تا و کرد شروع پیش خدمت بخش با علی :۲ فراگیر
سیب ها از نیمی پیش خدمت که می دانست او پیش خدمت، از شروع با دهد. تشخیص را سیب موجودی کل تا کرد استفاده (باقی مانده) بود شده

.۳ شکل رسید پدر بخش به تا داد ادامه را رویه این او باشد. خورده را سیب ۶ از نیمی باید او یعنی باقیمانده، سیب ۳ و است خورده را
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۲ فراگیر :۳ شکل
به مسائل از بسیاری مختلف، استراتژی های از استفاده با یعنی کردەاند، استفاده مختلف ورودی نقاط از مسئله حل برای علی و مریم فوق مثال در
راهبردی که نکنند تصور و کنند استفاده خود خاص استراتژی های از دهند اجازه فراگیران به باید معلم ها هستند. حل قابل متفاوت روش چندین
در تا کند ترغیب را دانش آموزان که کنند ایجاد کلاس در فرهنگی باید معلمان است. روش بهترین حتی یا ممکن، راه تنها کرده ارائه معلم که
برای علاقمندان و دانش آموزان از باید معلم ها نمایند. تلاش خود تفکر ابراز برای و کنند صحبت آن حل راهکارهای و مسئله از خود درک مورد
است. آن ها بین روابط و مختلف مفاهیم و ایدەها از شبکەای ریاضیات کنند. حمایت نمادین) چه و کلامی (چه مناسب ریاضی زبان توسعه
که می دهند انجام را کاری اوقات گاهی فراگیران است. مختلف مفاهیم بین روابط همچنین و مفاهیم این از صحیحی درک شامل مفهومی درک
«یک می خواهیم که زمانی خوب، مثال یک عنوان به نمی دانند. را آن نتیجه و دلیل واقعاً آن ها .[۸] می شود خوانده بداهه» نمادین «دستکاری
از مفهومی درک چگونگی و کار این انجام دلیل ادامه در است. 𝑥 ضریب از نیمی مجذور کردن اضافه «بداهه»، دستورالعمل کنند» کامل را مربع

می دهیم. نشان را فرآیند این
می دانیم و می دهیم نشان شکل رسم روش به را کار این [۱] کند؟ تبدیل کامل مربع یک به را آن تا شود اضافه 𝑥۲ + ۶𝑥 عبارت به باید چیزی چه

دارد. همراه به را 𝑥۲ مساحت ،𝑥 ضلع طول با مربع یک که

است. 𝑥۲ + ۶𝑥 = 𝑥(𝑥 + ۶) مساحت با مستطیلی این بلکه نیست مربع دیگر باشیم، داشته 𝑥۲ + ۶𝑥 مانند عبارتی اگر که است این ما مشکل
دهیم: نشان زیر شرح به و شکل کمک به را عبارت می توانیم ما است. 𝑥 + ۶ و 𝑥 مستطیل کناری اضلاع طول بنابراین



۱۵۳ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ لنگری جلال سید

است: شده ساخته شکل دو از که داریم مستطیل) (یک جدید شکل یک بنابراین
۶ × 𝑥 = ۶𝑥 مساحت با مستطیل یک و 𝑥 × 𝑥 = 𝑥۲ مساحت با مربع یک

به کنیم تقسیم کوچکتر مستطیل دو به را کوچک مستطیل می توانیم شود. تبدیل مربع به مستطیل تا کنیم کار چه باید که کنیم بررسی می خواهیم
می دهد. نشان هم نمودار است. ۳𝑥 کدام هر مساحت که طوری

وجود به شکل پایین راست سمت در کوچک مربع شکل̞ شکاف یک فقط می شود. ایجاد مربع یک تقریباً پایین به نیمه یک چرخش و حرکت با
ابعاد باید اکنون شود. تبدیل کامل مربع یک به بزرگتر شکل تا کنیم اضافه پایین راست سمت گوشه در را کوچکی مربع باید آن، از پس می آید.

می دهد. نشان را فرایند مقابل شکل کنیم. بررسی را کوچک مربع این مساحت و

،𝑥۲ + ۶𝑥 عبارت به را ۹ اگر بنابراین است. ۶
۲ × ۶

۲ = ۳ × ۳ = ۹ با برابر داریم لازمش بزرگ مربع تکمیل برای که کوچک، مربع مساحت
بەصورت را عبارت این می توانیم نیز جبری نظر از است. کامل هندسی مربع یک و شده داده نشان بالا در که ،𝑥۲ + ۶𝑥 + ۹ داریم کنیم، اضافه

کنیم: بیان زیر
𝑥۲ + ۶𝑥 + ۹ = (𝑥 + ۳)(𝑥 + ۳) = (𝑥 + ۳)۲

عبارت تا دارد وجود می کنیم اضافه آن به که عددی و 𝑥 ضریب ،۶ بین مهم رابطه یک است. کامل مربع جملەای سه یک 𝑥۲ + ۶𝑥 + ۹ بنابراین
اضافه آن به را ൬۶

۲൰
۲
= ۳۲ = ۹ مساحت با کوچک مربع یک ،𝑥۲ + ۶𝑥 مانند عبارتی کردن»، کامل «مربع برای کند. تبدیل کامل مربع یک به را
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کنید: دنبال را زیر مراحل می توانید کرد. کامل نمودار بدون را 𝑥۲ + ۶𝑥 عبارت مربع می توان بنابراین می کنیم.
بگیرید. نظر در است +۶ که را 𝑥 ضریب :۱ مرحله
. ۶
۲ = ۳ نمایید: تقسیم ۲ بر را 𝑥 ضریب :۲ مرحله

.൬۶
۲൰

۲
= ۳۲ = ۹ برسانید: ۲ توان به را قبلی جواب :۳ مرحله

یعنی: شود، اضافه شده داده عبارت به باید کردن» کامل مربع » ایجاد برای که می دهد شما به را (۹ عدد اینجا (در عبارتی مراحل، این
.𝑥۲ + ۶𝑥 + ۹

از نیمی مربع̧ باید کامل، مربع یک آوردن بەدست برای که برسند نتیجه این به تا گیرند کار به را مختلفی مسیرهای است ممکن دانش آموزان
آنچه از مفهومی درک تقویت برای می تواند نتیجەگیری، این از عینی بازخوردهای که می دهد نشان نمونه این کنند. اضافه را میانی مؤلفه ضریب
خود مشاهدات کردن بیان » به مجبور فراگیران که واقعیت این باشد. داشته مؤثرتری کارایی می شود، آموخته رویەای صورت به فقط گاهی که

می کند. آسان را آن ها رویەای تسلط همچنین و مفهومی درک هستند»
باشد. ضروری آن ها ا˚عمال از قبل مفاهیم این در نظر تجدید شاید می دانند. دشوار را مساحت) (مانند بصری مفاهیم درک دانش آموزان از بعضی
مفاهیم از (استفاده شود استفاده کردن» کامل مربع » برای اولیه ایده ایجاد برای قدرتمندی روش به است ممکن بالا در شده داده نشان مثال

جبری). درک ایجاد برای تصویری
خوشحال نباید فراگیران .[۸] بگیرند یاد را ریاضی مطالب پایەای و اساسی طور به باید فراگیران که است تدریسی معنای به درک، برای تدریس
تمام در نباید مستطیل ها، مساحت از استفاده با دوم درجه عبارات تفسیر است. آمده کجا از بدانند اینکه بدون می دانند را چیزی که باشند
که دهند نشان دانش آموزان به تا کنند استفاده مثال این از بار یک حداقل باید معلم ها بلکه شود، بیان کردن» کامل مربع » به مربوط آموزش های
همچنین است. آسان کردن»، کامل مربع » با همراه قانون باشد، مثبت (𝑥 مؤلفه (ضریب 𝑏 که زمانی است. آمده کجا از کردن» کامل مربع » عبارت
کار به 𝑥 مثبت ضرایب مورد در مفهوم دادن نشان برای را تصویر این می توانند معلم ها بنابراین است. استفاده قابل باشد منفی 𝑏 که مواردی در

دهند. تعمیم منفی ضرایب برای را قاعده و ببرند
نوشت؟ (𝑥 − ۴)۲ صورت به را آن بتوان تا 𝑥۲ − ۸𝑥 به باید چیزی چه

کنیم: دنبال 𝑥۲ − ۸𝑥 مربع تکمیل برای را زیر رویەی میتوانیم
−۸ عبارت: ضریب تعیین :۱ مرحله

−۸
۲ = −۴ دو: بر عبارت ضریب تقسیم :۲ مرحله

൬−۸
۲ ൰

۲
= (−۴)۲ = ۱۶ مربع: محاسبه :۳ مرحله

.𝑥۲ − ۸𝑥 + ۱۶ = (𝑥 − ۴)۲ عبارت به رسیدن برای 𝑥۲ − ۸𝑥 عبارت به ۱۶ عدد کردن اضافه :۴ مرحله
محدودیت هایی رویکرد این می نامند. کامل» «مربع را آن که بنویسیم (𝑥 − ۴)(𝑥 − ۴) = (𝑥 − ۴)۲ صورت به را 𝑥۲ − ۸𝑥 + ۱۶ می توانیم ما
رویەای رویکرد یک سمت به مفهومی توضیح یک از حرکت برای فراگیران به کمک برای می تواند اما دارد، پیچیدەتر دوم درجه عبارت های روی
فایده دارد. کمی معنای دانش آموزان برای شود، انجام رویەای صورت به فقط که صورتی در جبری صورت به کردن» کامل مربع » باشد. مؤثر
کردن» کامل مربع » معنای و کنند تجسم را مربع این می توانند چگونه که ببینند می سازد، قادر را فراگیران که است این خاص تصویری نمایش این
مربع » که است این پاسخ دارد؟ لزومی چه کار این انجام و دهند انجام را کار این بتوانند باید دانش آموزان چرا که است این سؤال است. همین
𝑦 = 𝑎(𝑥 − 𝑝)۲ + 𝑞 فرمول سهمی، رأس یافتن مورد در مثلا́ می رود. کار به ماکزیمم و مینیمم مقدار یافتن برای جبر در اغلب کردن» کامل
کنند. بازنویسی 𝑎 ቆ𝑥 + 𝑏

۲𝑎ቇ
۲
− 𝑏۲ − ۴𝑎𝑐

۴𝑎 بصورت را 𝑎𝑥۲ + 𝑏𝑥 + 𝑐 عبارت بتوانند می شود باعث کردن» کامل مربع » دارد. کاربرد

است. 𝑏
۲ − ۴𝑎𝑐

۴𝑎 با برابر ماکزیمم و مینیمم مقدار بنابراین
بچەها که دهند توضیح باید معلم ها ،𝑥۲ − ۴𝑥 + ۱ = ۰ معادله مورد در دهند. انجام معادلات در را کردن» کامل مربع » بتوانند باید دانش آموزان
برای را بالا در شده تکمیل مراحل می توانند دانش آموزان .𝑥۲ − ۴𝑥 = −۱ کنند: اضافه طرف دو به را ۱ قرینەی معادله، شکل تغییر برای
یعنی: کنند، اضافه معادله دوطرف به را ൬−۴

۲ ൰
۲
= ۴ مقدار باید می کنند، کار معادله یک روی آنها که آنجا از اما نمایند، دنبال کامل مربع انجام

.𝑥۲ − ۴𝑥 + ۴ = −۱ + ۴
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مقدمه .۱
با سپس و کرده بیان بخش یک در علوم سایر در توصیفی تقریباً و خلاصەوار بەصورت را وان درپل معادلات کاربردهای ابتدا مقاله این در

می آییم. نایل معادلات این حل به کلن شا انتگرال و چبیشف هم مکانی روش از بهرەگیری

علوم سایر در وان درپل معادلات کاربرد .۲
این است. کرده پیدا گستردەای کاربردهای مهندسی و علوم گوناگون زمینەهای در که است غیرخطی دینامیکی سیستم یک وان درپل معادلات
محدود، چرخەهای مانند پیچیده، رفتارهای مدل سازی در توانایی بەدلیل که بوده غیرخطی دینامیکی سیستم های از کلاسیک نمونەی یک سیستم
خودپایدار نواسان های که سامانە هایی در معادلات این شود. استفاده نیز بهینەسازی در بەوجودآمده مشکلات در می تواند ،... و غیرخطی میرایی
است خاص پارامتر یک از برآمده که نوسان هایی پویایی در است، نوسان دامنەی به وابسته و بوده غیرخطی آن ها میرایی که سامانەهایی در دارند،
مشکلات از دسته آن می توان معادلات این کمک با شود. می استفاده است، غیرخطی پویایی نوعی آن سنگ بنای که آن چه همەی در کل در و
بیان بەتفکیک علوم سایر در را آن کاربردهای ادامه در کرد. کم تر می کنند، تغییر محدودیت ها زمان گذشت با آن ها در که را پویا بهینەسازی

می داریم.
دیودها مانند الکترونیکی مدارات غیرخطی اجزای مدل سازی برای وان درپل بالستار هلندی فیزیک دان توسط ابتدا در معادلات این برق: مهندسی
PⅬⅬها تحلیل و تجزیه در هم چنین کردند. استفاده پایدار رفتن های راه بەهنگام ربات ها کنترل در آن از نیز بعدها شد. معرفی ترانزیستورها و
از خودپایدار سیستم های در رفتند. بەکار معادلات این سروصدا کاهش و نویزها کردن فیلتر بەمنظور آن ها پردازش و سیگنال ها هم گام سازی و

تدین فر ∗عادل
تدین فر) (عادل adeltadayyonfar@yahoo.com عموتقی)، (علیرضا Amotaghi@iauln.ac.ir الکترونیک: پست
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استفاده برقی شبکەهای در نوسان سازها بین بیش تر هماهنگ سازی و آن مصرف بهینەسازی و انرژی اتلاف کردن کمینه بەمنظور معادلات این
نوسان ها بهینەسازی در می شود. اعمال مناسب تر دارد، کنترل کنندەها در را ثبات نقش وان درپل که سیستم هایی روی بهینەسازی هم چنین گردید.
کاربرد معادلات این می کنند، فعالیت اصلی هدف یک بهینەسازی برای عامل چندین هنگامی که توزیع شده بهینەسازی و چندعاملی سامانەهای در
نیز الکتریکی انرژی به آن ها تبدیل  و مکانیکی محیطی ارتعاشات از استخراج شده انرژی میزان بیشینەسازی در موارد، این بر افزون دارند. فراوان
مطلوب کنترل به رسیدن برای انرژی هزینەی (مانند هزینەها کردن کمینه و بازخورد کنترل کنندەهای بهینەسازی در می کنند. استفاده وان درپل از

.([۱۸] و [۱۷]) می شود بهرەبرداری استراتژی نوعی بەعنوان معادلات این از کنترل)، نظریەی در
غیرخطی حالت اصطکاک که مواردی در بەخصوص لرزش ها کنترل و ارتعاشات تحلیل و تجزیه برای سیستم ها این گونه در مکانیک: مهندسی
مرزی، لایەهای جداسازی یا لولەها در تلاطم مانند سیالات، ناپایداری های بحث در هم چنین است. سودمند مطالعه برای وان درپل معادلات دارد،

.([۲۳]) می دهند نشان را خود معادلات این
نیز گاهی دارد. فراوان کاربرد وان درپل سیستم می شود، ساخته ابررسانا دست گاەهای برای که شبیەسازهایی و نیمەهادی لیزرهای در فیزیک:
دورەای حرکات هم چنین است. معادلات این حل به وابسته اخترفیزیک، در آن ها زمان بندی در موجود بی نظمی و تناوبی رادیویی سیگنال های

.([۲۲]) داد نشان معادلات این با می توان را رفتارشان که است زمینەهایی از دیگر یکی آسمانی اجرام و مدارات
.([۲]) می شود استفاده واکنش ها برخی پویایی میزان یافتن برای شیمیایی رآکتورهای در وان درپل معادلات از شیمی:

داخلی، ناخالص تولید (مانند اقتصادی متغیرهای در غیرخطی بازخوردهای زمانی که بەخصوص اقتصادی، چرخەهای مدل سازی در اقتصاد:
.([۷]) می شوند ظاهر معادلات این داریم، (... و اشتغال

می شود. استفاده عصبی نرون های شلیک الگوی برای ساده مدلی بەعنوان زیست شناسی و پزشکی علم در وان درپل معادلات از شناسی: زیست
رشد (مانند بیولوژیکی ویژگی های از برخی دیگر سوی از نمود. توصیف بەتر معادلات این کمک با می توان را قلب ضربان رفتار هم چنین
بهبود بەمنظور عصبی شبکەهای به وزن دهی بهینەسازی در می دهد. نشان بەخوبی را آن ها رفتار وان درپل که دارند غیرخطی حالت جمعیت)
رفتارهای به دست یابی بەمنظور شبکەها این گونه در هم بندی بهینەسازی هم چنین و انتزاعی پیش بینی های یا طبقەبندی مانند کارهایی در عمل کرد
مؤثرتری درمان های یافتن به منجر وان درپل کمک با بیولوژیک پویای سیستم های مدل سازی می شود. استفاده معادلات این نظر، مورد جمعی
تنظیم و عصبی شبکەهای در اتصالات مقاومت کردن بهینه به می توان معادلات این کاربردهای دیگر از است. شده صرع نظیر بیماری هایی برای

.([۱۱] و [۹]) کرد اشاره بیش تر هماهنگی به رسیدن برای نوسان ها
که تحریک پذیر الاستیک محیط های .[۱۹] می شوند مطالعه وان درپل مدل از استفاده با معمولا˟ محیط ها این تحریک پذیر: الاستیک محیط های
پیچیدەی ویژگی های زیرا بوده، غیرخطی علوم حوزەی در ریاضی دانان و فیزیک دانان توجەی مورد همواره هستند، شیمی و فیزیولوژی از برآمده

است. زیر بەصورت تحریک پذیر الاستیک محیط ریاضی مدل می شود. ظاهر حوزەها از بسیاری در آن ها زمانی و مکانی
𝜕۲𝜒
𝜕𝑡۲ = 𝑐۲ 𝜕۲𝜒

𝜕𝑥۲ − (𝜒 − 𝜈𝑡) − 𝛾𝜙(𝜕𝜒𝜕𝑡 ),

است. پایینی صفحەی استاتیک مرجع چارچوب در بالایی صفحەی سطح زمانِ به وابسته موضعی طولی شکل تغییر نشان دهندەی 𝑥(𝑥, 𝑡) که
سرعت نشان دهندەی 𝑣 و است صوت طولی سرعت 𝑐 می گیرد، اندازه را اصطکاک بزرگی و است اصطکاک تابع 𝜙(𝜕𝜒𝜕𝑡 ) =

۱
۳(

𝜕𝜒
𝜕𝑡 )

۳ − 𝜕𝜒
𝜕𝑡.[۴] است لغزش سرعت یا کشش

مقدماتی قضایای و تعاریف .۳
هم چنین می داریم. بیان را نیاز مورد قضایای و پرداخته کلن شا انتگرال گیری و اول نوع چبیشف چندجملەای های تعریف به زیربخش این در

یافت. [۲۰] و [۱۵] ،[۱۰] ،[۸] ،[۶] ،[۳] در می توان آمد، خواهد ادامه در که را قضایایی اثبات
هستند. زیر بەفرم منفرد اشتروم⁃لیوویل مسألەی ویژەی توابع ،{𝑇𝑘(𝑥) | 𝑘 = ۰, ۱, ۲, ⋯} اول، نوع چبیشف چندجملەای های .۱ .۳ تعریف

(ඥ۱ − 𝑡۲𝑇′𝑘(𝑡))′ +
𝑡۲

√۱ − 𝑡۲𝑇𝑘(𝑡) = ۰. (۱)

می کنند. صدق زیر بازگشتی روابط در ،𝑘 ∈ 𝑁 هر برای که است این چندجملەها این ویژگی های جمله از
𝑇۰(𝑡) = ۱, 𝑇۱(𝑡) = 𝑡, 𝑇𝑘+۱(𝑡) = ۲𝑡𝑇𝑘(𝑡) − 𝑇𝑘−۱(𝑡). (۲)

،𝑡 ∈ [−۱, ۱] برای .ⅽos(𝑘𝜋𝑛 ) و ⅽos  ( ۲𝑘−۱
۲𝑛 𝜋) از عبارتند بەترتیب، چبیشف، چندجملەای های (کمینه) ی بیشینه صفر، نقاط هم چنین

است. دارا را زیر ویژگی های چبیشف چندجملەای های
|𝑇𝑘(𝑡)| ≤ ۱, 𝑇𝑘(±۱) = (±۱)𝑘 , |𝑇′𝑘(𝑡)| ≤ 𝑘۲, 𝑇′𝑘(±۱) = (±۱)𝑘+۱𝑘۲. (۳)
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و ۰ ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 ،𝑗 و 𝑖 هر برای آن در که می شود تعریف ∫۱
−۱ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ ∑𝑁

𝑗=۰ 𝑊𝑗𝑓(𝑡𝑗) بەصورت کلن شا انتگرال گیری .۲ .۳ تعریف
.[۵] برقرارند نیز زیر روابط .𝑡𝑗 = ⅽos  ( 𝑗𝜋𝑁 ) ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − ۱

𝑊۰ = 𝑊𝑁 = ൝
۱
𝑁۲ 𝑁 ∶ فرد
۱

𝑁۲−۱ 𝑁 ∶ زوج (۴)

𝑊𝑖 =
۲

𝑁𝐶𝑖
(۱ −

[𝑁۲ ]


𝑘=۱

۲
𝐶۲𝑘(۴𝑘۲ − ۱) ⅽos  (۲𝑘𝜋𝑖

𝑁 )), (۵)

𝐶𝑁 = 𝐶۰ = ۲, 𝐶𝑖 = ۱. (۶)

برای آن در که باشد 𝑘⁃اُم مرتبەی لاگرانژ چندجملەای 𝐿𝑘(𝑡) و 𝜙𝑘(𝑡) =
((−۱)𝑘+۱(۱−𝑡۲)𝑇′𝑁(𝑡))

(𝐶𝑘𝑁۲(𝑡−𝑡𝑘))
،۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ،𝑘 هر برای اگر .۳ .۳ قضیه

چندجملەای های خاصیت 𝜙𝑘(𝑡) یعنی .𝜙𝑘(𝑡) = 𝐿𝑘(𝑡) آن گاه است، برقرار 𝐶𝑖 = ۱ و 𝐶۰ = 𝐶𝑁 = ۲ روابط ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − ۱ ،𝑖 هر
نوشت. زیر بەصورت می توان را 𝜙𝑘(𝑡) هم چنین است. دارا را لاگرانژ

𝜙𝑘(𝑡) =
۲

𝑁𝐶𝑘

𝑁


𝑙=۰

𝑇𝑙(𝑡𝑘)𝑇𝑙(𝑡)
𝐶𝑙

. (۷)

داریم: ℝ در .۴ .۳ قضیه

න
۱

−۱
|𝑥𝑁 − 𝑥|𝑑𝑡 ≤ √۲||𝑥𝑁 − 𝑥||. (۸)

لیپ شیتز شرط در موضعی بەطور 𝑢 و 𝑥 به نسبت 𝑔(𝑥, 𝑢, 𝑡, 𝑡𝑓) و باشند [−۱, ۱] روی پیوسته قطعەای توابع 𝑢 و 𝑥 کنید فرض .۵ .۳ قضیه
.𝐽𝑁 → 𝐽 آن گاه ،𝑁 → +∞ اگر این صورت در کند. صدق

چبیشف هم مکانی روش با وان درپل غیرخطی سیستم بهینەسازی .۴
بردارهای نمودن معلوم بخش این در هدف

𝑢(𝑡) = (𝑢۰(𝑡), 𝑢۱(𝑡),⋯ , 𝑢𝑛−۱(𝑡))
و

𝑥(𝑡) = (𝑥۰(𝑡), 𝑥۱(𝑡),⋯ , 𝑥𝑛−۱(𝑡))

گردد. بیشینه) یا (کمینه بهینه زیر محدودیت های به توجه با 𝐽 = ∫۱
−۱ 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 + ℎ(𝑥(۱), 𝑇) معیار تابع تا است،

𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡, 𝑇) , 𝑥(−۱) = 𝑎. (۹)
نیاز صورت در است. شدن کمینه زمان 𝑇 بالا، محدودیت در دارند. وجود نیز دیگری محدودیت های اشارەشده، محدودیت های با معمولا˟
ثابت یک 𝑎 = (𝑎۰, 𝑎۱, ⋯ , 𝑎𝑛−۱) و 𝑛⁃تایی تابع یک 𝑓 = (𝑓۰, 𝑓۱, ⋯ , 𝑓𝑛−۱) داد. انتقال [−۱, ۱] بازەی به خطی تبدیل یک با را 𝑡 می توان

می گیرند. نظر در غیرخطی توابع را ℎ و 𝑔 ،𝑓 توابع معمولا˟ است. 𝑛⁃تایی
می کنیم. اختیار 𝑖 = ۰, ۱, ⋯ , 𝑛 − ۱ برای چبیشف گرەهای در 𝑢𝑖(𝑡) و 𝑥𝑖(𝑡) درون یاب چندجملەای های بەترتیب، را، 𝑢𝑁𝑖 (𝑡) و 𝑥𝑁𝑖 (𝑡):داریم بنابراین

𝑥𝑁𝑖 (𝑡) =
𝑁


𝑙=۰

𝑎𝑖𝑙𝐿𝑙(𝑡) , 𝑢𝑁𝑖 (𝑡) =
𝑁


𝑙=۰

𝑏𝑖𝑙𝐿𝑙(𝑡), (۱۰)
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که �̇�𝑁𝑖 (𝑡𝑗) = ∑𝑁
𝑙=۰ 𝐷𝑗𝑙𝑎𝑖𝑙 = ∑𝑁

𝑙=۰ 𝜙′
𝑙(𝑡𝑗)𝑎𝑖𝑙 که است شده بیان [۳] در .𝑏𝑖𝑙 = 𝑢𝑖(𝑡𝑙) و 𝑎𝑖𝑙 = 𝑥𝑖(𝑡𝑙) ،𝑙 = ۰, ۱, ⋯ , 𝑁 هر برای که

�̂� = [�̂�𝑇۰ , �̂�𝑇۱ , ⋯ , �̂�𝑇𝑛−۱]𝑇 و بوده (𝑁+۱)×(𝑁+۱) که است 𝐷 برحسب 𝑛(𝑁+۱)×𝑛(𝑁+۱) ماتریسی �̂� و 𝜙𝑙(𝑡) = 𝐿𝑙(𝑡) آن در
می کنیم. تعریف زیر بەفرم را �̂� و 𝐷 ماتریس های .�̂�𝑖 = [𝑎𝑖۰, 𝑎𝑖۱, ⋯ , 𝑎𝑖𝑁]𝑇 ،۰ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − ۱ ،𝑖 هر برای و

𝐷 = [𝐷𝑗𝑙] , 𝐷𝑗𝑙 =

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑐𝑗(−۱)𝑗+۱
𝑐𝑙(𝑡𝑗−𝑡𝑙)

if 𝑙 ≠ 𝑗
−𝑡𝑙

۲(۱−𝑡۲
𝑙 )

if ۱ ≤ 𝑙 = 𝑗 ≤ 𝑁 − ۱
۲𝑁۲+۱

۶ if 𝑙 = 𝑗 = ۰
− ۲𝑁۲+۱

۶ if 𝑙 = 𝑗 = 𝑁

(۱۱)

�̂� = 
𝐷 ⋯ ۰
⋮ ⋱ ⋮
۰ ⋯ 𝐷

 (۱۲)

بەفرم نیز �̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡, 𝑇) رابطەی و �̇�𝑁(𝑡) و 𝑢𝑁(𝑡) ،𝑥𝑁(𝑡) بردارهای بەوسیلەی بەترتیب، ،�̇�(𝑡) و 𝑢(𝑡) ،𝑥(𝑡) بردارهای
می شود. زده تقریب زیر

�̇�𝑁(𝑡) = 𝑓(
𝑁


𝑙=۰

𝑎𝑙𝜙𝑙(𝑡),
𝑁


𝑙=۰

𝑏𝑙𝜙𝑙(𝑡), 𝑡, 𝑇). (۱۳)

𝑖(𝑁⁃اُمین + ۱) + 𝑗 ،𝑑𝑖𝑗 آن در که می شود تبدیل 𝐴𝑖𝑗 = 𝑓(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑡𝑗 , 𝑇) − 𝑑𝑖𝑗 = ۰ جبری معادلەی به چبیشف گرەهای در اخیر رابطەی
می شود. زده تقریب زیر بەصورت 𝐽 معیار تابع این حالت در است. �̂��̂� بردار مؤلفەی

𝐽𝑁 = න
۱

−۱
𝑔(

𝑁


𝑙=۰

𝑎𝑙𝜙𝑙(𝑡),
𝑁


𝑙=۰

𝑏𝑙𝜙𝑙(𝑡), 𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 + ℎ(𝑥(۱), 𝑇). (۱۴)

.[۵] کرد برآورد را بالا انتگرال از تقریبی می توان کلن شا انتگرال گیری با

̂𝐽𝑁 =
𝑁


𝑗=۰

𝑊𝑗𝑔(
𝑁


𝑙=۰

𝑎𝑙𝜙𝑙(𝑡𝑗),
𝑁


𝑙=۰

𝑏𝑙𝜙𝑙(𝑡𝑗), 𝑡𝑗 , 𝑇) + ℎ(𝑎۰, 𝑇) (۱۵)

=
𝑁


𝑗=۰

𝑊𝑗𝑔(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑡𝑗 , 𝑇) + ℎ(𝑎۰, 𝑇).

،(۰ ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 و ۰ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − ۱) 𝑖, 𝑗 هر برای که است 𝑇 و 𝑎𝑙 , 𝑏𝑙 ∈ ℝ𝑛 کردن پیدا هدف و شده پارامتری بهینەسازی مسألەی که حال
گردد. بیشینه یا کمینه زیر عبارت

𝐽 =
𝑁


𝑗=۰

𝑊𝑗𝑔(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑡𝑗 , 𝑇) + ℎ(𝑎۰, 𝑇) , 𝐴𝑖𝑗 = ۰. (۱۶)

،۰ ≤ 𝑟 ≤ 𝑁− ۱ و ۰ ≤ 𝑙 ≤ 𝑁 ،۰ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − ۱ که 𝑟 و 𝑙 ،𝑖 هر برای باشد، آزاد 𝑇 که حالتی برای لاگرانژ ضرایب روش از استفاده با اکنون
می کنیم. بررسی را مسأله

𝐿 = 𝐽 +
𝑁


𝑗=۰

𝜆𝑗𝐴𝑖𝑗 , 𝐴𝑖𝑗 = ۰, (۱۷)
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𝜕𝐿
𝜕𝑎𝑟

= 𝜕𝐽
𝜕𝑎𝑟

+
𝑁


𝑗=۰

𝜆𝑗
𝜕𝐴𝑖𝑗
𝜕𝑎𝑟

= ۰, (۱۸)

𝜕𝐿
𝜕𝑏𝑙

= 𝜕𝐽
𝜕𝑏𝑙

+
𝑁


𝑗=۰

𝜆𝑗
𝜕𝐴𝑖𝑗
𝜕𝑏𝑙

= ۰, (۱۹)

𝜕𝐿
𝜕𝑇 = 𝜕𝐽

𝜕𝑇 +
𝑁


𝑗=۰

𝜆𝑗
𝜕𝐴𝑖𝑗
𝜕𝑇 = ۰. (۲۰)

وان درپˀل غیرخطی سیستم در کلن شا انتگرال گیری .۵

تا کنیم کمینه را 𝐽 = ∫۵
۰ (𝑋۲۱(𝜏) + 𝑋۲۲(𝜏) + 𝑈۲(𝜏))𝑑𝜏 معیار تابع بایستی بهینه، کنترل بەمنظور واندرپˀل غیرخطی سیستم مسألەی در

بمانند. برقرار زیر محدودیت های
�̇�۱(𝜏) = 𝑋۲(𝜏), (۲۱)

�̇�۲(𝜏) = 𝑘(۱ − 𝑋۲۱(𝜏))𝑋۲(𝜏) − 𝑋۱(𝜏) + 𝑈(𝜏), (۲۲)

𝑋۱(۰) = ۱, (۲۳)

𝑋۲(۰) = ۰. (۲۴)
داریم: بنابراین می دهد. انتقال (−۱, ۱) بازەی به را سیستم ،𝜏 = ۵

۲(۱+𝑡) تبدیل می دهیم. ادامه را مقاله 𝑘 = ۱ دادن قرار با حال

𝐽 = ۵
۲ න

۱

−۱
(𝑥۲۱(𝑡) + 𝑥۲۲(𝑡) + 𝑢۲(𝑡))𝑑𝑡, (۲۵)

چندجملەای های ابتدا .𝑥۲(−۱) = ۰ و 𝑥۱(−۱) = ۱ ،�̇�۲(𝑡) =
۵
۲((۱ − 𝑥۲۱(𝑡))𝑥۲(𝑡) − 𝑥۱(𝑡) + 𝑢(𝑡)) ،�̇�۱(𝑡) =

۵
۲𝑥۲(𝑡) که

می نویسیم. زیر بەصورت ،𝑗 = ۰, ۱, ⋯ , 𝑁 ،𝑡𝑗 نقاط در را 𝑢(𝑡) و 𝑥۲(𝑡) ،𝑥۱(𝑡) درون یاب

𝑥𝑁۱ (𝑡) =
𝑁


𝑙=۰

𝑎𝑙𝜙𝑙(𝑡) , 𝑥𝑁۲ (𝑡) =
𝑁


𝑙=۰

𝑐𝑙𝜙𝑙(𝑡) , 𝑢𝑁(𝑡) =
𝑁


𝑙=۰

𝑏𝑙𝜙𝑙(𝑡). (۲۶)

رابطەی از
𝜙𝑘(𝑡𝑗) = ቊ ۱ if 𝑘 = 𝑗

۰ if 𝑘 ≠ 𝑗

�̇�𝑁۱ (𝑡𝑘) = چون هم چنین .𝑏𝑘 = 𝑢𝑁(𝑡𝑘) و 𝑐𝑘 = 𝑥𝑁۲ (𝑡𝑘) ،𝑎𝑘 = 𝑥𝑁۱ (𝑡𝑘) ،۰ ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ،𝑘 هر برای که گرفت نتیجه می توان
این بر افزون .𝐴𝑘 = ۰ می دهد نتیجه که ∑𝑁

𝑙=۰ 𝐷𝑘𝑙𝑎𝑙 =
۵
۲𝑐𝑘 پس ،𝑥𝑁۲ (𝑡𝑘) = 𝑐𝑘 و ∑𝑁

𝑙=۰ 𝐷𝑘𝑙𝑎𝑙

�̇�𝑁۲ (𝑡𝑘) =
𝑁


𝑙=۰

𝐷𝑘𝑙𝑐𝑙 , (۲۷)
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𝑥𝑁۲ (𝑡𝑘) = 𝑐𝑘 , 𝑥𝑁۱ (𝑡𝑘) = 𝑎𝑘 , 𝑢𝑁(𝑡𝑘) = 𝑏𝑘. (۲۸)
می آوریم: بەدست نهایت در .𝐵𝑘 = ۰ و ∑𝑁

𝑙=۰ 𝐷𝑘𝑙𝑐𝑙 =
۵
۲((۱ − 𝑎۲

𝑘)𝑐𝑘 − 𝑎𝑘 + 𝑏𝑘) داریم بنابراین
𝑥𝑁۱ (−۱) = 𝑎𝑁 = ۱ , 𝑥𝑁۲ (−۱) = 𝑐𝑁 = ۰. (۲۹)

زد. تقریب زیر بەصورت را معیار تابع می توان کلن شا انتگرال گیری و پیشین روابط از استفاده با اکنون

𝐽 = ۵
۲

𝑁


𝑗=۰

𝑊𝑗(𝑎۲
𝑗 + 𝑏۲

𝑗 + 𝑐۲
𝑗 ). (۳۰)

آورد. بەدست 𝑥۲(−۱) = 𝑐𝑁 = ۰ و 𝑥۱(−۱) = 𝑎𝑁 = ۱ ،𝐴𝑘 = 𝐵𝑘 = ۰ شروط با را واندرپل بهینەی کنترل می توان که است این حالت در

اصلی نتایج .۶
در نمودەایم. هم سنجی است، شده بیان مسأله حل برای مقاله این در که روشی با را مختلف روش های گوناگون 𝑁های بەازای بخش این در
[۱۴] و [۱] ،[۱۲] ،[۲۱] مقالات از بەترتیب، ،۱ جدول در نیوتن محاسبەی و برخط بهینەسازی پالس، بلاک توابع فوریه، سری های روش های

کردەایم. استفاده

𝐽 تقریبی مقادیر :۱ جدول
روش نوع 𝐽

فوریه سری های ۲٫۸۶۷۳
پالس بلاک توابع ۲٫۸۶۶۹
برخط بهینەسازی ۲٫۹۱۸۴
نیوتن محاسبەی ۲٫۸۹۹۰

𝑁 = ۴ ۲٫۸۷۲۴
𝑁 = ۵ ۲٫۸۶۵۷
𝑁 = ۶ ۲٫۸۹۰۶
𝑁 = ۷ ۲٫۸۶۶۳
𝑁 = ۸ ۲٫۸۶۵۵
𝑁 = ۹ ۲٫۸۶۶۷
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چکیده
یک عنوان راز تسهیم طرح های با همساز توابع و نگاری نهان ترکیب واقع در که پیشنهادی طرح ابتدا مقاله، این در
ادامه در می شود. انجام آنها بازسازی و تصویری سهم های افزاری نرم سازی های پیاده سپس می شود. ارائه نوآوری

می پردازیم.. گذشته طرح های و پیشنهادی طرح بین مقایسه به

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

راز تسهیم طرح
نگاری نهان

درهمساز توابع
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
نگاری۱ نهان بر مبتنی راز تسهیم .۱ .۱

می باشد. راز تسهیم طرح های از استفاده برای قوی انگیزه یک اطلاعات گذاری اشتراک این امنیت و اشیاء۲ اینترنت در اطلاعات گذاری اشتراک
بتوانند شده تعیین پیش از زیرمجموعەهای تنها که شود تسهیم طوری شرکت کنندگان از مجموعەای میان راز که می شود باعث راز تسهیم طرح

کنند. بازسازی را راز
براساس بلاکلی طرح شدند. پیشنهاد مستقل طور به [۵] شامیر و [۱] بلاکلی توسط (𝑡, 𝑛) آستانەای راز تسهیم طرح میلادی ۱۹۷۹ سال در

می باشد. لاگرانژ درون یابی اساس بر شامیر طرح و متناهی هندسه
شده اصالت احراز شرکت کننده 𝑘 هر می کند. توزیع شرکت کننده 𝑛 بین را آنها و می دهد قرار تصویری سهم 𝑛 در را راز یک واسطه طرح، این در

دارد: اصلی مرحله دو نگاری نهان بر مبتنی راز تسهیم طرح آورند. دست به خود تصویری سهم های ترکیب با را راز می توانند
راز تسهیم مرحله .۱

راز بازسازی مرحله .۲
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یک سپس شود. تولید تصویری سهم 𝑛 تا می شود داده Gen مولد یک به سهم 𝑛 این و می شود تجزیه دودویی سهم 𝑛 به راز راز، توزیع مرحله در
شرکت کنندگان 𝑛 این راز، بازسازی مرحله در می شود. نگاری نهان تصویری سهم های به که می شود تولید واسطه توسط دودویی اصالت احراز کد
به قادر تصویری سهم 𝑘 ترکیب با سهام داران می کنند. پیدا دسترسی اصالت احراز کد و تصویری سهم به خود، تصویری سهم های نهان گشایی با

.[۳] می شوند راز تولید
درهم ساز۳ توابع بر مبتنی راز تسهیم .۲ .۱

می تواند مجاز زیرمجموعه هر می شود. گذاشته اشتراک به 𝑃۱, 𝑃۲, … , 𝑃𝑛 شرکت کننده 𝑛 بین واسطه توسط ℎ۱, ℎ۲, … , ℎ𝑟 راز 𝑟 طرح، این در
کند. بازسازی را راز تمام

طور به واسطه بگذارد. اشتراک به 𝑃۱, 𝑃۲, … , 𝑃𝑛 شرکت کننده 𝑛 بین را ℎ۱, ℎ۲, … , ℎ𝑟 راز 𝑟 می خواهد واسطه کنید فرض راەاندازی: مرحله
زیرمجموعەهای همه واسطه سپس می کند. ارسال شرکت کنندگان به امن کانال طریق از را سایەها این و می کند تولید 𝑠۱, 𝑠۲, … , 𝑠𝑛 سایه 𝑛 تصادفی

مقادیر و کرده محاسبه را مجاز
ℎ𝑣𝑖 = 𝐻(𝑀𝑝𝑟𝑡𝑣,𝑖), 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑤 و 𝑐𝑖𝑗 = ℎ𝑣𝑖 ⊕ℎ𝑗 , 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑤, 𝑗 = ۱, ۲, … , 𝑟

می کند. محاسبه را
می توانند می شوند، جمع هم گرد مجاز) مجموعه (کوچکترین {𝑃۱, 𝑃۲, … , 𝑃𝑡} مجاز زیرمجموعه یک شرکت کنندگان وقتی بازسازی مرحله
بازسازی را ℎ۱, ℎ۲, … , ℎ𝑟 راز های می توانند آن ها بنابراین، آورند. دست به 𝐶𝑖𝑗 عمومی اعلان تابلوی از و کرده محاسبه را ℎ𝑣𝑖 = 𝐻(𝑀𝑝𝑟𝑡𝑖,𝑖).[۲] کنند

درهم ساز توابع بر مبتنی تصویر نهان نگاری .۳ .۱
یک در شده رمزگذاری متنی پیام یک جانشانی الگوریتم، این هدف می کند. اجرا را آن فرستنده که می باشد جانشانی الگوریتم یک الگوریتم این

است: بخش دو شامل الگوریتم این ورودی است. پوششی تصویر
شده رمزگذاری متنی پیام .۱

شود. جاسازی آن در پیام است قرار که پوشش تصویر .۲
است. شده جانشانی آن در شده رمزگذاری متنی پیام که است تصویر نگاری نهان الگوریتم این خروجی

است: زیر شرح به الگوریتم این اجرای مراحل
می خواند. را پوشش تصویر و شده رمزگذاری متنی پیام ابتدا

می کند. استفاده ویگنر یا سزار رمزنگاری روش دو از یکی از پیام، امن سازی برای سپس
می گیرد. نظر در را تصویر پیکسل به پیکسل صورت به آنگاه

از: عبارتست درهمساز تابع می کند. پیدا درهمساز تابع یک از استفاده با را آن بیت کم اهمیت ترین پیکسل، هر برای
𝑆𝐵 = ⅿoⅾ(𝑆𝐵۱, ۴) 𝑆𝐵۱ = ⅿoⅾ(((𝑖 − ۱) × height + 𝑗), ۱۳)

می کند. جایگزین پیکسل کم اهمیت بیت با را پیام بیت سپس
پیکسل مقدار اگر و می کند جایگزین صفر با را یافته تغییر بیت راست سمت بیت های باشد، یافته افزایش پیکسل مقدار که صورتی در

می کند. جایگزین یک با را یافته تغییر بیت راست سمت بیت های باشد، یافته کاهش
می کند. ذخیره را شده نگاری نهان تصویر و کرده محاسبه را ۵PSNR و ۴MSE نهایت در

را متنی پیام کم اهمیت، بیت های جایگزینی و رمزنگاری روش های از استفاده با و می کند عمل پیکسل به پیکسل صورت به الگوریتم این
می کند. جاسازی پوشش تصویر در

است: زیر شرح به الگوریتم این اجرای مراحل می شود. اجرا گیرنده سمت در که است جانشانی الگوریتم یک همچنین الگوریتم این
می دهد. قرار ۸ برابر را آن و می کند تعیین را (𝑆) متنی پیام اندازه ابتدا

می کند. ایجاد شده“ استخراج ”بیت های نام به خالی بیتی رشته یک سپس

3Hash based secret sharing
4Mean Squared Error
5Peak Signal-to-Noise Ratio
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می گیرد. نظر در پیکسل به پیکسل صورت به را تصویر آنگاه
باشد: مانده باقی پیام بیت های اگر پیکسل، هر برای

از: عبارتست الگوریتم این می کند. پیدا فرستنده سمت در استفاده مورد درهمساز تابع از استفاده با را پیکسل بیت کم اهمیت ترین .۱
𝑆𝐵 = ⅿoⅾ(𝑆𝐵۱, ۴) 𝑆𝐵۱ = ⅿoⅾ(((𝑖 − ۱) × height + 𝑗), ۱۳)

می کند. ذخیره شده“ استخراج ”بیت های رشته در را پیکسل کم اهمیت بیت .۲
می دهد. قرار ستونی ۸ جدول یک در را شده استخراج بیت های تمام .۳

می کند. تبدیل کاراکترها به را شده استخراج بیت های .۴
می دهد. انجام ویگنر یا سزار رمزنگاری از استفاده با پیام رمزگشایی .۵

می کند. چاپ را شده رمزگشایی پیام .۶
متنی پیام کم اهمیت، بیت های استخراج و رمزنگاری روش های از استفاده با و می کند عمل پیکسل به پیکسل صورت به الگوریتم این

.[۴] می کند استخراج پوشش تصویر از را شده رمزگذاری
می شود. ارائه نوآوری یک عنوان راز تسهیم طرح های با همساز توابع و نگاری نهان ترکیب واقع در که پیشنهادی طرح ابتدا مقاله این ادامه در
گذشته طرح های و پیشنهادی طرح بین مقایسه به ادامه در و می شود. انجام آنها بازسازی و تصویری سهم های نرم افزاری پیادەسازی های سپس

می شود. پرداخته

پیشنهادی روش .۲
یک به بخش هر مزایای از استفاده با که می باشد راز تسهیم و تصویر نگاری نهان همساز، در توابع مفاهیم ترکیب مقاله این نگارش از هدف

کنیم. پیدا دسترسی قوی راز تسهیم سیستم
راز گذاری اشتراک مراحل .۱ .۲

می دهد. قرار واسطه اختیار در کند، ارسال دارد قصد فرستنده که پیامی .۱
می کند. تولید همساز در تابع از استفاده با را ℎ۱, ℎ۲, ..., ℎ𝑟 راز 𝑟 واسطه .۲

الگوریتم: از استفاده با .۳
𝑆𝐵۱ = ⅿoⅾ(((𝑖 − ۱) ∗ height + 𝑗), ۱۳), 𝑆𝐵 = ⅿoⅾ(𝑆𝐵۱, ۴)

می کند. پنهان نهان نگاری الگوریتم از استفاده با تصویر در را آنها همساز در تابع و راز واسطه
می کند. ذخیره را شده نهان نگاری تصویر و کرده محاسبه را PSNR و ⅯSE نهایت، در .۴

راز گذاری اشتراک مرحله :۱ شکل
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PSNR و MSE محاسبه نتایج :۱ جدول
شده نگاری نهان تصویر اصلی تصویر MSE PSNR ردیف

twiⅾthtwiⅾth twiⅾthtwiⅾth ۰٫۰۰۱۰۷ ۷۷٫۸۲ ۱
twiⅾthtwiⅾth twiⅾthtwiⅾth ۰٫۰۰۰۷۶ ۷۹٫۳۴ ۲
twiⅾthtwiⅾth twiⅾthtwiⅾth ۰٫۰۰۰۷۴ ۷۹٫۳۱ ۳
twiⅾthtwiⅾth twiⅾthtwiⅾth ۰٫۰۰۰۱۰ ۸۸٫۰۰ ۴

شده نگاری نهان تصویر هیستوگرام (ب) اصلی تصویر هیستوگرام (آ)

شده نگاری نهان تصویر هیستوگرام (ب) اصلی تصویر هیستوگرام (آ)

شده نگاری نهان تصویر هیستوگرام (ب) اصلی تصویر هیستوگرام (آ)

راز بازسازی مراحل .۲ .۲
می کند. نهان گشایی را شده دریافت تصویر نهان گشایی الگوریتم های از استفاده با گیرنده .۱
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شده نگاری نهان تصویر هیستوگرام (ب) اصلی تصویر هیستوگرام (آ)

شده نگاری نهان تصویر هیستوگرام (ب) اصلی تصویر هیستوگرام (آ)

هیستوگرام نمودار :۲ شکل

می کند. پیدا دسترسی آنها همساز در توابع مقدار و رازها به .۲
می نماید: محاسبه را رازها همساز در مقدار الگوریتم، همساز در تابع از استفاده با .۳

𝑆𝐵۱ = ⅿoⅾ(((𝑖 − ۱) × height + 𝑗), ۱۳), 𝑆𝐵 = ⅿoⅾ(𝑆𝐵۱, ۴)
می شود. حاصل پیام اصالت احراز شده، ارسال رازهای با رازها همساز در مقدار مقایسه با .۴

می کند. پیدا دسترسی اصلی پیام به آنها ترکیب با .۵

راز بازسازی مراحل :۳ شکل
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راز تسهیم مختلف طرح های مقایسه :۲ جدول
راز تسهیم طرح
نهان نگاری بر مبتنی

همساز در

راز تسهیم طرح
نهان نگاری بر مبتنی

[۴]

فرهادی، طرح
بای پور مرتضوی،

[۶]
[۳] ژانگ و چام طرح [۵] شامیر طرح ویژگی

بلی خیر بلی خیر خیر شرکت تقلب برابر در مقاومت
کنندگان

بلی خیر بلی خیر خیر واسطه تقلب برابر در مقاومت
بلی خیر خیر خیر خیر سیستم از مجدد استفاده قابلیت
بلی بلی بلی خیر خیر خصوصی کانال بدون

نتیجەگیری .۳
خصوصی کانال ایجاد هزینه کاهش در که می شود رفع شرکت کنندگان و واسطه بین ارتباط برای خصوصی کانال ایجاد به نیاز نگاری نهان کمک با
یک مجموع در بنابراین، می شود. حل واسطه و شرکت کنندگان توسط تقلب مسئله همساز، در توابع از استفاده با طرفی، از دارد. بسزایی تاثیر
آن امنیت و اشیاء اینترنت حوزه مانند کاربردهایی برای که می شود پیدا هویت احراز و خصوصی کانال اساسی موضوع دو برای کم هزینه راەحل

دارد. مهمی نقش
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مالی جزیی دیفرانسیل معادله یک عددی حل های روش بر تحلیلی
گلدوستآ فرشته
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چکیده
توان می آن در که است مرتون شولز⁃ بلک مدل از ای یافته توسعه شکل راس ⁃اینگرسل⁃ ⁃کاکس هستون مدل
سازی مدل برای تواند می هستون تصادفی دیفرانسیل معادله کرد. انتخاب تصادفی صورت به را قیمت نوسانات
هستون جزئی دیفرانسیل معادله عددی حل برای هایی روش مقاله این در شود. استفاده نیز سهام بازار کل شاخص
با بەدست آمده عددی راەحل های است. رفته کار به (VIⅯ) وردشی متغیر تکرار روش با مرزی، و اولیه شرایط با
می شوند. مقایسه (HPⅯ) هوموتوپی آشفتگی روش و (AⅮⅯ) آدومین تجزیه روش های با متغیر تکرار روش

است. آدومین تجزیه روش از پایدارتر و تر سریع آسان تر، وردشی متغیر تکرار روش که می دهد نشان نتایج

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ هستون جزیی دیفرانسیل معادله
۲ وردشی تکراری روش

۳ آدومین تجزیه روش
هوموتی۴ آشفتگی روش

مقدمه .۱
می شوند. سازی مدل انتگرو یا و انتگرالی جزئی، دیفرانسیل معادلات صورت به مالی مسایل حتی و مهندسی فیزیکی، طبیعی های پدیده عموماً
شدند. ها آن تحلیلی و عددی حل روش های یافتن به معطوف محققین اخیر های سال در معادلات از نوع این حل روش بودن پیچیده دلیل به
شامل و معادلات کانونی صورت پایه بر که گردید. معرفی (۱۹۹۶ − ۱۹۲۳) ۲ آدومین ج. آمریکایی مهندس وسیله به ۱ آدومین تجربه روش
) ۴ هی ۳ هوموتوپی آشفتگی روش باشد. می آدومین های ای جمله چند سری یک از خطی غیر عملگری و توانی سری های صورت به جوابی
روش دانشمندان و محققین از بسیاری برای و رود می کار به خطی غیر مسائل با مواجه در که است مناسب جایگزین آشفته غیر روشی (۱۹۹۹
برای مهم فرایندی روش یک عنوان به هی چینی، دان ریاضی توسط روش این دارد. مسائل نوع این حل در مهمی نقش نیز ۵ وردشی تکراری
هستون⁃کاکس⁃اینگرسل⁃ تلاطمی مدل اروپایی آپشن ارزیابی در شده مطرح موارد عددی حل کاربرد مقاله این در گردید. متعدد مسائل حل
چگونگی شرح ۴ فصل ، عددی روش سه معرفی بخش۳ تصادفی، هستون تلاطمی مدل ۲شامل فصل که .[۳− ۱] است مطرح تصادفی ۶ راس

است. عددی نتایج و هستون مدل تحت ۷ اروپایی آپشن یک گذاری قیمت در ها روش  این کارگیری به

∗سخنران
گلدوست) (فرشته f.goldoust@iau.ac.ir � f.goldoust1403@gmail.com الکترونیک: پست

1Adomian Decomposition Method (ADM)
2G.Adomian
3Homotopy Perturbation Method (HPM)
4He
5Variational Iterative Method(VIM)
6Heston-Cox-Ingersoll-Ross
7European Option
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تصادفی هستون تلاطمی مدل .۲
.[۵ − می گردد[۴ تعیین زیر صورت به سهام قیمت خنثی ریسک⁃ اندازه که کنید فرض

𝑑𝑆(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑟𝑑𝑡 + ඥ𝑉(𝑡)𝑑𝑊۱(𝑡) (۱)

𝑑𝑉(𝑡)
𝑑𝑡 = (𝑎 − 𝑏(𝑉(𝑡)))𝑑𝑡 + 𝜎ඥ𝑉(𝑡)𝑑𝑊۲(𝑡)

ضریب با خنثی ریسک اندازه تحت براونی های حرکت ،𝑊۲(𝑡) و 𝑊۱(𝑡) و مثبت های ثابت ،𝜎 و ،𝑏 ،𝑎 پارامترهای و بهره نرخ ،𝑟 آن در که
یعنی هستند ،𝜌 ∈ (−۱, ۱) همبستگی

𝑑𝑊۱(𝑡)𝑑𝑊۲(𝑡) = 𝜌𝑑𝑡 (۲)
است زیر صورت به هستون تصادفی نوسان مدل 𝑡،در ≤ 𝑇 زمان در توافقی خرید یک برای خنثی ریسک قیمت

𝑐(𝑡, 𝑆(𝑡), 𝑉(𝑡)) = 𝐸[𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)(𝑆(𝑡) − 𝑘)+], ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 (۳)
است زیر صورت به ترکیبی مشتق با انتشار، – انتقال زمان به وابسته معادله اروپایی اختیار با مقادیر برای جزیی دیفرانسیل معادله

𝜕𝑐
𝜕𝑡 + 𝑟𝑠𝜕𝑐𝜕𝑠 + (𝑎 − 𝑏𝑣) 𝜕𝑐𝜕𝑣 + ۱

۲𝑠
۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐

𝜕𝑠۲ + 𝜌𝜎𝑠𝑣 𝜕۲𝑐
𝜕𝑠𝜕𝑣 + ۱

۲𝜎
۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐

𝜕𝑣۲ − 𝑟𝑐 = ۰ (۴)
است اروپایی اختیار یک ،𝜏 = 𝑇− 𝑡 زمان با ،𝑐(𝑠, 𝑣, 𝑡) مقادیر ،۰ < 𝑡 ≤ 𝑇 زمان و ،𝑠 > ۰ 𝑣و > ۰ دامنه با کراندار، غیر بعدی دو فضای در
به اختیار یک مفروضات تحت کراندار، و اولیه شرایط با معمولا (۴) معادله باشد. می 𝑣 و 𝑠 با برابر ترتیب به آن در نوسان و سرمایه قیمت و

شود. می فرض زیر صورت به معادله این در اروپایی خرید اختیار در مرزی و اولیه شرایط رود. می کار
𝑐(𝑠, 𝑣, 𝑡) = 𝑚𝑎𝑥(۰, 𝑠 − 𝑘) (۵)

𝑐(۰, 𝑣, 𝑡) = ۰
است. شده اعمال قیمت ،𝑘 > ۰ که

عددی های روش .۳
وردشی تکراری روش .۱ .۳

است[۶] مفروض زیر عمومی خطی غیر جزئی دیفرانسیل معادله
𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑅𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) = ۰ (۶)

𝑢(𝑥, ۰) = 𝑓(𝑥)
آن در که

𝐿 = 𝜕
𝜕𝑡

توان می وردشی تکراری روش بنابر باشند نداشته جزیی مشتق ،𝑡 به نسبت ،𝑁 و 𝑅 و باشد خطی غیر جمله ،𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) و خطی عملگری ،𝑅 و
نوشت زیر صورت به تکراری ساختاری

𝑈𝑛+۱(𝑥, 𝑡) = 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡)න
𝑡

۰
𝜆{𝐿𝑈𝑛 + 𝑅𝑈𝑛 + 𝑁𝑈𝑛}𝑑𝜏 (۷)

یعنی هستند شده محدود ،𝑁𝑈𝑛 و ،𝑅𝑈𝑛 های متغیر و گردد تعیین وردشی فرضیه با تواند می که است ۸ لاگرانژعمومی ضریب یک 𝜆 که
𝛿𝑅𝑈𝑛 = ۰, 𝛿𝑁𝑈𝑛 = ۰

8General Lagrange multiplier
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گردد. می بیان زیر صورت به ها آن پایداری شرایط و
۱ + 𝜆|𝜏=𝑡 = ۰ (۸)

𝜆′ = ۰
صورت به تواند می لاگرانژ ضریب پس

𝜆 = −۱
گردد می بیان زیر صورت به وردشی تکراری فرمول و شود فرض

𝑈𝑛+۱ = 𝑈𝑛 −න
𝑡

۰
{𝐿𝑈𝑛 + 𝑅𝑈𝑛 + 𝑁𝑈𝑛}𝑑𝜏 (۹)

دارد. نام تصحیح عبارت راست سمت دوم عبارت

آدومین تجزیه روش .۲ .۳

𝑢 − 𝑁(𝑢) = 𝑓 (۱۰)
،(۱۰) رابطه در که هستیم ،𝑢 ∈ 𝐻 دنبال به باشد 𝐻 فضای در مفروض تابع 𝑓 و باشد ،𝐻 توی به 𝐻 هیلبرت فضای از خطی غیر عملگری 𝑁 که

باشیم داشته چنین هم و کند صدق

𝑢 =
∞


𝑖=۰

𝑢𝑖 (۱۱)

و

𝑁(𝑢) =
∞


𝑖=۰

𝐴𝑛 (۱۲)

𝑢۰ = 𝑓, 𝑢𝑛+۱ = 𝐴𝑛(𝑢۰, 𝑢۱, ..., 𝑢𝑛), 𝑛 = ۰, ۱, ...
شوند می تعریف زیر صورت به و دارند نام آدومین های ای جمله چند که هستند ،𝑢𝑛 از هایی ای جمله چند شامل ها 𝐴𝑛 که

𝑛!𝐴𝑛 =
𝑑𝑛
𝑑𝜆𝑛 [𝑁(

𝑛


𝑖=۰

𝜆𝑖𝑢𝑖)]|𝜆=۰, 𝑛 = ۰, ۱, ... (۱۳)

شود می ساخته زیر دنباله آدومین، روش در
𝑆𝑛 = 𝑢۱ + 𝑢۲ + ... + 𝑢𝑛 (۱۴)

هوموتوپی آشفتگی روش .۳ .۳
بود. خواهد همگرا دقیق جواب به سرعت به معمولا که شود می گرفته نظر در نامتناهی سری یک از مجموعی صورت به جواب روش این در

است مفروض زیر خطی دیفرانسل معادلات روش این اولیه ایده شرح برای

𝐴(𝑢) − 𝑓(𝑟) = ۰, 𝑟𝜖Ω (۱۵)
مرزی شرایط با

𝐵(𝑢, 𝜕𝑢𝜕𝑛) = ۰, 𝑟𝜖Γ (۱۶)
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دو به تواند 𝐴می عملگر عموماً . است Ω دامنه مرز Γ و معلوم تحلیلی عملگر 𝑓(𝑟) ، مرزی عملگر یک 𝐵 ، کلی دیفرانسیل عملگر یک 𝐴 که
. شود بازنویسی زیر صورت به تواند می (۱۵) معادله گردد. تقسیم 𝑁 غیرخطی و 𝐿 خطی عملگر

𝐿(𝑢) + 𝑁(𝑢) − 𝑓(𝑟) = ۰ (۱۷)
هوموتوپی ساختار که

𝐻(𝑣, 𝑝) = (۱ − 𝑝)[(𝐿(𝑣) − 𝐿(𝑢۰)] + 𝑝[𝐴(𝑢) − 𝑓(𝑟)] = ۰, 𝑟𝜖Ω (۱۸)
است مرزی شرایط با (۱۵) معادله برای اولیه تقریب 𝑢۰یک

هستون جزئی دیفرانسیل معادله حل های روش .۴
(۴) معادله در یافته گسترش وردشی تکراری روش در

𝑐𝑛+۱(𝑠, 𝑣, 𝑡) = 𝑐𝑛(𝑠, 𝑣, 𝑡) + න
𝑡

۰
𝜆(𝜏)[𝜕𝑐𝜕𝜏 − 𝑟𝑠𝜕𝑐𝜕𝑠 − (𝑎 − 𝑏𝑣) 𝜕𝑐𝜕𝑣 (۱۹)

−۱
۲𝑠

۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐
𝜕𝑠۲ − 𝜌𝜎𝑠𝑣 𝜕۲𝑐

𝜕𝑠𝜕𝑣 − ۱
۲𝜎

۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐
𝜕𝑣۲ + 𝑟𝑐]𝑑𝜏

رود کار به 𝑐(𝑠, 𝑣, ۰) = 𝑚𝑎𝑥(۰, 𝑠 − 𝐾) ابتدایی شرط (۴) معادله در اگر آدومین روش به هستون معادله حل برای و

𝑐𝑛+۱(𝑠, 𝑣, 𝑡) = 𝑢۰(𝑠, 𝑣, 𝑡) − න
𝑡

۰
[−𝑟𝑠𝜕𝑐𝜕𝑠 + (𝑎 − 𝑏𝑣) 𝜕𝑐𝜕𝑣 + ۱

۲𝑠
۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐

𝜕𝑠۲ (۲۰)

+𝜌𝜎𝑠𝑣 𝜕۲𝑐
𝜕𝑠𝜕𝑣 + ۱

۲𝜎
۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐

𝜕𝑣۲ − 𝑟𝑐]𝑑𝑡

داریم هوموتوپی آشفتگی روش در و

𝐻(𝑠, 𝑣, 𝑡) = (۱ − 𝑝)(𝐿(𝑐) − 𝐿(𝑣۰)) + 𝑝(𝜕𝑐𝜕𝑡 − 𝑟𝑠𝜕𝑐𝜕𝑠 − (𝑎 − 𝑏𝑣) 𝜕𝑐𝜕𝑣 (۲۱)

−۱
۲𝑠

۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐
𝜕𝑠۲ − 𝜌𝜎𝑠𝑣 𝜕۲𝑐

𝜕𝑠𝜕𝑣 − ۱
۲𝜎

۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐
𝜕𝑣۲ + 𝑟𝑐) = ۰

نتیجه در و

𝐶 =
∞


𝑛=۰

𝑃𝑛𝑐𝑛 (۲۲)

بود. خواهد همگرا دقیق جواب به (۲۱) معادله ،𝑝 → ۱ که هنگامی

عددی نتایج .۵
پردازیم می شده ذکر های روش با مفروض پارامترهای با هستون مدل عددی نتایج به بخش این در مثال)

𝜕𝑐
𝜕𝑡 + 𝑟𝑠𝜕𝑐𝜕𝑠 + (𝑎 − 𝑏𝑣) 𝜕𝑐𝜕𝑣 + ۱

۲𝑠
۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐

𝜕𝑠۲ + 𝜌𝜎𝑠𝑣 𝜕۲𝑐
𝜕𝑠𝜕𝑣 + ۱

۲𝜎
۲𝑣۲ 𝜕۲𝑐

𝜕𝑣۲ − 𝑟𝑐 = ۰ (۲۳)
𝑇 = ۱۵, 𝑘 = ۱۰۰, 𝑎 = ۰٫۱۶, 𝑏 = ۰٫۰۵۵, 𝜎 = ۰٫۹, 𝜌 = −۰٫۵
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وردشی روش به اروپایی آپشن گذاری قیمت :۱ شکل

آدومین روش به اروپایی آپشن گذاری قیمت :۲ شکل

معین پارامترهای با هستون مدل بر روش سه عددی نتایج :۱ جدول
𝐶𝑉𝐼𝑀 𝐶𝐻𝑃𝑀 𝐶𝐴𝐷𝑀 𝐶(𝑠, 𝑣, 𝑡)

۲۰۹۵۰۳۸۳۳۲ .۰ ۴۱۳۲۵۸۳۳۳۳ .۰ ۴۱۳۲۵۸۳۳۳۳ .۰ (۱ .۰،۱۰،۱)
۸۲۴۷۴۳۳۷۲۹ .۰ ۸۱۴۰۶۳۴۶۶۶ .۰ ۸۱۴۰۶۳۴۶۶۶ .۰ (۲ .۰،۵۰،۲)

۶E۱۱۴۷۸۱۴۹۷۰ .۰ ۶E۱۷۳۴۵۱۹۶۸۰ .۰ ۶E۱۷۳۴۵۱۹۶۸۰ .۰ (۳ .۰،۷۰،۴)
۷E۱۹۵۰۱۷۵۹۸۳ .۰ ۷E۱۳۳۵۸۷۷۴۴۰ .۰ ۷E۱۳۳۵۸۷۷۴۴۰ .۰ (۴ .۰،۹۰،۶)
۷E۷۷۹۶۵۰۵۶۷۵ .۰ ۷E۷۴۸۵۸۴۸۷۰۲ .۰ ۷E۷۴۸۵۸۴۸۷۰۱ .۰ (۵ .۰،۱۲۰،۸)
۸E۲۳۱۷۳۷۵۱۱۳ .۰ ۸E۲۹۳۷۳۷۴۸۵۶ .۰ ۸E۲۹۳۷۳۷۴۸۵۵ .۰ (۶ .۰،۱۵۰،۱۰)
۹E۲۵۷۶۴۱۴۳۱۴ .۰ ۹E۲۱۹۸۷۳۳۱۹۷ .۰ ۹E۲۱۹۸۷۳۳۱۹۸ .۰ (۸ .۰،۲۰۰،۱۴)

گیری نتیجه .۶
تجزیه های روش که است، کافی دقت با و آسان کارآ، خطی، غیر مسایل از ای عمده بخش حل برای مقاله در شده معرفی تکراری های روش
قرار استفاده مورد راس اینگرسل کاکس هستون جزیی دیفرانسیل معادله تقریبی جواب کسب برای وردشی تکراری و هوموتوپی آشفتگی آدومین،
کارگیری به مزایای از مثال طور .به است گوناگون جزیی دیفرانسیل معادلات حل برای قدرتمندی های ابزار ، بحث مورد های تکنیک گرفت.
های ای جمله چند محاسبه از پرهیز دلیل به روش این سرعت و زمان در جویی صرفه آدومین تجزیه روش به نسبت وردشی تکراری روش
روش بر ای مقایسه شده مطرح مثال در شده انتخاب پاارمترهای کارگیری به با نیز تقریبی های جواب عددی جدول . است هرمرحله در آدومین

باشد. می رفته کار به های
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چکیده
خیلی و دارد فراوان کاربرد دیگر رشتەهای از بسیاری در که است پایه علوم شاخەهای مهمترین از یکی ریاضی
غیر درک موضوع ولی نمی کنند پیدا هویت ریاضی بدون مدیریت و حسابداری اقتصاد، مهندسی، علوم رشتەهای از
درس این به هم دانشجویان درعلاقه و است کرده ایجاد را مشکلی نادرست، آموزش روش های و ریاضی از صحیح

است. گذاشته منفی تاثیر پایه
مشکل این برای مناسب حل راه یافتن دنبال به پژوهش این نیست بی تاثیر امر این در نیز ریاضی تدریس سنتی روشهای

می شود. پرداخته ریاضی تدریس جهت روش هایی ارائه به و است

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

تعاملی روش های ریاضی، آموزش
مؤثر ارزیابی نوین، روش های

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
97C70
97D40
97D30

مقدمه .۱
ریاضیات که شود آموخته باید دانشجویان به و کرد نخواهد ایجاد جذابیت دانشجو برای و ندارد مفهومی کاربرد ارائه بدون ریاضیات تدریس

.[3] نیست انتگرال و مشتق شبیه قواعدی و فرمول حفظ تنها
نیست ریاضی مفاهیم از جدای ماشین حساب حتی و حسابداری مهندسی، متفاوت رشتەهای ریاضی، در موجود نرم افزارهای که کرد تأکید باید
کاربرد به تنها نه موجود افزارهای نرم آن نتیجه و کامپیوتر در نویسی برنامه متفاوت زبان های بهتر بیان با و مصنوعی هوش وجود دیگر عبارتی به

داشت. تسلط ریاضی متفاوت شاخەهای به باید افزارها نرم این کردن تکمیل برای بلکه نمی  زند لطمه ریاضی
از استفاده با اینکه مگر افتاد نخواهد اتفاق امر این و کند کنجکاوی به تشویق را دانشجویان که بداند مکلف را خود درکلاس، باید ریاضی استاد

سازد. روشن را واقعی زندگی با ریاضی ارتباط وکاربردی واقعی مثال های
نسل برای فصل ها سر ارائه داشت دقت باید و کرد کمک مسئله عمیق درک به تعاملی روش های از استفاده با و دارد تنوع به نیاز ریاضی آموزش
در نوین روش های اصول بررسی به مقاله این در نیست. فرمول حفظ ریاضی کند احساس کلاس در دانشجو که باشد گونەای به باید جدید

.[5] می شود پرداخته ریاضی آموزش

ریاضی آموزش در مؤثر های گام .۲
نیست باهوش افراد برای فقط ریاضی که شود داده اطمینان دانشجو به کلاس دوم و اول جلسات در که است این ریاضی، تدریس در گام اولین
جلسه در باید ریاضی استاد نگرش این تغییر برای حال کرد. نخواهد پیدا مفهومی ریاضی آموزش نیفتد اتفاق کلاس در نگرش تغییر این تا و
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مثال های بیان به فقط اول جلسه و کند تدریس است قرار انسانی رشتەهای یا مهندسی علوم از رشتەای چه برای را ریاضی بداند درس هر در اول
طور به .[1] کند درگیر می کند مطرح که کاربردی مثال های حل در را دانشجویان کند سعی و بپردازد مربوطه رشته در ریاضی مفاهیم از کاربردی
مشتق کاربرد از مدیریت و حسابداری اقتصاد، رشتەهای در یا بپردازد آزاد دریاهای در کشتی عبوری کانال های طراحی در مشتق کاربرد به مثال
در یا کند مطرح را مساحت محاسبه در انتگرال کاربرد عمران رشته در و کند مطرح را هزینه مینیمم یا سود ماکزیمم سر، به سر یا تعادل نقطه در
کند تدریس به شروع کلاس در دانشجویان رشته به توجه بدون ریاضی استاد اگر بنابراین کند. ارائه را چندگانه انتگرال مفهوم ثقل مرکز محاسبه
سخنرانی مدل با و یکسان طور به رشتەها تمامی برای را عمومی(۱) ریاضی نام به درسی و باشد نداشته توجه دانشجو قبلی علمی سطح به و
هیچ و کرد خواهد تدریس را شده دیکته سرفصل های فقط ترم پایان تا بلکه افتاد نخواهد اتفاق صحیح طور به ریاضی آموزش تنها نه کند ارائه

افتاد. نخواهد اتفاق یادگیری گونه
که بود خواهد موفق ریاضی تدریس در استادی اول، جلسات در است. ریاضی آموزش روانشناسی بحث موفق، ریاضی تدریس در گام دومین
جلسه در و دارد را ریاضی مفهوم انتقال توانایی استاد، کند پیدا اطمینان باید دانشجو کند. مقابله ترم پایان تا کلاس دانشجویان اضطراب با بتواند
توانایی استاد، تدریس مدل این با که برسد نتیجه این به باید دانشجو دارد. را موضوع به تسلط و تدریس توانایی استاد که کند درک دانشجو اول
کند جذب را دانشجو تواند نمی کند می گیری سخت از صحبت اول جلسه در که استادی .[3] دارد را پاسی نمره حداقل یا خوب نمره کسب
ریاضی استاد افتاد. نخواهد اتفاق کلاس در تعاملی هیچ و رانده کلاس از را دانشجو بلکه افتاد نخواهد اتفاق ریاضی آموزش تنها نه نتیجه در و

گرفت. نخواهد کمکی قبل ترم افتادەهای بالای تعداد از صحبت کلاس در بداند باید
کند ایجاد اضطراب دانشجو در که ریاضی استاد از بیانی نوع هر کند. توجه جلب و کند ارائه را مفاهیم می تواند ریاضی استاد استرس، کاهش با

بود. خواهد ریاضی آموزش برای لطمەای
شده گفته عنوان های دقیقه چند فقط جلسه هر شروع در است. قبل جلسات اصلی مفاهیم تکرار است لازم ریاضی تدریس برای که گام سومین
آموزش در روش این و کرد خواهد کمک مسئله حل مهارت تقویت به امر این شود حل مثال امکان صورت در و کرده مطرح را قبل جلسه

.[4] است معروف ریاضی در موثر آموزش نحوه به ریاضی
دانشگاهی یک در که دانشجویی بگیرد. نظر در را دانشجو علمی سطح اول جلسه در ریاضی استاد ، است این ریاضی تدریس در گام چهارمین
جذب آزمون بدون و تحصیلی سوابق اساس بر آن دانشجویان که دانشگاهی تا هستند کلاس در کنکور برتر رتبەهای در که کند می تحصیل
موجود شرایط با را خود توانند نمی که است ریاضی اساتید بزرگ معضلات از یکی مفهوم این می طلبد. را تدریس روش در تفاوت اند شده
استادی بنابراین دهد. وفق کلاس با را خودش می داند مکلف را دانشجو و داند می دانشجو مشکل را مشکل این عامیانه طور به و دهند وفق
افتخار دانشگاه در درس افتادەهای تعداد به فقط و افتاد نخواهد اتفاق صحیح ریاضی آموزش است بی اطلاع خود دانشجوی توانایی های از که
به را ضعیف دانشجوی بتواند که است این در معلم هنر و نیست یکسان دانشجویان همه علاقه و استعداد میزان که کرد توجه باید کرد. خواهد
و فرهنگی اجتماعی، تفاوت های به احترام که بود خواهد موفق استادی و کند تبدیل قوی دانشجوی به را متوسط دانشجوی و متوسط دانشجوی

نکند. فراموش را فردی توانایی های
گردد. انتخاب مورد هر در منطقی بندی های بارم و شود اجرا پایان ترم و میان ترم کوئیز، فرم به باید ارزیابی ها است. درس ارزیابی گام پنجمین
به پروژه و کوئیز به شبیه ارزیابی بلکه نمی شود منتهی تدریس به فقط ریاضی آموزش در موفقیت که کردەاند ثابت پیشرفته صنعتی کشورهای
نتیجه و کند مطالعه مستمر طور به را شده تدریس مفاهیم تا کرد خواهد مکلف را دانشجو و کرده علاقه ایجاد و داده افزایش را یادگیری مراتب
تدریس مفاهیم ازیادگیری دانشجو ارزیایی بر علاوه امتحان که است این کنند توجه آن به باید اساتید که دومی نکته .[2] شود حاصل مطلوب
توجه اساتید باید که است این امتحان، در نهایی نکته دهد؟ آموزش را مفاهیم است داشته توانایی آیا که بود خواهد استاد خود برای امتحانی شده،
که است تکلیفی در سؤالات نوع این طرح جای و ندارند محدود، وقت با آزمون جلسه در جایگاهی سخت سوال های کردن مطرح باشند داشته
ترم میان نمره به فقط نمره بحث در که استادی نتیجه در دهد. تحویل استاد به و کند حل و فکر کافی فرصت در تا شود داده دانشجو به می تواند

کرد. نخواهد حاصل دیگری نتیجه ریاضی از زدگی دل از غیر به کند اکتفا ترم پایان و
است کرده انتخاب استاد این با را درس این اینکه از دانشجو باشد. خوب پیشینه دارای کلاس به ورود در باید استاد اینکه آخر و ششم گام
از و باشد نشده استرس دچار است شنیده استاد این مورد در که قضاوت هایی از اول جلسه همان از و باشد داشته خشنودی و رضایت احساس
نمی توانند هستند، منطقی غیر وسخت گیری های زیاد افتادەهای تعداد دارای قبل ترم های در که اساتیدی نکند. انتخاب را استاد این اجبار روی

باشند. داشته توجهی هم دانشجو بازخورد به دانشجویان با تعامل نتیجه در که بود خواهد موفق استادی و باشند موفق درس کلاس در

اصلی نتیجه
کسب و شغل مفهوم به بودن ریاضی استاد نیست. ریاضی معلم لزوما دارد ریاضی دکتری که فردی هر دیگر عبارتی به است. هنر یک معلمی
توانایی گذاری، تاثیر بیان، فن اخلاقی، خوش قبیل از شاخصەهایی باید ریاضی علم مشخصه بر علاوه که است حرفه یک بلکه نیست درآمد
ترکیبی بلکه نیست دانش انتقال فقط و فقط معلمی بنابراین باشد. داشته نیز را احترام و همدلی بودن، الگو خلاقیت، نظم، امید، و انگیزه ایجاد
نکردن عبور و احترام رعایت به دانشجو کردن ملزم و جدیت داشتن ضمن در کند سعی باید استاد نتیجه در است. شده گفته های شاخص از
یک عنوان به ریاضی تدریس بر علاوه و بود خواهد کنارش در راهنما عنوان به همواره که دهد اطمینان امروزی دانشجویان به قرمزها خط از
فارغ از بعد حتی دانشجو که است استادی موفق، استاد نهایت در کرد. خواهد کمک مناسب شغل ایجاد و اهدافش به دانشجو رسیدن در مشاور
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تخصصی علم بر علاوه استاد که است این فقط و فقط مرحلەای چنین به رسیدن لازمه و کند باز حساب او مشاورەهای و کمک روی التحصیلی
باشد. داشته هم غیره و موفقیت روش های فرهنگی، اجتماعی، کتاب های زمینه در مطالعەای دارد که
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هیبرید سانسور های داده حضور در لیندلی 𝑋 توزیع پارامتر برآورد
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چکیده
می مطالعه هیبرید سانسور طرح گرفتن نظر در با را (XⅬⅮ) لیندلی X توزیع بیزی و کلاسیک برآورد مقاله این در
به توجه با را لیندلی X توزیع پارامتر بیزی برآورد و درستنمایی ماکسیمم روش از استفاده با را کلاسیک برآورد کنیم.
مونت سازی شبیه از استفاده با نهایت در آوریم. می بدست هیبرید سانسور های داده حضور در خطا مربع زیان تابع

دهیم. می ارائه را تحقیق نتایج کارلو

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

توزیع ماکسیمم، درستنمایی ، لیندلی توزیع
هیبرید. سانسور ، پسین

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
باشد: زیر چگالی تابع با لیندلی توزیع پارامتری یک تصادفی متغیر یک X کنید فرض

𝑓(𝑥; 𝜃) = ൝
𝜃۲(۱+𝑥)𝑒−𝜃𝑥

۱+𝜃 𝑥, 𝜃 > ۰
۰ جاها سایر (۱)

لیندلی توزیع و نمایی توزیع از تلفیقی که لیندلی X توزیع بار نخستین برای [۲] وهمکاران زقدودی شد. تعریف لیندلی[۱] بارتوسط اولین که
انگیزه است. (XⅬⅮ) لیندلی X توزیع ساختن منظور به لیندلی و نمایی توزیع از خاصی تلفیق براساس مقاله این ایده دادند. ارائه را است
، کارایی ، واریانس ، میانگین های فرمول با پارامتری یک کاربردی توزیع یک ساختن ، جدید توزیع این ساختن و معروف توزیع دو تلفیق
در توزیع ازین شوند. زده تقریب سرعت به موارد از بسیاری در است ممکن و است تر ساده پراکندگی های شاخص و کشیدگی و چولگی
توزیع پارامترهای بیزی و کلاسیک استنباط [۳] همکاران و آلوتایبی شود. می استفاده بسنده های برازش و نیپا ویروس و کرونا ابولا، تحلیل
و مریم را خطر نرخ توابع و اطمینان قابلیت دادند. ارائه شیمی مهندسی در کاربردهایی با دوم نوع پیشرونده هیبرید از استفاده با را لیندلی X
لیندلی X توزیع [۵] وهمکاران خوجا بقا، آنالیز حوزه در کردند. بررسی ۱۹ کوید از کاربردهایی در توانی لیندلی X توزیع ای بر [۴] همکاران
و سنتی درستنمایی ماکسیمم از ترکیبی دوگانه، رویکرد یک . کردند معرفی شده سانسور های داده تحت پارامتر برآورد تاکید با را شده بریده
در شمارشی های داده برای را پواسن لیندلی X توزیع [۶] همکاران و الحق احسن شد. استفاده مدل پارامترهای برآورد برای بیزی، تکنیک
خطر نرخ توابع و شده بریده گشتاورهای بین رابطه بررسی منظور به را لیندلی X توزیع [۷] همکاران و مطیری کردند. پیشنهاد اطمینان قابلیت
کردند تلفیق دیگر های توزیع با را لیندلی X توزیع زیادی نویسندگان ، تحقیقات ادامه در کردند. بررسی ، خطر نرخ توابع و معکوس شکست

∗سخنران
رودباری) بلوچ (نسرین n_roodbary@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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ی شده سانسور های داده حضور در را لیندلی X توزیع نویسندگان از هیچکدام شده انجام های بررسی با . ([۱۳]،[۱۲]،[۱۱]،[۱۰]،[۹]،[۸]).
و کوندو که مدلی با نوع هیبرید ی شده سانسور های داده تحت را توزیع این پارامترهای برآورد ما مقاله این در لذا . اند نکرده بررسی هیبرید

آوریم. می بدست اند، داده ارائه [۱۴] پرادان
برآورد بخش۳ در کنیم. می توصیف هیبرید ی شده سانسور های داده فرض تحت را مدل ، دربخش۲ باشد. می صورت بدین مقاله سازماندهی
آوریم. می بدست خطا مربع زیان تابع به توجه با را مجهول پارامتر بیزی برآورد ، ۴ بخش در و ماکسیمم درستنمایی روش از استفاده با پارامتر

است. شده ارائه ۵ بخش در گیری نتیجه و سازی شبیه مطالعات

متدولوژی .۲
است: صورت به آن توزیع تابع و X چگالی تابع صورت این در باشد. 𝜃 پارامتر با لیندلی X توزیع دارای Xکنید فرض

𝑓𝑋𝐿(𝑥; 𝜃) = ൝
𝜃۲(۲+𝜃+𝑥)𝑒−𝜃𝑥

(۱+𝜃)۲ 𝑥, 𝜃 > ۰
۰ 𝑜, 𝑤

(۲)

𝐹𝑋𝐿(𝑥; 𝜃) = ۱ − ቆ۱ + 𝜃𝑥
(۱ + 𝜃)۲ቇ 𝑒−𝜃𝑥 𝑥 > ۰, 𝜃 > ۰ (۳)

هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای مولفه هر عمر طول می گیرند. قرار عمر طول آزمایش یک در یکسان شرایط تحت مولفه 𝑛 کنید فرض
شده تعیین پیش از زمان به یا بخورد شکست ام 𝑛 ی مولفه از بعد 𝑅 ی شده انتخاب پیش از تعداد که شود می متوقف زمانی آزمایش هستند.
شود. مشاهده شکست یک حداقل آزمایش طول در و نشده جایگزین خورده شکست های مولفه که کنید فرض برسد. آزمایش این در ،𝑇 ی

داریم: را زیر مدل دو از یکی سانسور طرح این تحت بنابراین،
I: ⅽase {𝑥۱∶𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑅∶𝑛} اگر 𝑥𝑅∶𝑛 < 𝑇
II: ⅽase {𝑥۱∶𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑑∶𝑛} اگر ۱ ≤ 𝑑 < 𝑅, 𝑥𝑑∶𝑛 < 𝑇 < 𝑥𝑑+۱∶𝑛

طرح شماتیک نمایش هستند.برای آزمایش مولفەهای از شده مشاهده شدەی مرتب شکست زمان های دهندەی نشان 𝑥۱∶𝑛 < ⋯ < 𝑥𝑛∶𝑛 که
معنی به 𝑥𝑑∶𝑛 < 𝑇 < 𝑥𝑑+۱∶𝑛 اما نبینیم را 𝑥𝑑+۱∶𝑛 مشاهده ما که است ممکن کرد. اشاره [۱۴] پرادان و کوندو به توان می هیبرید سانسور

است. نداده رخ 𝑇 و 𝑥𝑑∶𝑛 بین شکستی هیچ و داده رخ 𝑇 از قبل ام 𝑑 شکست که اینست
باشد: می زیر بصورت شده، ارائه مورد دو درستنمایی تابع شده، مشاهده های داده براساس

اول: حالت درستنمایی تابع

𝑙(𝑥 ∣ 𝜃) = 𝜃۲𝑅
(۱ + 𝜃)۲𝑅

𝑅

ෑ
𝑖=۱

(۲ + 𝜃 + 𝑥𝑖∶𝑛) 𝑒−𝜃ቄ∑
𝑅
𝑖=۱ 𝑥𝑖∶𝑛+(𝑛−𝑅)𝑥𝑅∶𝑛 ቆ۱ + 𝜃𝑥𝑅∶𝑛

(۱ + 𝜃)۲ቇ
𝑛−𝑅

(۴)

دوم: حالت درستنمایی تابع

𝑙(𝑥 ∣ 𝜃) = 𝜃۲𝑑
(۱ + 𝜃)۲𝑑

𝑑

ෑ
𝑖=۱

(۲ + 𝜃 + 𝑥𝑖∶𝑛) 𝑒−𝜃𝑖 ∑
𝑑
𝑖=۱ 𝑥𝑖∶𝑛+(𝑛−𝑑)𝑇 ቆ۱ + 𝜃𝑇

(۱ + 𝜃)۲ቇ
𝑛−𝑑

(۵)

.𝑥 = 𝑥۱∶𝑛 …𝑥𝑛∶𝑛 که
شود: می تعریف زیر بصورت نهایی درستنمایی تابع ، دوم حالت و اول حالت ترکیب با

𝑙 = 𝑙(𝑥 ∣ 𝜃) = 𝜃۲𝑟
(۱ + 𝜃)۲𝑟

𝑟

ෑ
𝑖=۱

(۲ + 𝜃 + 𝑥𝑖∶𝑛) 𝑒−𝜃ቄ∑
𝑟
𝑖=۱ 𝑥𝑖∶𝑛+(𝑛−𝑟)𝑐ቅ ቆ۱ + 𝜃𝑐

(۱ + 𝜃)۲ቇ
𝑛−𝑟

(۶)

.𝑐 = ቊ 𝑥𝑅∶𝑛 ⅽaseI
𝑇 ⅽase 𝐼𝐼 و 𝑟 = ቊ 𝑅 ⅽaseI

𝑑 II ⅽase آن در که
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(ⅯⅬE) درستنمایی ماکسیمم برآورد .۳
با: است برابر (۶) معادله برای درستنمایی تابع لگاریتم

ⅼog(𝑙) = ۲𝑟 ⅼog(𝜃) − ۲𝑛 ⅼog(۱ + 𝜃) + (𝑛 − 𝑟) ⅼog ൫(۱ + 𝜃)۲ + 𝜃𝑐൯ +
𝑟


𝑖=۱

ⅼog (۲ + 𝜃 + 𝑥𝑖∶𝑛)

− 𝜃 ቐ
𝑟


𝑖=۱

𝑥𝑖∶𝑛 + (𝑛 − 𝑟)𝑐ቑ

(۷)

⟹ 𝜕 ⅼog 𝑙
𝜕𝜃 = ۲𝑟

𝜃 − ۲𝑛
۱ + 𝜃 + (𝑛 − 𝑟)(۲(۱ + 𝜃) + 𝑐)

(۱ + 𝜃)۲ + 𝜃𝑐 −
𝑟


𝑖=۱

𝑥𝑖∶𝑛 − (𝑛 − 𝑟)𝑐 (۸)

⇒ 𝜕۲ ⅼog 𝑙
𝜕𝜃۲ = −۲𝑟

𝜃۲ +
۲𝑛

(۱ + 𝜃)۲ −
۲(𝑛 − 𝑟) ൫(۱ + 𝜃)۲ + 𝑐(𝜃 + ۲ + 𝑐)൯

((۱ + 𝜃)۲ + 𝜃𝑐)۲ < ۰ (۹)

�̂�𝑀𝐿𝐸 با را آن که (𝑀𝐿𝐸)𝜃 ماکسیمم درستنمایی برآورد اوردن دست به برای است. درستنمایی ماکسیمم برآورد (۸) معادله جواب نتیجه در
از استفاده با .البته نمود حل را 𝑑 ⅼn 𝐿(𝑥𝑖;𝜃)

𝑑𝜃 غیرخطی معادله یا آورد بدست 𝜃 به توجه با (۸) معادله حل از مستقیما توان می ، دهیم می نشان
کنیم. می استفاده رافسون نیوتن الگوریتم مثل تکراری عددی های روش از لذا آورد بدست را درستنمایی برآورد توان نمی تحلیلی های روش

بیز برآورد .۴
نظر در ، دوره طول در معلوم ثابت یک عنوان به توان نمی را عمر طول مختلف های مدل پارامترهای رفتار عملی، های موقعیت از بسیاری در
فرض واقعیت، این گرفتن نظر در با بگیریم. نظر در تصادفی متغیر را عمر طول های مدل پارامترهای که رسد می نظر به منطقی بنابراین، گرفت.

کنیم: می تعریف زیر بصورت را آن که ، باشد 𝑏, 𝑎 هایپرپارامترهای با گاما 𝜃 پیشین توزیع کنید
𝑔(𝜃) ∝ 𝜃𝑎−۱𝑒−𝑏𝜃 𝜃 > ۰ ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑏 > ۰ (۱۰)

هستند. مثبت معلوم حقیقی اعداد دو هر کنیم می فرض و هستند پیشین توزیع هایپرپارامترهای 𝑏, 𝑎 که
زیان تابع ترین معمول خطا مربع زیان تابع است. ها داده براساس 𝜃 براورد �̂� که است 𝐿(�̂�, 𝜃) زیان تابع انتخاب مهم موضوع بیزی، برآورد در

است. گرفته قرار استفاده مورد وسیعی بطور که است متقارن

(SEⅬF) خطا مربع زیان تابع
کنند. می برآورد بیش یا برآورد کم یکسان بطور متقارن زیان توابع شود. می تعریف 𝐿(�̂�, 𝜃) = (�̂� − 𝜃)۲ با خطا مربع زیان تابع

شوذ: می 𝜃 و نمونه مشاهدات توام چگالی ، (۱۰) و (۶) به توجه با

𝜋(𝑥; 𝜃) ∝ 𝜃۲𝑟+𝑎−۱
(۱ + 𝜃)۲𝑛

𝑟

ෑ
𝑖=۱

(۲ + 𝜃 + 𝑥𝑖) 𝑒−𝜃ቄ∑
𝑛
𝑖=۱ 𝑥𝑖+(𝑛−𝑟)𝑐+𝑏ቅ ቆ۱ + 𝜃𝑐

(۱ + 𝜃)۲ቇ
𝑛−𝑟

(۱۱)

با: است برابر 𝑥 شرط به 𝜃 پسین چگالی بنابراین،
𝜋(𝜃 ∣ 𝑥) = 𝑙(𝑥 ∣ 𝜃)𝑔(𝜃 ∣ 𝑎 ⋅ 𝑏)

∫∞۰ 𝑙(𝑥 ∣ 𝜃)𝑔(𝜃 ∣ 𝑎 ⋅ 𝑏)𝑑𝜃
(۱۲)

با: است برابر خطا مربع زیان تابع تحت ℎ(𝜃) مثل 𝜃 از تابعی هر بیز برآورد و

ෟℎ(𝜃𝐵𝑆) = 𝐸(ℎ(𝜃) ∣ 𝑥) = ∫∞۰ ℎ(𝜃)𝑙(𝑥; 𝜃)𝑑𝜃
∫∞۰ 𝑙(𝑥; 𝜃)𝑑𝜃

(۱۳)

آمد. خواهد بدست راحتی به بیزی برآورد عددی های روش با
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سازی شبیه مطالعات .۵
است: زیر بصورت لیندلی 𝑋 تابع 𝑄𝑋(𝑢) ، 𝜃 > ۰ هر برای .۱ .۵ قضیه

𝑄𝑋(𝑢) = 𝑥𝑢 = −(۱ + 𝜃)۲
𝜃 − ۱

𝜃𝑊−۱ ቈ
(۱ + 𝜃)۲

exp(۱ + 𝜃)۲ (𝑢 − ۱) , 𝑢 ∈ [۰, ۱] (۱۴)

است. لامبرت منفی شاخه 𝑊−۱ که
[۲] است. ۱ و ۰ یکنواخت توزیع دارای 𝐹(𝑋) = 𝑈 معادله

بار 𝑁 = ۵۰۰۰ با زیر سازی شبیه مطالعه . کنیم می بررسی 𝑛 = ۳۰، 𝑛 = ۴۰ برای را بیزی برآورد و ⅯⅬ برآوردگر رفتار بخش، زیر این در
است. شده ارائه اند، شده انتخاب 𝜃 = ۰٫۵ ۴۰و و 𝑛 = ۳۰ که (𝜃; 𝑛) تکرار

است: شده حاصل سازی شبیه مطالعه از زیر مشاهدات است. شده ارائه ۲ و ۱ جدول در سازی شبیه نتیجه
شود. می تر نزدیک پارامتر واقعی مقدار به پارامتر برآورد ، هستند ثابت 𝑛, 𝑇 که وقتی 𝑅 افزایش با ، بیزی و کلاسیک برآورد دو هر در .۱

اند. شده کاراتر بیزی و درستنمایی ماکسیمم برآوردهای بنابراین و است یافته کاهش 𝑅 افزایش با برآورد استاندارد انحراف .۲
است. شده کوتاهتر 𝐶𝐿 و 𝐻𝑃𝐷 اطمینان فواصل طول .۳

𝑅،𝑇 = ۱۰ ، 𝑛 = ۳۰ متغیر برای فواصل طول با ۹۵٪𝐻𝑃𝐷 فواصل و ها آن (SE) استاندارد انحراف با 𝜃 بیزی و کلاسیک برآوردهای :۱ جدول
طرح ̸ برآورد 𝑅 = ۲۰ 𝑅 = ۲۵ 𝑅 = ۳۰

Ⅿ Ⅼ برآورد [S E] �̂� = ۰, ۶۵۰۴[۰, ۱۰۵۹] �̂� = ۰, ۵۲۹۷[۰, ۰۷۴۷۴] �̂� = ۰, ۵۰۴۹[۰, ۰۶۵۱]
ⅭⅬ{wiⅾth } 𝜃 ∈ (۰, ۴۵۴۷ ∶ ۰, ۸۷۸۵){۰, ۴۲۳} 𝜃 ∈ (۰, ۳۷۴۸ ⋅ ۰, ۶۵۴۳){۰, ۲۷۹} 𝜃 ∈ (۰, ۳۶۵۰, ۰, ۶۳۷۷){۰, ۲۷۲}

gaⅿⅿa Bayes estiⅿate �̂� = ۰, ۶۱۷۶[۰, ۰۸۷۲] �̂� = ۰, ۵۰۹۵[۰, ۰۶۶۲] �̂� = ۰, ۴۹۵۵[۰, ۰۶۲۱]
PHⅮ { wiⅾth } 𝜃 ∈ (۰, ۴۴۷۶, ۰, ۷۸۳۷){۰, ۳۳۶۱} 𝜃 ∈ (۰, ۳۷۸۱, ۰, ۶۳۶۳){۰, ۲۵۸۱} 𝜃 ∈ (۰, ۳۷۶۱, ۰, ۶۲۱۵){۰, ۲۴۵۴}

𝑅،𝑇 = ۱۰ ، 𝑛 = ۴۰ متغیر برای فواصل طول با ۹۵٪𝐻𝑃𝐷 فواصل و ها آن (SE) استاندارد انحراف با 𝜃بیزی و کلاسیک برآوردهای :۲ جدول
طرح ̸ برآورد 𝑅 = ۲۰ 𝑅 = ۲۵ 𝑅 = ۳۰

Ⅿ Ⅼ برآورد [S E] �̂� = ۰, ۶۲۶۳[۰, ۰۹۷۴] �̂� = ۰, ۵۲۴۱[۰, ۰۶۳۱] �̂� = ۰, ۴۹۶۸[۰, ۰۵۷۴]
Ⅽ Ⅼ{ wiⅾth } 𝜃 ∈ (۰, ۴۵۵۷ ⋅ ۰, ۷۸۵۶){۰, ۳۲۹۹} 𝜃 ∈ (۰, ۳۹۶۸ ⋅ ۰, ۶۵۹۰){۰, ۲۶۲۲} 𝜃 ∈ (۰, ۳۷۳۴ ⋅ ۰, ۵۹۵۸){۰, ۲۲۲۳}

gaⅿⅿa Bayes estiⅿat �̂� = ۰, ۵۸۷۸[۰, ۰۷۵۴۱] �̂� = ۰, ۵۱۹۹[۰, ۰۶۱۹] �̂� = ۰, ۵۰۱۱[۰, ۰۵۱۲]
PHⅮ { wiⅾth } 𝜃 ∈ (۰, ۴۵۰۴ ⋅ ۰, ۷۳۸۲){۰, ۲۸۷۸} 𝜃 ∈ (۰, ۳۸۹۵ ⋅ ۰, ۶۳۴۹){۰, ۲۴۵۴} 𝜃 ∈ (۰, ۳۷۹۴ ⋅ ۰, ۵۸۵۷){۰, ۲۰۶۳}

پیشنهادات
پیشنهاد ، فوق مقاله به توجه با و است گرفته قرار نویسندگان از بسیاری توجه مورد اخیرا که است جدیدی توزیع لیندلی X توزیع اینکه به توجه با
گردد. بررسی دار رتبه مجموعه گیری نمونه به توجه با و شده سانسور های داده حضور در لیندلی X توزیع مقاومت تنش پارامترهای که کنم می

مراجع
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باکستین⁃هاویسون غیرخطی معادله بقای قوانین
دسترنجب الهام ،آ، سیفی∗ محمدحسین

ایران شاهرود، شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده دکتری، آدانشجوی
ایران شاهرود، شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده محض، ریاضی گروه بدانشیار،

چکیده
ایجاد باعث نادرست گذاری قیمت زیرا دارد. زیادی بسیار اهمیت مشتقه ابزار عنوان به معامله اختیار گذاری قیمت
پژوهشگران آن، های ویژگی و معامله اختیار گذاری قیمت های مدل یافتن اهمیت با شود. می بازار در آربیتراژ
باکستین⁃هاویسون، غیرخطی مدل ارائه از پس پژوهش این در کردند. معرفی گذاری قیمت برای مختلفی معادلات
مدل این های جواب بین ثابت ویژگی یک دهنده نشان بقا قانون است. شده محاسبه و بیان مستقیم روش به بقا قوانین
مدل برای بقا قانون یک آن دنبال به که آمد بدست آن برای شار یک غیرخطی مدل این بقای قوانین محاسبه با است.

است. شده استخراج باکستین⁃هاویسون

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

غیرخطی دیفرانسیل معادله
بقا قوانین

معامله اختیار
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

35L65
91G20

مقدمه .۱
خود محصولات قیمت کاهش نگران کشاورزان مثال طور به می شود. معاملات انجام در ریسک ایجاد باعث مالی بازارهای آینده نبودن مشخص
معامله ریسک که هستند ابزارهایی از استفاده دنبال به معامله طرف دو دلیل همین به هستند. آن ها قیمت افزایش نگران مصرف کنندگان و آینده در
جلوگیری و معاملات ریسک کاهش منظور به مالی مهندسین کنند. مصون آینده اتفاقات و قیمت نوسانات برابر در را معاملەگران و دهند کاهش را
و قیمت کالا، نوع مانند معامله ارکان که می شوند گفته قراردادهایی به آتی مشتقەهای کردند. معرفی را آتی مشتقه قراردادهای طرفین، زیان از
معامله۱ اختیار قرارداد آتی قراردادهای مهمترین از یکی می شود. انجام آینده در معامله اما می شوند مشخص قرارداد انعقاد لحظه در معامله زمان

.[۵ ،۱] است شده طراحی معاملات ریسک پوشش هدف با قرارداد این است.
یک سود یعنی است. صفر برابر بازار در شده ایجاد زیان و سود مجموع عبارتی به .[۳] است صفر مجموع بازی یک مالی بازارهای در معامله
گاهی .[۷] ریسک بدون سود کسب نه و است آمده وجود به ریسک کاهش برای معامله اختیار است. معامله مقابل طرف زیان معنای به طرف
آربیتراژی فرصت های بازار در که است قیمت گذاری مناسب قیمت گذاری که است درحالی این می کنند کسب ریسک بدون سود معاملەگران اوقات
قیمت گذاری دلیل همین به است. معامله اختیار قرارداد انعقاد ارکان مهمترین از یکی معامله اختیار برای مناسب قیمت انتخاب نیاورد. وجود به
باعث واقعیت، از دور به فرض هایی وجود اما کرد. ایجاد مالی بازارهای در تحولی بلک⁃شولز مدل ارائه دارد. زیادی بسیار اهمیت معامله اختیار
بازار واقعیت به که شدەاند ارائه جدیدی مدل های مدل، این ناکارآمدی رفع برای برود. بین از سال چند از پس بازار در مدل این کارآیی که شدند
معاملاتی هزینەهای بلک ⁃شولز مدل از الگوبرداری با مدل ها از بعضی کرد. تقسیم مختلفی دستەهای به می توان را مدل ها این هستند. نزدیک تر

گرفتند. درنظر تصادفی را بازار تلاطم مدل هایی و نکردند فرض ثابت را بهره نرخ دیگر برخی کردند. لحاظ قیمت گذاری در را
معاملاتی، های هزینه گرفتن نظر در با که مدل این .[۲] کردند معرفی را خود مدل استاندارد، بلک⁃شولز مدل توسعه با هاویسون۳ و باکستین۲

∗سخنران
دسترنج) (الهام Elham.Dastranj@shahroodut.ac.ir سیفی)، (محمدحسین Mohammad.H.Seifi@shahroodut.ac.ir الکترونیک: پست
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شود. می تعریف زیر جزئی دیفرانسیل معادله صورت به است شده غیرخطی
𝜕𝐻
𝜕𝑡 + ۱

۲𝑥
۲𝜎۲ 𝜕۲𝐻

𝜕𝑥۲ + 𝑟𝑥𝜕𝐻𝜕𝑥 − 𝑟𝐻 = ۰, (۱)

آن در که

𝜎۲ = 𝜎۲ ۱ + ۲𝜌𝑥𝜕
۲𝐻
𝜕𝑥۲ + ቆ𝜌𝑥 (۱ − 𝛼) 𝜕

۲𝐻
𝜕𝑥۲ ቇ

۲
൩ , (۲)

است. زیر صورت به باکستین⁃هاویسون مدل (۱) در (۲) جایگذاری با است. شده معامله سهام تعداد 𝛼 و معاملاتی هزینه 𝜌 ∈ ℝ

𝜕𝐻
𝜕𝑡 + ۱

۲𝜎
۲𝑥۲ 𝜕۲𝐻

𝜕𝑥۲ ቆ۱ + ۲𝜌𝑥𝜕
۲𝐻
𝜕𝑥۲ ቇ +

۱
۲𝜌

۲ (۱ − 𝛼)۲ 𝜎۲𝑥۴ ቈ𝜕
۲𝐻
𝜕𝑥۲ 

۳
+ 𝑟𝑥𝜕𝐻𝜕𝑥 − 𝑟𝐻 = ۰. (۳)

.[۶] شود می تبدیل زیر معادله به باکستین⁃هاویسون معادله ،(𝛼 = ۱) معامله اختیار قرارداد هر در سهام یک معامله فرض با همچنین
𝜕𝐻
𝜕𝑡 + ۱

۲𝜎
۲𝑥۲ 𝜕۲𝐻

𝜕𝑥۲ ቆ۱ + ۲𝜌𝑥𝜕
۲𝐻
𝜕𝑥۲ ቇ + 𝑟𝑥𝜕𝐻𝜕𝑥 − 𝑟𝐻 = ۰. (۴)

روش های به بقا قوانین می ماند. باقی ثابت معادله در که است ویژگی بیانگر بقا قوانین هستند. بقا قوانین دارای دیفرانسیل معادلات از برخی
روش می شود. تعریف دیورژانسی عبارت یک صورت به بقا قانون آن در که است مستقیم۴ روش روش ها، از یکی می شوند محاسبه مختلفی

می شود. تعریف دیفرانسیل معادله برای قانون یک تقارن هر ازای به روش این در است. لاگرانژ۵ فرمال روش دیگر

مستقیم روش به بقا قوانین .۲
هر است. ثابت دستگاه جواب های همەی روی که است دیورژانسی عبارت یک جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستگاه یک بقای قانون
متغیرهای به وابسته موضعی ضرایب از می دهد، نتیجه را دیفرانسیل معادلات دستگاه از موضعی قانون یک که غیربدیهی دیورژانسی عبارت
و وابسته متغیرهای دیورژانسی نمایش های یافتن برای مستقیم روش در می آید. دست به وابسته متغیرهای مشتقات و وابسته متغیرهای مستقل،
تمامی روی را دیورژانسی نمایش های کار این می شوند. جایگزین دلخواه توابعی با تابعی، ضرایب و دیفرانسیل معادلات دستگاه در آنها مشتقات

.[۸] می کند صفر دستگاه جواب های
جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله برای بقا قانون یک [۴] .۱ .۲ تعریف

Δ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑢𝛽 , 𝑢𝛽𝑖 , 𝑢
𝛽
𝑖𝑗 , … ) = ۰, ۱ ⩽ 𝑓 ⩽ 𝑙, (۵)

شکل به دیورژانسی عبارت یک

𝐷𝑖Φ𝑖[𝑢] =
𝑛


𝑗=۱

𝐷𝑗Φ𝑗[𝑢] = ۰, (۶)

با است برابر که دارد نام بقا قانون شار۶ Φ𝑖[𝑢] بالا عبارت در باشد. صادق (۵) دستگاه جواب های تمامی روی باید که است
Φ𝑖[𝑢] = Φ𝑖(𝑥, 𝑢, 𝜕𝑢, … , 𝜕𝑟𝑢). (۷)

گویند. بقا قانون مرتبه می شود، دیده شار در که مشتق مرتبه بیشترین

4Direct method
5Formal Lagrange method
6Fluxes



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ دسترنج الهام و سیفی محمدحسین ۱۸۴

فرم به ضرایب از مجموعەای [۹] .۲ .۲ قضیه
{Λ𝜈[𝑈]}𝑁𝜈=۱ = {Λ𝜈(𝑥, 𝑈, 𝜕𝑈,… , 𝜕𝑠𝑈)}𝑁𝜈=۱, (۸)

آنکه شرط به می کنند تولید دیورژانسی عبارت یک است، دلخواه تابعی 𝑈(𝑥) آن در که
Λ𝜈[𝑈]𝑅𝜈[𝑈] ≡ 𝐷𝑖Φ𝑖[𝑈]. (۹)
دیفرانسیل معادلات دستگاه برای بقا قانون یک ،𝑠 دلخواه مرتبه با (۸) ضرایب مجموعه

𝑅(𝑥𝑖 , 𝑢) = Δ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑢𝛽 , 𝑢𝛽𝑖 , 𝑢
𝛽
𝑖𝑗 , … ) = ۰, ۱ ⩽ 𝑓 ⩽ 𝑙, (۱۰)

باشیم داشته 𝑈(𝑥) دلخواه تابع هر برای اگر می دهد نتیجه
𝐸𝑈𝛽[Λ𝜈(𝑥, 𝑈, 𝜕𝑈,… , 𝜕𝑠𝑈)𝑅𝜈(𝑥, 𝑈, 𝜕𝑈,… , 𝜕𝑠𝑈)] ≡ ۰, ۱ ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑚, (۱۱)
می شود. تعریف زیر صورت به ،۱ ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑚 برای و است 𝑈𝛽 به نسبت اویلر⁃لاگرانژ عمگر 𝐸𝑈𝛽[.] آن در که

𝐸𝑈𝛽 = 𝜕
𝜕𝑈𝛽 − 𝐷𝑖

𝜕
𝜕𝑈𝛽

𝑖
+⋯+ (−۱)𝑠𝐷𝑖۱ …𝐷𝑖𝑠

𝜕
𝜕𝑈𝛽

𝑖۱…𝑖𝑠
+… . (۱۲)

می کند. صفر را 𝐷𝑖Φ𝑖[𝑈] دیورژانسی عبارت عملگر این

باکستین⁃هاویسون معادله بقای قانون .۳
صورت به 𝑠 مرتبه از (۴) باکستین⁃هاویسون معادله بقای قوانین

𝐷𝑡Ψ[𝑢] + 𝐷𝑥Φ𝑥[𝑢] ≡ Λ(𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝜕𝑈,… , 𝜕𝑠𝑈)𝑅[𝑢], (۱۳)
آن در که است

𝑅[𝑢] = 𝜕𝑢
𝜕𝑡 + ۱

۲𝜎
۲𝑥۲ 𝜕۲𝑢

𝜕𝑥۲ ቆ۱ + ۲𝜌𝑥𝜕
۲𝑢
𝜕𝑥۲ ቇ + 𝑟𝑥𝜕𝑢𝜕𝑥 − 𝑟𝑢. (۱۴)

داریم عملگر این اعمال با شود. اعمال (۱۳) معادله راست سمت بر ،(۱۲) اویلر⁃لاگرانژ عملگر باید Λ ضریب یافتن برای

Λ𝑢 ቆ𝑢𝑡 +
𝑥۲𝜎۲𝑢𝑥𝑥 (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱)

۲ + 𝑟𝑥𝑢𝑥 − 𝑟𝑢ቇ − ۲Λ𝑟 − Λ𝑥𝑟𝑥 − Λ𝑢𝑟𝑥𝑢𝑥 − Λ𝑡 − Λ𝑢𝑢𝑡

+ Λ𝑥𝑥 ቆ
𝑥۲𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱)

۲ + 𝜌𝜎۲𝑥۳𝑢𝑥𝑥ቇ + ۲Λ𝑥 ൫𝑥𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱) + ۴𝑥۲𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥൯

+ Λ ൫𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱) + ۱۰𝑥𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥൯ + Λ𝑥𝑢𝑢𝑥 ቆ
𝑥۲𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱)

۲ + 𝜌𝜎۲𝑥۳𝑢𝑥𝑥ቇ

+ Λ𝑢𝑢𝑥 ൫𝑥𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱) + ۴𝑥۲𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥൯ + ۲Λ𝑥𝑥۳𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥 + ۶Λ𝑥۲𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥

+ 𝑢𝑥ቆΛ𝑥𝑢 ቆ
𝑥۲𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱)

۲ + 𝜌𝜎۲𝑥۳𝑢𝑥𝑥ቇ + Λ𝑢 ൫𝑥𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱) + ۴𝑥۲𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥൯

+ Λ𝑢𝑢𝑢𝑥 ቆ
𝑥۲𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱)

۲ + 𝜌𝜎۲𝑥۳𝑢𝑥𝑥ቇ + ۲Λ𝑢𝑥۳𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥ቇ

+ Λ𝑢𝑢𝑥𝑥 ቆ
𝑥۲𝜎۲ (۲𝜌𝑥𝑢𝑥𝑥 + ۱)

۲ + 𝜌𝜎۲𝑥۳𝑢𝑥𝑥ቇ

+ 𝑢𝑥𝑥𝑥 ൫۲Λ𝑥𝑥۳𝜎۲𝜌 + ۶Λ𝑥۲𝜎۲𝜌 + ۲Λ𝑢𝑥۳𝜎۲𝜌𝑢𝑥൯ + ۲Λ𝑥۳𝜎۲𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ≡ ۰.

(۱۵)

خواهیم باکستین⁃هاویسون معادله برای بقا قانون یک تنها بنابراین است. صفر می شود پیدا Λ ضریب برای که مقداری تنها بالا معادله حل با
است. زیر صورت به که داشت

𝐷𝑡𝑢 − 𝐷𝑥𝑥𝑢𝑡 = ۰. (۱۶)
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نتایج .۴
محاسبه است مدل این های جواب بین ثابت ویژگی یک دهنده نشان که بقا قانون باکستین⁃هاویسون، غیرخطی مدل ارائه از پس پژوهش این در
است. آمده بدست باکستین⁃هاویسون مدل برای بقا قانون یک و شار یک مستقیم روش به غیرخطی مدل این بقای قوانین محاسبه با است. شده
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نسبی عملگری آنتروپی  چشم انداز نظر نقطه از آن عکس و لاونر⁃هاینز نامساوی
،آ علمداری∗ الهی فضل مریم

ایران تهران، مهارت، ملی دانشگاه ریاضی، گروه استاریار آ

چکیده
را آن عکس و لاونر⁃هاینز نامساوی مقاله، این در دارد. عملگری میانگین مشابه خواصی نسبی عملگری آنتروپی
ادامه در می بریم. بەکار نسبی عملگری آنتروپی ر د را آن و کرده اثبات ضربی⁃جمعی و عملگری یکنوای توابع برای
خواهیم تعیین چشم انداز، نقطەنظر از را نسبی عملگری آنتروپی های برخی برای نامساوی هایی ازجمله معادلی روابط

نمود.

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

نسبی عملگری آنتروپی
لاونر⁃هاینز نامساوی

چشم انداز
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

47A63
46L05
46L60

مقدمه .۱
تابع ،۰ ≤ 𝛼 ≤ ۱ برای که است معنی این به نامساوی این می باشد. عملگری نامساوی های بحث برای بنیادی ابزار لاونر⁃هاینز نامســــاوی
نامساوی این [۵] در هاینز نمود. اثبات ماتریس ها برای [۶] در را نامساوی این لاونر است. عملگری یکنوای [۰, ∞) بازه در 𝑓(𝑡) = 𝑡𝛼 توان
یوچی نمود. ثابت کامل بەطور را عملگری نظری برهان [۷] در کاتو و کرد اثبات دلخواه بعد با هیلبرت فضای یک روی مثبت عملگرهای برای را
𝐴 ≤ 𝐵 ،𝜆 > ۰ هر برای که داد نشان او برد. بەکار عملگری میانگین برای را آن و کرده ثابت را لاونر⁃هاینز نامساوی معکوس [۱۳] در یاما

اگر تنها و اگر
(𝐴 + 𝜆)𝛼 ≤ (𝐵 + 𝜆)𝛼.

[۱۴] در لاونر⁃هاینز نامساوی معکوس از توسیع هایی بەعنوان حسابی و هندسی میانگین برای نامساوی هایی بین ی هم ارز روابط براین، علاوه
یکنوای توابع تعمیم یافته چشم انداز و چشم انداز نقطەنظر از را لاونر⁃هاینز نامساوی عکس شامحمدی و نیکوفر ۲۰۱۷ سال در است. شده ارائه

.[۱۱] نمودند بررسی ضربی و عملگری
نتیجه عملگری میانگین مورد در کوبو⁃آندو نظریه از تعریف این کرد. معرفی کوبو⁃آندو نظریه تعمیم با را نسبی عملگری آنتروپی [۳] فوجی
جابجایی 𝑛 × 𝑛 ماتریس های 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .[۳] دارد عملگری آنتروپی های و میانگین ها مانند خواصی ، نسبی عملگری آنتروپی می شود.
را 𝐵 و 𝐴 ماتریس های چشم انداز تابع [۱] در افروس باشد. عملگری محدب 𝑓 و اکید مثبت 𝐵 و خودالحاق 𝐴 ،𝐼 در ویژه مقادیر با مثبت

بەصورت
𝒫𝑓(𝐴, 𝐵) = 𝐵𝑓(𝐴𝐵)

∗سخنران
علمداری) الهی فضل (مریم m_fazlolahi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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نمود اثبات سادەتری روش به را بودند کرده مطرح روسکای و لیب که را نتیجەای ماتریسی، چشم انداز تابع از استفاده با افروس کرد. تعریف
ارائه را چشم انداز توابع بودن محدب مشترک برای ضروری و لازم شرایط و دادند تعمیم را [۱] اصلی نتایج [۱۲] در همکاران و نیکوفر .[۱]

دادند. تعمیم مثبت ناجابجایی ماتریس های روی را چشم انداز توابع و نمودند
است: شده تعریف زیر بەصورت [۱۲] در 𝑓 متغیرە  یک پیوسته تابع ناجابجایی چشم انداز

𝒫𝑓(𝐴, 𝐵) = 𝐵۱/۲𝑓(𝐵−۱/۲𝐴𝐵−۱/۲)𝐵۱/۲

می باشد. بسته بازە در طیف با ℋ هیلبرت فضای روی وارون پذیر مثبت عملگر 𝐵 و خودالحاق عملگر 𝐴 که
کردند: تعریف زیر بەصورت را ℎ و 𝑓 به وابسته دومتغیره ناجابجایی تعمیم یافته چشم انداز [۱۲] در همکاران و نیکوفر

𝒫𝑓Δℎ(𝐴, 𝐵) = ℎ(𝐵)۱/۲𝑓(ℎ(𝐵)−۱/۲𝐴ℎ(𝐵)−۱/۲)ℎ(𝐵)۱/۲

عملگری آنتروپی [۳] فوجی می باشد. 𝐼 بسته بازه در طیف با ℋ هیلبرت فضای روی پذیر وارون مثبت عملگر 𝐵 و خودالحاق عملگر 𝐴 که
می شود. نتیجه عملگری میانگین مورد در کوبو⁃آندو نظریه از تعریف این کرد. معرفی کوبو⁃آندو نظریه تعمیم با را نسبی

.[۳] دارد عملگری آنتروپی های و میانگین ها مانند خواصی ، نسبی عملگری آنتروپی

اصلی نتایج .۲
هر برای که است معنی این به ،𝐴 ≤ 𝐵 جزئی ترتیب باشند. ℋ هیلبــرت فضای روی کراندار خودالحاق عملگـــر دو 𝐵 و 𝐴 کنید فرض
این سراسر در می دهیم. نشان ℬ(ℋ)++ با را پذیر معکوس مثبت عملگرهای مجموعه است. برقرار ⟨𝐴𝑥, 𝑥⟩ ≤ ⟨𝐵𝑥, 𝑥⟩ رابطـــه 𝑥 ∈ ℋ

.𝑓(𝑡𝑠) = 𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑠) اگر نامیم ضربی⁃جمعی را 𝑓 تابع هستند. پذیر معکوس مثبت عملگرهای دهنده نشان 𝐷 و 𝐶 ،𝐵 ،𝐴 مباحث
می شود: تعریف زیر بەصورت 𝑓 تابع از �̃� ترانهادە ،𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ تابع هر برای

�̃�(𝑥) = 𝑥𝑓(𝑥−۱), 𝑥 > ۰.
داریم: 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)+ هر برای دراین صورت باشد. 𝑓 تابع ترانهادە �̃� و پیوسته تابع 𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ کنیم فرض [۱۱] .۱ .۲ لم

𝒫�̃�(𝐴, 𝐵) = 𝒫𝑓(𝐵, 𝐴).

آن گاه باشد، عملگری یکنوای 𝑓 و 𝐶 ≤ 𝐷 ،𝐴 ≤ 𝐵 اگر [۱۱] .۲ .۲ قضیه
𝒫𝑓(𝐴, 𝐶) ≤ 𝒫𝑓(𝐵, 𝐷).

.𝑓 = �̃� اگر تنها و اگر است متقارن 𝒫𝑓 دراین صورت باشد. تابع یک 𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ که کنیم فرض [۱۱] .۳ .۲ نتیجه
اگر تنها و اگر است 𝐴 ≤ 𝐵 دراین صورت باشد. 𝑡 = 𝑎 همسایگی در غیرثابت عملگری یکنوای تابع یک 𝑓(𝑡) کنیم فرض [۱۳] .۴ .۲ قضیه

و 𝑡𝑛 → ۰ بەطوری که باشد داشته وجود {𝑡𝑛} دنبالە 
𝑓(𝑎 + 𝑡𝑛𝐴) ≤ 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑛𝐵).

هستند: معادل زیر گزارەهای باشند. 𝐴, 𝐵 ≥ ۰ و ضربی⁃جمعی و ثابت غیر عملگری یکنوای تابع 𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ کنید فرض .۵ .۲ قضیه
،𝐴 ≤ 𝐵 (i)

،𝐴 + 𝜆 ≤ 𝐵 + 𝜆 ،𝜆 ≥ ۰ هر برای (ii)
،𝑓(𝐴 + 𝜆) ≤ 𝑓(𝐵 + 𝜆) ،𝜆 ≥ ۰ هر برای (iii)

،𝑓(𝐴 + 𝜆𝑛) ≤ 𝑓(𝐵 + 𝜆𝑛) داریم: ،𝜆𝑛 → ∞ ،𝑛 → ∞ وقتی  و 𝜆𝑛 > ۰ {𝜆𝑛} که دنبالە برای (iv)
.𝑓(𝑡𝑛𝐴 + ۱) ≤ 𝑓(𝑡𝑛𝐵 + ۱) داریــم: ،𝑡𝑛 → ۰ ،𝑛 → ∞ وقتی و 𝑡𝑛 > ۰ {𝑡𝑛} که دنبالە برای (v)
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داریم: (v) ⇐ (iv) اثبات برای می باشند. بدیهی (iv) ⇐ (iii) و (iii) ⇐ (ii) (ii)، ⇐ (i) اثبات اثبات.

𝑓(𝜆𝑛(
𝐴
𝜆𝑛

+ ۱)) ≤ 𝑓(𝜆𝑛(
𝐵
𝜆𝑛

+ ۱)).

داریم: است، ضربی⁃جمعی تابع 𝑓 چون
𝑓( 𝐴𝜆𝑛

+ ۱) ≤ 𝑓( 𝐵𝜆𝑛
+ ۱).

می شود. اثبات نیز (i) ⇐ (v) ، ۴ .۲ قضیە بەوسیله می آوریم. بەدست  را (v) قسمت 𝑡𝑛 ∶= ۱
𝜆𝑛

دادن قرار با
دراین صورت باشد. ضربی⁃جمعی تابع 𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ کنید فرض .۶ .۲ لم

.�̃�(𝑡𝑠) = 𝑡�̃�(𝑠) + 𝑠�̃�(𝑡) ،𝑡, 𝑠 > ۰ هر برای (i)
.𝑓(۱) = �̃�(۱) = ۰ (ii)

دراین صورت باشند. 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)++ و ضربی⁃جمعی تابع 𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ کنید فرض .۷ .۲ لم
،𝒫𝑓(𝑠𝐴, 𝐵) = 𝑓(𝑠)𝐵 + 𝒫𝑓(𝐴, 𝐵) ،𝑠 > ۰ هر برای (i)
،𝒫𝑓(𝐴, 𝑡𝐵) = �̃�(𝑡)𝐵 + 𝑡𝒫𝑓(𝐴, 𝐵) ،𝑡 > ۰ هر برای (ii)

،𝒫𝑓(𝐴 + 𝜆, 𝐵 + 𝜇) = �̃�(𝜇)(𝐵𝜇 + ۱) + 𝜇𝒫𝑓(𝐴 + 𝜆, 𝐵𝜇 + ۱) ،𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای (iii)

.𝒫𝑓(𝐴 + 𝜆, 𝐵 + 𝜇) = 𝑓(𝜆)(𝐵 + 𝜇) + 𝒫𝑓(
𝐴
𝜆 + ۱, 𝐵 + 𝜇) ،𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای (iv)

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℬ(ℋ)++ هر برای زیر گزارەهای باشد. ضربی⁃جمعی و نامنفی عملگری یکنوای 𝑓 ∶ (۰, ∞) ⟶ ℝ کنید فرض .۸ .۲ قضیه
می باشند. معادل

،𝐶 ≤ 𝐷 و 𝐴 ≤ 𝐵 (i)
،𝜆 ≠ 𝜇 با 𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای (ii)

𝒫𝑓(𝜆−۱, 𝜇−۱)𝐶 + 𝜇−۱𝒫𝑓(𝐴 + 𝜆, 𝐶 + 𝜇) ≤ 𝒫𝑓(𝜆−۱, 𝜇−۱)𝐷 + 𝜇−۱𝒫𝑓(𝐵 + 𝜆, 𝐷 + 𝜇),

،𝑠 ≠ 𝑡 با 𝑠, 𝑡 > ۰ هر برای (iii)
𝒫𝑓(𝑠𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱) ≤ 𝒫𝑓(𝑠𝐵 + ۱, 𝑡𝐷 + ۱).

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℬ(ℋ)++ هر برای زیر گزارەهای باشد. ضربی⁃جمعی و عملگری یکنوای نامنفی، 𝑓 ∶ (۰, ∞) ⟶ ℝ کنید فرض .۹ .۲ نتیجه
می باشند. معادل

،𝒫𝑓(𝐴 + 𝜆, 𝐶 + 𝜆) ≤ 𝒫𝑓(𝐵 + 𝜆, 𝐷 + 𝜆) ،𝜆 > ۰ هر برای (i)
.𝒫𝑓(𝑠𝐴 + ۱, 𝑠𝐶 + ۱) ≤ 𝒫𝑓(𝑠𝐵 + ۱, 𝑠𝐷 + ۱) ،𝑠 > ۰ هر برای (ii)

بەکارگیری با 𝜆 = ۱
𝑠 طور همین و 𝑡 = 𝑠 دهید قرار اثبات.

𝑠𝑓(𝑠) + �̃�(𝑠) = 𝑠𝑓(𝑠) + 𝑠𝑓(𝑠−۱) = 𝑠𝑓(۱) = ۰
می آید. بەدست نظر مورد نتیجه
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بەصورت را 𝐵 و 𝐴 پذیر معکوس مثبت عملگرهای نسبی عملگری آنتروپی [۲] کامی و فوجی

𝑆(𝐴, 𝐵) = 𝐴
۱
۲ ⅼog(𝐴− ۱

۲𝐵𝐴−
۱
۲ )𝐴

۱
۲

کردند. معرفی
یعنی می باشد 𝑓(𝑡) = ⅼog 𝑡 تابع چشم انداز نسبی، عملگری آنتروپی حقیقت، در

𝑆(𝐴, 𝐵) = 𝒫𝑓(𝐵, 𝐴).

می بریم. کار به نسبی عملگری آنتروپی برای را ۸ .۲ قضیه
می باشند. معادل زیر گزارەهای 𝐵 ≤ 𝐷 و 𝐴 ≤ 𝐶 با 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℬ(ℋ)++ هر برای .۱۰ .۲ نتیجه

،𝐶 ≤ 𝐷 و 𝐴 ≤ 𝐵 (i)
،𝑆(𝐴 + 𝜆, 𝐶 + 𝜇) ≤ 𝑆(𝐵 + 𝜆, 𝐷 + 𝜇) ،𝜆 < 𝜇 با 𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای (ii)

.𝑆(𝑟𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱) ≤ 𝑆(𝑟𝐵 + ۱, 𝑡𝐷 + ۱) ،𝑟 < 𝑡 با 𝑟, 𝑡 > ۰ هر برای (iii)

ضربی⁃جمعی تابع تعمیم یافته چشم انداز به لاونر⁃هاینز نامساوی توسیع .۳
باشند. پیوسته تابع دو ℎ ∶ (۰, ∞) → (۰, ∞) و 𝑓 ∶ (۰, ∞) → ℝ بخش این در کنید فرض

داریم: 𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای دراین صورت .𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)++ و ضربی ℎ ضربی⁃جمعی، 𝑓 کنید فرض .۱ .۳ لم

𝒫𝑓Δℎ(𝐴 + 𝜆, 𝐵 + 𝜇) = �̃�(ℎ(𝜇))ℎ(𝐵𝜇 + ۱) + ℎ(𝜇)𝒫𝑓Δℎ(𝐴 + 𝜆, 𝐵𝜇 + ۱).

𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای .𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ)++ و ضربی⁃جمعی 𝑓 کنید فرض .۲ .۳ لم

𝒫𝑓Δℎ(𝐴 + 𝜆, 𝐵 + 𝜇) = 𝑓(𝜆)ℎ(𝐵 + 𝜇) + 𝒫𝑓Δℎ(
𝐴
𝜆 + ۱, 𝐵 + 𝜇).

زیر گزارەهای آن گاه باشد، ضربی و عملگری یکنوای ℎ اگر باشد. ضربی⁃جمعی و عملگری یکنوای نامنفی، تابع 𝑓 کنید فرض .۳ .۳ قضیه
می باشند. معادل 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℬ(ℋ)++ هر برای

،𝐶 ≤ 𝐷 و 𝐴 ≤ 𝐵 (i)
،𝜆 ≠ ℎ(𝜇) با 𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای (ii)

𝒫𝑓Δℎ(𝜆−۱, 𝜇−۱)ℎ(𝐶+𝜇)+ℎ(𝜇−۱)𝒫𝑓Δℎ(𝐴+𝜆, 𝐶+𝜇) ≤ 𝒫𝑓Δℎ(𝜆−۱, 𝜇−۱)ℎ(𝐷+𝜇)+ℎ(𝜇−۱)𝒫𝑓Δℎ(𝐵+𝜆, 𝐷+𝜇)

.𝒫𝑓Δℎ(𝑠𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱) ≤ 𝒫𝑓Δℎ(𝑠𝐵 + ۱, 𝑡𝐷 + ۱) ،𝑠 ≠ ℎ(𝑡) با 𝑠, 𝑡 > ۰ هر برای (iii)
زیر گزارەهای آن گاه باشد، ضربی و عملگری یکنوای ℎ اگر باشد. ضربی⁃جمعی و عملگری یکنوای نامنفی، تابعی 𝑓 کنید فرض .۴ .۳ نتیجه

می باشند. معادل 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℬ(ℋ)++ هر برای
،𝒫𝑓Δℎ(𝐴 + ℎ(𝜇), 𝐶 + 𝜇) ≤ 𝒫𝑓Δℎ(𝐵 + ℎ(𝜇), 𝐷 + 𝜇) ،𝜇 > ۰ هر برای (i)

.𝒫𝑓Δℎ(ℎ(𝑡)𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱) ≤ 𝒫𝑓Δℎ(ℎ(𝑡)𝐵 + ۱, 𝑡𝐷 + ۱) ،𝑡 > ۰ هر برای (ii)

می آید. بەدست نتیجه 𝜇 = ۱
𝑡 و 𝑠 = ℎ(𝑡) فرض با اثبات.
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است. شده تعریف زیر بەصورت فوروتا توسط [۴] در 𝑞 ∈ ℝ و 𝐴, 𝐵 پذیر وارون مثبت عملگرهای برای تعمیم یافته نسبی عملگری آنتروپی
𝑆𝑞(𝐴|𝐵) = 𝐴۱/۲(𝐴−۱/۲𝐵𝐴−۱/۲)𝑞(ⅼog𝐴−۱/۲𝐵𝐴−۱/۲)𝐴۱/۲.

که کنید توجه . آورد بەدست را آن عکس و شانون عملگری نامساوی پارامتریک توسیع تعمیم یافته، نسبی عملگری آنتروپی مفهوم کاربرد با وی
به مطلب این ،𝑞 = ۰ برای

𝑆۰(𝐴|𝐵) = 𝑆(𝐴|𝐵)
که مفهوم این به است 𝑡𝛼 ⅼog 𝑡 تابع چشم انداز 𝑆𝛼(𝐴|𝐵) پارامتری نسبی عملگری آنتروپی می یابد. کاهش

𝑆𝛼(𝐴|𝐵) = 𝒫𝑡𝛼 ⅼog 𝑡(𝐴|𝐵).

اعداد و 𝐴, 𝐵 پذیر وارون مثبت عملگرهای برای را پارامتری) دو نسبی عملگری (آنتروپی نسبی عملگری آنتروپی −(𝛼, 𝛽) مفهوم [۸] در
است: شده تعریف زیر بەصورت 𝛼, 𝛽 حقیقی

𝑆𝛼,𝛽(𝐴, 𝐵) ∶= 𝐴
𝛽
۲ (𝐴−

𝛽
۲ 𝐵𝐴−

𝛽
۲ )𝛼(ⅼog𝐴−𝛽

۲ 𝐵𝐴−
𝛽
۲ )𝐴

𝛽
۲ .

کردەایم. تحقیق را شده معرفی عملگری ,𝛼)−هندسی 𝛽) میانگین طبق بر را نسبی عملگری ,𝛼)−آنتروپی 𝛽) پایین و بالا کران های [۱۰ ،۹] در
داریم: بەویژه

𝑆𝛼,۱(𝐴|𝐵) = 𝑆𝛼(𝐴|𝐵)
و

𝑆۰,۱(𝐴|𝐵) = 𝑆(𝐴|𝐵).
توابع از تعمیم یافته چشم انداز نسبی، عملگری آنتروپی −(𝛼, 𝛽) که است ذکر قابل

یعنی می باشد ۰ < 𝛽 < ۱ با ℎ(𝑡) = 𝑡𝛽 و 𝑓(𝑡) = 𝑡𝛼 ⅼog 𝑡
𝑆𝛼,𝛽(𝐴, 𝐵) = 𝒫𝑓Δℎ(𝐵, 𝐴).

می بریم. کار به نسبی، عملگری آنتروپی −(𝛼, 𝛽) برای را ۳ .۳ قضیه
می باشند. معادل زیر گزارەهای ۰ < 𝛽 < ۱ و 𝐼 ≤ 𝐵 ≤ 𝐷 و 𝐼 ≤ 𝐴 ≤ 𝐶 با 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℬ(ℋ)++ برای .۵ .۳ نتیجه

،𝐶 ≤ 𝐷 و 𝐴 ≤ 𝐵 (i)
،𝑆۰,𝛽(𝐴 + 𝜆, 𝐶 + 𝜇) ≤ 𝑆۰,𝛽(𝐵 + 𝜆, 𝐷 + 𝜇) ،۱ ≤ 𝜆 < 𝜇 با 𝜆, 𝜇 > ۰ هر برای (ii)

.𝑆۰,𝛽(𝑟𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱) ≤ 𝑆۰,𝛽(𝑟𝐵 + ۱, 𝑡𝐷 + ۱) ،𝑟 < 𝑡 ≤ ۱ با 𝑟, 𝑡 > ۰ هر برای (iii)
و ۰ < 𝛽 < ۱ ،𝑥 > ۰ ،ℎ(𝑥) = 𝑥𝛽 کنید فرض اثبات.

𝑔(𝑥) = ቊ ⅼog 𝑥, 𝑥 ≥ ۱,
۰, ۰ < 𝑥 < ۱.

داریم: همچنین می کنند. صدق ۳ .۳ قضیه شرایط در ℎ و 𝑔 توابع

𝒫𝑔Δℎ(𝐶 + 𝜇, 𝐴 + 𝜆) = ቊ 𝑆۰,𝛽(𝐴 + 𝜆, 𝐶 + 𝜇), (𝐴 + 𝜆)𝛽 ≤ 𝐶 + 𝜇,
۰, 𝐶 + 𝜇 < (𝐴 + 𝜆)𝛽 ,

𝒫𝑔Δℎ(𝑡𝐶 + ۱, 𝑟𝐴 + ۱) = ቊ 𝑆۰,𝛽(𝑟𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱), (𝑟𝐴 + ۱)𝛽 ≤ 𝑡𝐶 + ۱,
۰, 𝑡𝐶 + ۱ < (𝑟𝐴 + ۱)𝛽 ,

و
𝒫𝑔Δℎ(𝜇−۱, 𝜆−۱) = ቊ 𝑆۰,𝛽(𝜆−۱, 𝜇−۱), 𝜇 ≤ 𝜆𝛽 ,

۰, 𝜆𝛽 < 𝜇.



۱۹۱ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ الهی فضل مریم

(𝐴+𝜆)𝛽 ≤ 𝐴+𝜆 داریم: 𝜆 > ۰ و ۰ < 𝛽 < ۱ برای آن گاه 𝐼 ≤ 𝐴+𝜆 چون این، بر علاوه .𝐴+𝜆 ≤ 𝐶+𝜇 لذا 𝜆 < 𝜇 و 𝐴 ≤ 𝐶 چون
لذا و (𝐴 + 𝜆)𝛽 ≤ 𝐶 + 𝜇 نتیجه در .

𝒫𝑔Δℎ(𝐶 + 𝜇, 𝐴 + 𝜆) = 𝑆۰,𝛽(𝐴 + 𝜆, 𝐶 + 𝜇).

،𝜆 < 𝜇 و 𝐵 ≤ 𝐷 برای که می دهد نشان مشابه استدلال
𝒫𝑔Δℎ(𝐷 + 𝜇, 𝐵 + 𝜆) = 𝑆۰,𝛽(𝐵 + 𝜆, 𝐷 + 𝜇).

داریم: ،۰ < 𝛽 < ۱ برای آن گاه ،𝑟 < 𝑡 و 𝐼 ≤ 𝑟𝐴 + ۱ چون این، بر علاوه
(𝑟𝐴 + ۱)𝛽 ≤ 𝑟𝐴 + ۱ ≤ 𝑡𝐶 + ۱.

بنابراین
𝒫𝑔Δℎ(𝑡𝐶 + ۱, 𝑟𝐴 + ۱) = 𝑆۰,𝛽(𝑟𝐴 + ۱, 𝑡𝐶 + ۱)

،𝜆 < 𝜇 و 𝐵 ≤ 𝐷 برای مشابه بەطور و
𝒫𝑔Δℎ(𝑡𝐷 + ۱, 𝑟𝐵 + ۱) = 𝑆۰,𝛽(𝑟𝐵 + ۱, 𝑡𝐷 + ۱).

.𝒫𝑔Δℎ(𝜇−۱, 𝜆−۱) = ۰ داشت: خواهیم لذا .𝜆𝛽 < 𝜇 داریم: ۱ ≤ 𝜆 < 𝜇برای بنابراین، و 𝜆𝛽 ≤ 𝜆 ،𝜆 ≥ ۱ و ۰ < 𝛽 < ۱ برای که کنید توجه
آورد. بەدست را نتیجه می توان مشاهدات این و ۳ .۳ قضیه اساس بر
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چکیده
از ابرگروەها ساختن در مهم ایده یک هستند. گروەها شبیه خواصی با جبری ابرساختار یک متقارن چند ابرگروەهای
که می دهد را امکان این ما به ⁃ابرگروەها 𝐾𝐻 ساختن در همکاران و سالوو دی ایده می شود. استفاده گروەها روی
مرتبه از متقارن چند ابرگروەهای تکنیک، این از استفاده با مقاله این در بسازیم. و ردەبندی را متقارن چند ابرگروەهای

ساختەایم. و بررسی را ۶ از کمتر
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مقدمه .۱
ریاضیدانان کنگره هشتمین در مارتی توسط ،۱۹۳۴ سال در ابرگروەها نظریه می کنیم. بیان ابرگروەها شمارش از کوتاهی تاریخچه آغاز در
نظریه بعد به زمان آن از کرد. معرفی گروه تعمیم عنوان به را ابرگروه مفهوم بار اولین برای مارتی کنگره این در . شد معرفی اسکاندیناوی
های رده کامپیوتری محاسبات کمک با ،لایگروس۲ بایون۱ جمله از بسیاری محققین یافت. گسترش جهان سرتاسر در جبری ابرساختارهای
اند بوده فعال هایشان کاربرد و ساختارها ابر تحلیلی شمارش در ... و دواز سالوو۳، دی .[۱۷ ،۲ ،۱] اند کرده شمارش را ابرساختارها از خاصی
چندمتقارن ابرگروەهای شمردن در روش این از که می دهد ما به را ایده این 𝐾𝐻⁃ابرگروەها شمارش در همکاران و سالوو دی روش .[۱۲–۹ ،۴]
شد. خواهند استفاده مقاله در که می دهیم ارائه ابرگروەها مطالعه برای نیاز مورد نتایج و تعاریف از کوتاه مقدمەای بخش، این در بگیریم. کمک

ابرگروەها .۲
است. شده آورده مقدماتی تعاریف بخش این

∘ ∶ 𝐻 × 𝐻 ⟶ 𝑃∗(𝐻) تابع هر به است. 𝐻 ناتهی زیرمجموعەهای همه خانواده 𝑃∗(𝐻) و ناتهی مجموعه یک 𝐻 کنیم فرض .۱ .۲ تعریف
می گویند. 𝐻 روی ابرعمل یک
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می نامیم. ابرگروەوار یک را (𝐻, ∘) آنگاه باشد، 𝐻 روی ابرعمل یک ∘ اگر
نظر در زیر صورت به طبیعی طور به زیرمجموعەها این برای را ابرعمل این آنگاه باشند، 𝐻 از غیرتهی زیرمجموعه دو 𝐵 و 𝐴 اگر همچنین

می گیریم:
𝐴 ∘ 𝐵 =ራ

𝑎∈𝐴
𝑏∈𝐵

(𝑎 ∘ 𝑏)

باشیم داشته 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای یعنی کند. صدق شرکت پذیری قانون در 𝐻 هرگاه نامیم نیم ابر گروه یک را (𝐻, ∘) ابرگروەوار .۲ .۲ تعریف
.𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑧) = (𝑥 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧

کند: صدق گویند، بازتولیدشده قانون آن به که زیر قانون در 𝐻 هرگاه نامیم ابر گروه یک را (𝐻, ∘) نیم ابرگروه .۳ .۲ تعریف
∀𝑎 ∈ 𝐻, 𝑎 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑎 = 𝐻.

کند. صدق بازتولیدشده و شرکت پذیری قانون دو در هرگاه نامیم ابرگروه یک را (𝐻, ∘) ابرگروەوار فوق مفاهیم به توجه با
است: معادل زیر عبارت با بازتولیدشده قانون .۴ .۲ ملاحظه

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻; 𝑎 ∈ 𝑥 ∘ 𝑏 ∩ 𝑏 ∘ 𝑦

.𝑎 ∘ 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑎 = 𝐻 = 𝐻 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝐻 زیرا
می کنیم. بیان ابرگروەها از مثال چند ادامه در

می گیریم: نظر در زیر صورت به 𝐻 روی را ∘ ابرعمل است. ناتهی مجموعه یک 𝐻 کنید فرض .۵ .۲ مثال
∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻۲, 𝑥 ∘ 𝑦 ∶= 𝐻

می گوییم. کلی ابرگروه را (𝐻, ∘) ابرگروه صورت این در

چندمتقارن ابرگروەهای .۳
به بخش این در کرد. نامگذاری چندمتقارن ابرگروه را ابرساختار این یاتراس کرد. معرفی را منظم ابرگروەهای از خاصی نمونه [۱۳] در میتاس

است. شده استفاده [۱۸] مراجع از بخش این در می پردازیم. ابرگروەها این بررسی و معرفی
می کنیم. بیان زیر در را پلی  متقارن ابرگروەهای تعریف ابتدا در

همه مجموعه 𝑃∗(𝐻) آن در که + ∶ 𝐻 × 𝐻 ⟶ 𝑃∗(𝐻) ابرعمل هرگاه نامند چندمتقارن ابرگروه را 𝐻 غیرتهی مجموعه .۱ .۳ تعریف
کند: صدق زیر اصول در است، 𝐻 غیر تهی زیرمجموعەهای

،𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 باشیم داشته 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای یعنی است، شرکت پذیر + (۱)
،𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای یعنی است، جابجایی + (۲)

،𝑥 ∈ ۰ + 𝑥 ،𝑥 ∈ 𝐻 هر برای بەطوری که است موجود ۰ ∈ 𝐻 عنصر (۳)
𝑆(𝑥) = مجموعه و 𝑥 معکوس یا متقارن عنصر را 𝑥′ ) 𝑥 + 𝑥′ = ۰ بەطوری که است موجود 𝑥′ ∈ 𝐻 عنصر 𝑥 ∈ 𝐻 هر برای (۴)

نامند)، 𝑥 متقارن مجموعه را {𝑥′ | 𝑥 + 𝑥′ = ۰}
.𝑥′ ∈ 𝑦′ + 𝑧′ می شود نتیجه 𝑥 ∈ 𝑦 + 𝑧 از ،𝑧′ ∈ 𝑆(𝑧) و 𝑦′ ∈ 𝑆(𝑦) ،𝑥′ ∈ 𝑆(𝑥) ،𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر برای (۵)

.𝑥 ∈ 𝑆(𝑥′) و 𝑥′ ∈ 𝑆(𝑥) داریم: 𝑥 ∈ 𝐻 هر ازای به است بدیهی
.۰ + ۰ = ۰ نتیجه در ،𝑆(۰) = ۰ (۱) .۲ .۳ نتیجه

.۰ ∈ ۰ + 𝑥 ⟹ 𝑥 = ۰ داریم: 𝑥 ∈ 𝐻 هر ازای به (۲)
است. فرد به منحصر ۰ (۳)
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است. ابرگروه یک آنگاه باشد، چندمتقارن ابرگروه یک 𝐻 اگر .۳ .۳ قضیه
داریم: 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐻 هر ازای به .۴ .۳ لم

(𝑥 + 𝑦) ∩ (𝑧 + 𝑤) ≠ 𝜙 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑧 + 𝑤,
.𝑥 + 𝑦 ≠ 𝑧 + 𝑤 ⟹ (𝑥 + 𝑦) ∩ (𝑧 + 𝑤) = 𝜙 و 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = ۰ + 𝑧 بنابراین

داریم: می دهد. تشکیل را 𝐻 از افراز یک می کند، تغییر 𝐻 در 𝑥 وقتی 𝐶(𝑥) = ۰ + 𝑥 خانواده .۵ .۳ قضیه
𝐶(𝑥 + 𝑦) = ۰ + 𝑥 + 𝑦 = (۰ + 𝑥) + (۰ + 𝑦).

𝐶(𝑥)+𝐶(𝑦) عمل= با آبلی گروه یک 𝐺تشکیل = {𝐶(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐻} مجموعه و است افراز از کلاس یک 𝑥+𝑦 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 هر برای علاوه، به
می دهد. 𝐶(𝑥 + 𝑦)

می شود: حاصل پیشین نتایج از آسانی به که می کنیم، اشاره چندمتقارن ابرگروەهای خواص از مجموعەای به اینجا در
.۰ ∈ 𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝐶(۰) = ۰ زیرا .۰ ∈ 𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = ۰ (۱)

داریم: 𝐻 برگشت پذیری خاصیت طبق (۲)
(𝑥 + 𝑦) ∩ (𝑧 + 𝑤) ≠ 𝜙 ⟹ (𝑧 + 𝑥′) ∩ (𝑦 + 𝑤′) ≠ 𝜙,

زیرا
(𝑥 + 𝑦) ∩ (𝑧 + 𝑤) ≠ 𝜙 ⟹ (𝑥 + 𝑦) = (𝑧 + 𝑤)

⟹ 𝑥 + 𝑦 + 𝑥′ +𝑤′ = 𝑧 + 𝑤 + 𝑥′ +𝑤′

⟹ 𝑦+𝑤′ = 𝑧 + 𝑥′

⟹ (𝑧 + 𝑥′) ∩ (𝑦 + 𝑤′) ≠ 𝜙.
.𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑧 ⟹ 𝑦 ≡ 𝑧(۰) (۳)

.𝑦 = 𝑧 می دهد نتیجه 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑧 آنگاه ،۰ + 𝑦 = 𝑦 اگر (۴)
ابرگروه آنگاه ،𝑦 = 𝑧 دهد نتیجه 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑧 ،𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 هر ازای به بەطوری که باشد، داشته وجود 𝑥 ∈ 𝐻 یک حداقل اگر (۵)

است. آبلی گروه (𝐻,+) چندمتقارن
𝑥∗, 𝑥∗∗ ∈ و 𝑥′ ∈ 𝑆(𝑥) هر ازای به مشابه شکل به است. 𝐶(𝑥′) = 𝐶(𝑥″) = 𝑆(𝑥) ،𝑥′ , 𝑥″ ∈ 𝑆(𝑥) هر ازای به است بدیهی (۶)
و ۰ + 𝑥′ = 𝑥′ بەطوری که 𝑥∗ ∈ 𝑆(𝑥′) و 𝑥′ ∈ 𝑆(𝑥) هر ازای به بنابراین .𝐶(𝑥∗) = 𝐶(𝑥∗∗) = 𝑆(𝑥′) داریم 𝑆(𝑥′)

که: است این 𝐶(𝑥′) = 𝑆(𝑥) اینکه دلیل .𝑆(𝑥′) = 𝑥∗ و 𝑆(𝑥) = 𝑥′ داریم ،۰ + 𝑥∗ = 𝑥∗

𝑢 ∈ 𝐶(𝑥′) ⟹ 𝑢 ∈ 𝑥′ + ۰
⟹ 𝑢 + 𝑥 ⊆ 𝑥 + 𝑥′ + ۰ = ۰ + ۰ = ۰
⟹ 𝑢 + 𝑥 ⊆ ۰
⟹ 𝑢 ∈ 𝑆(𝑥).

برعکس
𝑢 ∈ 𝑆(𝑥) ⟹ 𝑢 + 𝑥 = ۰

⟹ 𝑢 + 𝑥 + 𝑥′ = ۰ + 𝑥′

⟹ 𝑢 + ۰ = ۰ + 𝑥′

⟹ 𝑢 ∈ 𝐶(𝑥′).

زیرا .𝑥 ≡ 𝑦 (۰) ⟺ 𝑥′ ≡ 𝑦′ (۰) (۷)
𝑥 ≡ 𝑦 (۰) ⟹ ۰ + 𝑥 = ۰ + 𝑦

⟹ ۰ + 𝑥 + 𝑥′ + 𝑦′ = ۰ + 𝑦 + 𝑥′ + 𝑦′

⟹ ۰ + 𝑦′ = ۰ + 𝑥′

⟹ 𝑥′ ≡ 𝑦′ (۰).
.𝑆(𝐶(𝑥)) = 𝐶(𝑆(𝑥)) که می گیریم نتیجه خاصیت این از همچنین است. برقرار مشابه طور به نیز برعکس حالت
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لذا و 𝑥 + 𝑦 = 𝐶(𝑧) داریم 𝑧 ∈ 𝑥 + 𝑦 هر ازای به زیرا .𝑆(𝑥 + 𝑦) = 𝑆(𝑥) + 𝑆(𝑦) = 𝑥′ + 𝑦′ (۸)
𝑆(𝑥 + 𝑦) = 𝑆(𝐶(𝑧)) = 𝐶(𝑆(𝑧)) = 𝐶(𝑧′) = 𝑥′ + 𝑦′ = 𝑆(𝑥) + 𝑆(𝑦).

داریم: 𝑥∗𝑖 ∈ 𝐶(𝑥𝑖) و 𝑖 = ۱, … , 𝑛 هر ازای به کلی طور به (۹)
𝐶(𝑥۱ +…+ 𝑥𝑛) = 𝐶(𝑥۱) + … + 𝐶(𝑥𝑛) = 𝑥∗۱ +…𝑥∗𝑛 ,

همچنین
𝑆(𝑥۱ +…+ 𝑥𝑛) = 𝑆(𝑥۱) + … + 𝑆(𝑥𝑛) = 𝑥′۱ +…𝑥′𝑛 ,

هم ارزی) کلاس (نماینده 𝑥𝐶 عنصر ،𝐻 از ۰ پیمانه به 𝐶 هم ارزی کلاس هر ازای به بگیرید. نظر در را 𝐻 از 𝐺 = 𝐻/(۰) کاهش یافته گروه حال
بگیرید: نظر در را زیر نگاشت بنابراین باشد. عناصر این از مجموعەای �̄� کنید فرض می کنیم. انتخاب را

𝑓 ∶ 𝐺 ⟶ �̄�
𝑓(𝐶) = 𝑥𝐶 ∈ �̄�

می گیریم: نظر در �̄� به نسبت را زیر عملیات نگاشت این از استفاده با است. یک بەیک نگاشت این که است بدیهی
𝑥 ⟂ 𝑦 = 𝑓[𝐶(𝑥) + 𝐶(𝑦)] ∀𝑥, 𝑦 ∈ �̄�

𝐶(۰) + 𝐶(𝑥) = و ۰ ∈ �̄� بنابراین 𝐶(۰) = {۰} که آنجا از دیگر عبارت به است. شرکت پذیر و جابجایی شد، تعریف بالا در که عملیاتی
داریم: آنگاه ،𝑥 ∈ �̄� و باشد 𝑆(𝑥) کلاس از متمایز عنصر یک 𝑥′ اگر بنابراین .𝑥 = 𝑥 ⟂ ۰ داریم 𝑥 ∈ �̄� هر ازای به آنگاه ،۰ + 𝑥 = 𝐶(𝑥)

𝑆(𝑥) = 𝐶(𝑥′),

بنابراین
𝑥 ⟂ 𝑥′ = 𝑓[𝐶(𝑥) + 𝐶(𝑥′)] = 𝑓[𝐶(۰)] = ۰,

داریم: 𝑥, 𝑦 ∈ �̄� هر ازای به نتیجه در
𝑓[𝐶(𝑥) + 𝐶(𝑦)] = 𝑓(𝐶(𝑥)) ⟂ 𝑓(𝐶(𝑦)).

داشت: خواهیم را زیر قضیه نهایت در لذا
متناظر ابرگروه) از صفر همانی عنصر (با آبلی گروەهای ساختار با 𝐻 از �̄� زیرمجموعه یک ،(𝐻,+) چندمتقارن ابرگروه هر ازای به .۶ .۳ قضیه

می نامیم. (𝐻,+) از منتخب گروه را (�̄�, ⟂) گروه دارد. وجود 𝐻/(۰) کاهش یافته گروه با
صفر همان با ،𝐻 از منتخب گروه یک از بیش آنگاه باشد، داشته عنصر یک از بیش 𝐻 از ۰ پیمانه به هم ارزی کلاس یک اگر (۱) .۷ .۳ ملاحظه

دارد. وجود یکریختی نیز آن ها خود بین هستند، یکریخت 𝐻/۰ کاهش یافته گروه با گروەها این که ازآنجا داشت. خواهیم 𝐻

است. 𝐻 از محض زیرمجموعه است، محض ابرگروه 𝐻 که وقتی �̄� منتخب گروه هر است بدیهی (۲)
نگاشت ،𝑓 نگاشت جای به بەطوری که آورد دست به می توان بیشتری آبلی گروەهای چندمتقارن، ابرگروه یک از شد ذکر بالا در که همان طور (۳)
بنابراین و 𝑔(𝐶) ∈ 𝐶 شود نتیجه 𝐶 ∈ 𝐺 ازای به که نیست الزامی اما بگیریم، نظر در است 𝐻 به یک بەیک نگاشتی که را 𝑔 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐻

است. 𝑔(𝐺) همانی عنصر عنصر، این صورت این در .𝑔(𝐶(۰)) = 𝑒 اگر .𝑔(𝐶(۰)) = ۰ که نیست الزامی
عنصر −𝑥 و همانی عنصر ۰ کنید فرض همچنین است. آبلی گروه ساختار با زیرمجموعەای 𝐺 و مجموعه یک 𝐸 کنید فرض .۸ .۳ قضیه

اگر: است. 𝑥 ∈ 𝐺 هر ازای به معکوس
𝑓−۱(𝑥) = ،𝑥 ∈ 𝐺 هر ازای به بەطوری که باشد، داشته وجود 𝐺 روی 𝐸/𝑅 خارج قسمتی مجموعه از یک بەیک نگاشت و 𝐸 از 𝑅 افراز (۱)

و است) 𝑥 عنصر شامل و 𝑅 پیمانه به 𝐸 از هم ارزی کلاس 𝐶𝑅(𝑥) (که 𝐶𝑅(𝑥)
،𝐶𝑅(۰) = {۰} (۲)

چندمتقارن ابرگروه یک ساختار 𝐸 به می شود، تعریف 𝐸 روی 𝐺 گروه طریق از که 𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝑓−۱[𝑓(𝐶𝑅(𝑥)) + 𝑓(𝐶𝑅(𝑦))] ابرعمل آنگاه
می شود. منطبق 𝐸/𝑅 بر 𝐸/(۰) کاهش یافته گروه بەطوری که می دهد،
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کوچک مرتبه با چندمتقارن ابرگروەهای شمارش .۴
می پردازیم. ۶ از کمتر مرتبه از چندمتقارن ابرگروەهای شمارش به بخش این در

.𝐻 ≅ ℤ۲ و است گروه یک دو، مرتبه از (𝐻,+) چندمتقارن ابرگروه هر .۱ .۴ قضیه
دارند. وجود یکریختی حد در ۲ مرتبه ابرگروه ۸ و ۲ مرتبه 𝐻𝑣⁃گروه ۲۰ که کنید توجه

.|𝐻/(۰)| ≥ ۲ داریم ،|𝐻| ≥ ۲ با (𝐻,+) چندمتقارن ابرگروه هر برای .۲ .۴ قضیه
داریم 𝑧 ∈ 𝐶(𝑥) + 𝐶(𝑦) هر برای صورت این در .𝑦۱ ∈ 𝐶(𝑦) و 𝑥۱ ∈ 𝐶(𝑥) و چندمتقارن ابرگروه (𝐻,+) کنید فرض .۳ .۴ قضیه

.𝑥۱ + 𝑦۱ = 𝑥 + 𝑦 = 𝐶(𝑧)

است: شده آورده زیر در آنها کیلی جداول که است عدد ۲ یکریختی، حد در ۳ مرتبه از چندمتقارن ابرگروەهای تعداد .۴ .۴ قضیه
+ ۰ ۱ ۲
۰ ۰ ۱ ۲
۱ ۱ ۲ ۰
۲ ۲ ۰ ۱

+ ۰ ۱ ۲
۰ ۰ ۱, ۲ ۱, ۲
۱ ۱, ۲ ۰ ۰
۲ ۱, ۲ ۰ ۰

تعداد به که دادند نشان [۱۷] در ماساروس تسیتوراسو همچنین داریم. 𝐻𝑣⁃گروه ۱, ۰۲۶, ۴۶۲ تعداد که دادند نشان [۱] در لایگروس و بایون
دارد. وجود ۳ مرتبه ابرگروه ۲۳, ۱۹۲

است: شده آورده زیر در آن ها کیلی جداول که است عدد ۴ یکریختی، حد در ۴ مرتبه از چندمتقارن ابرگروەهای تعداد .۵ .۴ قضیه

𝑇۱ ∶

+ ۰ ۱ ۲ ۳
۰ ۰ ۱ ۲ ۳
۱ ۱ ۰ ۳ ۲
۲ ۲ ۳ ۰ ۱
۳ ۳ ۲ ۱ ۰

𝑇۳ ∶

+ ۰ ۱ ۲ ۳
۰ ۰ ۱, ۲, ۳ ۱, ۲, ۳ ۱, ۲, ۳
۱ ۱, ۲, ۳ ۰ ۰ ۰
۲ ۱, ۲, ۳ ۰ ۰ ۰
۳ ۱, ۲, ۳ ۰ ۰ ۰

𝑇۲ ∶

+ ۰ ۱ ۲ ۳
۰ ۰ ۱ ۲ ۳
۱ ۱ ۲ ۳ ۰
۲ ۲ ۳ ۰ ۱
۳ ۳ ۰ ۱ ۲

𝑇۴ ∶

+ ۰ ۱ ۲ ۳
۰ ۰ ۱ ۲, ۳ ۲, ۳
۱ ۱ ۲, ۳ ۰ ۰
۲ ۲, ۳ ۰ ۱ ۱
۳ ۲, ۳ ۰ ۱ ۱

با برابر ۴ مرتبه آبلی 𝐻𝑣⁃گروە های تعداد و ۱۰, ۶۱۴, ۳۶۲ با برابر ۴ مرتبه آبلی ابرگروەهای تعداد که دادند نشان [۲] لایگروس و بایون
یکریختی). حد (در است ۸, ۰۲۸, ۲۹۹, ۹۰۵

دارد. وجود ۵ مرتبه از چندمتقارن نیم ابرگروه ۷ تعداد یکریختی حد در .۶ .۴ قضیه
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و سوم مرتبه غیرخطی دیفرانسیل معادلات از ای دسته تناوبی جواب های وجود
سنگین خودروهای ترمزگیری سیستم های ریاضی مدل در آن کاربرد

،آ بیات∗ مرتضی
ایران زنجان، اسلامی، آزاد دانشگاه زنجان، واحد ریاضی، گروه آدانشیار

چکیده
به که می شود بررسی سوم مرتبه غیرخطی دیفرانسیل معادلات از ای دسته تناوبی جواب های وجود مقاله، این در

شدەاند: داده زیر صورت
𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�)�̈� + 𝑔(𝑡, �̇�) + ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�)

𝑝 ∶ ℝ+×ℝ×ℝ×ℝ → ℝ و 𝑓 ∶ ℝ+×ℝ×ℝ×ℝ → ℝ, 𝑔 ∶ ℝ+×ℝ → ℝ, ℎ ∶ ℝ+×ℝ → ℝ, آن در که
هستند. 𝑇⁃تناوبی و پیوسته توابع

تحلیل اساس بر روش این می کنیم. استفاده لری⁃شاودر درجه نظریه از تناوبی، جواب های وجود بررسی برای
تحلیل در بەویژه بەدست آمده نتایج می کند. تضمین را تناوبی جواب های وجود و است پیوسته و فشرده عملگرهای

هستند. مفید سنگین خودروهای ترمز سیستم های مانند مکانیکی سیستم های پایداری

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

سوم، مرتبه غیرخطی دیفرانسیل معادلات
تناوبی، جواب

لری⁃شاودر، درجه نظریه
سنگین. خودروهای ترمزگیری سیستم های

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34C25
47N20

مقدمه .۱
می شود: گرفته نظر در زیر صورت به سوم مرتبه غیرخطی دیفرانسیل معادله بخش، این در

𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�)�̈� + 𝑔(𝑡, �̇�) + ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�), (۱)
و 𝑓 ∶ ℝ+ × ℝ × ℝ × ℝ → ℝ, 𝑔 ∶ ℝ+ × ℝ → ℝ, ℎ ∶ ℝ+ × ℝ → ℝ توابع و ℝ+ = [۰, ∞) و ℝ = (−∞,∞) آن در که

که: معنی این به هستند، 𝑇⁃تناوبی و پیوسته 𝑝 ∶ ℝ+ × ℝ × ℝ × ℝ → ℝ

𝑓(𝑡 + 𝑇, 𝑥, �̇�, �̈�) = 𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�),
𝑔(𝑡 + 𝑇, 𝑥, �̇�) = 𝑔(𝑡, 𝑥, �̇�), (∃𝑇 > ۰)
ℎ(𝑡 + 𝑇, 𝑥) = ℎ(𝑡, 𝑥),

𝑝(𝑡 + 𝑇, 𝑥, �̇�, �̈�) = 𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�).

می شود. بررسی (۱) برای تناوبی جواب یک وجود اینجا، در

بیات ∗مرتضی
بیات) (مرتضی baayyaatt@gmail.com الکترونیک: پست
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گرفتند: نظر در را زیر سوم مرتبه دیفرانسیل معادله [۱۱] اردور و تونج ،۲۰۱۷ سال در
𝑥 + 𝑓(�̇�)�̈� + 𝑔(�̇�) + ℎ(𝑥) = 𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�), (۲)

مرتبه دیفرانسیل معادلات [۷] همکارانش و رایسیگ ،۱۹۷۴ سال در است. 𝑇⁃تناوبی تابع یک 𝑝 و هستند پیوسته توابع 𝑝 و 𝑓, 𝑔, ℎ آن در که
دادند: قرار بررسی مورد را زیر سوم

𝑥 + 𝑎�̈� + 𝑏�̇� + ℎ(𝑥) = 𝑝(𝑡), (۳)
𝑥 + 𝑎�̈� + 𝑔(�̇�) + 𝑐𝑥 = 𝑝(𝑡), (۴)
𝑥 + 𝑓(�̈�) + 𝑏�̇� + 𝑐𝑥 = 𝑝(𝑡), (۵)

نظریه از استفاده با را (۵)−(۳) معادلات برای تناوبی جواب های وجود [۷] همکارانش و رایسیگ هستند. حقیقی ثابت اعداد 𝑐 و 𝑏 ،𝑎 آن در که
سوم مرتبه دیفرانسیل معادلات برای تناوبی جواب های وجود [۲] همکارانش و آندرس ،۱۹۹۱ سال در سپس کردند. بررسی لری⁃شودر درجه

کردند: مطالعه را زیر
𝑥 + 𝐿(𝑡, 𝑥) = 𝑎(�̈�),
𝑥 + 𝐿(𝑡, 𝑥) = 𝑏(�̇�),
𝑥 + 𝐿(𝑡, 𝑥) = 𝑐(𝑥),

است: شده تعریف زیر صورت به 𝐿(𝑡, 𝑥) تابع آن در که
𝐿(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡)�̈� + 𝑔(𝑡)�̇� + ℎ(𝑥) + 𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�).

.[۲] کردند استفاده نتایج اثبات برای لری⁃شاودر استاندارد روش از آن ها
لیاپانوف دوم روش از استفاده با [۳] در نتایج کرد. مطالعه را (۵)−(۳) معادلات برای تناوبی جواب های وجود [۳] آندرس ،۱۹۹۶ سال در سپس

داد: تعمیم زیر سوم مرتبه غیرخطی دیفرانسیل معادلات به [۷] ،[۳]−[۱] نتایج ،[۵] هوانگ ۱۹۹۹ مقاله در این، بر علاوه آمدند. دست به
𝑥 + 𝑓(�̈�) + 𝑔(�̇�) + ℎ(𝑥) = 𝑝(𝑡). (۶)

استفاده زیر سوم مرتبه خطی دیفرانسیل معادلات برای تناوبی جواب های وجود بررسی برای لری⁃شاودر درجه نظریه از [۹] تونچ همچنین،
کرد:

𝑥 + 𝑐۱(𝑡)�̈� + 𝑐۲(𝑡)�̇� + 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�). (۷)
به را خوانندگان و است شده ارائه سوم مرتبه غیرخطی دیفرانسیل معادلات از کلاسی تناوبی، جواب های وجود با مرتبط کارهای سایر برای

می دهیم. ارجاع [۱۳]−[۴] ،[۸] مقالات
کنند: برآورده را (𝐴۳) و (𝐴۲) ،(𝐴۱) فرضیات ترتیب به اگر دارد 𝑇 تناوب دوره با تناوبی جواب یک حداقل (۵) یا (۴) ،(۳) معادله .A قضیه

است: برقرار زیر نابرابری (𝐴۱)
𝑏 < ۴𝜋۲

𝑇۲ ,

که: طوری به دارد وجود 𝑅 > ۰ ثابت یک و
[ℎ(𝑥) − �̄�]𝑥 < ۰,

یا
[ℎ(𝑥) − �̄�]𝑥 > ۰,

،�̄� = ۱
𝑇 ∫

𝑇
۰ 𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 آن در که ،𝑅 < |𝑥| برای

،𝑎𝑐 < ۰ (𝐴۲)

.𝑐 ≠ ۰ و 𝑏 < ۴𝜋۲
𝑇۲ (𝐴۳)
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بگیرید: نظر در را 𝑐 و 𝑏 ،𝑎 ثابت ضرایب با سوم مرتبه ناهمگن خطی دیفرانسیل معادله اکنون
𝑥 + 𝑎�̈� + 𝑏�̇� + 𝑐𝑥 = 𝑝(𝑡). (۸)

در را زیر همگن معادلەی باید ،(۸) معادلەی برای 𝑇⁃تناوبی جواب وجود بررسی برای که داد نشان می توان شناختەشده، روش های از استفاده با
گرفت: نظر

𝑥 + 𝑎�̈� + 𝑏�̇� + 𝑐𝑥 = ۰. (۹)
است: زیر صورت به مربوطه مشخصەی معادلەی باشد. داشته غیربدیهی 𝑇⁃تناوبی جواب نباید معادله این

𝑟۳ + 𝑎𝑟۲ + 𝑏𝑟 + 𝑐 = ۰.
که: است این باشد، نداشته غیربدیهی 𝑇⁃تناوبی جواب (۹) معادلەی اینکه برای اساسی فرض

𝑟 ≠ ۲𝑘𝜋𝑖
𝑇۲ ,

که: می دانیم ،(۹) معادلەی به توجه با است. صحیح عدد یک 𝑘 آن در که
𝑐
𝑎 = ۴𝑘۲𝜋۲

𝑇۲ ,

و
𝑏 = ۴𝑘۲𝜋۲

𝑇۲ .

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی اگر بنابراین،
، 𝑐𝑎 ≠ ۴𝑘۲𝜋۲

𝑇۲ (𝐻۱)
،𝑏 ≠ ۴𝑘۲𝜋۲

𝑇۲ (𝐻۲)

دارد. 𝑇⁃تناوبی جواب (۸) معادلەی که می کنند تضمین شرایط این نتیجه، در داشت. خواهد غیربدیهی 𝑇⁃تناوبی جواب (۹) معادلەی آنگاه
می کنیم: استفاده (۳۸ .۱ قضیەی ،[۷] همکاران، و (رایسیگ لری⁃شاودر استاندارد قضیەی از مقاله، این اصلی نتایج به دستیابی برای

کنید فرض .B قضیه
𝐿(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡)�̈� + 𝑔(𝑡)�̇� + ℎ(𝑥) + 𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�).

معادلات یک پارامتری خانوادەی 𝑇⁃تناوبی جواب های تمام اگر
𝑥 + 𝜆𝐿(𝑡, 𝑥) + (۱ − 𝜆)𝑒𝑥 = 𝜆𝑊(𝑥, �̇�, �̈�), 𝜆 ∈ (۰, ۱),

فوق دیفرانسیل معادلەی از حاصل خطی معادلەی همچنین و باشند، کراندار 𝜆 از مستقل و یکنواخت بەطور آن ها، دوم و اول مشتقات همراه به
داشت. خواهد 𝑇⁃تناوبی جواب یک (𝜆 = ۱ (برای اصلی معادلەی آنگاه باشد، نداشته غیربدیهی 𝑇⁃تناوبی جواب هیچ 𝜆 = ۰ برای

استفاده لری⁃شاودر درجەی نظریەی از منظور، این برای است. (۳) معادلەی برای 𝑇⁃تناوبی جواب های وجود بررسی کار این اصلی هدف
دهیم. ارائه (۳) معادلەی 𝑇⁃تناوبی جواب های وجود برای کافی شرط یک تا می کنیم

تناوبی جواب های وجود .۲
هستند: ضروری ما اصلی نتیجەی اثبات برای زیر لم های

اگر باشند. مثبت ثابت های 𝑀۲ و 𝑀۱ و ، ̇𝜉(𝑡) ∈ 𝐿۲[۰, 𝑇] و 𝜉(𝑡) ∈ 𝐶۱ کنید فرض .([۱۱]) ۱ .۲ لم

න
𝑇

۰
|𝜉(𝑡)|۲ 𝑑𝑡 ≤ 𝑀۱, න

𝑇

۰
| ̇𝜉(𝑡)|۲ 𝑑𝑡 ≤ 𝑀۲,

.𝑡 ∈ [۰, 𝑇] همەی برای |𝜉(𝑡)| ≤ 𝑀 که طوری به دارد وجود (𝑀۲ و 𝑀۱ به وابسته (فقط 𝑀 > ۰ ثابتی آنگاه
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آنگاه باشد. 𝑇 تناوب دورەی با تناوبی تابع یک 𝜉(𝑡) ∈ 𝐶۲ کنید فرض .([۱۱]) ۲ .۲ لم

න
𝑇

۰
( ̇𝜉(𝑡))۲ 𝑑𝑡 ≤ 𝑇۲

۴𝜋۲ න
𝑇

۰
( ̈𝜉(𝑡))۲ 𝑑𝑡.

می کند. اثبات را (۱) معادلەی برای 𝑇 تناوب دورەی با تناوبی جواب های وجود زیر قضیه
برقرار زیر شرایط که بەطوری باشند داشته وجود 𝑀′ و 𝑀 ،𝑚 مثبت ثابت های و (𝑎 ≠ ۰, 𝑐 ≠ ۰ (با 𝑎, 𝑐 ثابت های کنید فرض .۳ .۲ قضیه

باشند:
،|𝑐𝑥 − ℎ(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝑀 (𝐴۱)

،𝑎(𝑎 − 𝑓(𝑡, 𝑦, 𝑧)) ≤ ۰ (𝐴۲)
، 𝑐𝑎 < ۴𝜋۲

𝑇۲ (𝐴۳)
،|𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�)| ≤ |𝜃(𝑡)| ≤ 𝑚 (𝐴۴)

،|𝑔(𝑡, �̇�)| ≤ 𝑀′ (𝐴۵)

دارد. 𝑇 تناوب دورەی با تناوبی جواب یک حداقل (۱) معادلەی آنگاه، است. 𝑡 ∈ [۰, 𝑇] تمام برای پیوسته تابع یک 𝜃(𝑡) آن در که
است. (۱) معادلەی برای جواب ها یکتایی و وجود به مربوط دوم اصلی نتیجەی

(با 𝑐 ،𝑏 مثبت ثابت های که می کنیم فرض ،((𝐴۵) و (𝐴۳) ،(𝐴۲) فرض های جز (به ۳ .۲ قضیەی (𝐴۵) و (𝐴۱) فرض های بر علاوه .۴ .۲ قضیه
باشند: برقرار زیر شرایط که بەطوری دارند وجود 𝑀 و 𝛽 ،𝛼 ،(𝑐 ≠ ۰

،|𝑏𝑦 − 𝑔(𝑡, 𝑦)| ≤ 𝛼|𝑦| + 𝛽 (𝐵۱)
.𝑏 < ۴𝜋۲

𝑇۲ (𝐵۲)
دارد. 𝑇⁃تناوبی جواب یک حداقل (۱) معادلەی باشد، 𝛼 < 𝛼۰ اگر که بەطوری دارد، وجود 𝛼۰ > ۰ مانند ثابتی صورت، این در

بگیرید: نظر در را زیر غیرخطی دیفرانسیل معادلەی .۵ .۲ مثال
𝑥 + ൫۲ + 𝑒−𝑡𝑥�̇�۲൯�̈� + sin(𝑡�̇�) + ൫۲𝑥 − 𝑒−𝑡𝑥۲൯= sin(۲𝑡), (۱۰)

داریم: ،(۱) معادلەی با (۱۰) معادلەی مقایسەی با است. (۱) معادلەی از خاصی حالت که

𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�) = ۲ + 𝑒−𝑡𝑥�̇�۲ ,
𝑔(𝑡, �̇�) = sin(𝑡�̇�),
ℎ(𝑡, 𝑥) = ۲𝑥 − 𝑒−𝑡𝑥۲ ,
𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�) = sin(۲𝑡).

کرد: بازنویسی زیر بەصورت می توان را (۱۰) معادلەی
𝑥 + �̈� + ۲𝑥 = sin(۲𝑡) + 𝑓۱(𝑡, 𝑥, �̇�)�̈� + 𝑔۱(𝑡, �̇�) + ℎ۱(𝑡, 𝑥)

آن: در که
𝑎 = ۱, 𝑐 = ۲,
𝑓۱(𝑡, 𝑥, �̇�) = 𝑎 − 𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�) = ۱ − (۲ + 𝑒−𝑡𝑥�̇�۲) = −(۱ + 𝑒−𝑡𝑥�̇�۲),
𝑔۱(𝑡, �̇�) = −𝑔(𝑡, �̇�) = − sin(𝑡�̇�),
ℎ۱(𝑡, 𝑥) = 𝑐𝑥 − ℎ(𝑡, 𝑥) = ۲𝑥 − (۲𝑥 − 𝑒−𝑡𝑥۲) = 𝑒−𝑡𝑥۲

.
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که: دید می توان بنابراین،
𝑥 + �̈� + ۲𝑥 = sin(۲𝑡) − (۱ + 𝑒−𝑡𝑥�̇�۲)�̈� − sin(𝑡�̇�) + 𝑒−𝑡𝑥۲

.

داریم: بەوضوح
|𝑐𝑥 − ℎ(𝑡, 𝑥)| = 𝑒−𝑡𝑥۲ ≤ ۱ = 𝑀, 𝑀 > ۰

𝑎൫𝑎 − 𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�)൯= −൫۱ + 𝑒−𝑡𝑥�̇�۲൯< ۰

𝑐
𝑎 = ۲ < ۴𝜋۲

𝑇۲ ,

.𝑇 = 𝜋 آن در که
دارد. 𝑇⁃تناوبی جواب یک حداقل (۱۰) معادلەی که گرفت نتیجه می توان نتیجه، در هستند. برقرار ۳ .۲ قضیەی فرض های تمام بنابراین،

سنگین خودروهای ترمزگیری برای ریاضی مدل .۳
نیروی چرخ، حرکت دیفرانسیل معادله می پردازیم. سنگین خودروهای از چرخ یک ترمزگیری برای ریاضی مدل یک بررسی به بخش، این در

می شوند: بیان زیر صورت به جاده اصطکاک و ترمزگیری

ቐ
𝑀𝑝�̈� = −𝐾۱(𝑥 − 𝑦) − 𝐾۲(𝑥 − 𝑧)

𝐶(�̇� − �̇�) = 𝐾۲(𝑥 − 𝑧)
(۱۱)

وارد (اصطکاک) خارجی نیروی 𝑦 می دهد، نشان را ترمزگیری از پس چرخ حرکت در تغییر 𝑥 است، ترمزگیری سیستم کل جرم 𝑀𝑝 اینجا در
که می شود فرض معمولا˟ کلاسیک، کتاب های در .[۶] می دهد نشان را ترمزگیری از پس فنر نیروی در تغییر 𝑧 و است، چرخ بر جاده توسط شده
حذف با منظور، این برای می شوند. حل و شده گرفته نظر در خطی دیفرانسیل معادلات عنوان به معادلات بنابراین و هستند، ثابت 𝐶 و 𝐾۱, 𝐾۲:می رسیم زیر معادله به معادله، دو بین از 𝑧

𝑥 + 𝐾۲
𝐶 �̈� + 𝐾۱ + 𝐾۲

𝑀𝑝
�̇� + 𝐾۱𝐾۲

𝐶𝑀𝑝
𝑥 = 𝐾۱ + 𝐾۲

𝑀𝑝
�̇� + 𝐾۱𝐾۲

𝐶𝑀𝑝
𝑦 (۱۲)

می توان می شود، گرفته نظر در تناوبی تابع یک عنوان به 𝑦 که آنجا از است. خطی معادله یک ،𝐶 و 𝐾۱, 𝐾۲ بودن ثابت فرض تحت ،(۱۲) معادله
نوشت: زیر صورت به را آن

𝑥 + 𝐾۲
𝐶 �̈� + 𝐾۱ + 𝐾۲

𝑀𝑝
�̇� + 𝐾۱𝐾۲

𝐶𝑀𝑝
𝑥 =

∞


𝑘=۰

(𝑎𝑘 ⅽos(𝑘𝑇𝑡) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑇𝑡)) .

فوریه سری صورت به 𝑥 بسط با
𝑥 =

∞


𝑘=۰

(𝐴𝑘 ⅽos(𝑘𝑇𝑡) + 𝐵𝑘 sin(𝑘𝑇𝑡)) ,

جمله دو یا یک از تقریبی، جواب یک آوردن دست به برای اغلب حال، این با می آید. دست به معادله تناوبی جواب ضرایب، دادن قرار برابر و
تبدیل غیرخطی معادلات از مجموعەای به (۱۱) سیستم بنابراین نیستند، ثابت 𝐶 ,𝐾۱و 𝐾۲ که می کنیم فرض اینجا در می کنیم. استفاده فوریه سری

می رسیم: زیر معادله به ضرایب، بودن ثابت فرض بدون اما قبل حالت مانند معادلات، بین از 𝑧 حذف با حال می شود.

𝑀𝑝
𝐾۲

𝑥 + 𝐾۱
𝐾۲

(�̇� − �̇�) + �̇� + 𝑑
𝑑𝑡 ቆ

𝑀𝑝
𝐶 ቇ �̈� + 𝑑

𝑑𝑡 ቆ
𝐾۱
𝐶 ቇ (𝑥 − 𝑦)

= −
𝑀𝑝
𝐶 �̈� − 𝐾۱

𝐶 (𝑥 − 𝑦) + �̇�,
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یا

𝑥 + ቈ𝐾۲
𝐶 + 𝐾۲

𝑀𝑝

𝑑
𝑑𝑡ቀ

𝑀𝑝
𝐶 ቁ �̈� + 𝐾۱ + 𝐾۲

𝑀𝑝
�̇� + 𝐾۲

𝑀𝑝
ቈ𝐾۱
𝐶 + 𝑑

𝑑𝑡 ቆ
𝐾۱
𝐶 ቇ 𝑥

= 𝐾۱ + 𝐾۲
𝑀𝑝

�̇� + 𝐾۲
𝑀𝑝

ቈ𝐾۱
𝐶 + 𝑑

𝑑𝑡 ቆ
𝐾۱
𝐶 ቇ 𝑦,

می کنیم فرض حال هستند. 𝑡 از توابعی �̇� و 𝑦 آن در که

𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�) = 𝐾۲
𝐶 + 𝐾۲

𝑀𝑝

𝑑
𝑑𝑡ቀ

𝑀𝑝
𝐶 ቁ

𝑔(𝑡, �̇�) = 𝐾۱ + 𝐾۲
𝑀𝑝

ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝐾۲
𝑀𝑝

ቈ𝐾۱
𝐶 + 𝑑

𝑑𝑡 ቆ
𝐾۱
𝐶 ቇ 𝑥

𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�) = 𝐾۱ + 𝐾۲
𝑀𝑝

�̇� + 𝐾۲
𝑀𝑝

ቈ𝐾۱
𝐶 + 𝑑

𝑑𝑡 ቆ
𝐾۱
𝐶 ቇ 𝑦.

می آید: در زیر شکل به معادله نهایت در که

𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥, �̇�)�̈� + 𝑔(𝑡, �̇�) + ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡, 𝑥, �̇�, �̈�). (۱۳)
می شود. تضمین تناوبی جواب یک وجود کنند، صدق ۳ .۲ قضیه شرایط در 𝑝 و ℎ ،𝑔 ،𝑓 اگر

وجود تناوبی جواب اگر است. سنگین خودروهای ترمزگیری سیستم صحیح عملکرد نشان دهنده تناوبی جواب یک وجود که است ذکر شایان
.[۶] می افتد کار از کامل طور به استفاده بار یک از پس ترمز باشد، نداشته
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دار وزن دار جهت گرافهای در یافته تعمیم انتروپی پارامترهای محاسبه
نیکوروش∗ زهره

ایران بیرجند، بیرجند، صنعتی دانشگاه پایه، علوم گروه

چکیده
متنوع انتروپی های و جدید روابط ایجاد باعث می تواند یک هر نقض که است استوار اصل چهار بر شانون انتروپی
انتروپی های اصل این حذف با نیست. منطبق شانون چهارم اصل یا جداپذیری اصل ارگودیک غیر سیستم های در شود.
را انتروپی ها ارزی هم کلاس های توان می (𝑐, 𝑑) پارامتر دو تعریف با شده ثابت که است آمده دست به یافتەای تعمیم
جهت دار همبند و ساده گراف های برای را پارامترها این مقادیر داریم قصد حال کرد. تعریف فرد به منحصر صورت به

کنیم. مقایسه قبل حالت با را نتیجه و بیابیم

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

شانون انتروپی
یافته تعمیم انتروپی های

دار جهت گراف
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

60J10
94A17

اصلی بخش .۱
[۱]، هستند زیر شکل به یافته تعمیم های انتروپی همه که دادند نشان محققان

𝑆𝑐,𝑑 ∝
𝑊


𝑖=۱

Γ(𝑑 + ۱, ۱ − 𝑐 ⅼog𝑝𝑖), (۱)

𝑊(𝑁) تابع صورت به را وضعیتها) (ریز سیستم پیکربندیهای تعداد میتوان تصادفی، فرآیند یک حالت فضای حجم عنوان 𝑁به دادن قرار با
کرد. استفاده زیر روابط از میتوان (𝑐, 𝑑) پارامترهای محاسبه برای دادند نشان [۲] تورنر و هانل گرفت. نظر در آن از

۱
۱ − 𝑐 = ⅼiⅿ

𝑁→∞
𝑁𝑊

′(𝑁)
𝑊(𝑁) , 𝑑 = ⅼiⅿ

𝑁→∞
ⅼog𝑊(𝑁)( 𝑊(𝑁)

𝑁𝑊′(𝑁) + 𝑐 − ۱). (۲)

کردەایم[۳]. محاسبه را مذکور پارامتر دو حلقه، با و حلقه بدون حالت دو در جهت بدون و ساده گراف های در تصادفی زدن قدم برای مقالەای
به گراف مجاورت ماتریس توانهای برای را حدی های مقدار فروبنیوس پرون قضیه از استفاده با توان می نیز دار وزن و دار جهت گرافهای برای

آورد. دست

∗سخنران
نیکوروش) (زهره nikooravesh@birjandut.ac.ir الکترونیک: پست
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در تجربی رشته دهم پایه دانش آموزان خودتنظیمی مهارت های  بر همتاسنجی تأثیر
ریاضی درس

حیدریب سمیه ،آ، کریمی فردین پور یونس
ایران. اهر، اسلامی، آزاد دانشگاه اهر، واحد ریاضی، گروه تخصصی، آدکتری

ایران. تهران، اسلامی، آزاد دانشگاه تهران، تحقیقات و علوم واحد ریاضی، گروه تخصصی، دکتری بدانشجوی

چکیده
خودراهبری یادگیری مهارت های توسعه و خودکارآمدی تقویت انگیزه، ایجاد بر همتاسنجی تأثیر اخیر، سال های در
بررسی زمینه در مشخص پژوهشی حال، این با است. گرفته قرار پژوهشگران از بسیاری توجه مورد دانش آموزان در
این هدف است. نشده انجام دوم متوسطه دوره دانش آموزان در خودتنظیمی مهارت های تقویت بر همتاسنجی تأثیر
درس در تجربی رشته دهم پایه دانش آموزان در خودتنظیمی مهارت های توسعه بر همتاسنجی تأثیر بررسی پژوهش،
انجام گواه گروه و پیش آزمون⁃پس آزمون طرح از استفاده با شبەآزمایشی روش به پژوهش این می باشد. ریاضی
تحصیلی سال در کلاله شهرستان تجربی رشته دهم پایه دانش آموزان کلیه شامل پژوهش آماری جامعه است. شده
و انتخاب دسترس در نمونەگیری روش به نفر ۶۰ تعداد، این از می باشد. نفر ۳۱۵ آن ها تعداد که بوده ۱۴۰۳ −۱۴۰۴
خودتنظیمی یادگیری راهبردهای پرسش نامه استفاده، مورد اندازەگیری ابزار گرفتند. قرار آزمایش و کنترل گروه دو در
شناختی، راهبردهای بر معناداری و مثبت تأثیر همتاسنجی که می دهد نشان پژوهش نتایج است. دی گروت و پینتریچ
دانش آموزان انگیزشی باورهای بر ارزیابی شیوه این حال، این با دارد. دانش آموزان خودتنظیمی یادگیری و فراشناختی
ارزشیابی روش یک عنوان به همتاسنجی که است آن از حاکی پژوهش این یافتەهای است. نداشته معناداری تأثیر

شود. واقع مؤثر دانش آموزان خودتنظیمی مهارت های تقویت در می تواند تکوینی،

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

۱ همتاسنجی
۲ خودتنظیمی یادگیری

۳ انگیزشی باورهای
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

97D60
97C30
97C30

مقدمه .۱
ستون های امروز، پویای و نوجوان نسل این می کنند، ایفا جامعه در بی بدیلی نقش کشور، این آیندەسازان عنوان به دانش آموزان اینکه به توجه با
تنها نه دانش آموزان، ارزش و اهمیت می کنند. ترسیم آینده برای نوین چشم اندازی خود، تلاش و استعداد انگیزه، با که بود خواهند کشور فردای
آموزشی نظام تقویت و بهبود بنابراین، است. نهفته آن ها اخلاقی و روحی پرورش در بلکه حرفەای، و علمی مهارت های آموزش و یادگیری در
و آموزش در رو پیش چشم انداز در شد. خواهد منتهی پرامیدتر و درخشان تر آیندەای به که است سرمایەگذاری ای دانش آموزان، از حمایت و
جای به که سال هاست ریاضیات در آزمون ها سنتی روش های است. یافته ویژەای اهمیت ارزیابی و تدریس در نوین رویکردهای به نیاز پرورش،
به شیوه این که داشتەاند تأکید درسی مطالب طوطی وار حفظ به واقعی، دنیای پیچیده مسائل حل برای انتقادی و خلاق تفکر مهارت های پرورش

.[۱۱] است گرفته قرار نقد مورد شدت
می شود. گرفته نظر در آموزشی اهداف مهم ترین از یکی عنوان به دانش آموزان در خودتنظیمی۱ مهارت های توسعه حاضر، آموزشی دنیای در
برخوردارند. بالایی اهمیت از است، انتزاعی مفاهیم عمیق درک و مسئله حل تحلیلی، تفکر نیازمند که ریاضی درس در ویژه به مهارت ها این

حیدری) (سمیه somaie_math2008@yahoo.com کریمی فردین پور)، (یونس fardin81f@gmail.com الکترونیک: پست
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خود رفتار و انگیزه شناخت، که می کنند سعی و کرده انتخاب یادگیری برای را اهدافی فراگیران آن طریق از که است فعال فرآیندی خودتنظیمی
مهارت را آن می توان این، بر علاوه و [۷] بوده موثر یادگیری در که است اکتسابی امری خودتنظیمی .[۲۱] نمایند نظارت و تنظیم کنترل، را

.[۲۱] می شود تحصیلی پیشرفت به منجر که گرفت نظر در آموزش قابل تحصیلی
خودتنظیمی و شناختی توانایی های که است معتقد ویگوتسکی است. شده بنا ویگوتسکی اجتماعی⁃فرهنگی نظریه پایه بر خودتنظیمی همچنین،
فرآیندهای انگیزەها، بر فرد که تأثیری عنوان به را خودتنظیمی (۱۹۹۴) بندورا .[۸] می گیرد شکل افراد در فرهنگی و اجتماعی تعاملات طریق از
به فرد آن در که است فرآیندی خودتنظیمی۲ یادگیری عبارتی، به می کند. تعریف دارد، خود رفتاری الگوهای و احساسی حالت های شناختی،
انتخاب زمان، مدیریت اهداف، تنظیم شامل فرآیند این .[۷] می دهد انجام را خود تحصیلی عملکرد ارزیابی و نظارت برنامەریزی، فعال طور
به و ببخشد بهبود را خود یادگیری فرآیند تا می کند کمک فرد به خودتنظیمی یادگیری است. پیشرفت ارزیابی و مناسب یادگیری استراتژی های

.[۱۸] یابد دست بهتری نتایج
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این دارد. اشاره هدفمند و گاهانه آ صورت به خود رفتارهای و احساسات افکار، مدیریت و کنترل در فرد توانایی به خودتنظیمی مهارت های
استرس های و چالش ها تا می کند کمک شخص به خودتنظیمی مهارت های می شوند. رفتاری و عاطفی شناختی، خودتنظیمی شامل مهارت ها
از بخشی خودتنظیمی یادگیری که کرد بیان می توان نتیجه، در .[۱۴] برسد خود اهداف به و کرده حل را می شود روبرو آن ها با که مختلفی

دارد. کاربرد تحصیلی و یادگیری حوزەهای در ویژه طور به که است خودتنظیمی مهارت های
فرصت هایی مسئول، و حامی یک عنوان به می تواند معلم و نیافتەاند دست مهارت ها این به کامل طور به دوم، متوسطه دوره دانش آموزان حال، این با
آن تأثیر و شده مطرح ارزیابی از شیوەای پژوهش، این در .[۷] شود ایجاد خودتنظیمی مهارت های توسعه زمینه تا آورد فراهم دانش آموزان برای
دانش آموزان آن در که دارد اشاره فرآیندی به همتایان۳، ارزیابی یا همتاسنجی می گیرد. قرار بررسی مورد دانش آموزان خودتنظیمی مهارت های بر
دانش آموزان به و می رود کار به سازنده و مفید بازخوردی ارائه هدف با ارزیابی نوع این می کنند. نقد و بررسی را خود همسالان تکالیف و فعالیت ها
شوند. بهرەمند خویش تحصیلی عملکرد بهبود برای خود همسالان بازخورد از و کنند تقویت را سازنده نقد و ارزیابی مهارت های تا می کند کمک

.[۱۵] و [۱] می کنند مشارکت ارزیابی و یادگیری فرآیند در فعال بەصورت رویکرد این در دانش آموزان این، بر علاوه
سال های در اما شد، مطرح هجدهم قرن در ،۵ گلاسگو دانشگاه استاد ژاردین۴، جورج دکتر توسط ارزیابی شیوه این مزایای و روش ها اگرچه
جمله از درسی، مختلف حوزەهای در می تواند ارزیابی شیوه این است. گرفته قرار ویژه توجه مورد تکوینی ارزیابی روش یک عنوان به اخیر
اهداف با معلمان شود. اجرا ناشناس یا رو در رو بەصورت یادگیرندگان، رفتارهای سایر و آزمون ها در عملکرد شفاهی، ارائەهای کتبی، تکالیف
درس کلاس های در روش این از دانش آموزان مشارکت افزایش و فراشناختی، و شناختی توانایی های توسعه ارزیابی، زمان کاهش مانند مختلفی

.[۱۶] می کنند استفاده برخط یادگیری محیط های یا
برابر در دانش آموزان مقاومت سطحی، بازخوردهای دلیل به اما دارد، بسیاری فواید همتایان ارزیابی ،(۲۰۲۲) همکاران۶ و چنگ لو پژوهش طبق
ریاضی درس در ویژه به چالش ها این باشد. داشته همراه به نیز منفی تأثیرات است ممکن همسالان، ارزیابی به نسبت بی اعتمادی و انتقادی تفکر
در مستمر نظارت با همراه همتایان ارزیابی برای مقرراتی و قوانین است لازم بنابراین، می شوند. نمایان بیشتر است، دقیق تحلیل و دقت نیازمند که
فرصت های طراحی و برنامەریزی در و کرده درک بهتر را ریاضی مفاهیم انتقادی، تفکر و اعتماد از مملو فضایی در دانش آموزان تا شود گرفته نظر

.[۴] کنند عمل بهتر یادگیری
خودتنظیم یادگیرندگان عنوان به هستند، فعال رفتاری و انگیزشی فراشناختی، بەصورت خود یادگیری فرآیند در که دانش آموزانی کلی، طور به
بدون می کنند، هدایت و آغاز مهارت ها و دانش کسب برای را خود اقدامات و تلاش ها شخصی بەصورت دانش آموزان این می شوند. شناخته
اهداف طریق از خود، ضعف و قوت نقاط از گاهی آ با خودتنظیم یادگیرندگان باشند[۱۸]. متکی آموزشی عوامل دیگر یا والدین معلمان، به اینکه
اثربخشی ارزیابی و خود رفتارهای بر نظارت با یادگیرندگان این می یابند. دست شغلی و تحصیلی موفقیت های به کاری استراتژی های و شخصی
مادام العمر یادگیری به بلکه می دهد، افزایش را تحصیلی موفقیت تنها نه خودتنظیمی می بخشند. بهبود را خود یادگیری روش های و انگیزه آن ها،

می کند[۲۰]. کمک نیز غیررسمی مهارت های توسعه و
مهار ت های بر همتاسنجی تأثیر بررسی به کمی پژوهش های خودتنظیمی، یادگیری و همتاسنجی مفاهیم زمینه در گسترده تحقیقات وجود با
آموزشی نظام در ارزیابی و یادگیری فرآیندهای بهبود جهت در گامی رابطه، این بررسی با تا است درصدد پژوهش این پرداختەاند. خودتنظیمی

می شود. بررسی خودتنظیمی مهارت های بر همتاسنجی تأثیر با مرتبط پژوهش های ادامه، در بردارد.
افزایش باعث همتایان ارزیابی با همراه آموزش که دادند نشان اراک دانشگاه تربیتی علوم دانشجویان روی بر مطالعەای در همکاران[۲]، و باقری
برای که کردند تأکید آن ها می شود. یادگیری کنترل و یادگیری از لذت خودمدیریتی، خردەمقیاس های شامل خودراهبری، یادگیری مهارت های
ارزیاب عنوان به یادگیرندگان مناسب راهنمایی و دقیق ارزیابی معیارهای مناسب، الکترونیکی آموزش پلتفرم های از استفاده شیوه، این موفق اجرای

است. ضروری
است. تقویت قابل متنوع آموزشی راهبردهای از استفاده با مهارت این که می کند بیان خودتنظیمی یادگیری روی بر مطالعەای در زیمرمن۷[۲۰]،
بەویژه دانش آموزان، تحصیلی عملکرد بهبود به می تواند آموزشی ابزار یک عنوان به همتاسنجی از استفاده که می دهند نشان مختلف پژوهش های
که دادند نشان بلژیک در مهندسی دانشجویان روی بر پژوهشی در ،[۶] همکاران۸ و گرونولد راستا، همین در کند. کمک ریاضی، درس در

دارد. خودارزیابی مهارت های توسعه و مادام العمر یادگیری بر بلندمدتی مثبت اثرات همتایان ارزیابی
ارزیابی که داد نشان و کرد بررسی را وب بر مبتنی ارزیابی سیستم تأثیر بازرگانی، دانشجویان روی بر مطالعەای در ماگدا۹[۳]، بروتوس استفان
همتایان ارزیابی که کرد تأکید پژوهش این کند. تقویت بالاتر سطوح آموزش در را مهمی مهارت های می تواند کیفی و کمی بازخورد با همتایان

می شود. انتقادی تفکر و نفس به اعتماد افزایش باعث و می دهد را خود دانش توسعه و خودارزیابی امکان دانش آموزان به
بەویژه دانش آموزان، در خودتنظیمی مهارت های ارتقای باعث خودسنجی فعالیت های و مشارکتی یادگیری که داد نشان مطالعەای در نیز حاتمی[۷]،

می بخشند. بهبود را یادگیری کیفیت و داده افزایش را دانش آموزان فعال مشارکت روش ها این که کرد تأکید وی می شود. هندسه، دورەهای در
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را همتاارزیابی و خودارزیابی مانند روش هایی با سنتی ارزیابی جایگزینی و دانسته آموزش بخش های اساسی ترین از را ارزیابی الطیف[۱]، العبد
یادگیری کیفیت انتقادی، تفکر و تأمل مهارت های تقویت با و داده افزایش را یادگیرندگان فعال مشارکت روش ها این که کرد بیان وی کرد. پیشنهاد

می بخشند. بهبود را
ارزیابی شیوەهای که کرد تأکید ریاضیات”، در مسئله حل مهارت های و خلاقیت برای امتحانی جدید ”رویکرد عنوان با مقالەای در نیلیما۱۰[۱۱]،
وی نمی کنند. واقعی دنیای مسائل با آن ها ارتباط و ریاضی مفاهیم کشف درگیر را دانش آموزان و دارند تمرکز درسی مطالب حفظ بر معمولا˟ سنتی
کرد. معرفی خود همسالان تفکر نحوه از دانش آموزان درک افزایش و سوگیری کاهش برای ابزاری عنوان به را ناشناس صورت به همتایان ارزیابی
اورتگا می کند. کمک خودارزیابی و مشارکتی یادگیری مسئله، حل توانایی ریاضی، درک خلاقیت، مانند ضروری مهارت های توسعه به روش این
به عالی”، آموزش در فناوری با خودتنظیمی یادگیری ترویج برای همتایان ”ارزیابی عنوان با سیستماتیک مرور یک در گوروسپه۱۱[۱۲]، کوریا و
با و ناشناس صورت به که زمانی بەویژه مجازی، درس کلاس های در همتایان ارزیابی که دادند نشان آن ها پرداختند. مرتبط مقاله ۱۵ بررسی

بخشد. بهبود انتقادی بازتاب و فراشناختی راهبردهای طریق از را خودتنظیمی یادگیری می تواند شود، انجام فوری بازخورد
حال، این با دارد. خودتنظیمی یادگیری بر مثبتی تأثیرات آموزشی راهبرد یک عنوان به همتاسنجی که می دهد نشان پیشین تحقیقات بررسی
پژوهش بنابراین، نپرداختەاند. ریاضی درس در دانش آموزان خودتنظیمی مهارت های بر روش این تأثیر بررسی به خاص بەطور موجود تحقیقات
در موجود شکاف های تا می پردازد ریاضی درس در تجربی دهم پایه دانش آموزان خودتنظیمی مهارت های بر همتاسنجی تأثیر بررسی به حاضر
به پژوهش این نتایج که است امید کند. کمک یادگیری و آموزش زمینه در علمی و جدید دیدگاەهای ارائه به و داده پوشش را پیشین تحقیقات

شود. منجر دانش آموزان تحصیلی توانمندی های ارتقای و ارزیابی تدریس، روش های بهبود
درس در دانش آموزان یادگیری میزان در خودتنظیمی مهارت های و همتاسنجی بویژه مطرح شده، متغیرهای نقش ضرورت و اهمیت به توجه با

دارد؟ دانش آموزان خودتنظیمی مهارت های بر تأثیری چه همتاسنجی است: سوال این به پاسخگویی پی در پژوهش این ریاضی،

پژوهش روش .۲
شده استفاده گواه گروه با همراه پیش آزمون⁃پس آزمون طرح از که است نیمەآزمایشی ماهیت، نظر از و کاربردی هدف، نظر از حاضر پژوهش
۳۱۵ تعداد به ۱۴۰۳ −۱۴۰۴ تحصیلی سال در کلاله شهرستان تجربی رشته دهم پایه دانش آموزان تمامی شامل پژوهش این آماری جامعه است.
قرار کنترل گروه در نفر ۳۰ و آزمایش گروه در نفر ۳۰ که شدند انتخاب دسترس در نمونەگیری روش به دانش آموز ۶۰ جامعه، این از بود. نفر

گرفتند.
زمان بندی، طرح، اجرای نحوه درباره جلسه، این در شد. برگزار آزمایش گروه دانش آموزان برای توجیهی جلسه یک طرح، اجرای ابتدای در
همتاسنجی از جلسه شش مدت به آزمایش گروه شد. ارائه لازم توضیحات همتاسنجی اهداف و همتایان توسط آزمون ها نتایج تحلیل چگونگی

شدند. ارزیابی سنتی روش با کنترل گروه که حالی در کردند، استفاده تکوینی ارزشیابی روش عنوان به
شد: انجام شیوه دو به آزمایش گروه در همتاسنجی اجرای

ارائه بازخورد و کرده ارزیابی را خود همکلاسی های ریاضی فعالیت های و تکالیف دانش آموزان ریاضی: فعالیت های و تکالیف ارزیابی .۱
دادند.

آزمون طراح عنوان به گروه هر اعضای از یکی دقیقه، ۴۵ مدت به جلسه هر جلسه، شش از جلسه سه در همتایان: آزمون های تحلیل .۲
طراحان آزمون، برگزاری از پس گرفت. آزمون هم گروهی ها سایر از و کرد طراحی شده تدریس مباحث از آزمونی فرد این شد. انتخاب
دانش آموزان کردند. بیان دبیر نظارت با را آن ها ضعف و قوت نقاط و پرداختند هم گروهی ها پاسخ های تحلیل به درس کلاس در سوالات

کنند. پیدا ریاضی درس موضوعات از بهتری درک و مهارت تا کرد کمک آن ها به فرآیند این کردند. بازبینی را بازخوردها و نتایج نیز
بر پرسش نامه این شد. استفاده ،۱۲(ⅯSⅬQ)دی گروت و پینتریچ خودتنظیمی یادگیری راهبردهای پرسش نامه از طرح، این تأثیر بررسی برای
زیر بخش های شامل و است لیکرت پنج درجەای طیف اساس بر بستەپاسخ گویه ۴۷ شامل و شده طراحی خودتنظیمی یادگیری نظریەهای اساس

است:
انگیزشی باورهای .۱ .۲

خودکارآمدی، مانند عواملی شامل باورها این دارد. اشاره او درونی انگیزەهای و یادگیری به نسبت فرد نگرش های و باورها به انگیزشی باورهای
.[۱۳] می شود هدف جهت گیری و تکلیف ارزش

خودتنظیمی یادگیری .۲ .۲
است: اصلی بخش سه شامل مفهوم این دارد. اشاره خود یادگیری فرآیند کنترل و نظارت برنامەریزی، در فرد توانایی به خودتنظیمی یادگیری

10Jonny Nilimaa
11Beatriz Ortega-Ruiperez and Jose Miguel Correa-Gorospe.
12Motivated Strategies for Learning Questionnaire
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راهبردها این می کند. استفاده اطلاعات یادگیری و پردازش برای فرد که می شود اطلاق روش هایی به شناختی راهبردهای شناختی. راهبردهای
.[۱۷] می شود اطلاعات سازمان دهی و بسط دهی تکرار، شامل

این می کند. استفاده خود یادگیری فرآیند کنترل و نظارت برای فرد که است روش هایی شامل فراشناختی راهبردهای فراشناختی. راهبردهای
.[۵] می شود یادگیری ارزیابی و نظارت برنامەریزی، شامل راهبردها

این می کند. استفاده یادگیری فرآیند در دیگر منابع و محیط زمان، مدیریت برای فرد که دارد اشاره روش هایی به منابع مدیریت منابع. مدیریت
.[۱۹] می شود کمکی منابع از استفاده و یادگیری محیط تنظیم زمان، مدیریت شامل

که است استدلال این اساس بر تصمیم این است. شده گرفته نظر در فراشناختی راهبردهای از بخشی عنوان به منابع مدیریت پژوهش، این در
که است، یادگیری فرآیندهای فعال کنترل و نظارت مستلزم کمکی) منابع از استفاده و یادگیری محیط تنظیم زمان، مدیریت (مانند منابع مدیریت

.[۱۹] می شود محسوب فراشناختی راهبردهای اصلی ویژگی های از
شرایط بهینەسازی و تنظیم شامل بلکه می شوند، شناختی فرآیندهای بر نظارت و برنامەریزی شامل تنها نه فراشناختی راهبردهای نظری، منظر از
گرفته نظر در فراشناخت از کلیدی جزء یک عنوان به منابع مدیریت دیگر، عبارت به .[۵] هستند نیز منابع) و یادگیری محیط (مانند بیرونی

نماید. تنظیم یادگیری اهداف به دستیابی برای را آن ها و کند ارزیابی را خود منابع و محیط فعال طور به باید فرد زیرا می شود،
تنظیم و زمان مدیریت مثال، برای است. مرتبط فراشناختی راهبردهای با شدت به منابع مدیریت که دادەاند نشان پیشین پژوهش های همچنین،
بخش در منابع مدیریت ادغام بنابراین، .[۱۳] هستند فراشناخت اصلی مؤلفەهای از که است، خودارزیابی و خودنظارتی نیازمند یادگیری محیط

می باشد. همسو پژوهشی یافتەهای با نیز عملی نظر از بلکه است، توجیەپذیر نظری نظر از تنها نه فراشناختی راهبردهای
خردەمقیاس های برای آلفا مقادیر شد. بررسی کرونباخ آلفای ضریب از استفاده با ۱۳۹۴ سال در زارعکار توسط پرسش نامه این پایایی ایران، در
به ۷۸̸۰ و ۸۴̸۰ ،۷۷̸۰ ،۸۶̸۰ ،۸۵̸۰ ترتیب به فراشناختی و شناختی راهبردهای از استفاده امتحان، اضطراب درونی، ارزش گذاری خودکارآمدی،
راهبردهای عامل سه و کرد استفاده عاملی تحلیل و محتوایی روایی روش از پرسش نامه این روایی بررسی برای زارعکار همچنین، آمد. دست

.[۲۲] کرد استخراج را فراشناختی خودنظم دهی و بالا سطح شناختی راهبردهای پایین، سطح شناختی

یافتەها .۳
مراحل در پژوهش متغیرهای استاندارد انحراف و میانگین ،۱ جدول در گرفت. انجام SPSS26 افزار نرم از استفاده با دادەها تحلیل و تجزیه

است. شده ارائه گواه و آزمایش گروه دو تفکیک به پس آزمون و پیش آزمون

پژوهش متغیرهای استاندارد انحراف و میانگین :۱ جدول
کنترل آزمایش(همتاسنجی) آزمون نوع متغیر

معیار انحراف میانگین معیار انحراف میانگین
۵/۱۴ ۴۸/۱۳ ۵/۰۶ ۴۶/۶ پیش آزمون شناختی راهبردهای
۴/۶۶ ۴۷/۳۶ ۳/۵۷ ۵۲/۰۶ پس آزمون
۳/۰۳ ۳۱/۰۶ ۲/۲۳ ۳۰/۲۳ پیش آزمون فراشناختی راهبردهای
۳/۲۱ ۳۱/۴۳ ۲/۹ ۳۳/۲ پس آزمون
۸/۰۴ ۹۰/۵ ۱۰/۴۰ ۸۹/۷۳ پیش آزمون انگیزشی باورهای
۹/۶۷ ۱۰۰ ۷/۸۵ ۱۰۷/۵ پس آزمون
۱۲/۹۸ ۱۶۷/۹ ۱۴/۱۲ ۱۶۲/۷ پیش آزمون خودتنظیمی یادگیری
۱۵/۱۸ ۱۷۴/۶ ۱۱/۶۷ ۱۸۸/۲ پس آزمون

پیش فرض شاپیرو⁃ویلک، آزمون نتایج اساس بر گرفت. قرار بررسی مورد پارامتریک آزمون های پیش فرض های واریانس، تحلیل اجرای از قبل
پیش فرض همچنین، شد. تأیید خودتنظیمی یادگیری و انگیزشی باورهای فراشناختی، و شناختی راهبردهای متغیرهای در دادەها توزیع نرمال بودن
متغیر در واریانس ها همگنی بەطوری که نیست، معنادار پیش فرض این که داد نشان نتایج شد. ارزیابی لوین آزمون از استفاده با واریانس ها همگنی
و 𝑓 = ۰/۴۹) انگیزشی باورهای ،(𝑝 = ۰/۴۱ و 𝑓 = ۰/۳۹) فراشناختی راهبردهای ،(𝑝 = ۰/۴۱ و 𝑓 = ۰/۶۶ ) شناختی راهبردهای

است. شده رعایت (𝑝 = ۰/۴۹ و 𝑓 = ۰/۴۷) هیجانی خودتنظیمی یادگیری و (𝑝 = ۰/۴۸
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واریانسها برابری بررسی لوین، آزمون نتایج :۲ جدول
معناداری سطح دوم آزادی درجه اول آزادی درجه 𝐹 آماره متغیرها

۰/۴۱۹ ۵۸ ۱ ۰/۶۶۲ شناختی راهبردهای
۰/۴۱۵ ۵۸ ۱ ۰/۳۹۲ فراشناختی راهبردهای
۰/۴۸۵ ۵۸ ۱ ۰/۴۹۵ انگیزشی باورهای
۰/۴۹۳ ۵۸ ۱ ۰/۴۷۶ خودتنظیمی یادگیری

همگنی مفروضه بنابراین ،(𝑝 > ۰/۰۵) است ۰/۰۵ از بزرگتر متغیرها همه معناداری سطح که داد نشان رگرسيونی شيب همگنی نتایج بررسی
در گواه و آزمایش گروەهای پیش آزمون نمرەهای تفاوت که داد نشان گروەها مقایسه آزمون نتایج همچنین، است. برقرار رگرسیونی شیب
بنابراین، .(𝑝 > ۰/۰۵) است نبوده معنادار انگیزشی) باورهای و خودتظیمی یادگیری فراشناختی، شناختی، (راهبردهای وابسته متغیرهای

است: برقرار (مانکوا) متغیره چند کواریانس تحلیل مفروضەهای

پژوهش متغیرهای بر همتاسنجی تاثیر بررسی برای (مانکوا) کواریانس تحلیل آزمون نتایج :۳ جدول
اتا مجذور معناداری سطح خطا آزادی درجه گروه آزادی درجه 𝐹 آماره مقدار آزمون
۰/۴۶۳ ۰/۰۰۰ ۵۱ ۴ ۱۰/۹۷ ۰/۴۶۳ اثرپیلائی آزمون
۰/۴۶۳ ۰/۰۰۰ ۵۱ ۴ ۱۰/۹۷ ۰/۵۷۷ ویلکز لامبدای آزمون
۰/۴۶۳ ۰/۰۰۰ ۵۱ ۴ ۱۰/۹۷ ۰/۸۶۱ هتلینگ اثر آزمون
۰/۴۶۳ ۰/۰۰۰ ۵۱ ۴ ۱۰/۹۷ ۰/۸۶۱ روی ریشه بزرگ ترین آزمون

بنابراین، شد. محاسبه ۰/۰۵ از کوچکتر آزمون ها همه معناداری سطح ،۰/۰۵ اندازەگيری خطای و ۹۵% اطمينان سطح در چون ،۳ جدول مطابق
وجود معناداری تفاوت آزمون مورد متغیرهای از یکی در حداقل گروه دو بین می دهد نشان نتیجه این شد. تایید پژوهش فرضیه و رد صفر فرض
با مقایسه در آزمایش گروه در انگیزشی باورهای و خودتنظیمی یادگیری فراشناختی، شناختی، راهبردهای بر همتاسنجی دیگر، عبارت به دارد.

شد. محاسبه (۰/۴۶۳) اتا ضریب مجذور به توجه با همتاسنجی تأثیر میزان دارد. مثبت تأثیر گواه گروه

پژوهش متغیرهای بر همتاسنجی تاثیر بررسی برای گروه دو پس آزمون و پیش آزمون نمرات میانگین روی گروهی بین اثرات نتایج :۴ جدول
اتا مجذور معناداری سطح 𝐹 آماره مجذورات میانگین آزادی درجه مجذورات مجموع وابسته متغیر
۰/۲۲۵ ۰/۰۰۶ ۳/۷ ۶۷/۹۸ ۱ ۳۳۹/۹ شناختی راهبردهای
۰/۲۲۰ ۰/۰۱۷ ۳/۰۴ ۲۵/۹۹ ۱ ۱۲۹/۹۵ فراشناختی راهبردهای
۰/۱۷۰ ۰/۰۶۵ ۲/۲۲ ۱۸۲/۸۴ ۱ ۹۱۴/۲۱ انگیزشی باورهای
۰/۲۱۹ ۰/۰۱۸ ۳/۰۲ ۵۸۶/۹۶ ۱ ۲۹۳۴/۸۲ خودتنظیمی یادگیری

تایید پژوهش فرضیه و رد صفر فرض بنابراین، ،(𝑝 < ۰/۰۵) شد محاسبه ۰/۰۵ از کوچکتر متغیرها همه برای معناداری سطح ،۴ جدول مطابق
گروه با مقایسه در آزمایش گروه در خودتنظیمی یادگیری و فراشناختی شناختی، راهبردهای بر همتاسنجی که می دهد نشان نتایج این می شود.
انگیزشی باورهای بر همتاسنجی داد نشان نتایج همچنین، دارد. بیشتری تأثیر شناختی راهبردهای بر همتاسنجی البته، و دارد مثبت تأثیر گواه

ندارد. معناداری تأثیر دانش آموزان

نتیجەگیری و بحث .۴
دانش آموزان انگیزشی باورهای و فراشناختی شناختی، راهبردهای بر تکوینی ارزشیابی از نوین شیوەای عنوان به را همتا سنجی تأثیر حاضر پژوهش
ارزیابی مورد همتا سنجی روش با دیگر گروه و سنتی ارزیابی روش با دانش آموزان از گروه یک طرح، این در است. کرده بررسی ریاضی درس در
روش، این تأثیرات سنجش برای شد. اجرا دقیقه ۴۵ مدت به جلسه هر جلسه، شش مجموع از آموزشی جلسه سه در همتا سنجی گرفتند. قرار
ارتقای بر معناداری و مثبت تأثیر همتا سنجی که می دهد نشان پژوهش یافتەهای گردید. استفاده (ⅯSⅬQ) خودتنظیمی یادگیری پرسش نامه از
دیگر، عبارت به است. نداشته معناداری تأثیر دانش آموزان انگیزشی باورهای بر روش این حال، این با دارد. فراشناختی و شناختی راهبردهای
ایجاد در دانش آموزان ”نقش عنوان با مقالەای در موهو۱۳، آنیتا کند. تقویت را دانش آموزان انگیزشی باورهای است نتوانسته تنهایی به همتاسنجی

13Anita Muho.
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این هستند. یادگیری برای دانش آموزان در انگیزه ایجاد در موثری ابزارهای همتاسنجی، و خودارزیابی که است کرده بیان انگیزشی” بازخورد
و کنند برطرف و شناسایی را خود یادگیری در موجود شکاف های بتوانند تا می کنند آشنا موفقیت معیارهای و ملاک ها با را دانش آموزان ابزارها
قوی تری احساس و کنند ایفا ارزشیابی و تدریس یادگیری، فرآیند در فعال تری نقش تا می کنند کمک دانش آموزان به روش ها این این، بر علاوه
ابزارهای همتاسنجی، و خودارزیابی که دادەاند نشان مطالعەای در نیز همکاران۱۴، و منتزر باشند[۱۰]. داشته یادگیرنده عنوان به خود به نسبت
دلایل از برخی می توان حاضر، پژوهش یافتەهای به توجه حال،با این با هستند[۹]. یادگیری فرآیند در دانش آموزان انگیزش افزایش در موثری
تفکر سطح در تفاوت دلیل به همسالان، توسط دانش آموزان ارزیابی کرد: تبیین اینگونه را انگیزشی باورهای تقویت بر همتاسنجی تأثیر عدم
شیوه این اگر واقع، در کند. ایفا انگیزشی باورهای تقویت در موثری نقش کامل طور به نتواند است ممکن آن ها، تحلیلی توانایی های و انتقادی
نتایج به توجه با کند. عمل دانش آموزان انگیزشی باورهای و انگیزه تقویت در موثرتر ابزاری عنوان به می تواند شود، تلفیق خودارزیابی با ارزیابی
ریاضی درس در دانش آموزان فراشناختی و شناختی راهبردهای بهبود در می تواند تکوینی ارزشیابی روش یک عنوان به همتاسنجی پژوهش،
رویکرد این است. هدفمند انگیزشی بازخوردهای ارائه و خودارزیابی با روش این ترکیب به نیاز انگیزشی، باورهای تقویت برای اما باشد. موثر

دهند. افزایش را خود درونی انگیزه و باشند داشته فعال تری مشارکت یادگیری فرآیند در تا کند کمک دانش آموزان به می تواند
محدودیت نخست، می سازد. همراه احتیاط با را یافتەها تعمیم که است روبرو محدودیت ها برخی با حاضر پژوهش بەدست آمده، نتایج وجود با
پژوهش این نمونەگیری دوم، است. نکرده فراهم را خودتنظیمی مهارت های بر همتاسنجی بلندمدت اثرات بررسی امکان پژوهش، اجرای زمانی
دیگر، تحصیلی مقاطع دانش آموزان به نتایج تعمیم بنابراین است، بوده کلاله شهرستان در تجربی علوم رشته دهم پایه دانش آموزان به منحصر
خودگزارش دهی پرسش نامه صرفاً پژوهش این در دادەها گردآوری ابزار همچنین، است. احتیاط نیازمند جغرافیایی مناطق سایر و متفاوت رشتەهای
پرسش ها با سیستماتیک مخالفت یا موافقت به گرایش یا مطلوب خودِ ارائه به تمایل مانند سوگیری هایی تأثیر تحت است ممکن که است بوده

می سازد. آشکار را بزرگ تر نمونەهای و متنوع تر ابزارهای با گستردەتر پژوهش های انجام لزوم محدودیت ها این باشد. گرفته قرار
مقاطع در مختلف تحصیلی رشتەهای گرفتن نظر در با و استان ها سایر در آینده مطالعات می شود پیشنهاد پژوهش، این یافتەهای به توجه با
نتایج بیشتر تعمیم پذیری به می تواند اول متوسطه مقطع در نیز و ریاضی بر علاوه دیگر دروس در طرح این اجرای همچنین، شود. انجام گوناگون
از تدریس، نوین الگوهای در معلمان می شود پیشنهاد خودتنظیمی، مهارت های بر همتاسنجی مثبت تأثیر به توجه با دیگر، سوی از کند. کمک
توانایی می تواند نیز دانش آموزان برای توجیهی و آموزشی جلسات برگزاری کنند. استفاده تکوینی ارزشیابی در مؤثر ابزاری عنوان به روش این
به توجه با همتایان اگر این، بر علاوه کند. جلوگیری انگیزشی باورهای بر احتمالی منفی تأثیرات از و بخشد بهبود همتایان ارزیابی در را آن ها
یادگیری و درسی چالش های به را دانش آموزان علاقه و انگیزه می توانند بپردازند، پاسخ ها تحلیل و نقد به سوگیری بدون و فردی تفاوت های

دهند. افزایش مطالب
خودتنظیمی مهارت های تقویت در مؤثر تکوینی ارزشیابی روش یک عنوان به می تواند همتا سنجی که می دهد نشان پژوهش این نهایت، در
زمینەهای در گستردەتر پژوهش های انجام بیشتر، تعمیم قابلیت و جامع تر نتایج به دستیابی برای حال، این با گیرد. قرار استفاده مورد دانش آموزان

است. ضروری آموزشی مختلف

سپاس گزاری
کمال داشتەاند، شرکت و همکاری مطالعه این در آزمایش و کنترل گروه عنوان به که دانش آموزانی کلیه از حاضر، پژوهش نویسندگان وسیله بدین
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چکیده
محدودیت های و سیستم اطمینان قابلیت حضور در گره شکست با جریان شبکه یک در بهینه اجزای تخصیص مسئله
بهینه صورت به را مسئله فازی، عضویت توابع از استفاده با است. گرفته قرار بررسی مورد مقاله این در زمان کل
شده ارائه مسئله حل برای فازی سازی بهینه با ژنتیک سازی بهینه الگوریتم است. شده فرموله فازی خطی سازی
زمان رساندن حداقل به و اطمینان قابلیت افزایش با که بهینەای جواب یافتن در پیشنهادی رویکرد است. شده پیشنهاد

است. داده نشان بهتری عملکرد

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

شبکه اطمینان قابلیت
چندهدفه خطی ریزی برنامه

فازی اعداد
ژنتیک الگوریتم

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
90C29
90C30
68W50

مقدمه .۱
مقصد به منبع از را جریان از مشخصی مقدار بتواند تصادفی جریان شبکه یک اینکه احتمال عنوان به را شبکه اطمینان قابلیت [۵] همکاران و لین
قطعی سیستم یک اطمینان قابلیت تحلیل و تجزیه مورد در تحقیق برای اجزا تخصیص مسئله کردند. تعریف دهد انتقال موفقیت با نظر مورد
بهینه تخصیص یک یافتن سیستم، عملکرد بهبود و اطمینان قابلیت رساندن حداکثر به منظور به است. زمینه این در مهم مشکلات از یکی و است
های مؤلفه بالاترین شرایط که هنگامی معمولا˟ شود. منجر سیستم اطمینان قابلیت مقدار چندین به است ممکن تخصیص چندین است. مهم اجزا
مطالعاتی تصادفی جریان شبکه برای اجزا بهینه تخصیص روی بر محققان از بسیاری است. اعتمادتر قابل نیز سیستم هستند، دارا را اعتماد قابل
و لین برسانند. حداکثر به مختلف های الگوریتم از استفاده با ها محدودیت مختلف انواع حضور در را شبکه اطمینان قابلیت تا اند داده انجام را
تصادفی جریان شبکه برای اطمینان قابلیت و تخصیص هزینه به توجه با هدفه چند اجزا بهینه تخصیص حل برای را ای مرحله دو رویکرد [۶] یه
کرد. پیشنهاد مسئله برای چندحالته کامپیوتری های شبکه در منبع دو بهینه دقیق تخصیص آوردن دست به برای را روشی [۱] چن کردند. پیشنهاد
حسن کند. کار هستند، خرابی معرض در یال ها و گرەها که زمانی حتی شبکه تا می شود جستجو ظرفیت تخصیص حداقل یال، و گره هر برای
جستجوی برای NSGA-II الگوریتم بر مبتنی ژنتیک الگوریتم یک و زمان محدودیت به توجه با را چندهدفه اجزا بهینه تخصیص [۴] عبده و
[۳] همکاران و حمدی دادند. قرار مطالعه مورد می رساند، حداقل به را کل زمان و می رساند حداکثر به را شبکه اطمینان قابلیت که بهینه اجزای
اطمینان قابلیت شبکه رساندن حداکثر به منظور به اجزا بهینه تخصیص مسائل حل برای فازی بهینەسازی با ژنتیک الگوریتم بر مبتنی رویکرد یک
دسته عضویت، توابع و فازی خطی ریزی برنامه مسئله سازی مدل مورد در محققان از بسیاری دادند. پیشنهاد هزینه و زمان رساندن حداقل به و
حل برای فازی خطی ریزی برنامه از اخیراً کردند. بحث آمده، دست به های جواب توسعه و مختلف مسائل در فازی خطی ریزی برنامه بندی

امیری ∗نرجس
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از استفاده با موجود اجزای با فازی چندهدفه خطی ریزی برنامه تکنیک یک از [۷] همکاران و چانگ . [۲] شود می استفاده مختلف مسائل
اطمینان قابلیت با تصادفی جریان شبکه یک برای اجزا بهینه تخصیص حل پژوهش، این در کردند. استفاده تطابق بالاترین با بهینەسازی تکنیک

است. گرفته قرار توجه مورد زمان محدودیت های و سیستم
فازی خطی فرمول ۴ بخش . کرد ارائه را مسئله فرمول ۳ بخش دهد. می نشان را نیاز مورد نمادهای ۲ بخش است: زیر شرح به مقاله ترتیب
استفاده قابلیت دادن نشان برای خطی فازی ریزی برنامه در هدفه چند GA اساس بر پیشنهادی رویکرد ۵ بخش دهد. می نشان شده معرفی مساله

دهد. می ارائه را گیری نتیجه آخر بخش و کند می روشن را

مساله سازی مدل .۲
به زمان رساندن حداقل به و جریان شبکه یک سیستم اطمینان قابلیت رساندن حداکثر به برای چندهدفه بهینەسازی مسئله ریاضی برنامەریزی

است: زیر شرح

Ⅿaxiⅿize 𝑅𝑑,𝑇(𝑃) (۱)
Ⅿiniⅿize 𝑆۱(𝑃) (۲)

s.t 𝑝𝑒 = 𝑘, 𝑘 ∈ {۱, ۲, … , 𝑣𝑐}, 𝑒 = ۱, ۲, … , 𝑣, ۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑛 + 𝑞 ≤ 𝑖 ≤ 𝑣 (۳)
𝑝𝑒 ≠ 𝑝ℎ , 𝑒 ≠ ℎ (۴)
𝐿𝑗 ≤ 𝑇, 𝑗 = ۱, ۲, … , 𝑛𝑝 (۵)

𝐿𝑗 =
𝑣


𝑒=۱

(𝑝𝑒), 𝑝𝑒 ∈ 𝑚𝑝𝑗 (۶)

𝑆۱(𝑝) =
𝑣


𝑒=۱

(𝑝𝑒) (۷)

داد. اختصاص لینک یک به حداکثر توان می را جزء هر و باشد شده داده جزء یک باید پیوند هر که کنند می تاکید (۴) و (۳) های محدودیت
مسیر هدایت زمان که کند می تایید (۵) محدودیت شوند. می تولید (۴) و (۳) های محدودیت از استفاده با پذیر امکان اجزای تخصیص تمام

بود. خواهد ، 𝑇 زمانی محدودیت از کمتر 𝑀𝑃𝑗(𝐿𝑗)

فازی خطی ریزی برنامه .۳
کرد. خواهیم تعریف 𝑅𝑜𝑏𝑗 و 𝑆𝑜𝑏𝑗۱ با را آن فازی، خطی برنامەریزی مدل به قبلی بخش در شده ارائه ریاضی فرمول تبدیل برای

کرد. خواهیم استفاده بهینه جواب یافتن برای تحقيق در زیر فرمول از هستند. حقيقی 𝑅 ≤ 𝑅𝑜𝑏𝑗 و 𝑆۱(𝑃) ≥ 𝑆𝑜𝑏𝑗۱ که طوری به

𝜇(𝑅) = ൞
۱ 𝑅 > 𝑅𝑜𝑏𝑗
۱ − 𝑅𝑜𝑏𝑗−𝑅

𝑃۰
R𝑜𝑏𝑗 − 𝑝۰ ≤ 𝑅 ≤ R𝑜𝑏𝑗

۰ 𝑅 < 𝑅۰
(۸)

و

𝜇(𝑆۱) =
⎧

⎨
⎩

۱ 𝑆۱(𝑝) < 𝑆𝑜𝑏𝑗۱
۱ − 𝑆۱(𝑝)−𝑆𝑜𝑏𝑗۱

𝑃۱
𝑆𝑜𝑏𝑗۱ ≤ 𝑆۱(𝑝) ≤ 𝑆𝑜𝑏𝑗۱ + 𝑝۱

۰ 𝑆۱(𝑝) < 𝑆۰۱

(۹)

صورت به و است 𝜇𝑠(𝑝) برابر 𝑆 گیری تصمیم فضای عضویت تابع بنابراین، بود. خواهد 𝑃۰ = 𝑅𝑜𝑏𝑗 − 𝑅۰ و 𝑃۱ = 𝑆۰۱ − 𝑆𝑜𝑏𝑗۱ آن در که
است: شده ارائه زیر

𝑀𝑎𝑥 𝜇𝑠(𝑝) = 𝑀𝑎𝑥 {۰,ⅿin [𝜇(𝑅), 𝜇(𝑆۱)]} (۹)
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ژنتیک الگوریتم .۴
های الگوریتم در هستند. 𝑣𝑐 و ۱ بین تصادفی اعداد 𝑝۱, 𝑝۲, ..., 𝑝𝑣 آن در که شود می داده نشان 𝑝 = (𝑝۱, 𝑝۲, ..., 𝑝𝑣) معادله با P کروموزوم

است. شده آورده ژنتیک الگوریتم مراحل زیر
اولیه جمعیت Resuⅼt:

𝑝؛ = (𝑝۱, 𝑝۲, ..., 𝑝𝑣) شکل به تصادفی صورت به P کروموزوم تولید :۱ مرحله
𝑆۱؛ (𝑝) روند محاسبه :۲ مرحله

معادله؛ اساس بر 𝜇𝑠 (𝑝) آوردن بدست :۳ مرحله
then 𝜇𝑠 (𝑝) < 𝛼 if :۴ مرحله

برگردید؛ ۱ مرحله به و بگیرید نادیده
enⅾ

کنید؛ تکرار S کروموزوم تولید برای را ۳ تا ۱ مرحله :۵ مرحله
اولیه جمعیت تولید :۱ Aⅼgorithⅿ

شود. می گرفته نظر در ژنتیک الگوریتم از F تناسب تابع 𝜇𝑠 (𝑝) فازی عضویت تابع دقیق جواب
S های کروموزوم Resuⅼt:

؛ است. کوچک مثبت صحیح عدد 𝜀 آن در که 𝑝𝑟 (𝑔𝑛) = 𝜇𝑠(𝑝)
∑𝑠𝑔𝑛=۱ 𝜇𝑠(𝑝)+𝜀

آوردن بدست :۱ مرحله
کنید؛ انتخاب [۰, ۱] در را 𝑟 تصادفی عدد :۲ مرحله

then 𝑟 < 𝑝𝑟(۱) if :۳ مرحله
بگیرید؛ را کروموزوم اولین

enⅾ
eⅼse

۲؛ ≤ 𝑔𝑛 ≤ 𝑆 بگیرید را 𝑔𝑛𝑡ℎ کروموزوم
enⅾ

کنید؛ پیدا را S های کروموزوم و کنید تکرار بار S را ۳ و ۲ مراحل :۴ مرحله
رولت چرخ انتخاب روش اساس بر انتخاب فرآیند :۲ Aⅼgorithⅿ

جدید نسل Resuⅼt:
انتخاب؛ استراتژی با مرتبط کروموزوم دو انتخاب :۱ مرحله

دهید؛ تشکیل را نسل به مربوط اجزای تا کنید انتخاب را کروموزوم دو از یکی از جزء یک تصادفی طور به :۲ مرحله
شوند؛ پر کاملا́ نسل اجزای تا کنید تکرار را ۲ مرحله :۳ مرحله

متقاطع عملیات :۳ Aⅼgorithⅿ

جریان گراف :۱ شکل



۱۲۱۷ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ سلوکلایی درویشی داود و ناصری هادی سید امیری، نرجس

یافته جهش نسل Resuⅼt:
𝑟۱؛ ∈ [۰, ۱] کنید انتخاب تصادفی عدد یک :۱ مرحله

then 𝑟۱ < 𝑔𝑚 if :۲ مرحله
رود؛ می ۳ مرحله به و شود می انتخاب جهش برای کروموزوم

enⅾ
eⅼse

کنید؛ نظر صرف کروموزوم این از
enⅾ

دهید:؛ انجام نسل از جزء هر برای :۳ مرحله
𝑟۲؛ ∈ [۰, ۱] کنید انتخاب تصادفی عدد یک :۱ .۳ مرحله

then 𝑟۲ < 𝑔𝑚 if :۲ .۳ مرحله
دهید:؛ جهش زیر صورت به را جزء این
then 𝑝𝑗 = 𝑣𝑛𝑘 if :۱ .۲ .۳ مرحله

,۱}؛ ۲, ..., 𝑣𝑐} − {𝑣𝑛𝑘} کنید انتخاب را یکی تصادفی طور به
enⅾ

enⅾ
eⅼse :۲ .۲ .۳ مرحله

بگذرید؛ جزء این از
enⅾ

𝑔𝑚 جهش احتمال اساس بر نسل :۴ Aⅼgorithⅿ
گره: چهار حالت برای مثال

رابط و شود می شامل را 𝑎۱۰ تا 𝑎۷ از ها گره و 𝑎۶ تا 𝑎۱ از کمان آن در ،که است یال شش و گره چهار دارای ۱ شکل در شده داده نشان شبکه
دهد. می نشان ها گره بین

نتیجەگیری .۵
تخصیص مساله یک است. شده بررسی زمان حداقل تحت سیستم اطمینان قابلیت حداکثر با تصادفی جریان شبکه یک برای اجزا بهینه تخصیص
علاوه شد. فرموله فازی خطی سازی مدل مسئله عنوان به و است شده ارائه تخصیص زمان و سیستم اطمینان قابلیت به مشروط هدفه چند اجزای
تصادفی جریان شبکه یک در اجزا بهینه تخصیص حل برای که فازی سازی بهینه با ژنتیک الگوریتم بر مبتنی رویکرد یک مقاله این در این، بر
تابع عنوان به فازی عضویت تابع از شده ارائه رویکرد است. شده هستندارائه زمان و ممکن ظرفیت چندین دارای گره و یال هر آن در که است
زمان رساندن حداقل به و سیستم اطمینان قابلیت رساندن حداکثر به با بهینه جواب بهترین یافتن در پیشنهادی رویکرد کند. می استفاده تناسب

است. بوده موفق
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بقا عمیق عصبی شبکه از استفاده با ترافیکی حوادث زمان بندی مدل
رادآ حبیبی آرزو آرشیآ، محمد ،آ، محمدی∗ فاطمه

آمار گروه ریاضی، علوم دانشکده مشهد، فردوسی آدانشگاه

چکیده
و ایمنی بر منفی تاثیرات می توانند که هستند شهری ترافیک مدیریت در اصلی چالش های از یکی ترافیکی حوادث
و عبور در تاخیر و ترافیک ایجاد ترافیکی، حوادث منفی آثار از یکی باشند. داشته نقل و حمل سیستم های کارایی
ترافیک در تاخیر به منجر می تواند تصادفات با برخورد در ترافیک مدیریت آژانس های نادرست اقدامات است. مرور
مناسب استراتژی های کارگیری به و ترافیکی حوادث مدیریت برای نقل و حمل آژانس های شود. تصادف خطر و
دادەهای دارند. حادثه زمان مدت پیش بینی به نیاز ترافیکی ازدحام کاهش آن دنبال به و حادثه زمان کاهش برای
است. زمان مدت به وابستگی دادەها این ویژگی های از یکی هستند. رویداد تا زمان دادەهای ترافیکی حوادث زمان
شامل مبنا خطر نرخ مدل های است. مبنا خطر نرخ مدل های ویژگی، این گرفتن نظر در برای رایج مدل های از یکی
مدل های عملکرد باشد. می کاکس پارامتری نیمه و پارامتری متناسب خطرات مدل و شتابیده شکست زمان مدل های
محدودیت هایی دارای است ممکن دارند که فرضیاتی به توجه با ترافیکی، حوادث زمان پیش بینی در مبنا خطر نرخ
با ثابت اثر دادەها، برای خاص توزیع گرفتن نظر در متناسب، خطرات فرض به می توان فرضیات این جمله باشد.از
فرضیات این از برخی است ممکن و کرد اشاره وابسته، و مستقل متغیرهای بین خطی رابطه و تاثیرگذار عوامل زمان
ترافیکی حوادث زمان مدل بندی برای رایج روش های از دیگر یکی باشد. نداشته وجود ترافیکی حوادث دادەهای در
خطر نرخ مدل های مشکل ساز فرضیات از برخی که است این مدل ها این قوت نقطه می باشد. ماشین یادگیری مدل های
پیش بینی مدل ها این هدف اگر می باشد. عمیق عصبی شبکەهای ماشین، یادگیری روش های از یکی ندارند. را مبنا
نظر در ترافیکی حوادث دادەهای در را زمان مدت به وابستگی نمی توانند ها آن باشد، حادثه پاکسازی زمان مدت
نمی توانند هم مدل ها این اما می کنیم. استفاده بقا تابع برآورد هدف با عمیق عصبی شبکەهای مدل های از لذا بگیرند.
عمیق یادگیری مدل که علاقەمندیم مطالعه این در بنابراین کنند. پیش بینی را ترافیکی حادثه یک زمان مدت صراحت به
هدف مدل کند. پیش بینی را ترافیکی حوادث زمان هم و کند برآورد را بقا تابع هم که کنیم طراحی بقا تحلیل بر مبتنی
یادگیری مفهوم اساس بر بقا تابع همزمان برآورد با حادثه زمان مدت پیش بینی هنگام را زمان مدت وابستگی می تواند

بگیرد. نظر در وظیفەای چند

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

بقا تابع
مبنا خطر نرخ مدل های

حادثه پاکسازی زمان
عمیق بقای تحلیل

وظیفەای چند یادگیری
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
برد. نام را زیر موارد می توان تاثیرات این جمله از دارد. نقل و حمل سیستم های کارایی و ایمنی بر منفی تاثیرات ترافیکی حوادث

جانی تلفات و آسیب ها ●
مرور و عبور در تاخیر و ترافیک ایجاد ●

زیست محیط آلودگی ●
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ساخت ها زیر به آسیب ●
روانی آسیب های ●
سفر زمان افزایش ●

اضطراری خدمات بر فشار ●
ثانویه حوادث بروز ●

استراتژی های بەکار گیری برای ترافیک مدیریت سازمان های می شود. محسوب ترافیک مدیریت در اصلی چالش های از یکی عنوان به بنابراین
تشخیص، زمان کرد: تقسیم مرحله چهار به می توان را حادثه زمان مدت دارند. حادثه زمان مدت پیش بینی به نیاز منفی اثرات این کاهش و مناسب
مرحله طولانی ترین است حادثه کامل پاکسازی و پاسخ تیم یک بین ورود زمان که پاکسازی زمان بازیابی. زمان و پاکسازی زمان پاسخ، زمان
مدت دادەهای حادثه پاکسازی زمان دادەهای است. حادثه پاکسازی زمان پیش بینی ترافیکی، حوادث دادەهای مدل بندی اهداف از یکی است.
زمان مدت به وابستگی دادەها، این ویژگی های از یکی است. حادثه کامل پاکسازی رویداد، از منظور رویداد وقوع تا است زمانی که هستند زمان
دارد. بستگی است انجامیده طول به پاکسازی که زمانی مدت طول به حادثه پاکسازی پایان احتمال یعنی زمان مدت به وابستگی از منظور است.
استفاده مبنا خطر نرخ آماری مدل های از عمدتاً هستند، رویداد تا زمان دادەهای که حادثه زمان مدت دادەهای در ویژگی این گرفتن نظر در برای

: می گیرند نظر در را وابسته متغیر نوع دو مدل ها این [۳–۱] است. شده
پاکسازی زمان میانگین ●

خطر نرخ تابع ●
امکان زیرا گرفتەاند نظر در را پاکسازی زمان میانگین فقط عمدتاً قبلی مطالعات کرد. برآورد را بقا تابع می توان خطر نرخ تابع این از استفاده با
شکست زمان مدل می شود. اندازەگیری پاکسازی زمان بر مستقل متغیرهای پارامترهای مستقیم اثرات طوری که به می کند فراهم را ساده تفسیر
مدل ها این فرضیات از دیگر یکی همچنین می کند. فرض را تاثیر  گذار عوامل زمان با ثابت اثرات که است پر کاربرد مدل یک (AFT) شتابیده
برقرار آزاد راه یک در و ترافیکی حوادث دادەهای برای است ممکن فرض دو این است. پاکسازی زمان لگاریتم با مستقل متغیرهای خطی رابطه
مدل های حادثه پاکسازی زمان مدل سازی برای رایج روش های از دیگر یکی می باشد. محدودیت هایی دارای مدل ها این از استفاده بنابراین نباشد.
ماشین یادگیری مدل های حال این با است. مصنوعی عصبی های شبکه و تقویتی گرادیان ماشین تصادفی، جنگل مدل جمله از ماشین یادگیری
داده گزارش اخیر مطالعەای می گیرند. نادیده را زمان مدت به وابستگی ویژگی و می گیرند نظر در وابسته متغیر عنوان به را پاکسازی زمان میانگین
که عمیق عصبی شبکەهای مدل های [۴] است. شتابیده شکست زمان مدل های از بدتر یا مقایسه قابل ماشین یادگیری مدل های عملکرد که است
نمی توانند باشند حادثه پاکسازی زمان میانگین پیش بینی هدف با اگر همچنین هستند، تحقیقاتی مختلف زمینەهای در ناپذیر اجتناب رویکرد یک
استفاده با رویداد زمان پیش بینی جای به بقا، تابع برآورد برای عمیق بقای تحلیل مدل های اخیراً بگیرند. نظر در را زمان مدت به وابستگی ویژگی

[۶ شدەاند.[۵، پیشنهاد عمیق عصبی شبکەهای از
نمی توانند مدل ها این اما ندارند. را (AFT) شتابیده شکست زمان مدل مشکل ساز فرضیات از برخی که است این مدل ها این کلیدی قوت نقطه
و کند برآورد را بقا تابع هم همزمان طور به می تواند که می  شود ارائه مدلی ادامه در کنند. پیش بینی را حادثه پاکسازی زمان میانگین صراحت به

کند. پیش بینی وظیفەای چند یادگیری ساختار از استفاده با را حادثه زمان مدت هم
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هدف شبکه ساختار :۱ شکل

اصلی نتایج .۲
نتایج، به توجه با که است شده داده برازش وایبول و لجستیک لگ نرمال، لگ فرضی توزیع سه با شتابیده شکست زمان آماری مدل سه دادەها به
زمان مدل شد. انتخاب پایه مدل عنوان به و دارد دیگر مدل دو به نسبت بهتری عملکرد نرمال لگ فرضی توزیع با شتابیده شکست زمان مدل
ناهمگنی دهنده نشان که آورد دست به پایه مدل به نسبت بهتری عملکرد که شد داده برازش دادەها به نیز تصادفی پارامتر یک با شتابیده شکست
میانگین پیش بینی از وظایف تغییر با آنها عملکرد تقویتی گرادیان ماشیین و تصادفی جنگل مدل دو هر برای می باشد. دادەها بین در نشده مشاهده
حاصل عمیق عصبی شبکەهای برای عملکرد بهبودی این ماشین یادگیری مدل های خلاف بر می یابد. بهبود بقا، تابع برآورد به پاکسازی زمان
نشان معیار مدل های تمام بین در را عملکرد بهترین و می دهد افزایش را عمیق عصبی شبکە پیش بینی عملکرد هدف، مدل حال این با نشد.

می کند. تایید زمان مدت به وابستگی ویژگی گرفتن نظر در برای را وظیفەای چند یادگیری ساختار قابلیت نتیجه این می دهد.
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تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگری آنتروپی کران های
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چکیده
نتایج برخی که می آوریم بەدست  را تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگری آنتروپی پایین و بالا کران های مقاله، این در
عملگر آنتروپی برای را اطلاعات یکنوایی این، بر علاوه داد. خواهد تعمیم را دیگر نویسندگان توسط شده ارائه معروف
و تسالیس نسبی عملگر آنتروپی برای اطلاعات یکنوایی نماییم. می بررسی آن مکمل و تعمیم یافته تسالیس نسبی

می دهیم. ارائه نسبی عملگر آنتروپی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

نسبی عملگر آنتروپی
تسالیس نسبی عملگر آنتروپی

تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگر آنتروپی
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

47A63
47A60
46L05

مقدمه .۱
عملگرهای نسبی عملگری آنتروپی [۳] کامی و فوجی باشند. ℋ مختلط هیلبرت فضای روی مثبت وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض

بەصورت را 𝐵 و 𝐴 پذیر معکوس مثبت
𝑆(𝐴, 𝐵) = 𝐴

۱
۲ ⅼog(𝐴− ۱

۲𝐵𝐴−
۱
۲ )𝐴

۱
۲

کردند. معرفی
کرد تعریف زیر صورت به 𝑆(𝐴, 𝐵) نسبی عملگر آنتروپی از تعمیمی عنوان به را تسالیس نسبی عملگری آنتروپی مفهوم [۶] یاناگی

𝑇𝜆(𝐴|𝐵) =
𝐴

۱
۲ (𝐴−

۱
۲𝐵𝐴−

۱
۲ )𝜆𝐴

۱
۲ − 𝐴

𝜆 = 𝐴♯𝜆𝐵 − 𝐴
𝜆

نوشت: نوان می و ۰ < 𝜆 ≤ ۱ که
𝑇𝜆(𝐴|𝐵) = 𝐴

۱
۲ (𝐿𝑛𝜆𝐴−

۱
۲𝐵𝐴−

۱
۲ )𝐴

۱
۲ .

که کنید توجه .𝐿𝑛𝛼𝑋 = 𝑋𝛼 − ۱
𝛼 ،𝑋 مثبت عملگر برای که

ⅼiⅿ
𝜆→۰𝑇𝜆(𝐴|𝐵) = 𝑆(𝐴|𝐵).

∗سخنران
الهی) فضل (مریم m_fazlolahi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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𝑞, 𝜆 ∈ ℝ, 𝜆 ≠ ۰, 𝑘 ∈ ℤ که 𝐵 و 𝐴 مثبت وارون پذیر عملگرهای برای را تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگری آنتروپی مفهوم [۶] یاناگی
کرد: معرفی زیر بەصورت

�̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵) =
𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵

𝜆 .

−𝜇 عملگر میانگین نمایید. مراجعه [۵] به نمونه برای که است 𝜇 ∈ ℝ برای توسعەیافته عملگری توانی −𝜇 میانگین نمایشگر 𝐴♮𝜇𝐵 مفهوم
می شود. تعریف زیر بەصورت توسعەیافته توانی

𝐴♮𝜇𝐵 = 𝐴
۱
۲ (𝐴−

۱
۲𝐵𝐴−

۱
۲ )𝜇𝐴

۱
۲ .

داریم: ،𝜆 ∈ (۰, ۱] برای خاص، حالت در

�̃�۰,۱,𝜆(𝐴|𝐵) =
𝐴♯𝜆𝐵 − 𝐴♯۰𝐵

𝜆 = 𝐴♯𝜆𝐵 − 𝐴
𝜆 = 𝑇𝜆(𝐴|𝐵).

آوردند: بەدست  تسالیس نسبی عملگر آنتروپی و نسبی عملگر آنتروپی بین رابطەای بەعنوان را زیر نامساوی [۴] کامی و فوجی
𝑇−𝜆(𝐴|𝐵) ≤ 𝑆(𝐴|𝐵) ≤ 𝑇𝜆(𝐴|𝐵). (۱)

عملگر آنتروپی به نسبت عملگری نامساوی های برخی [۱۲] زو .[۲ ،۱] داد ارائه نسبی عملگر آنتروپی برای نامساوی هایی برخی دراگومیر
تعمیم و داد ارائه نسبی عملگر آنتروپی برای [۱۳] در را نامساوی ها برخی سپس، داد. تعمیم را موجود نامساوی های و کرد ثابت تسالیس نسبی
و نیکوفر داد. ارائه نسبی عملگر آنتروپی و تسالیس نسبی عملگر آنتروپی برای جدید پایین و بالا کران های و آورد بەدست  [۱۲] در را نتایج
از کران هایی و کردند مشخص کلی فرم به را تعمیم یافته نسبی عملگر آنتروپی کران های و داده توسعه را نسبی عملگر آنتروپی مفهوم همکاران،
علاوه آوردند. بەدست  [۱۰] تسالیس نسبی عملگر آنتروپی و تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگر آنتروپی شانون، آنتروپی برای پارامتری توسیع
از تعمیمی عنوان به که است شده ثابت [۱۱] در تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگر آنتروپی و تعمیم یافته نسبی عملگر آنتروپی بین رابطه این، بر
و نیکوفر و دادەاند ارائه هرمیت⁃هادامار نامساوی کاربرد با تسالیس نسبی عملگر آنتروپی برای کران هایی [۸] همکاران و مرادی می باشد. (۱)
آمده [۱۴] و [۱۲] در ترتیب به شده اثبات کار دو ادامه در کردند. فراهم [۸] در شده ارائه نتایج از پیشرفته و توجه قابل تظریف یک همکاران

است.
آنگاه باشند. 𝑣 ∈ [۰, ۱] و 𝜆 ∈ (۰, ۱] ،𝑎 > ۰ مثبت، پذیر وارون عملگر دو 𝐵 و 𝐴 کنید فرض (۱)

𝑙۲𝐴 − 𝑙۱𝐴♯𝜆−۱𝐵 + 𝑙۳𝐴♯𝜆𝐵 ≤ 𝑇𝜆(𝐴|𝐵) ≤ 𝑙۱𝐵 − 𝑙۲𝐴♯𝜆𝐵 − 𝑙۳𝐴,

هستند. ۲ .۲ قضیه در شده تعریف 𝑙۳ و 𝑙۲ ،𝑙۱ که
بەطوری که باشند مثبت وارون پذیر عملگر دو 𝐵 و 𝐴 کنید فرض (۲)

داریم: 𝜆 ∈ [−۱, ۰) ∪ (۰, ۱] و 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای دراین صورت .𝑆𝑝(𝐴), 𝑆𝑝(𝐵) ⊆ 𝐽 ⊂ (۰, +∞)
(ⅼn𝜆 𝑠)𝐴 + 𝐴♯𝜆𝐵 − 𝑠𝐴♯𝜆−۱𝐵 ≤ 𝑇𝜆(𝐴|𝐵) ≤ (ⅼn𝜆 𝑟)𝐴 + 𝑟𝜆−۱(𝐵 − 𝑟𝐴).

می باشد. [۷] در آندو و کوبو توسط شده ارائه عملگری میانگین ،𝑓(𝑡) = 𝑡۱/۲ عملگری یکنوای تابع 𝒫𝑓 چشم انداز که کنید توجه

اصلی نتایج .۲
برای آن گاه ،𝑓۱(𝑡) ≤ 𝑓۲(𝑡) ≤ 𝑓۳(𝑡) ،𝑡 ∈ 𝐼 برای اگر باشند. 𝐼 بسته بازه روی مقدار حقیقی توابعی 𝑓۱, 𝑓۲, 𝑓۳ کنید فرض [۱۰ ،۹] .۱ .۲ لم

داریم: باشند، 𝕀 بازه در 𝐴−۱/۲𝐵𝐴−۱/۲ و 𝐴 عملگرهای طیف که 𝐵 و 𝐴 مثبت وارون پذیر عملگرهای
𝒫𝑓۱(𝐴, 𝐵) ≤ 𝒫𝑓۲(𝐴, 𝐵) ≤ 𝒫𝑓۳(𝐴, 𝐵)

می آوریم. بەدست  را توسعەیافته توانی −𝜇 میانگین به نسبت تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگر آنتروپی برای پایین و بالا کران های قسمت، این در
دراین صورت .𝑣 ∈ [۰, ۱] و ،𝜆 ∈ (۰, ۱] ،𝑎 > ۰ مثبت، وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .۲ .۲ قضیه

𝑙۳𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝑙۱𝐴♮𝑞+𝑘𝜆−۱𝐵 + 𝑙۲𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵
≤ �̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵)
≤ 𝑙۱𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆+۱𝐵 − 𝑙۲𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝑙۳𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵
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بەطوری که
𝑙۱ =

𝑎𝜆−۱

𝑣(𝑎𝜆 − ۱) + ۱ , 𝑙۲ =
𝑣(۱ − 𝑎𝜆)

𝜆(𝑣(𝑎𝜆 − ۱) + ۱) , 𝑙۳ =
(𝜆 − ۱ + 𝑣)𝑎𝜆 + ۱ − 𝑣
𝜆(𝑣(𝑎𝜆 − ۱) + ۱) .

داریم: را است شده ثابت زو توسط که زیر نتیجه خاص، حالت در
آن گاه .𝑣 ∈ [۰, ۱] و ،𝜆 ∈ (۰, ۱] ،𝑎 > ۰ مثبت، وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض [۱۲] .۳ .۲ نتیجه
𝑙۲𝐴 − 𝑙۱𝐴♯𝜆−۱𝐵 + 𝑙۳𝐴♯𝜆𝐵 ≤ 𝑇𝜆(𝐴|𝐵) ≤ 𝑙۱𝐵 − 𝑙۲𝐴♯𝜆𝐵 − 𝑙۳𝐴,

باشند. ۲ .۲ قضیه در شده تعریف 𝑙۳ و ،𝑙۲ ،𝑙۱ بەطوری که
می آوریم. بەدست  را نظر مورد نتیجه ،۲ .۲ قضیه در 𝑘 = ۱ و 𝑞 = ۰ دادن قرار با اثبات.

آن گاه .𝑣 ∈ [۰, ۱] و ،𝜆 ∈ (۰, ۱] ،𝑎 > ۰ مثبت، وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .۴ .۲ نتیجه
(۱ − ⅼn𝑎)𝐴 − ۱

𝑎𝐴𝐵
−۱𝐴 ≤ 𝑆(𝐴|𝐵) ≤ (ⅼn𝑎 − ۱)𝐴 + ۱

𝑎𝐵.

آورد بەدست  می توان ،۳ .۲ نتیجه در 𝜆 → ۰ دادن میل با اثبات.
(𝑙۲ + 𝑙۳)𝐴 − 𝑙۱𝐴𝐵−۱𝐴 ≤ 𝑆(𝐴|𝐵) ≤ 𝑙۱𝐵 − (𝑙۲ + 𝑙۳)𝐴, (۲)

می شود. حاصل نتیجه ،(۲) در 𝑙۳ ، ،𝑙۱, 𝑙۲ دادن قرار با .𝑙۳ = ۱ + (𝑣 − ۱) ⅼn𝑎 و ،𝑙۲ = −𝑣 ⅼn𝑎 ،𝑙۱ = ۱
𝑎 که

نسبی عملگر آنتروپی برای دیگری پایین و بالا کران های بعدی، قضیه در می دهیم. گسترش 𝑠 و 𝑟 متغیرهای برای را نتیجه این ،۷ .۲ نتیجه در
می آوریم. بەدست  توسعەیافته توانی −𝜇 میانگین به نسبت تعمیم یافته تسالیس

داریم: 𝑘 ∈ ℤ ،𝜆 ≠ ۰ ،𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای آن گاه باشند. 𝐽 بازه در طیف با مثبت وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .۵ .۲ قضیه
𝑠𝑞+𝑘𝜆 − 𝑠𝑞+(𝑘−۱)𝜆

𝜆 𝐴 + (𝑞𝜆 + 𝑘)(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝑠(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆−۱𝐵))

+ (𝑞𝜆 + (𝑘 − ۱))(𝑠(𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱𝐵) − 𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵)
≤ �̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵)

≤ 𝑟𝑞+𝑘𝜆 − 𝑟𝑞+(𝑘−۱)𝜆
𝜆 𝐴

+ (𝑞 + 𝑘𝜆)𝑟𝑞+𝑘𝜆−۱ − (𝑞 + (𝑘 − ۱)𝜆)𝑟𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱
𝜆 (𝐵 − 𝑟𝐴).

داشت. خواهیم را است شده ثابت [۱۴] همکاران و فروچی توسط که را زیر نتیجه خاص، حالت در
𝜆 ∈ [−۱, ۰) ∪ (۰, ۱] و 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای آن گاه باشند. 𝐽 بازه در طیف با مثبت وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض [۱۴] .۶ .۲ نتیجه

داریم:
(ⅼn𝜆 𝑠)𝐴 + 𝐴♮𝜆𝐵 − 𝑠𝐴♮𝜆−۱𝐵 ≤ 𝑇𝜆(𝐴|𝐵) ≤ (ⅼn𝜆 𝑟)𝐴 + 𝑟𝜆−۱(𝐵 − 𝑟𝐴).

می شود. حاصل نتیجه ۵ .۲ قضبه در 𝑘 = ۱ و 𝑞 = ۰ دادن قرار با اثبات.
داریم: 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای آن گاه باشند. 𝐽 بازه در طیف با مثبت وارون پذیر عملگرهای 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .۷ .۲ نتیجه

(۱ + ⅼn 𝑠)𝐴 − 𝑠𝐴𝐵−۱𝐴 ≤ 𝑆(𝐴|𝐵) ≤ (ⅼn 𝑟 − ۱)𝐴 + ۱
𝑟𝐵

می آوریم. بەدست  را نتیجه ۶ .۲ لم در 𝜆 → ۰ جایگذاری با اثبات.
می نماییم.در تایید را ۴ .۲ نتیجه ،𝑟 = 𝑎 و 𝑠 = ۱

𝑎 می کنیم فرض 𝑎 > ۰ برای که زمانی چون است، ۴ .۲ نتیجه توسعه نتیجه، این که کنید توجه
می باشد. 𝑠 و 𝑟 به نسبت ۴ .۲ نتیجه از متغیره دو نسخه یک مطلب این حقیقت،
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اطلاعات یکنواختی .۳
می نماییم. بررسی تعمیم یافته تسالیس نسبی عملگر آنتروپی برای را اطلاعات یکنواختی فصل، این در

.۰ < 𝑚۲𝐼 ≤ 𝐵 ≤ 𝑀۲𝐼 ،۰ < 𝑚۱𝐼 ≤ 𝐴 ≤ 𝑀۱𝐼 بەطوری که باشند مثبت وارون پذیر عملگرهای 𝐴, 𝐵 ∈ ℬ(ℋ) کنید فرض .۱ .۳ قضیه
شده داده 𝛼 > ۰ برای آن گاه 𝑞 ∈ ℝ, 𝜆 > ۰, 𝑘 ∈ ℤ و مثبت خطی نگاشت Φ ∶ ℬ(ℋ) → ℬ(ℋ) اگر

Φ(�̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵)) ≤ න
۱

۰
Φ((𝐴♯𝛾+𝜆𝐵)♯𝜇𝐴)♯𝛾+𝜆Φ((𝐴♯𝛾+𝜆𝐵)♯𝜇𝐵) − Φ(𝐴♯𝛾+𝜆𝐵)

𝜆 ⅾ𝜇

≤ �̃�𝑞,𝑘,𝜆(Φ(𝐴),Φ(𝐵)) +
۱ − 𝛼
𝜆 Φ(𝐴)♮𝛾Φ(𝐵) −

𝛽
𝜆Φ(𝐴)

که است برقرار

𝛽 = ቊ 𝛼(𝛾 − ۱)ቆ 𝑀𝛾 −𝑚𝛾

𝛼𝛾(𝑀 −𝑚)ቇ
𝛾

𝛾−۱
+ 𝑀𝑚𝛾 −𝑚𝑀𝛾

𝑀 −𝑚 , 𝛾𝑚𝛾−۱ ≥ 𝑀𝛾 −𝑚𝛾

𝛼(𝑀 −𝑚) ≥ 𝛾𝑀𝛾−۱

ⅿin{(۱ − 𝛼)𝑀𝛾 , (۱ − 𝛼)𝑚𝛾}, اینصورت غیر در
(۳)

.𝑀 = 𝑀۲
𝑚۱

و 𝑚 = 𝑚۲
𝑀۱

،𝛾 = 𝑞 + (𝑘 − ۱)𝜆 > ۰ ،۰ < 𝛾 + 𝜆 < ۱ نیز و
و 𝐽 بازه در طیف با مثبت وارون پذیر عملگر 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .۲ .۳ گزاره

داریم: 𝑘 ∈ ℤ ،𝜆 ≠ ۰ ،𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای دراین صورت باشند. مثبت خطی نگاشت Φ ∶ ℬ(ℋ) → ℬ(ℋ)

�̃�𝑞,𝑘,𝜆(Φ(𝐴)|Φ(𝐵)) ≤ Φ(�̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵)) + (𝑟
𝑞+𝑘𝜆 − 𝑟𝑞+(𝑘−۱)𝜆

𝜆 − 𝑠𝑞+𝑘𝜆 − 𝑠𝑞+(𝑘−۱)𝜆
𝜆 )Φ(𝐴)

+ (𝑞 + 𝑘𝜆)𝑟𝑞+𝑘𝜆−۱ − (𝑞 + (𝑘 − ۱)𝜆)𝑟𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱
𝜆 Φ(𝐵 − 𝑟𝐴)

− (𝑞𝜆 + 𝑘)Φ(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝑠(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆−۱𝐵))

− (𝑞𝜆 + (𝑘 − ۱))Φ(𝑠(𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱𝐵) − 𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵)

هر برای که می شود حاصل Φ بودن خطی و ۵ .۲ قضیه در اول نامساوی از اثبات.
𝑘 ∈ ℤ ،𝜆 ≠ ۰ ،𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽

𝑠𝑞+𝑘𝜆 − 𝑠𝑞+(𝑘−۱)𝜆
𝜆 Φ(𝐴) + (𝑞𝜆 + 𝑘)Φ(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝑠(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆−۱𝐵))

+ (𝑞𝜆 + (𝑘 − ۱))Φ(𝑠(𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱𝐵) − 𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵)
≤ Φ(�̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵)).

𝑘 ∈ ℤ ،𝜆 ≠ ۰ ،𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای لذا
۰ ≤ Φ(�̃�𝑞,𝑘,𝜆(𝐴|𝐵)) −

𝑠𝑞+𝑘𝜆 − 𝑠𝑞+(𝑘−۱)𝜆
𝜆 Φ(𝐴)

− (𝑞𝜆 + 𝑘)Φ(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆𝐵 − 𝑠(𝐴♮𝑞+𝑘𝜆−۱𝐵))

− (𝑞𝜆 + (𝑘 − ۱))Φ(𝑠(𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱𝐵) − 𝐴♮𝑞+(𝑘−۱)𝜆𝐵). (۴)
می دهد نتیجه ۵ .۲ قضیه در دوم نامساوی دیگر، طرف از

�̃�𝑞,𝑘,𝜆(Φ(𝐴)|Φ(𝐵)) ≤
𝑟𝑞+𝑘𝜆 − 𝑟𝑞+(𝑘−۱)𝜆

𝜆 Φ(𝐴) (۵)

+ (𝑞 + 𝑘𝜆)𝑟𝑞+𝑘𝜆−۱ − (𝑞 + (𝑘 − ۱)𝜆)𝑟𝑞+(𝑘−۱)𝜆−۱
𝜆 (Φ(𝐵) − 𝑟Φ(𝐴)).

می آوریم. بەدست  را مطلوب نامساوی های ،(۵) و (۴) نامساوی دو از
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آنتزوپی برای را اطلاعات یکنواختی آنگاه ،𝑘 = ۱ و 𝑞 = ۰ دهیم قرار ۲ .۳ گزاره و ۱ .۳ قضیه در بەترتیب اگر که می کنیم ملاحظه .۳ .۳ ملاحظه
می گیریم. نتیجه آن مکمل و تسالیس نسبی عملگر

واقع، در .[۱۵] اطلاعات یکنواختی و اکید تقعر زیرجمع پذیری، مثال، بەعنوان دارد، آنتروپی مشابه خواصی نسبی عملگر آنتروپی که کنید توجه
داریم: خودش، به هیلبرت فضای روی کراندار خطی عملگرهای مجموعه از Φ یکدار مثبت خطی نگاشت برای

Φ(𝑆(𝐴|𝐵)) ≤ 𝑆(Φ(𝐴)|Φ(𝐵)).

وارون اطلاعات یکنواختی ادامه، در ،۲ .۳ نتیجه در 𝜆 → ۰ و 𝑞 = ۰, 𝑘 = ۱ دادن قرار با می آوریم. بەدست  مکمل نامساوی یک بعدی، نتیجه در
می دهیم. ارائه نسبی عملگر آنتروپی برای را

و 𝐽 بازه در طیف با مثبت وارون پذیر عملگر 𝐵 و 𝐴 کنید فرض .۴ .۳ نتیجه
داریم: 𝑟, 𝑠 ∈ 𝐽 هر برای دراین صورت باشند. مثبت خطی نگاشت Φ ∶ ℬ(ℋ) → ℬ(ℋ)

𝑆(Φ(𝐴)|Φ(𝐵)) ≤ Φ(𝑆(𝐴|𝐵)) + (ⅼn 𝑟
𝑠 − ۲)Φ(𝐴) + Φ(𝑠𝐴𝐵−۱𝐴 + ۱

𝑟𝐵).
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بخشی چند آرمانی ریزی برنامه مدل یک
اوجاکیب ناصری هادی سید ،آ، بهنمیری آبادی مشک زهرا فاطمه

مازندران دانشگاه سازی بهینه گرایش کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی آدانشجوی
مازندران دانشگاه ریاضی گروه علمی هیئت بعضو

چکیده
هستند روبرو رقابتی و متعدد اهداف با اغلب سازمان ها و شرکت ها امروزی، کار و کسب پویای و پیچیده محیط در
اجازه تصمیم گیرندگان به که است ریاضی بهینەسازی تکنیک نوعی آرمانی برنامەریزی شوند. بهینه و متعادل باید که
از یکی چندمعیاره، بهینەسازی مسائل در کنند. متعادل را متضاد بعضاً و متعدد محدودیت های و اهداف تا می دهد
اولویت های تنظیم امکان که است فازی هدف برنامەریزی از استفاده متضاد، اهداف مدیریت برای کارآمد روش های
و شده گرفته کار به چندهدفه حمل ونقل مسائل مانند حوزەهایی در روش این می کند. فراهم مدل یک در را مختلف
آرمان سطح یک با اهداف مدیریت به قادر فقط سنتی آرمانی برنامەریزی . است[۶] داده نشان خود از بالایی کارایی
شوند روبرو ای چندگانه اهداف با تصمیم گیرندگان است ممکن واقعی، کاربردهای از بسیاری در است. آرزو) (سطح
تصمیم گیرندگان واقعی، کاربردهای از بسیاری در است. هدف چند یا یک برای آرزو از مختلفی سطوح شامل که
رویکردهای مسائل، نوع این مدل سازی برای باشند. آرزو سطح چندین دارای که شوند مواجه اهدافی با است ممکن
کنند کمک تصمیم گیری در بیشتر انعطاف پذیری به می توانند که شدەاند پیشنهاد فازی چندانتخابی هدف برنامەریزی
که پردازد می بخشی چند آرمانی ریزی برنامه مسائل حل برای جدید روش هایی مطالعه و بررسی به پژوهش این .[۵]
و بخشی چند آرمانی ریزی برنامه مسائل حل و مدل سازی جدید رویکردهای راستا، این در باشند. مؤثرتر و کارآمدتر
لینگو افزاری نرم محیط در پیشنهادی مدل این، بر علاوه است. شده بررسی سنتی های روش با مقایسه در آنها کارایی
که دهند می نشان بەدست آمده نتایج است. گردیده ارزیابی پیچیده، مسائل حل در آن عملکرد و شده سازی پیاده
تصمیم گیرندگان و برنامەریزان اختیار در بهینەسازی پیچیده مسائل حل برای موثرتری ابزار تواند می پیشنهادی روش

می شود. بهتر نتایج و تصمیم گیری بهبود به منجر که دهد قرار

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

آرمانی برنامەریزی
بخشی چند آرمانی برنامەریزی

چندبخشی آرمان سطوح

مقدمه .۱
سطوح وجود شرایط حال، این با است. یافته توسعه واقعی، مشکلات از بسیاری حل برای که است مهم تحلیلی رویکرد یک ۱ آرمانی برنامەریزی
فعلی تکنیک های با مشکل این باشد. داشته وجود تصمیم گیری مدیریت یا بازاریابی مشکلات از بسیاری در است ممکن بخشی، چند آرزوی
از مقاله این در چندبخشی، هدف برنامەریزی مشکل حل و آرمانی ریزی برنامه اثربخشی بهبود منظور به نیست. حل قابل آرمانی ریزی برنامه

پردازیم. می بخشی چند مسئله حل به آرزو سطح چندین مشارکت دیدگاه

مساله بیان .۲
حداقل آرزوها) سطح (یا مطلوب اهداف از انحراف که شوند تعیین ای گونه به گیری تصمیم مقادیر که است این هدف آرمانی، ریزی برنامه در
حل راه بهترین یافتن راستای در گیری تصمیم درحالیکه گیرند؛ قرار توجه مورد همزمان طور به متعددی اهداف تا دهد می اجازه مدل این شود.

( اوجاکی ناصری هادی (سید nhadi57@gmail.com بهنمیری)، آبادی مشک زهرا (فاطمه fatemehzahramoshkabadi@gmail.com الکترونیک: پست
1Goal Programming
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می دهد اجازه تصمیم گیرندگان به که است ریاضی بهینەسازی تکنیک نوعی آرمانی برنامە ریزی است. ممکن های حل راه از ای مجموعه میان از
قدیمی ترین [۱] شد. معرفی ۱۹۶۱ سال در کوپر و چارنس توسط روش این کنند. متعادل را متضاد بعضاً و متعدد محدودیت های و اهداف تا

می شود: بیان زیر صورت به آرمانی برنامەریزی شکل

ⅿin
𝑛


𝑖=۱

|𝑓𝑖(𝑋) − 𝑔𝑖|

برنامەریزی مسائل بەعنوان معمولا˟ آرمانی برنامەریزی مدل های است. ام −𝑖هدف برای آرمان سطح 𝑔𝑖 و ام − 𝑖هدفه از خطی تابع یک آن در که
با دهند. نشان را تصمیم گیری مسئله در درگیر مختلف محدودیت های و اهداف تا می شوند تعریف آرمانی محدودیت های و توابع با خطی،
است ممکن واقعی، کاربردهای از بسیاری در است. ۲ آرمان سطح یک با اهداف مدیریت به قادر فقط سنتی هدف برنامەریزی حال، این
از یکی لینگو افزار نرم [۲]. است هدف چند یا یک برای آرزو از مختلفی سطوح شامل که شوند روبرو چندگانەای اهداف با تصمیم گیرندگان
پیادەسازی مراحل است. شده استفاده ⅯSGP مدل پیادەسازی برای پژوهش این در که است بهینەسازی مدل های حل برای قدرتمند ابزارهای

است: زیر شرح به
می شوند. تعریف آرمان سطوح و تصمیم گیری متغیرهای مجموعه ابتدا پارامترها: و متغیرها تعریف .۱

می شود. مشخص می پردازد، اهداف از انحرافات حداقل سازی به که دستاورد تابع هدف: تابع تعیین .۲
می شوند. تعیین مسئله الزامات سایر و ظرفیت منابع، محدودیت های شامل مدل محدودیت های مجموعه محدودیت ها: فرمول بندی .۳

می شود. اجرا داخلی حل کننده از استفاده با و شده کدنویسی لینگو محیط در مدل مدل: اجرای .۴
می شود. پیشنهاد راهکارها بهترین و بررسی مدل، خروجی های نتایج: تحلیل .۵

یا بخش ها با تصمیم گیری مسائل مدل سازی امکان که است آرمانی برنامەریزی از پیشرفتەتری شکل (ⅯSGP)۳ چندبخشی آرمانی برنامەریزی
دستاورد: تابع کرد: بیان زیر صورت به می توان را ⅯSGP مدل می کند. فراهم را محدودیت و هدف چندین درنظرگرفتن با متعدد، مراحل

ⅿin𝑍 = {𝑔۱(𝑑+۱ , 𝑑−۱ ), 𝑔۲(𝑑+۲ , 𝑑−۲ ), ..., 𝑔𝑛(𝑑+𝑛 , 𝑑−𝑛 )}
𝑆.𝑡.

𝑛
∑
𝑖=۱

𝑆𝑖𝑗𝑋𝑖 + 𝑑−𝑖 − 𝑑+𝑖 = 𝑔𝑖 , 𝑗 = ۱, ۲, ..., 𝑛
𝑆𝑖𝑗 = 𝑆𝑖۱𝑜𝑟𝑆𝑖۲𝑜𝑟...𝑆𝑖𝑚 , 𝑖 = ۱, ۲, ..., 𝑛

می تواند ریاضی دقیق مدل سازی به نیاز و ذاتی پیچیدگی دلیل به ⅯSGP مسائل حل و فرمول بندی حال، این با محدودیت ها: و اهداف
پیچیدگی است.[۳] شده نتایج تفسیر در مشکل و منابع هدررفت غیربهینه، جواب های جمله از متعددی مسائل به منجر امر این باشد. چالش برانگیز
و محدودیت ها، و اهداف انواع درنظرگرفتن به نیاز متعدد، مراحل یا بخش ها وجود جمله از می شود، ناشی متعددی عوامل از ⅯSGP مسائل
دشوار مؤثر و کارآمد شیوەای به را ⅯSGP مسائل حل و فرمول بندی می توانند عوامل این هدف. توابع در ناپیوستگی و غیرخطی بودن پتانسیل
آن ها تفسیر و کند سخت محاسباتی نظر از را آن ها می تواند که می شود دادەها از زیادی مقادیر شامل اغلب ⅯSGP مسائل این، بر علاوه کنند.

[۴] کند. چالش برانگیز را

گیری نتیجه .۳
گرفتن نظر در امکان چندهدفه، تصمیم گیری مسائل بهینەسازی در پیشرفته های روش از یکی عنوان به بخشی چند آرمانی برنامەریزی مدل
حل در می تواند سنتی، مدل های به نسبت انعطاف پذیرتر چارچوبی ارائه با مدل این می کند. فراهم را آرمان از متفاوتی سطوح با مختلف اهداف
با مقایسه در پیشنهادی مدل که داد نشان پژوهش این نتایج کند. ایفا مؤثری نقش هستند، متنوع اهداف و محدودیت ها شامل که پیچیدەای مسائل
پیچیدگی ،ⅯSGPمدل های بەکارگیری در اصلی چالش های از یکی دارد. چندگانه اهداف بهینەسازی در بیشتری کارایی و دقت سنتی، روش های
الگوریتم های مانند جدید، رویکردهای از استفاده بااین حال، است. آن ها حل برای پیشرفته محاسباتی روش های به نیاز و فرمول بندی بالای
شامل رویکردها این شود. بزرگ تر مقیاس های در مدل ها این عملکرد بهبود به منجر می تواند فراابتکاری، الگوریتم های و طبیعت از الهام گرفته
را خود خاص ضعف و قوت نقاط روش ها این از کدام هر که تطبیقی  است، ⅯSGP روش و هم زمان ⅯSGP روش متوالی، ⅯSGP روش
تکنیک های از که ترکیبی مدل های توسعه با می توان آینده، در شدەاند. گرفته کار به مختلف زمینەهای در تصمیم گیری مسائل انواع برای و دارند
این عملی کاربردهای بررسی همچنین، داد. افزایش را ⅯSGP مسائل حل سرعت و دقت می برند، بهره پیشرفته یادگیری روش های و احتمالی
کارایی افزایش و دانش توسعه به می تواند پروژه مدیریت و تولید برنامەریزی منابع، تخصیص تأمین، زنجیره مدیریت مانند حوزەهایی در مدل
را جدیدی ابزارهای و بینش ها و می دهد ادامه روش ها این اصلاح به زمینه این در جاری تحقیقات کند. کمک واقعی مسائل حل در روش این

می کند. ارائه مختلف زمینەهای در شاغلین برای
2 Aspiration level
3Multi-segment goal programming
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چکیده
همچنین و کامل نیم ابرگروەهای تعداد 𝐾𝐻ابرگروەها شمارش برای همکاران و سالوو دی روش کمک به مقاله، این در

آوریم. می بدست را ها آن کیلی جداول و کرده محاسبه را کوچک مرتبه ابرمونوئیدهای

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

شمارش
ابرگروه نیم
مونوئید ابر

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
20N20

مقدمه .۱
کنند شمارش را ابرساختارها از خاصی ردەهای توانستەاند کامپیوتری محاسبات از استفاده با لایگروس، و بایون جمله از محققان، از بسیاری
و سالوو دی روش .[۱۰–۷] داشتەاند فعالیت کاربردهایشان و ابرساختارها تحلیلی شمارش در دیگران و دواز سالوو، دی همچنین، .[۱۲ ،۲ ،۱]
در کرد. بهرەبرداری چندمتقارن ابرگروەهای شمارش در روش این از می توان که می دهد ما به را ایده این ⁃ابرگروەها 𝐾𝐻 شمارش در همکاران
در گرفت. خواهند قرار استفاده مورد مقاله در که می دهیم ارائه ابرگروەها نیم مطالعه برای نیاز مورد نتایج و تعاریف از کوتاه مقدمەای بخش، این
محاسبات این برای بپردازیم. کوچک، مرتبه از ابرمونوئیدهای شمارش همچنین و کامل نیم ابرگروەهای تعداد شمارش به داریم قصد بخش این

گرفتەایم. کمک [۱۲–۱۰ ،۱] از

اساسی مفاهیم .۲
پیدا یکریختی تقریب با را |𝐻| < ۵ بەطوری که 𝐻 ابرگروه توسط تولید شده عضو، 𝑛 دارای 𝐾𝐻⁃ابرگروەهای تعداد می خواهیم بخش این در

است. شده آورده [۱۰] از بخش این نمادهای و مطالب کنیم.
.|𝐴𝑥𝑖 | = 𝑛𝑖 و 𝐻 = {𝑥۱, … , 𝑥𝑚} ،|𝐾| = 𝑛 ،𝐾 = ∪𝑎∈𝐻𝐴𝑎 بەطوری که است 𝐻 ابرگروه توسط تولید شده 𝐾𝐻⁃ابرگروه یک 𝐾 کنید فرض
معادله این در که مثبت صحیح اعداد از 𝑚⁃تایی های تعداد .𝑛۱+𝑛۲+…𝑛𝑚 = 𝑛 بەطوری که است (𝑛۱, 𝑛۲, … 𝑛𝑚) نوع از 𝐾 در این صورت

می دهیم. نمایش نیز 𝛾𝑛,𝑚 با را مقدار این که است ቆ 𝑛 − ۱
𝑚 − ۱ ቇ با برابر می کند صدق
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علاوه به است. 𝑚 مرتبه از ابرگروەهای توسط تولید شده ،𝑛 مرتبه از ابرگروەهای 𝐾𝐻 روی مشابەبودن نظر از کلاس ها تعداد [𝑛,𝑚] کنید فرض
لذا و 𝛾𝑛,۱ = 𝛾𝑛,𝑛 = ۱ که است واضح است. شرایط این با ابرگروەهای یکریختی کلاس های تعداد [[𝑛,𝑚]] کنید فرض

[𝑛, ۱] = [[𝑛, ۱]] = ۱
آنگاه باشد یکریختی تقریب با 𝑛 مرتبه از ابرگروەهای تعداد دهنده نشان 𝒥(𝑛) اگر همچنین
[𝑛, 𝑛] = ۱, [[𝑛, 𝑛]] = 𝒥(𝑛).

مولدهای مجموعه با یکریخت که داریم بدیهی ابرگروه 𝐾𝐻 یک 𝑚 = 𝑛 ازای به و داریم 𝑛 مرتبه از کلی ابرگروه یک 𝑚 = ۱ ازای به حقیقت در
است. آن با مرتبط

: 𝑚 ≤ 𝑛 و ۲ ≤ 𝑚 ≤ ۶ کنید فرض حال
دارد. بستگی زیر خطی معادله جواب های تعداد به عدد این که می شود مشاهده [𝑛,𝑚] محاسبه برای

𝑛۱ + 𝑛۲ +⋯𝑛𝑚 = 𝑛

𝑥𝑖 ∈ ℕ∗ ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ازای به بەطوری که
.(۱, ۱, ⋯ , ۱) ∈ 𝑆(𝑛,𝑚) زیرا ،𝑆(𝑛,𝑚) ≠ 𝜙 که است واضح است. مثبت صحیح اعداد از چنین𝑚⁃تایی هایی مجموعه 𝑆(𝑛,𝑚) کنید فرض
𝛼 𝑚⁃تایی در 𝛼𝑖 که است دفعاتی تعداد دهنده نشان 𝑟𝛼(𝛼𝑖) ،۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 که 𝑖 هر ازای به آنگاه ،𝛼 = (𝛼۱, 𝛼۲, ⋯ , 𝛼𝑚) ∈ 𝑆(𝑛,𝑚) اگر

می شود. ظاهر
می کنیم: تعریف زیر صورت به 𝑆(𝑛,𝑚) در را 𝜌 رابطه

∀(𝛼, 𝛽) ∈ [𝑆(𝑛,𝑚)]۲, 𝛼 = (𝛼۱, 𝛼۲, ⋯ , 𝛼𝑚), 𝛽 = (𝛽۱, 𝛽۲, ⋯ , 𝛽𝑚),

𝛼𝜌𝛽 ⟺ ([{𝛼۱, 𝛼۲, ⋯ , 𝛼𝑚} = {𝛽۱, 𝛽۲, ⋯ , 𝛽𝑚} = 𝑇] و [∀𝑤 ∈ 𝑇, 𝑟𝛼(𝑤) = 𝑟𝛽(𝑤)])
تعریف به توجه با است. 𝜌 رابطه به وابسته 𝑆(𝑛,𝑚) از خارج قسمتی مجموعه 𝑆∗(𝑛,𝑚) کنید فرض است. هم ارزی رابطه یک 𝜌 در این صورت

.|𝑆∗(𝑛,𝑚)| = [𝑛,𝑚] بودن، شبیه رابطه
از حاصل مجموعه که است 𝜌 به وابسته هم ارزی کلاس های تعداد دهنده نمایش 𝑠𝑡(𝑛,𝑚) ،۱ ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 که 𝑡 هر ازای به که کنید فرض

که است واضح در این صورت باشد. 𝑡 مرتبه از 𝑚⁃تایی ها

|𝑆∗(𝑛,𝑚)| =
𝑚


𝑡=۱

𝑠𝑡(𝑛,𝑚).

است: ذیل شرح به ممکن حالت های آوریم. دست به ۱ ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 و ۲ ≤ 𝑚 ≤ ۶ ازای به را 𝑠𝑡(𝑛,𝑚) تعداد داریم قصد ادامه در

𝑠۱(𝑛, ۲) = ቊ ۰ است، فرد 𝑛 اگر
۱ است. زوج 𝑛 اگر

𝑠۲(𝑛, ۲) = ቐ
𝑛 − ۱

۲ است، فرد 𝑛 اگر
𝑛
۲ − ۱ است. زوج 𝑛 اگر

لذا و

|𝑠∗(𝑛, ۲)| = ቐ
𝑛 − ۱

۲ است، فرد 𝑛 اگر
𝑛
۲ است. زوج 𝑛 اگر

دیگر عبارت به
[𝑛, ۲] = 𝐼𝑁𝑇(𝑛۲ )

است. 𝑥 صحیح جزء دهنده نمایش 𝐼𝑁𝑇(𝑥) ،𝑥 ∈ ℝ هر ازای به بەطوری که

𝑠۱(𝑛, ۳) = ቊ ۰ ۳ ∤ 𝑛,
۱ ۳ ∣ 𝑛.
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𝑠۲(۳, ۳) = ۰, 𝑠۲(۴, ۳) = ۱, 𝑠۲(۵, ۳) = ۲
𝑛 ≥ ۶ هر ازای به و

𝑠۲(𝑛, ۳) = 𝑠۲(𝑛 − ۳, ۳) + ቊ ۲ است، فرد 𝑛 اگر
۱ است. زوج 𝑛 اگر

𝑠۳(𝑛, ۳) = 𝑠۳(𝑛 − ۳, ۳) + ቐ
𝑛 − ۴

۲ است، زوج 𝑛 اگر
𝑛 − ۵

۲ است. فرد 𝑛 اگر

𝑠۱(𝑛, ۴) = ቊ ۰ ۴ ∤ 𝑛,
۱ ۴ ∣ 𝑛.

با را جواب ها نوع این تعداد ترتیب به که هستند 𝑥 ≠ 𝑦 شرط با (𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) یا (𝑥, 𝑥, 𝑥, 𝑦) شبیه فرم هایی دارای جواب ها ،𝑡 = ۲ اگر
که است واضح می دهیم. نمایش �̃�۲(𝑛, ۴) و 𝑠۲(𝑛, ۴)

𝑠۲(۴, ۴) = ۰, 𝑠۲(۵, ۴) = 𝑠۲(۶, ۴) = ۱, 𝑠۲(۷, ۴) = ۲
𝑛 ≥ ۸ هر ازای به و

𝑠۲(𝑛, ۴) = 𝑠۲(𝑛 − ۴, ۴) + ቊ ۱ ۳ ∤ 𝑛 − ۱,
۲ ۳ ∣ 𝑛 − ۱.

داریم: (𝑥, 𝑥, 𝑦, 𝑦) حالت در
�̃�۲(۴, ۴) = �̃�۲(۵, ۴) = �̃�۲(۷, ۴) = ۰, �̃�۲(۶, ۴) = ۱

می گیریم: نتیجه 𝑛 ≥ ۸ هر ازای به و

�̃�۲(𝑛, ۴) = �̃�۲(𝑛 − ۴, ۴) + ቊ ۱ است، زوج 𝑛 اگر
۰ است. فرد 𝑛 اگر

قبلی حالت های مشابه روش به ،𝑡 = ۳ اگر
𝑠۳(۴, ۴) = 𝑠۳(۵, ۴) = 𝑠۳(۶, ۴) = ۰, 𝑠۳(۷, ۴) = ۱

داریم: 𝑛 ≥ ۸ هر ازای به و

𝑠۳(𝑛, ۴) = 𝑠۳(𝑛 − ۴, ۴) + 𝑠۲(𝑛 − ۴, ۳) + ቐ
𝑛 − ۴

۲ است، زوج 𝑛 اگر
𝑛 − ۵

۲ است. فرد 𝑛 اگر
:𝑡 = ۴ اگر

𝑠۴(𝑛, ۴) = ۰, ∀𝑛 < ۸
𝑠۴(𝑛, ۴) = 𝑠۴(𝑛 − ۴, ۴) + 𝑠۳(𝑛 − ۴, ۳), ∀𝑛 ≥ ۸

داد: نشان 𝐶(𝑛,𝑚) با را 𝑚 مرتبه گروه از شده ساخته 𝑛 مرتبه از کامل های ابرگروه تعداد سالوو دی
صورت: این در باشد، هم ارزی حد در 𝑛 مرتبه از کامل های ابرگروه تعداد 𝐶(𝑛) کنید فرض [۱۰] .۱ .۲ قضیه

,𝐶(𝑛؛ ۲) = 𝑛 − ۱ .۱
,𝐶(𝑛؛ ۳) = 𝑠۱(𝑛, ۳) + ۲𝑠۲(𝑛, ۳) + ۳𝑠۳(𝑛, ۳) .۲

,𝐶(𝑛؛ ۴) = ۲𝑠۱(𝑛, ۴) + ۵𝑠۲(𝑛, ۴) + ۶𝑠۲(𝑛, ۴) + ۱۰𝑠۳(𝑛, ۴) + ۱۶𝑠۴(𝑛, ۴) .۳
𝐶(۲)؛ = ۱ .۴
𝐶(۳)؛ = ۳ .۵
𝐶(۴)؛ = ۷ .۶

.𝐶(۵) = ۱۴ .۷
کنیم. می پیدا وابسته ساختارهای و کامل نیم ابرگروەهای شمارش در جدید نتایج ها گروه نیم روی سازی پیاده و قبل مفاهیم کمک به حال
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کامل ابرمونوئیدهای و کامل نیم ابرگروەهای شمارش .۳
را |𝐻| ≤ ۴ که 𝐻 نیم گروه توسط شده تولید 𝑛 مرتبه کامل نیم ابرگروەهای تعداد پادیکریختی) و هم ارزی(یکریختی حد در ما بخش این در

می یابیم.
د دهیم. می نشان 𝑆[𝑚, 𝑛]با را 𝑚عضوی نیم گروەهای تمام توسط شده تولید 𝑛 مرتبه کامل نیم ابرگروەهای تعداد ،۲ بخش های فرمول به توجه با
𝑆[𝑛, ۴] بخش این در دهیم. می نشان 𝑀[𝑚, 𝑛]با را عضوی 𝑚 مونوئید های تمام توسط شده تولید 𝑛 مرتبه کامل ابرمونوئید های تعداد همچنین

و 𝑆[𝑛, ۲]، 𝑆[𝑛, ۳]،
می آوریم: بدست را 𝑀[𝑛, ۲]، 𝑀[𝑛, ۳] ،𝑀[𝑛, ۴]

یکریختی گروه و نیم گروەها این کمک با است. شده داده نشان زیر جدول در که است ۵ برابر ،۲ مرتبه از یکریختی حد در نیم گروەهای تعداد
می کنیم. محاسبه را 𝑆[𝑛, ۲] آن ها

𝐻۱ ∶
۰ ۰
۰ ۰ 𝐻۲ ∶

۰ ۰
۰ ۱ 𝐻۳ ∶

۰ ۰
۱ ۱ 𝐻۴ ∶

۰ ۱
۱ ۰

.|𝐴𝑈𝑇(𝐻۱)| = |𝐴𝑈𝑇(𝐻۲)| = |𝐴𝑈𝑇(𝐻۴)| = ۱ و |𝐴𝑈𝑇(𝐻۳)| = ۲ داریم
نیستند. ∑⁃نیم ابرگروه 𝐻۳ و 𝐻۱ ∑⁃نیم ابرگروه، تعریف به توجه با

می شود. ساخته نیم ابرگروه 𝑛 − ۱ تعداد 𝐻۱ از
داریم: 𝐻۴ و 𝐻۲ نیم گروه برای همچنین، خودریختی). گروه به توجه (با می شود ساخته نیم ابرگروه [𝑛/۲] تعداد نیز 𝐻۳ از

𝑠۱(𝑛, ۲) + ۲𝑠۲(𝑛, ۲)
داریم: را زیر قضیه بنابراین
𝑛 ≥ ۲ هر برای .۱ .۳ قضیه

𝑆[𝑛, ۲] = ۲(𝑠۱(𝑛, ۲) + ۲𝑠۲(𝑛, ۲)) + (𝑛 − ۱) + [𝑛/۲].
و

𝑀[𝑛, ۲] = ۲(𝑠۱(𝑛, ۲) + ۲𝑠۲(𝑛, ۲)).
است. شده داده نشان زیر جدول در نیم گروه ۱۸ این خودریختی گروه دارند. وجود هم ارزی حد در ۳ مرتبه نیم گروه ۱۸ می دانیم

𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙 𝐴.𝐺. 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 ۳
𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟
𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙 ۱۲
ℤ۲ ۵
𝕊۳ ۱
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است: شده داده نشان کامل اطلاعات زیر جدول در
𝐶𝑎𝑦𝑙𝑒𝑦′𝑠 𝑇𝑎𝑏𝑙𝑒 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 ∑−𝑠𝑒𝑚𝑖ℎ𝑦𝑝𝑒𝑟𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝

𝐻۱ = [۰۱۲][۱۲۰][۲۰۱] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱) = ⟨(۲۳)⟩ 𝑌𝑒𝑠
𝐻۲ = [۱۲۱][۲۱۲][۱۲۱] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۲) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۳ = [۱۲۲][۲۲۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۳) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۴ = [۲۱۰][۱۱۱][۰۱۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۴) = ⟨۱⟩ 𝑌𝑒𝑠
𝐻۵ = [۲۰۰][۰۱۲][۰۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۵) = ⟨۱⟩ 𝑌𝑒𝑠
𝐻۶ = [۲۰۰][۰۲۲][۰۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۶) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۷ = [۲۲۲][۲۲۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۷) = ⟨(۱۲)⟩ 𝑁𝑜
𝐻۸ = [۲۲۲][۲۱۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۸) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۹ = [۲۱۲][۱۱۱][۲۱۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۹) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۱۰ = [۲۰۲][۰۱۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۰) = ⟨۱⟩ 𝑌𝑒𝑠
𝐻۱۱ = [۲۲۲][۱۱۱][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۱) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۱۲ = [۲۲۲][۰۱۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۲) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۱۳ = [۰۱۲][۱۱۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۳) = ⟨۱⟩ 𝑌𝑒𝑠
𝐻۱۴ = [۰۲۲][۲۱۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۴) = ⟨(۱۲)⟩ 𝑌𝑒𝑠
𝐻۱۵ = [۰۰۰][۱۱۱][۰۰۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۵) = ⟨۱⟩ 𝑁𝑜
𝐻۱۶ = [۰۰۲][۱۱۲][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۶) = ⟨(۱۲)⟩ 𝑁𝑜
𝐻۱۷ = [۰۰۰][۱۱۱][۲۲۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۷) = ⟨(۱۲), (۱۲۳)⟩ 𝑁𝑜
𝐻۱۸ = [۰۰۰][۱۱۱][۰۱۲] 𝐴𝑈𝑇(𝐻۱۸) = ⟨(۱۲)⟩ 𝑌𝑒𝑠.

داریم: بالا جدول در اطلاعات به توجه با
داریم: هستند ∑⁃نیم ابرگروه نیم گروەها، از تعدادی اینکه به توجه با و 𝑛 ≥ ۳ هر برای .۲ .۳ قضیه

𝑆[𝑛, ۳] ≤ ۱۲(𝑠۱(𝑛, ۳) + ۳𝑠۲(𝑛, ۳) + ۶𝑠۳(𝑛, ۳)) + ۵(𝑠۱(𝑛, ۳) + ۲𝑠۲(𝑛, ۳) + ۳𝑠۳(𝑛, ۳))+
(𝑠۱(𝑛, ۳) + 𝑠۲(𝑛, ۳) + 𝑠۳(𝑛, ۳))

= ۱۸𝑠۱(𝑛, ۳) + ۴۷𝑠۲(𝑛, ۳) + ۸۸𝑠۳(𝑛, ۳).
داریم هستند، مونویید 𝐻۱۳ و 𝐻۱۰ ،𝐻۵ ،𝐻۴ ،𝐻۱ چون و

𝑀[𝑛, ۳] = ۴(𝑠۱(𝑛, ۳) + ۳𝑠۲(𝑛, ۳) + ۶𝑠۳(𝑛, ۳)) + (𝑠۱(𝑛, ۳) + ۲𝑠۲(𝑛, ۳) + ۳𝑠۳(𝑛, ۳))
.([۱۱] یا GAP) اند شده داده نشان زیر جدول در نیم گروه ۱۲۶ این خودریختی گروه دارند. وجود هم ارزی حد در ۴ مرتبه نیم گروه ۱۲۶

𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙 𝐴.𝐺. 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 ۴
𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟
𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙 ۷۸
ℤ۲ ۳۹

ℤ۲ × ℤ۲ ۳
𝕊۳ ۵
𝕊۴ ۱

𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙 𝐴.𝐺. 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 ۴ 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒
𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟
𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙 ۷۸ ⟨۱⟩
ℤ۲ ۳۵ ⟨(𝑎𝑏)⟩
ℤ۲ ۴ ⟨(𝑎𝑏)(𝑐𝑑)⟩

ℤ۲ × ℤ۲ ۲ ⟨(𝑎𝑏), (𝑐𝑑)⟩
ℤ۲ × ℤ۲ ۱ ⟨(𝑎𝑏)(𝑐𝑑), (𝑎𝑐)(𝑏𝑑)⟩
𝕊۳ ۵ 𝕊۳
𝕊۴ ۱ 𝕊۴

داریم: را زیر قضیه 𝑆[𝑛, ۴] از بالا کران یک محاسبه برای حال
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داریم: 𝑛 ≥ ۴ هر برای .۳ .۳ قضیه
𝑆[𝑛, ۴] ≤ ۷۸(𝑠۱(𝑛, ۴) + ۴𝑠۲(𝑛, ۴) + ۶𝑠۲(𝑛, ۴) + ۱۲𝑠۳(𝑛, ۴) + ۲۴𝑠۴(𝑛, ۴))

+ ۳۵(𝑠۱(𝑛, ۴) + ۳𝑠۲(𝑛, ۴) + ۴𝑠۲(𝑛, ۴) + ۷𝑠۳(𝑛, ۴) + ۱۲𝑠۴(𝑛, ۴))
+ ۴(𝑠۱(𝑛, ۴) + ۲𝑠۲(𝑛, ۴) + ۳𝑠۲(𝑛, ۴) + ۶𝑠۳(𝑛, ۴) + ۱۲𝑠۴(𝑛, ۴))
+ ۲(𝑠۱(𝑛, ۴) + ۲𝑠۲(𝑛, ۴) + ۳𝑠۲(𝑛, ۴) + ۴𝑠۳(𝑛, ۴) + ۶𝑠۴(𝑛, ۴))
+ ۱(𝑠۱(𝑛, ۴) + ۱𝑠۲(𝑛, ۴) + ۱𝑠۲(𝑛, ۴) + ۳𝑠۳(𝑛, ۴) + ۶𝑠۴(𝑛, ۴))
+ ۵(𝑠۱(𝑛, ۴) + ۲𝑠۲(𝑛, ۴) + ۲𝑠۲(𝑛, ۴) + ۳𝑠۳(𝑛, ۴) + ۴𝑠۴(𝑛, ۴))
+ ۱(𝑠۱(𝑛, ۴) + 𝑠۲(𝑛, ۴) + 𝑠۲(𝑛, ۴) + 𝑠۳(𝑛, ۴) + 𝑠۴(𝑛, ۴))

داریم. را 𝐸𝑃۴ = ۳۹ − 𝑂𝑃۴ باشد، فرد جایگشت شامل عضوی ۲ اتومورفیسم گروه با ۴ مرتبه نیم گروەهای تعداد 𝑂𝑃۴ اگر
:[۱۱] است شده داده نشان زیر جدول در ۵ مرتبه نیم گروەهای خودریختی های جدول
𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙 𝐴.𝐺. 𝑂𝑟𝑑𝑒𝑟 ۵
𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟
𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙 ۷۴۶
ℤ۲ ۳۴۲
ℤ۳ ۲
ℤ۴ ۱

ℤ۲ × ℤ۲ ۲۶
𝕊۳ ۳۳
𝐷۸ ۱
𝐷۱۲ ۴
𝕊۴ ۴
𝕊۵ ۱

داریم: بعد نتیجه در را ۵ مرتبه تا کامل نیم ابرگروەهای تعداد بالا، قضایای به توجه با دارند. وجود هم ارزی حد در ۵ مرتبه نیم گروه ۱۱۶۰ تعداد
داریم: بالا جدول در اطلاعات به توجه با باشند. 𝑛 مرتبه کامل نیم ابرگروەهای تعداد (𝐶𝑆(𝑛 کنید فرض .۴ .۳ نتیجه

𝐶𝑆(۲)؛ = ۴ .۱
𝐶𝑆(۳)؛ = ۲۵ .۲

𝐶𝑆(۴)؛ = ۱۸۴ .۳
.𝐶𝑆(۵) = ۱۶۷۴ + 𝑂𝑃۴ .۴
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دادەهای پوششی تحلیل از استفاده با تصمیم گیری واحدهای کارایی ارزیابی
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چکیده
بەعنوان تصمیم گیری واحدهای کارایی ارزیابی است، شده فشردەتر رقابتی محیط و محدود منابع که کنونی دنیای در
تحلیل است. اهمیت حائز بسیار آن ها عملکرد کیفیت و کارایی افزایش و منابع از بهینه بهرەبرداری برای ابزار یک
را مختلف واحدهای عملکرد نسبی ارزیابی امکان قدرتمند، و پیچیده محاسباتی روش یک بەعنوان دادەها پوششی
بهبود به و داده تشخیص را کارایی بر تأثیرگذار عوامل تا کند کمک مدیران به می تواند روش این می کند. فراهم
در رایج فعالیت های دیگر و نهادها عملکرد ارزیابی برای جهان کشورهای اغلب در اخیر سال  های در بپردازند آن ها
ارزیابی ها و ها گیری تصمیم اغلب در است. شده دیده دادەها پوششی تحلیل از متفاوتی کاربردهای مختلف، زمینەهای
فازی تصادفی، رویکرد جمله از قطعیت عدم با مواجهه برای مختلفی رویکردهای داریم. کار سرو نادقیق دادەهای با

است. شده استفاده دادەها پوششی تحلیل و خاکستری دادەهای تلفیق از پژوهش این در دارد. وجود

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

کارایی ارزیابی
تصمیم گیری واحدهای
دادەها پوششی تحلیل

قطعیت عدم
خاکستری محیط

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
خاصی چالش های با معمولا˟ کمی تحلیل های شرایط، این در هستند. همراه عدم قطعیت با واقعی دنیای در تصمیم گیری وضعیت های از بسیاری
تحلیل طرفی، از است. هزینەبر و پیچیده و زمان بر بسیار و نیست امکان پذیر پارامترها برخی دقیق محاسبه نادقیق، شرایط در می شوند. مواجه
افزایش با شود. پرداخته تردیدآور شرایط در کارایی ارزیابی به تا می کند کمک نسبی نسبت های بر مبتنی روش یک بەعنوان دادەها پوششی
مدیران به می تواند دادەها پوششی تحلیل دارد. بسیاری اهمیت تصمیم گیری مختلف واحدهای برای منابع بهینه تخصیص محدود، منابع و هزینەها
مهم این نادقیق دادەهای با روبروشدن با چەبسا و کنند ایجاد را لازم بهبودهای و کرده شناسایی را منابع تخصیص در ضعف نقاط تا کند کمک
اجرای مختلف سطوح در بازخورد و بازنگری تصمیم گیری، به کمک عملکرد ارزیابی هدف می گیرد. صورت بهتر بسیار خاکستری شرایط در
عملکرد، ارزیابی از نهایی هدف که داشت اظهار می توان است. بوده جدید طرح های تدوین و جاری طرح های مجدد طراحی به کمک طرح ها،
استفاده مختلفی روش های از سازمان ها کارایی سنجش و ارزیابی برای متمادی سالیان طول در .[۶] است سازمان اثربخشی و کارایی افزایش
روش دارد، کارایی و سنجش با مرتبط علمی حوزەهای مختلف تحقیقات در بالایی سهم و شده استفاده آن از بسیار که روش ها این از یکی شد.
و گسترده کاربرد دارای که است معیاره چند تصمیم گیری روش های کارآمدترین از یکی دادەها، پوششی تحلیل .[۲] دادەهاست پوششی تحلیل
توسط ۱۹۵۷ سال در تکنیک این اولیه ایده که است ذکر به لازم می باشد. تصمیم گیرنده واحدهای رتبەبندی و عملکرد ارزیابی حوزه در فراوان

.[۷] آمد وجود به فارل

∗سخنران
کر) (صافیه safiehkor30@yahoo.com سلوکلایی)، درویشی (داود d_darvishi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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و کوچک نمونەهای از که است مسالەهایی روی بر آن تمرکز که است عدم قطعیت محیط در جدیدی رویکرد خاکستری سیستم های نظریه
باشند. داشته زیادی کاربرد امروزی دنیای در خاکستری سیستم های از استفاده که است شده باعث مسالەها این می کنند. استفاده ناقص اطلاعات
سیستم های از بیشتر استفاده موجب مساله همین و داشته دادەها از استفاده و استخراج در مناسبی کارایی روش این غیرقطعی، سیستم های میان در

.[۴] است شده امروزی دنیای در خاکستری

دادەها پوششی تحلیل .۲
محصولات جای به و (داده) نهاده مفهوم از سیستم، ورودی عوامل جای به پراکندەکاری، از جلوگیری منظور به دادەها پوششی تحلیل ادبیات در
جدید روش این تحلیل های مبنای که است شده گرفته اقتصاد علم از مفاهیم این می شود. استفاده (ستاده) ستانده مفهوم از سیستم، خروجی

.[۵] می باشد

دادەها پوششی تحلیل مدل های انواع :۱ شکل
از: عبارتند که می شود انجام مختلف صورت های به مقایسه این است. نهادەهایش با ستاندەها مقایسه مستلزم واحد یک کارایی ارزیابی

می شود: تعریف زیر صورت به باشد، داشته ستانده یک و نهاده یک تنها که حالتی در تصمیم گیرنده واحد یک کارایی

کارایی = ستانده مقدار
نهاده مقدار

:[۱] از عبارتند کارایی حالت این در هستند. ستانده چندین و نهاده چندین دارای تصمیم گیرنده واحدهای معمولا˟ اما

کارایی = ستانده وزنی مجموع
نهاده وزنی مجموع

می باشد. وزن ها تعیین اصلی مشکل حالت، این در که
این است. شده پیشنهاد پاسخ چندین با فرآیند یا محصول عملکرد بهبود برای که است کارآمدی بهینەسازی روش دادەها، پوششی تحلیل روش
فرآیند چندگانه، خروجی های و ورودی ها از که است تصمیم گیرنده واحد چندین نسبی کارایی ارزیابی برای ریاضی، برنامەریزی مدل یک روش

.[۳] می دهد ارائه را ساختاری تولید

خاکستری سیستم های نظریه .۳
مختلف سیستم های از هریک است. غیرقطعی اطلاعات با سیستم های ریاضی تحلیل در پیشرو روش های از یکی خاکستری سیستم های نظریه
در موجود قطعیت میزان به توجه با می کنند. نام گذاری آن ها تحقیقاتی زمینەهای اساس بر را زیستی یا صنعتی کشاورزی، اقتصادی، اجتماعی،
آن به وابسته عناصر رنگ اساس بر را خاکستری سیستم نمود. استفاده سیستم نمایش و نام گذاری برای رنگ ها از می توان سیستم ها مطالعه
سه در را اطلاعات شفافیت می توان اساس این بر دارد. اطلاعات شفافیت میزان به اشاره رنگ ها تیرگی اصولا˟ کنترل نظریه در کردەاند. نام گذاری

نمود: دستەبندی زیر بەصورت دسته
است. ناشناخته کاملا́ آن ساختار و آن ها میان درونی روابط مربوطه، دادەهای که است این بیانگر سیاه: سیستم ●

است. کامل آن مورد در اطلاعات نیز و آن به نسبت افراد شناخت که است سیستمی سفید: سیستم ●
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.[۴] است) ناقص آن ها مورد در (اطلاعات هستند شناختەشده کاملا́ نه و ناشناخته کاملا́ نه که سیستم هایی خاکستری: سیستم ●

خاکستری سیستم یک مفهوم :۲ شکل

زیر بەصورت 𝜇
𝐺
(𝑥) و 𝜇𝐺(𝑥) نماد دو با 𝑋 مرجع مجموعه از 𝐺 خاکستری مجموعه آنگاه باشد. مرجع مجموعه 𝑋 کنیم فرض .۱ .۳ تعریف

می شود: تعریف
൝
𝜇𝐺(𝑥) ∶ 𝑥 → [۰, ۱]
𝜇
𝐺
(𝑥) ∶ 𝑥 → [۰, ۱]

می باشند. 𝐺 عضویت تابع از پایین حد و بالا حد ترتیب به 𝜇
𝐺
(𝑥) و 𝜇𝐺(𝑥) است. 𝑋 = ℝ و 𝑥 ∈ 𝑋 و 𝜇𝐺(𝑥) ≥ 𝜇

𝐺
(𝑥) آن در که

نظریه شمول نشان دهنده قابلیت این می شود. تبدیل فازی مجموعه به 𝐺 خاکستری مجموعه آنگاه باشیم، داشته 𝜇𝐺(𝑥) = 𝜇
𝐺
(𝑥) هنگامی که

است. فازی مسائل با مواجه در آن انعطاف و فازی حالت های به خاکستری سیستم
متغیرهای بەصورت تصمیم گیری، یک در معیارها رتبه مثال، بەطور شود. تعریف نامطمئن اطلاعات با عددی بەعنوان می تواند خاکستری عدد
خاکستری عدد بود. خواهد نامطمئن اطلاعات شامل عددی بازەهای این نمود. بیان عددی بازەهای با را آن ها می توان که می شوند بیان زبانی

می شود. نامیده خاکستری و بیان ⊗𝐺 نماد بەوسیله معمولا˟
عدد حقیقت، در است. مشخص می گیرد قرار آن در که محدودەای اما نیست معلوم آن دقیق مقدار که است عددی خاکستری عدد .۲ .۳ تعریف

می کند. اتخاذ اعداد از مجموعەای یا بازه یک از را خود ممکن مقدار که است غیرقطعی عددی خاکستری
زیر: مدل به توجه با داده: پوششی تحلیل از CCR مدل به توجه با

ⅿax 𝜇𝑇𝑌𝑗𝑜
st. 𝑤𝑇𝑥𝑗 − 𝜇𝑇𝑌𝑗𝑜 ≥ ۰, 𝑗 = ۱, … , 𝑛
𝑤𝑇𝑥𝑗𝑜 = ۱ 𝑤 ≥ ۰, 𝜇 ≥ ۰

و است تصمیم گیری واحدهای از شماره یک 𝑛 اینجا در می رود. کار به محدود اعداد تصمیم گیری واحدهای کارایی اندازەگیری برای مدل این
و می شوند شناخته ام 𝑗 تصمیم گیری واحد خروجی و ورودی بردارهای عنوان به مثبت همه ،𝑌𝑗 = (𝑌۱𝑗 , … , 𝑌𝑠𝑗) و 𝑋𝑗 = (𝑋۱𝑗 , … , 𝑋𝑚𝑗)
وزن بردارهای نامنفی) (همگی 𝜇 = (𝜇۱, … , 𝜇𝑠)𝑇 و 𝑤 = (𝑤۱, … , 𝑤𝑚)𝑇 و هستند. خروجی ها و ورودی ها شمارەی ترتیب به 𝑠 و 𝑚

می شوند. تعیین برنامەریزی مسئله این حل با که هستند متغیری
خاکستری: مدل

ⅿax 𝑍 = 𝜇𝑇 ⊗𝑌𝑗𝑜
s.t. 𝑤𝑇 ⊗𝑋𝑗 − 𝜇𝑇 ⊗𝑌𝑗 ≥ ۰, 𝑗 = ۱, … , 𝑛
𝑤𝑇 ⊗𝑋𝑗𝑜 = ۱ 𝑤 ≥ ۰, 𝜇 ≥ ۰



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ کر و سلوکلایی درویشی ۲۳۸

فناوری شرکت های عملکرد ارزیابی عددی: مثال .۴
به روش این است. خاکستری محیط در مدل از استفاده با نوآوری معیارهای اساس بر فناوری شرکت چندین عملکرد ارزیابی مطالعه، این هدف

دهیم. قرار بررسی مورد نیستند، دقیق دادەها که شرایطی در را شرکت ها نسبی عملکرد تا می کند کمک ما
و دلار) (میلیون نوین فناوری های در سرمایەگذاری نوآوری، بخش کارکنان تعداد دلار)، (میلیون توسعه و تحقیق هزینه (ورودی ها): نهادەها
جدید مشتریان یا کاربران رشد میزان و دلار) (میلیون نوآورانه محصولات از حاصل درآمد ثبت شده، پتنت های تعداد (خروجی ها): ستاندەها

بود. خواهد

فناوری شرکت های برای خاکستری دادەهای :۱ جدول
کاربران رشد نوآورانه درآمد پتنت های تعداد فناوری های در سرمایەگذاری کارکنان تعداد R&D هزینه شرکت

(درصد) دلار) (میلیون ثبت شده دلار) (میلیون نوین نوآوری دلار) (میلیون
[۱۰, ۱۵] [۵۰, ۷۰] [۸, ۱۲] [۱۰, ۱۵] [۵۰, ۶۰] [۱۵, ۲۰] A
[۲۰, ۲۵] [۸۰, ۱۰۰] [۱۵, ۱۸] [۲۰, ۲۵] [۷۰, ۸۰] [۲۵, ۳۰] B
[۸, ۱۲] [۴۰, ۵۵] [۵, ۸] [۸, ۱۲] [۴۰, ۵۰] [۱۰, ۱۵] C
[۳۰, ۳۵] [۱۲۰, ۱۵۰] [۲۰, ۲۵] [۲۵, ۳۰] [۹۰, ۱۰۰] [۳۰, ۳۵] D
[۱۵, ۲۰] [۶۰, ۸۵] [۱۰, ۱۴] [۱۲, ۱۸] [۵۵, ۶۵] [۱۸, ۲۲] E

نتیجەگیری .۵
در بود. خواهد شرکت ها کاراترین از یکی احتمالا˟ دارد، را پتنت تعداد بیشترین و نوین فناوری های در سرمایەگذاری میزان بالاترین که D شرکت
شرکت های داشت. خواهد را کارایی کمترین احتمالا˟ است، پایین نیز آن پتنت های تعداد و دارد را سرمایەگذاری میزان کمترین که C شرکت مقابل،
به خروجی نسبت اگر باشند. داشته عملکرد بهبود می توانند منابع، بهینه تخصیص به بسته و دارند قرار شرکت دو این بین بازەای در E و B ،A
بهینەتر را خود منابع می تواند شرکت که می دهد نشان باشد، ۱ از کمتر نسبت مقدار اگر است. کارا شرکت آن باشد، ۱ برابر شرکت یک ورودی
و کنیم مدیریت را دادەها در موجود قطعیت عدم تا می کند کمک ما به خاکستری دادەهای تحلیل برسد. بیشتری بهرەوری به تا دهد تخصیص

بگیریم. کارایی ارزیابی از واقعی تری نتایج

مراجع
[1] Lawrence Seifret. Identifying excesses and deficits in chinese industrial productivity (1953-1990): a weighted data envelopment analysis

approach. Omega, 26(2):229–296, 1994.
و نسبی کارایی ارزیابی در شاخصه چند گیری دادەها⁃تصمیم پوششی تحلیل تلفیقی مدل از استفاده صحت. سعید و مؤذنی، بهرام تباآرکتیج، شکرالʓه معظمه خمویی، فرشید [۲]

.۱۳۰ پیاپی .۱۳۹۷ ،۱ –۲۲:(۲ سوم(شماره و سی سال بیمه، پژوهشنامه ایران. در بیمه های شرکت بندی رتبه
اورژانس عملکرد بهبود منظور به ها داده پوششی تحلیل و پیشامد گسسته سازی شبیه کارگیری به محمدرضا. یزدی، زاده تقی و امیر، یعقوبی، سلمان، کوهی، شیر نظری [۳]

.۱۳۹۸ ،۸۲ –۶۳:(۱)۱۱ صنعتی، مدیریت فصلنامه بیمارستان.
.۱۳۹۸ مازندران، دانشگاه انتشارات خاکستری. های سیستم نظریه بر تاکید با قطعیت عدم رویکردهای داود. سلوکلائی، درویشی و سیدهادی اوجاکی، ناصری [۴]

کارشناسی ارشد، پایان نامه اورست). کاشی کارخانه موردی: (مطالعه ها داده پوششی تحلیل و خاکستری تئوری رویکرد با کنندگان تامین عملکرد ارزیابی میرحسینی. سیدعلیرضا [۵]
.۱۳۹۱ یزد، استان دانشگاهی جهاد عالی آموزش موسسه انسانی، علوم دانشکده

کارشناسی ارشد، پایان نامه تهران). غرب شعب – صادرات بانک موردی: (مطالعه ها داده پوششی تحلیل مدل از استفاده با بانک شعب بندی رتبه و کارایی تعیین نظریان. محمود [۶]
.۱۳۹۵ مرکزی، تهران واحد اسلامی، آزاد دانشگاه مدیریت، دانشکده

پنجم(شماره سال ریاضی، در نوین های پژوهش نامطلوب. خروجی حضور در ایی شبکه ساختار با تصمیم گیرنده واحدهای عملکرد ارزیابی محمدی. عمران و پیکانی پژمان [۷]
.۱۳۹۸ ،۱۶۶ –۱۵۷:(۱۷
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گاما⁃گاریما توزیع در درستنمایی ماکزیمم و گشتاوری براوردگرهای مقایسه
تقی پورب مهرداد صابرآ، مهدی محمد

ایران اقلید، اقلید، عالی آموزش مرکز آمار، آگروه
ایران قم، قم، دانشگاه آمار، بگروه

چکیده
گشتاورهای دارای توزیع این دارد. وجود گاما⁃گاریما احتمال مدل نام به گاریما و گاما توزیع از ترکیب یک
معکوس گشتاورهای از گشتاوری براورد برای حالت این در دارند. وجود آن منفی گشتاورهای اما نیست طبیعی
ماکزیمم و گشتاوری براورد که می دهد نشان درستنمایی ماکزیمم براوردگر با براوردگرها این مقایسه می کنیم. استفاده

دارند. یکسانی کارآیی توزیع این در درستنمایی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

گاریما توزیع
معکوس گشتاورهای

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34B16
34B40
65M70

مقدمه
دادەها تحلیل در محوری نقشی آماری، توزیع های و مدل ها پارامترهای استنتاج برای بنیادین ابزارهای بەعنوان آمار، در براوردیابی روش های
و قدیمی ترین از یکی می شوند. شناخته واقعی دادەهای مدل سازی سنگ بنای بەعنوان و یافتەاند توسعه زمان طول در روش ها این می کنند. ایفا
گشتاورهای دادن قرار برابر با روش این شد. معرفی نوزدهم قرن در پیرسون کارل توسط که است گشتاوری۱ روش روش ها، این پرکاربردترین

می گیرد. قرار استفاده مورد کاربردها از بسیاری در همچنان محاسباتی، سادگی دلیل به و می کند عمل جمعیتی گشتاورهای و نمونەای
سازگاری، و کارایی مانند مطلوبی مجانبی خواص دلیل به شد، مطرح ۱۹۲۰ دهه در فیشر رونالد توسط که ماکزیمم۲ درستنمایی روش مقابل، در
که می زند تخمین گونەای به را مدل پارامترهای درستنمایی، تابع حداکثرسازی با روش این است. شده تبدیل آمار در اصلی روش های از یکی به
گسترده بەطور انعطاف پذیری، و سادگی دلیل به – ماکزیمم درستنمایی و گشتاوری – روش دو این شود. بیشینه موجود دادەهای مشاهده احتمال

می روند. کار به آماری مدل سازی و دادەها تحلیل در
بەعنوان دارند. اولیه مدل های به نسبت بهتری عملکرد که است جدید مدل های ایجاد برای مؤثر رویکردهای از یکی احتمالی، مدل دو ترکیب
می دهند نشان مقایسەای مطالعات حال، این با شدەاند. استفاده عمر طول دادەهای مدل سازی در گسترده بەطور لیندلی و نمایی توزیع های مثال،
بهتری برازش لیندلی توزیع دیگر موارد در و نمایی توزیع موارد، برخی در می کنند. عمل متفاوت کاربردها برخی در توزیع ها این از یک هر که
دادەها مجموعه برخی در توزیع دو این که بەطوری است؛ شده مشاهده نیز وایبول و گاما توزیع های مقایسه در مشابهی نتایج می دهد. ارائه

دارند. ضعیف تری عملکرد
ایفا پزشکی علوم و مهندسی اقتصاد، بیمه، مانند مختلف حوزەهای در واقعی دنیای پدیدەهای مدل سازی در اساسی نقشی آماری توزیع های
جدید توزیع های توسعه به نیاز بنابراین دارند، محدودیت واقعی دادەهای برخی دقیق برازش در معمولا˟ استاندارد توزیع های حال، این با می کنند.

دارد. لیندلی و نمایی توزیع های به نسبت بهتری عملکرد که کرد معرفی را گاریما توزیع (۲۰۱۶) شانکر مثال، بەعنوان می شود. احساس

تقی پور) (مهرداد صابر)، مهدی (محمد الکترونیک: پست
1Method of Moments
2Maximum Likelihood Estimation
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را (G-LD) گاما⁃لیندلی توزیع (۲۰۱۹) همکاران و ابدی است. کارآمد روش های از یکی توزیع ها ترکیب نوین، توزیع های جست وجوی در
که دادند توسعه را (G-SD) گاما⁃شانکر توزیع (۲۰۲۳) شانکر و ری اخیراً، می آید. بەدست لیندلی و گاما توزیع ترکیب از که کردند معرفی

است. خاصی حالت بەعنوان (E-SD) نمایی⁃شانکر توزیع شامل
نمود: بیان زیر بصورت می توان را (G-GD) گاما⁃گاریما توزیع گرفتن نظر در برای اصلی دلایل

قابل گاریما توزیع با تغییرپذیری این باشد، متغیر آن مقیاس پارامتر و کند پیروی گاما توزیع از جزء یک عمر طول اگر تغییرپذیری: توضیح
است. توصیف

این G-GD مانند ترکیبی توزیع های باشند. متفاوت پایداری نظر از است ممکن جامعه یک اجزای واقعی، شرایط در ناهمگونی: مدل سازی
می کنند. مدل بەخوبی را ناهمگونی

هستند. مناسب تر بلند دم با مجموعەدادەهای برای G-GD مانند ترکیبی توزیع های بلند: دم دادەهای برازش
گاریما توزیع زیرا باشد، داشته وایبول و گاما مانند کلاسیک توزیع های به نسبت بهتری عملکرد G-GD توزیع می رود انتظار بهتر: عملکرد

می دهد. ارائه لیندلی و نمایی توزیع های به نسبت بهتری عملکرد
بەعنوان می کنند. ایفا کلیدی نقشی گشتاوری و ماکزیمم درستنمایی مانند براوردیابی روش های ،G-GD مانند ترکیبی توزیع های تحلیل در
ارائه دقیق تری نتایج می تواند آن، مجانبی خواص دلیل به ماکزیمم درستنمایی روش از استفاده ،G-GD توزیع پارامترهای تخمین برای مثال،
است ممکن پیچیدەتر محاسبات یا هستند حجیم دادەها که مواردی در می تواند محاسباتی، سادگی دلیل به گشتاوری روش دیگر، سوی از دهد.
جدید، ترکیبی مدل یک بەعنوان (G-GD) گاما⁃گاریما توزیع خلاصه، بەطور باشد. مفید جایگزین روش یک بەعنوان باشد، چالش برانگیز
از استفاده باشد. کاربردی مختلف حوزەهای در واقعی دادەهای تحلیل در می تواند و دارد عمر طول دادەهای برازش بهبود برای بالایی پتانسیل

می کند. کمک آن ها دقت افزایش و مدل ها این بهینەسازی به گشتاوری، و ماکزیمم درستنمایی مانند مناسب، براوردیابی روش های

گاما⁃گاریما احتمال مدل .۱
باشد: زیر بصورت آن (pdf) چگالی تابع اگر است 𝜆 و 𝛼 پارمترهای با گاما توزیع دارای 𝑋 تصادفی متغیر .۱ .۱ تعریف

𝑓𝑋(𝑥│𝛼, 𝛾) =
𝜆𝛼

(⅁(𝛼))𝑒
−𝜆𝑥𝑥𝛼−۱, 𝑥 > ۰, 𝛼, 𝜆 > ۰ (۱)

می گویند. مقیاس پارامتر و شکل پارامتر بترتیب را 𝜆 و 𝛼
باشد: زیر بصورت آن (pdf) چگالی تابع اگر است 𝛽 > ۰ شکل پارامتر با گاریما توزیع دارای 𝑌 تصادفی متغیر .۲ .۱ تعریف

𝑓𝑌(𝑦│𝛽) =
𝛽

𝛽 + ۲(۱ + 𝛽 + 𝛽𝑦)𝑒−𝛽𝑦 , 𝑦 > ۰ (۲)

است: زیر بصورت 𝑋 حاشیەای توزیع تابع و چگالی تابع آنگاه .𝛼 ∼ 𝐺𝑎𝑟𝑖𝑚𝑎(𝛽) و 𝑋 ∼ ⅁(𝛼, 𝜆) کنید فرض .۳ .۱ لم

𝑓𝑋(𝑥; 𝛼, 𝛽) = න
∞

۰
𝑓𝑋|𝜆(𝑥)𝑓𝜆(𝜆)𝑑𝜆

= 𝛼𝛽[(𝛽 + 𝑥)(۱ + 𝛽) + 𝛽(𝛼 + ۱)]𝑥𝛼−۱
(𝛽 + ۲)(𝛽 + 𝑥)۲+𝛼 , 𝑥 > ۰, 𝛼, 𝛽 > ۰ (۳)

𝐹𝑋(𝑥; 𝛼, 𝛽) =
𝑥𝛼[(𝛼 + ۱)(𝛽۲ + 𝛼𝛽 + ۲𝑥 + ۲𝛽) + 𝛽𝑥]

(𝛼 + ۱)(𝛽 + ۲)(𝛽 + 𝑥)۱+𝛼 , 𝑥 > ۰, 𝛼, 𝛽 > ۰ (۴)

می دهیم. نشان 𝑋 ∼ G−GⅮ(𝛼, 𝛽) نماد با و می شود تعریف (G-GD) گاما⁃گاریما توزیع بەعنوان را 𝑋 تصادفی متغیر حالت این در
است. بلند بسیار دمی دارای همچنین و است مثبت چولگی دارای و نمایی۳ تک گاما⁃گاریما توزیع (pdf) احتمال چگالی تابع

3unimodal
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درستنمایی ماکزیمم برآورد .۲
زیر صورت بصورت درست نمایی تابع صورت، این در باشند. (G-GD) گاما⁃گاریما توزیع از تصادفی نمونه یک 𝑋۱, ⋯ , 𝑋𝑛 کنید فرض

است:

𝐿(𝛼, 𝛽) =
𝑛

ෑ
𝑖=۱

𝑓(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽) = ቆ 𝛼𝛽
𝛽 + ۲ቇ

𝑛 ∏𝑛
𝑖=۱[(𝛽 + 𝑥𝑖)(۱ + 𝛽) + 𝛽(𝛼 + ۱)](∏′′

𝑖=۱ 𝑥۱)𝛼−۱

∏𝑛
𝑖=۱(𝛽 + 𝑥𝑖)𝛼+۲ (۵)

می آید: بەدست زیر بەصورت (G-GD) گاما⁃گاریما توزیع لگاریتمی درست نمایی تابع

ⅼn  𝐿(𝛼, 𝛽) = 𝑛 ⅼn𝛼 + 𝑛 ⅼn𝛽 − 𝑛 ⅼn  (𝛽 + ۲) +
𝑛


𝑖=۱

ⅼn  [(𝛽 + 𝑥𝑖)(۱ + 𝛽) + 𝛽(𝛼 + ۱)]+

(𝛼 − ۱)
𝑛


𝑖+۱

ⅼn(𝑥𝑖) − (𝛼 + ۲)
𝑛


𝑖−۱

ⅼn  (𝛽 + 𝑥𝑖) (۶)

می آیند: بدست زیر معادلات حل از می شوند، داده نشان �̂� و �̂� با ترتیب به که ،𝛽 و 𝛼 پارامترهای (ML) بیشینه درست نمایی برآوردگرهای

𝜕 ⅼn  𝐿(𝛼, 𝛽)
𝜕𝛼 = 𝑛

𝛼 +
𝑛


𝑖=۱

𝛽
(𝛽 + 𝑥𝑖)(۱ + 𝛽) + 𝛽(𝛼 + ۱) +

𝑛


𝑖=۱

ⅼn  (𝑥𝑖) −
𝑛


𝑖=۱

ⅼn  (𝛽 + 𝑥𝑖) = ۰ (۷)

𝜕 ⅼn  𝐿(𝛼, 𝛽)
𝜕𝛽 = 𝑛

𝛼 − 𝑛
(𝛽 + ۲) +

𝑛


𝑖=۱

(۱ + ۲𝛽 + 𝑥𝑖 + 𝛼)
(𝛽 + 𝑥𝑖)(۱ + 𝛽) + 𝛽(𝛼 + ۱) − (𝛼 + ۲)

𝑛


𝑖=۱

۱
𝛽 + 𝑥𝑖

= ۰

گشتاوری براورد .۳
آنگاه: 𝑋 ∼ 𝐺 − 𝐺𝐷(𝛼, 𝛽) اگر .۱ .۳ لم

𝐸(𝑋𝑟) = ∞, 𝑟 ≥ ۱.
آنگاه: 𝑋 ∼ 𝐺 − 𝐺𝐷(𝛼, 𝛽) اگر .۲ .۳ لم

𝜇′(−۱) = 𝐸(𝑋−۱) = 𝐸( ۱
𝑋) =

(𝛽۲ + ۳𝛽)
𝛽۲(𝛽 + ۲)(𝛼 − ۱) , 𝛼 > ۱

𝜇′(−۲) = 𝐸(𝑋−۲) = 𝐸( ۱
𝑋۲ ) =

۲(𝛽۲ + ۴𝛽)
𝛽۳(𝛽 + ۲)(𝛼 − ۱)(𝛼 − ۲) , 𝛼 > ۲.

توزیع پارمترهای گشتاوری برآورد برای هستند، بی نهایت (G-GD) گاما⁃گاریما توزیع مثبت گشتاورهای همه یکه آن جا از ۱ .۳ لم به توجه با
می کنیم. استفاده گاما⁃گاریما توزیع منفی گشتاورهای از

آورد: بدست زیر معادله دو همزمان حل از را گشتاوری براوردهای می توان 𝛼 > ۲ برای ۲ .۳ لم از استفاده با بنابراین
(𝛽 + ۳)

𝛽(𝛽 + ۲)(𝛼 − ۱) = 𝐸( ۱
𝑋) = 𝐸(𝑋−۱) (۸)

۲(𝛽 + ۴)
𝛽۲(𝛽 + ۲)(𝛼 − ۱)(𝛼 − ۲) = 𝐸( ۱

𝑋۲ ) = 𝐸(𝑋−۲) (۹)
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می باشد: زیر ای جمله چند مثبت حقیقی ریشه 𝛽 پارامتر گشتاوری براورد که داد نشان می توان
𝑎𝑏�̃�۳ + (۲𝑎۲ + ۵𝑎𝑏 − 𝑏)�̃�۲ + (۱۲𝑎۲ + ۶𝑎𝑏 − ۶𝑏)�̃� + ۱۶𝑎۲ − ۹𝑏

می اید: بدست زیر رابطه از سپس 𝛼 پارامتر گشتاوری براورد همچنین و

�̃� = ۱ + (�̃� + ۳)
�̃�(�̃� + ۲)𝑎

𝑏 = 𝐸( ۱
𝑋۲ ) ،𝑎 = 𝐸( ۱

𝑋 ) بطوریکه

درستنمایی ماکزیمم و گشتاوری براوردگرهای بین مقایسه .۴
معیار دو مقایسه معیارهای ایم. پرداخته گشتاوری و درستنمایی ماکزیمم براوردگر مقایسه به سازی شبیه مطالعه یک از استفاده با بخش این در

دارد. وجود براوردگر دو این میان کمی بسیار تفاوت که میدهد نشان نتایج میباشد. خطا مربعات میانگین و اریبی
است. شده آورده ۱ جدول در مقایسات این نتایج

:۱ جدول
گشتاوری براوردگر درستنمایی ماکزیمم براوردگر

𝑛 اریبی خطا مربعات میانگین اریبی خطا مربعات میانگین
۱۵ 𝛼 ۱٫۵ ۰٫۰۵۲ ۰٫۱۳۲ ۰٫۰۶ ۰٫۱۴۵

𝛽 ۲ ۰٫۰۸۱ ۰٫۱۷۰ ۰٫۰۷۴ ۰٫۱۳۶
۲۵ 𝛼 ۳ ۰٫۰۳۵ ۰٫۰۹۲ ۰٫۰۲۳ ۰٫۰۸۵

𝛽 ۱ ۰٫۰۴۱ ۰٫۱۲۰ ۰٫۰۴ ۰٫۰۹۱
۵ 𝛼 ۰٫۷۵ ۰٫۲۳۵ ۰٫۴۹۲ ۰٫۱۶ ۰٫۵۱۸

𝛽 ۱٫۴ ۰٫۳۶۵ ۰٫۵۳۷ ۰٫۱۱۳ ۰٫۴۵۳
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پنهان مارکف زنجیرهای اساس بر خوانی گفتار در تشخیص درستی میزان بررسی
نیکوروش∗ زهره

ایران بیرجند، بیرجند، صنعتی دانشگاه پایه، علوم گروه

چکیده
روشهای کارآیی میزان کردن مشخص برای معیاری عنوان به را تصادفی فرآیند دو بین نسبی انتروپی نرخ مقاله، اين در
معمول، مقایسهای روشهای از استفاده جای به منظور بدین بریم. می کار به ا خوانی، گفتار یا گفتار تصویری بازشناسی
مارکف زنجیر یک بین نسبی انتروپی نرخ اساس بر و کرده مدلسازی پنهان مارکف مدل با را گفتار تصویری بازشناسی

میکنیم. عمل میشود، ایجاد تصادفی کانال یک توسط که آن، متناظر پنهان مارکف زنجیر و

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

شانون نسبی انتروپی
خوانی گفتار

پنهان مارکف زنجیر
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

60J10

اصلی بخش .۱
اطلاعات که است سیستمی پیادەسازی و طراحی شده است، شناخته گفتار بازشناسی نام با بیشتر علمی متون در که گفتار تشخیص از هدف
را قابلیت این دارد، را صدا دریافت توانایی که رایانەای به گفتار بازشناسی فناوری می کند. استخراج را گوینده فرمان و متن و دریافت را گفتاری
خوانی لب به موضوع ناشنوا) کاربر مثال عنوان به ) باشد نداشته طبیعی صدای ایجاد توانایی کاربر اگر اما شود. متوجه را کاربر گفتار که می دهد
تشخیص و گفتار کند. می پیدا تغییر است، زبان و چهره لب ها، حرکات بصری تفسیر از استفاده با سخنان درک برای روشی که خوانی گفتار یا
طور به ابداعی، روشهای آزمایش برای خوانی گفتار در تشخیص درستی میزان داد. توضیح پنهان مارکف فرآیند و مارکف فرآیند با توان می را آن
گفتار در تشخیص درستی میزان برای شود می پیشنهاد چکیده این در پذیرد. می صورت نتایج در آمده دست به خطای تعداد محاسبه با معمول

شود. استفاده آید، می دست به زیر رابطه از که نسبی انتروپی نرخ ار پنهان، مارکف فرآیند اساس بر خوانی،

𝐷(𝑃𝑋||𝑃𝑌) = 𝐸𝑋 ⅼog 𝑃𝑋(𝑋)𝑃𝑌(𝑋)
, 𝐷(𝒳||𝒴) ∶= ⅼiⅿ

𝑛→∞
۱
𝑁𝑛𝐷(𝑃𝑋𝑛۱ ||𝑃𝑌𝑛۱ ).

داریم فوق رابطه محاسبه برای [۱] ایم کرده ثابت

�̄�(𝒳||𝒴) = ⅼiⅿ
𝑛→∞

۱
|𝑆|𝑛 �̄�(𝑃𝑋𝑛۱ ||𝑃𝑌𝑛۱ ) =

𝛼
𝑁(𝑁 − ۱) , 𝛼 = 𝑁 ⅼog𝑁 + 

𝑠۲۱∈𝑆۲
𝑃𝑋۲|𝑋۱(𝑠۲|𝑠۱) ⅼog𝑃𝑋۲|𝑋۱(𝑠۲|𝑠۱).

است. پنهان مارکف زنجیر دهنده نشان 𝑌 و مارکف زنجیر دهنده نشان 𝑋 همچنین است. آزمایشها تعریف در 𝑆 نمونه فضای اعضای تعداد 𝑁 که
ایم. کرده ارزیابی نسبی انتروپی نرخ با را آن نتایج که شده طرح آزمایشی [۲] در مثال عنوان به

∗سخنران
نیکوروش) (زهره nikooravesh@birjandut.ac.ir الکترونیک: پست
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بدون مستقل تیمار دو مقایسه به نیاز ها: آزمایش طرح در مشکل یک با مواجهه
دوم تیمار داشتن

پورب تقی مهرداد ،آ، صابر∗ محمدمهدی
اقلید عالی آموزش مرکز آمار آگروه

قم دانشگاه آمار بگروه

چکیده
یک در است. شده ارایه نیست موجود تیمارها از یکی که زمانی تیمار دو مقایسه جهت جدید روش یک مقاله این در

است. آمده بوجود مشکل این سیمان، به نیاز میزان براساس بتن ساخت بهینه مدل یافتن جهت پژوهش

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

آماری آزمایشهای طرح
جامعه دو مقایسه آزمون

مستقل تی آزمون
۲ تیپ بتن

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
62P30
62J12
62F03

مقدمه .۱
استفاده خود تحقیقات انجام برای مبحث این از علوم سایر بطورکه باشد. می آمار علم در کاربردی و مهم بسیار مباحث از آماری آزمایشات طرح

[۱] به توان می مبحث این با آشنایی برای کنند. می زیادی
آن مهمترین از یکی ملات که است تجهیزات و مصالح مواد، سری یک از استفاده به نیاز ساز و ساخت پروژه نوع هر انجام نمود.برای مراحعه
وساز ساخت مهندسی حوزه در بهینه بصورت سیمان از استفاده میزان و بتن ساخت در سیمان استفاده درمورد بسیاری تحقبقات باشد. می ها
از مقاله این در نگرفته. انجام پژوهشی آماری، روشهای بصورت اما نمود. مراجعه [۳] و [۲] مراجع به توان می نمونه برای که گرفته صورت
ترکیب میزان است. ماسه مشخصی میزان و سیمان مشخصی میزان از ترکیبی عموما ملات هر کنیم. می نکاه مساله این به ازمایشات طرح حوزه
یک چهار، به یک سه، به یک ترتیب به ملات تیپ چهار این در سیمان نسبت دهد. می تشکیل را ۴ و ۳ ۲، ۱، های تیپ ملات، در ماسه و سیمان
سیمان مقدار کاهش امکان بررسی پژوهش این هدف شوند. می برده بکار خاص موارد در ملات تیپ چهار این باشد. می شش به یک و پنج به
از استفاده بالای میزان همچنین و سیمان بالای قیمت به توجه با قبلیست. مقاومت درصد ۹۵ حداقل حفظ با هزینه کاهش جهت ۲ تیپ بتن در
زیاد بسیار کاهش باعث تواند می تحقیق این نتیجه بودن و...مثبت سازی ساختمان و آب منبع پل، ، سد ساخت مانند عمرانی های پروژه در بتن
پیشینه پژوهش این رو این از است. نشده استفاده بتن در سیمان میزان کاهش امکان بررسی جهت آماری های روش از تاکنون شود. ها هزینه

ندارد. گزارش جهت تحقیقی

∗سخنران
پور) تقی (مهرداد second.author@gmail.com صابر)، (محمدمهدی first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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کار انجام روش .۲
ماندن ثابت به منجر بتن ساخت در سیمان از مشخصی میزان کاهش آیا که است نشده گفته دقیقا پژوهش این فرضیه در که کنید توجه ابتدا

نیست. مشخص سوال این در است، میزان به سیمان کاهش میزان واقع در شود. می درصد ۹۵ اطمینان با بتن مقاومت
این در کرد. عمل بایستی چگونه بود مشخص دقیقا سیمان کاهش میزان اگر که داد خواهیم توضیح ابتدا کار شیوه شدن مشخص بهتر جهت
توضیح ادامه در و پژوهش طول در که بدلایلی بود. خواهیم مواجه وابسته یا مستقل تیمار دو مقایسه نوع از آزمایشات طرح مساله یک با حالت

بگیریم. نظر در را مستقل تیمار دو بتوانیم که داد خواهیم انجام ای بگونه را مشاهدات آوری جمع شرایط ما داد خواهیم
مستقل جامعه دو مقایسه آزمون .۱ .۲

دو میانگین توانیم می آزمون، این کمک به است. آماری های تحلیل در کاربرد پر های آزمون از یکی مستقل، جامعه دو میانگین مقایسه آزمون
به جامعه دو شرایط به توجه با مستقل جامعه دو مقایسه بگیریم. تصمیم ها، آن آماری تفاوت به نسبت و کرده مقایسه هم با را مستقل جامعه
حداقل جوامع از کدام هر در ها داده تعداد یا کنند پیروی نرمال توزیع از جوامع های داده که زمانی الف. پذیرد. می انجام زیر روش سه از یکی
جامعه، دو میانگین مقایسه برای تی آماره باشند، برابر جامعه دو واریانس اگر حالت این در گیرد. می مورداستفاده پارامتری آزمون باشد، ۲۵
تعداد یا کنند پیروی نرمال توزیع از جوامع های داده که زمانی ب. دارد. نام مستقل تی آزمون حالت این در استفاده مورد آزمون است. مناسب
نمیتوان اما داریم کار و سر پارامتری مساله یک با چند هر نباشند، برابر جامعه دو واریانس اما باشد، ۲۵ حداقل جوامع از کدام هر در ها داده
برسد، ۲۵ به ها آن تعداد نه و کنند پیروی نرمال توزیع از نه جوامع از یکی حداقل های داده که زمانی ج. نمود. استفاده مستقل تی آزمون از
ای نشانه ای رتبه آزمون آن معادل (یا (Whitney−Ⅿann من⁃ویتنی آزمون مانند مشابه ناپارامتری های آزمون از است بهتر حالت این در
داده بودن نرمال فرض بررسی به نیاز بدون است بیشتر ۲۵ از تیمار هر در مشاهدات تعداد پژوهش این در آنجاییکه از کنیم. استفاده ویلکاکسون

کرد. خواهیم استفاده ب یا الف حالتهای از یکی از ها
پژوهش انجام در اصلی مشکل .۲ .۲

در اما دهیم. انجام را تیمار دو میانگینهای برابری آزمون سپس و باشیم داشته اختیار در تیمار دو که است این نیازمند پژوهش این فرضیه بررسی
کاهش اینکه از اطلاعی ما واقع در داریم. اختیار در را است شده ساخته سیمان کاهش بدون آن بتن که تیماری یعنی تیمارها، از یکی تنها اینجا
چند زیاد، زمان صرف و خطا و آزمون چندین با ابتدا نیستیم. دیگر تیمار از داده تهیه به قادر آن داشتن بدون و نداریم باشد میتواند چقدر سیمان

نگردید. حاصل مطلوب نتایج نهایت در اما شدند تهیه دوم تیمار های داده بار

مشکل رفع راهکار .۳
به آن بحرانی ناحیه همچنین و آزمون آماره مستقل، تی آزمون انجام ی شیوه از ما گیرد قرار آزمون مورد بعدا است قرار که تیماری یافتن برای
موجود آن های داده که تیماری و 𝜇۱ میانگین دارای داریم اختیار در را آن های داده که تیماری کنید فرض کنیم. می استفاده معکوس شکل

باشد. 𝜇۲ میانگین دارای نیستند
است: زیر بصورت آزمون این در مقابل فرض و اولیه فرض

𝐻۰ ∶ 𝜇۱ = 𝜇۲
𝐻۱ ∶ 𝜇۲ < 𝜇۱

(۱)

شرایطی یافتن بدنبال باید پس است. گردیده بتن مقاومت کاهش به منجر بتن در سیمان میزان کاهش گاه آن شود رد 𝐻۰ یعنی اولیه فرض اگر
بگیریم: قرار پذیرش ناحیه به معروف زیر ناحیه در که میگردد تایید 𝐻۰ فرض صورتی در کند. تایید را 𝐻۰ فرض که باشیم

𝐴.𝑅 = 𝑡 > 𝑡𝛼(𝑛۱ + 𝑛۲ − ۲) (۲)
بطوریکه:

𝑡 = ̄𝑥۲ − ̄𝑥۱
𝑆𝑝ට

۱
𝑛۱

− ۱
𝑛۲

(۳)

𝑆۲
𝑝 =

(𝑛۱ − ۱)𝑆۲۱ + (𝑛۲ − ۱)𝑆۲۲
𝑛۱ + 𝑛۲ − ۱ (۴)
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دوم و اول تیمارهای در بتن مقاومت میانگین ترتیب به ̄𝑥۲ و ̄𝑥۱ دوم، و اول تیمارهای در شده گرفته نمونەهای تعداد ترتیب به 𝑛۲ و 𝑛۱ همچنین
مشخص را 𝑥۲ (۲)است:مقدار رابطه حل از که است این ما هدف می باشد. دوم و اول تیمارهای در بتن مقاومت واریانس ترتیب به 𝑆۲۲ 𝑆۲۱و و

دیگر بعبارت می گیریم. نظر در را هستند برابر تیمار دو در دادەها تعداد و گروه دو واریانس اینکه فرض هستند. مجهول نیز 𝑛۲ 𝑆۲۲و اما کنیم
𝑛۱ = 𝑛۲ = 𝑛, 𝑆۲۱ = 𝑆۲۲ = 𝑆۲.

می کنند: تغییر زیر بەصورت (۴) و (۳) روابط فرضیات این با

𝑡 = ̄𝑥۲ − ̄𝑥۱

𝑆𝑝ට
۲
𝑛

(۵)

و

𝑆۲
𝑝 =

(𝑛 − ۱)𝑆۲ + (𝑛 − ۱)𝑆۲
۲𝑛 − ۲ = 𝑆۲ (۶)

داریم: (۲) رابطه در فوق رابطەهای دادن قرار با
̄𝑥۲ − ̄𝑥۱

𝑆𝑝ට
۲
𝑛

> 𝑡𝛼(۲𝑛 − ۲) (۷)

است. مناسب ما برای نشود رد 𝐻۰ فرض که جایی تا

̄𝑥۲ > ̄𝑥۱ + 𝑆ඨ ۲
𝑛𝑡𝛼(۲𝑛 − ۲) (۸)

۹۵ اطمینان از نشان که می گیریم نظر در 𝛼 برای را ۰٫۰۵ مقدار ما پژوهش این در می گیرند. نظر در ۰٫۱ و ۰٫۰۵ و ۰٫۰۱ را 𝛼 برای متداول مقدار
اندازه به حداکثر اگر یعنی است، منفی مقداری 𝑛 مقدار هر برای 𝑡۰٫۰۵(۲𝑛 − ۲) که شود توجه دارد. را نتایج در درصدی

𝑆ඨ ۲
𝑛𝑡۰٫۰۵(۲𝑛 − ۲) (۹)

و داده ۹۴ تعداد با پژوهش این در حال است. نیافته کاهش بتن مقاومت درصد ۹۵ اطمینان با یابد کاهش جدید بتن های مقاومت میانگین از
می باشد. −۱۰٫۴۵ با برابر (۹) رابطه 𝑆مقدار = ۴۳٫۳۲

بتن و سیمان مجموع از سیمان درصد ۲۰ یعنی ماسه به سیمان چهار به یک نسبت از استفاده با ۲ تیپ بتن در شد، گفته ابتدا در که طور همان
باید حداقل ̄𝑥۲ پس است. بوده ̄𝑥۱ = ۲۷۷٫۰۴ بتن مقاومت میانگین سیمان درصد ۲۰ با اینکه به توجه با می شود. استفاده

̄𝑥۲ > ۲۷۷٫۰۴ − ۱۰٫۴۵ = ۲۶۶٫۵۹
باشد.

داریم: زیر بصورت خطی تناسب گرفتن نظر در با
سیمان درصد بتن مقاومت

۲۰ ۲۷۷٫۰۴
؟ ۲۶۶٫۵۹
۱ شماره جدول

می باشد. درصد ۱۹٫۲۵ سیمان، درصد ۲۰ با برابر مقاومت به رسیدن برای مطلوب درصد گفت میتوان ،۱ جدول به توجه با
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گیری نتیجه .۴
دادەهای به دسترسی عدم مشکل شد، معکوس مستقل تی آزمون در صفر فرض پذیرش ناحیه آن در که نوآورانه رویکردی ارائه با پژوهش این
این نمود. ایجاد ساخت وساز صنعت در اولیه مواد بهینەسازی برای نوین زمینەای و کرد حل را سیمان) کاهش با (بتن دوم تیمار در مستقیم
حفظ (۵۹٫۲۶۶ (معادل اولیه مقاومت درصد ۹۵ حد در را بتن مقاومت بلکه شد، درصد ۲۵٫۱۹ تا سیمان مصرف کاهش به موفق تنها نه رویکرد
صفر، فرض پذیرش ناحیه معکوس سازی با همراه مستقل، جامعه دو میانگین مقایسه در کلیدی ابزاری بەعنوان مستقل تی آزمون از استفاده کرد.
هستند موضوع این مؤید یافتەها این دارد. را تحقیقاتی زمینەهای سایر به تعمیم قابلیت که بود دادەمحور چالش های حل برای خلاقانه روش یک
کاهش را عمرانی پروژەهای هزینەهای و شود منجر بتن مقاومت حوزه در مطلوب نتایج به می تواند نیز سیمان میزان در اندک کاهش حتی که
برای الگویی می تواند و می کند حفظ نیز را کیفیت استانداردهای بلکه است، مقرون بەصرفه اقتصادی لحاظ از تنها نه رویکرد این نهایت، در دهد.
پذیرش ناحیه معکوس سازی نوآورانه رویکرد خلاصه، بطور باشد. ساخت وساز صنعت پیشرفت و اولیه مواد بهینەسازی در آینده پژوهش های
صنعت در اولیه مواد کیفی و اقتصادی بهینەسازی برای نوین زمینەای و کرد حل را بتن در سیمان کاهش مشکل مستقل، تی آزمون در صفر فرض

نمود. ایجاد ساخت وساز

مراجع
تهران. دانشگاهی، نشر مرکز عباس، کحازاده، ترجمه: آزمایشها، تحلیل و طراحی .(۱۳۹۵) داگلاس مونتگمری، [۱]

.۱۴۳ − ۱۶۲ صفحات ۱ شماره ۲ دوره اقتصادی؛ مدلسازی بهبهان. سیمان موردی مطالعه سیمان: نسبی مزیت بررسی . (۱۳۸۷) علی. فریدزاد، – رضا احمدیان، [۲]
رودخانه. مهندسی و فاضلاب آب، در پژوهش المللی بین کنفرانس اولین نوین؛ های روش با بتن در سیمان مصرف .کاهش فلاح حمزه [۳]
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۲۵۲–۲۴۹ صص. ،ED–292 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

مبحث از دانش آموزان درک تثبیت و میزان در معلم فعال تدریس روش بررسی
مثلثات

پاریزیب نادری مریم ،آ، فریمانی∗ سیاسی حلمی نعیمه
ایران ، کرمان ،۷٦۱٦۹ − پستی:۱٤۱۱۷ صندوق نور، پیام دانشگاه ، ریاضی آموزش رشته ارشد کارشناس آدانشجوی

ایران تهران، ،۱۹۳۹٥ − ٤٦۹۷ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، باستادیار گروه

چکیده
روش های می پردازد. دانش آموزان یادگیری تثبیت و درک میزان بر معلم فعال تدریس روش های تأثیر بررسی به مقاله این
صرف سخنران از را معلم نقش و می کنند تشویق یادگیری فرآیند در فعال مشارکت به را دانش آموزان فعال، تدریس
می شود پرداخته فعال تدریس روش های تبیین و تعریف به ابتدا مقاله، این در می دهند. تغییر راهنما و تسهیل گر به
می گیرد. قرار بررسی مورد دانش آموزان یادگیری تثبیت و درک افزایش در روش ها این از استفاده مزایای سپس و
و دانش آموزان برای عملی راهکارهای و مثلثات مبحث تدریس در فعال تدریس روش های اجرای مراحل همچنین،
و درک میزان بر مثبتی تأثیر فعال، تدریس روش های از استفاده که می دهد نشان مقاله این نتایج می شود. اشاره معلمان
یادگیری فرآیند در دانش آموزان تعامل و مشارکت انگیزه، افزایش باعث روش ها این دارد. دانش آموزان یادگیری تثبیت
پیشنهاداتی ارائه به مقاله نهایت، در کنند. درک پایدارتر و عمیق تر را مفاهیم تا می کنند کمک آن ها به و می شوند
درس کلاس های در فعال تدریس روش های از مؤثر استفاده جهت در آموزشی مسئولان و معلمان دانش آموزان ،  برای

می پردازد.

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

تدریس روش
دانش آموزان درک وتثبیت میزان

مثلثات مبحث
فراگیران اشتباهات شناسایی

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
97D30
97D40
97D70

مقدمه .۱
این با می گیرد. قرار استفاده مورد کاربردی و علمی رشتەهای از بسیاری در که است ریاضیات در ای پایه و مهم مباحث از یکی مثلثات مبحث
معلم تدریس روش مبحث، این یادگیری در موثر عوامل از یکی است. برانگیز چالش و دشوار دانش آموزان از بسیاری برای مبحث این حال،
شان یادگیری فرصت بر عکس یا و شود شاگردان استعداد های شکوفایی باعث می تواند روش چون دارد اهمیت بسیار معلم ها تدریس روش است.
روش های در او نقش با مقایسه در معلم نقش می کنیم، تمرکز دانش آموز یادگیری بر که ”زمانی که است معتقد ،(۲۰۰۳) ۱ کارپنتر ببرد.   بین از را
قادرخواهند معلم ها صحیح، جوابهای بر تمرکز جای به دانش آموزان افکار به تمرکز با می شود. مشکل تر غیرمستقیم ترو انتقالی، و سنتی تدریس

(۱۳۸٤ آرا، چمن می شوند”.(سپیده گرفته نادیده صورت این غیر در که فرایندهایی تقویت کنند، و تشویق را تفکر فرایندهای بود
است. شده بررسی فریمان شهر تجربی رشته یازدهم پایه دختر دانش آموزان برای مثلثات مبحث در معلم فعال تدریس روش پژوهش، این در

است. شده ارائه اشتباهات این رفع برای مناسب راهکارهای سپس شده، تحلیل و شناسایی مثلثات مبحث در دانش آموزان اشتباهات همچنین،

∗سخنران

( پاریزی نادری (مریم M.Naderi.Parizi@pnu.ac.ir فریمانی)، سیاسی حلمی (نعیمه hlmi3218@gmail.com الکترونیک: پست
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فعال تدریس روش .۲
این در می کنند. ایفا را محوری نقش و می کنند شرکت یادگیری فرایند در فعال طور به دانش آموزان آن در که است روشی فعال، تدریس روش
دانش آموزان که می شود باعث امر این می کند. تشویق نظر تبادل و بحث پرسش، تفکر، به را دانش آموزان مطالب، مستقیم ارائه جای به معلم روش،
گفته تدریس” هنر  ”مبانی علمی  عنوان با درکتابی وتربیت، تعلیم استاد بزرگ ،(۱۹۷۸) ۲ پروفسورگیج بگیرند. یاد را مطالب پایدارتر و عمیق تر
با همراه فرایندی را تربیت و تعلیم می تواند معلم باشد. داشته می گذرد، مدارس در آنچه بر بیشتری تاثیر می تواند معلم فقط شک بدون است:
حرفەای مهارت های و دانش به حد معینی تا آموزشی نظام های موفقیت (۱۳۷۹ مهرمحمدی، ترجمه گیج، ) بی ثمرکند. فرایندی کامیابی،یا و لذت

دارد. بستگی معلم

فعال تدریس روش نظری مبانی .۳
نظر در سازنده و فعال فرایند یک عنوان به یادگیری نظریەها، این در دارد. شناختی و ساخت گرا یادگیری نظریەهای در ریشه فعال تدریس روش
فراهم با فعال تدریس روش می سازند. را جدید دانش محیط، با تعامل و خود قبلی تجربیات از استفاده با دانش آموزان آن در که می شود گرفته

بگیرند. یاد را مطالب پایدارتر و عمیق تر تا می کند کمک آنها به دانش آموزان، برای فعال یادگیری فرصت های کردن

مثلثات مبحث در فعال تدریس روش اجرای مراحل .۴
فعالیت های آموزشی، اهداف درس، طرح این در کند. تهیه مثلثات مبحث برای را مناسبی درس طرح تدریس، از قبل باید معلم درس: طرح

می شود. مشخص نیاز مورد منابع و ارزشیابی روش های یادگیری،
برای دهد. افزایش مثلثات مبحث یادگیری برای را دانش آموزان انگیزه مختلف، روش های از استفاده با کلاس، ابتدای در باید معلم انگیزه: ایجاد

کرد. استفاده آموزشی فیلم های نمایش یا برانگیز چالش سوالات طرح واقعی، زندگی از کاربردی مثال های از می توان مثال،
شامل می تواند فعالیت ها این کند. طراحی دانش آموزان برای را متنوعی یادگیری فعالیت های کلاس، طول در باید معلم یادگیری: فعالیت  های

باشد. مطلب ارائه و گزارش تهیه آزمایش، انجام مسئله، حل گروهی، بحث
شامل می تواند ارزشیابی این کند. ارزشیابی مختلف روش های طریق از را دانش آموزان یادگیری میزان مداوم، طور به باید معلم ارزشیابی:

باشد. پروژەها و تکالیف بررسی شفاهی، پرسش های کتبی، پرسش های
و دانش آموزان ضعف و قوت نقاط شامل باید بازخورد این دهد. ارائه مناسبی بازخورد دانش آموزان به ارزشیابی، هر  از پس باید معلم بازخورد:

باشد. آنها بهبود راهکارهای

معلمان برای عملی راهکارهای .۵
دارد، وجود دانش آموزان روزمره زندگی در که ملموس و عینی مثال های از مثلثاتی، مفاهیم تدریس در ملموس: و عینی مثال های از استفاده
استفاده مثلثاتی های نسبت  و مثلث زاویه، مفاهیم توضیح برای اشیاء سایر و ساعت ها پل ها، ساختمان ها، از می توانید مثال، برای کنید. استفاده

می پردازد. ریاضی معلمان برای آموزشی ارائه چند توصیه به ریاضی ، یادگیری در  آن نقش  و مثال ها بررسی پژوهش در ( ۱۳۸۸ ) کثیری کنید.
مثال هایی کنند سعی تا بخواهد دانش آموزان از باید معلم این منظور به موثر باشد، بسیار مفهومی یادگیری ایجاد در می تواند مثال تولید به توجه −

تولید کنند. خودشان توسط بحث مورد مفاهیم به راجع
موثر است. بسیار ریاضی مفاهیم درک در معلم توسط خوب مثال های است . ارائەی اهمیت حائز بسیار آموزشی فرایندهای در مثال ارائه به توجه −
مفاهیم توضیح برای ابزارها این از هستند. مثلثاتی مفاهیم تجسم برای مفیدی بسیار ابزارهای نمودارها و تصاویر نمودارها: و تصاویر از استفاده

کنید. استفاده مسائل حل و مثلثاتی های نسبت بین روابط نمایش پایەای،
استفاده مثلثات مبحث یادگیری و تدریس برای آنلاین پلتفرم های و آموزشی فیلم های آموزشی، نرم افزارهای از آموزشی: فناوری های از استفاده

کنند. کمک جذاب و تعاملی صورت به مفاهیم یادگیری در دانش آموزان به می توانند ابزارها این کنید.
امر این کنید. تشویق نظر تبادل و بحث پرسش، به را دانش آموزان و کنید ایجاد تعاملی فضای درس، کلاس در در کلاس: تعاملی فضای ایجاد

بگیرند. یاد  را مطالب عمیق تر و کنند شرکت یادگیری فرایند در فعال طور به دانش آموزان که می شود باعث
ارائه مناسب بازخورد آنها به و کنید ارزشیابی مختلف روش های طریق از را دانش آموزان یادگیری میزان مداوم، طور به مستمر: بازخورد ارائه

باشد. آنها بهبود راهکارهای و دانش آموزان ضعف و قوت نقاط شامل باید بازخورد این دهید.
دهید. ارائه دانش آموز هر مشکلات رفع برای مناسب راهکارهای و کنید توجه دانش آموزان فردی تفاوت های به فردی: تفاوت های به توجه
تمرین های به نیاز است ممکن دیگر برخی که حالی در باشند، داشته مفاهیم یادگیری برای بیشتری زمان به نیاز است ممکن دانش آموزان از برخی

باشند. داشته مسائل بر تسلط برای بیشتر
2Gage



۲۵۱ آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ پاریزی نادری مریم و فریمانی سیاسی حلمی نعیمه

دانش آموزان اشتباهات شناسایی .۶
می تواند معلم دانش آموزان، اشتباهات شناسایی با آنهاست. اشتباهات تحلیل و شناسایی دانش آموزان، یادگیری بهبود برای موثر راەهای از یکی
می توانند خود، اشتباهات از گاهی آ با نیز دانش آموزان همچنین، دهد. ارائه آنها رفع برای مناسب راهکارهای و شناسایی را آنها ضعف نقاط

باشند. داشته مطالب یادگیری برای بیشتری تلاش

مثلثات مبحث در دانش آموزان رایج اشتباەهای .۷
دایره و الزاویه قائم مثلث زاویه، تانژانت، سینوس، کسینوس، مانند مثلثات پایەای مفاهیم درک در   دانش آموزان از بسیاری پایه: مفاهیم درک عدم

دارند. مشکل مثلثاتی
می رسند. نظر به دشوار و پیچیده دانش آموزان از بسیاری برای مثلثاتی فرمول های پیچیده: فرمول های

دارند. مشکل مختلف مسائل حل در مثلثاتی فرمول های کاربرد در دانش آموزان مسائل: در  کاربرد
می شوند. اشتباه دچار مثلثاتی محاسبات در دانش آموزان از بسیاری محاسباتی: اشتباهات

دانش آموزان اشتباهات رفع برای راهکارهایی .۸
دهد. توضیح دانش آموزان برای ملموس و عینی مثال های از استفاده با و مفهومی صورت به را مثلثات پایەای مفاهیم باید معلم مفهومی: تدریس
روش و مسئله حل روش گروهی، بحث روش پاسخ، و پرسش روش مانند متنوعی تدریس روش های از باید معلم متنوع: روش های از استفاده

کند. استفاده مثلثات تدریس برای آزمایش
حل در را خود مهارت بتوانند آنها تا دهد ارائه دانش آموزان برای مختلف سطوح در را متنوعی تمرین های باید معلم متنوع: تمرین های ارائه

دهند. افزایش مثلثاتی مسائل
تعاملی نمودارهای و آموزشی فیلم های آموزشی، نرم افزارهای مانند آموزشی کمک ابزارهای از می تواند معلم آموزشی: کمک ابزارهای از استفاده

کند. استفاده مثلثات تدریس برای

دانش آموزان برای عملی راهکارهای .۹
کنید. مرور را جبری محاسبات و اعداد اعشاری مثلث، زاویه، مانند ریاضی پایەای مفاهیم مثلثات، مبحث شروع از قبل پایەای: مفاهیم مرور

بپرسید. معلم از را خود سوالات و کنید شرکت یادگیری فرایند در فعال طور به درس کلاس در فعال: یادگیری
کنید. حل را مربوطه تمرین های و کنید مطالعه را درسی مطالب منظم طور به منظم: مطالعه

یادگیری برای آموزشی فیلم های و آموزشی افزارهای نرم درسی، کمک کتاب های مانند آموزشی کمک منابع از آموزشی: کمک منابع از استفاده
کنید. استفاده بیشتر

دهید. افزایش مثلثاتی مسائل حل در را خود مهارت تا کنید حل مختلف سطوح در را متنوعی تمرین های متنوع: تمرین های حل
مطالب بهتر یادگیری در شما به می تواند امر این کنید. تبادل نظر و بحث درسی مسائل مورد در خود همکلاسی های با همکلاسی ها: با همکاری

کند. کمک
کنید. استفاده آن مسائل حل و مثلثات مبحث مورد در بیشتر اطلاعات جستجوی برای اینترنت از اینترنت: از استفاده

آموزشی مسئولان و معلمان برای پیشنهادها .۱۰
و شناسایی به و کنند استفاده فعال تدریس روش از مثلثات، مبحث تدریس در ریاضی معلمان که می شود پیشنهاد مطالعه، این نتایج به توجه با

باشند. داشته ویژه توجه دانش آموزان اشتباهات تحلیل
در دانش آموزان اشتباهات رفع و شناسایی نحوه و فعال تدریس روش های با آشنایی جهت ریاضی معلمان برای آموزشی کارگاەهای برگزاری

مثلثات. مبحث
ریاضی. مباحث سایر در دانش آموزان یادگیری بر فعال تدریس روش های تاثیر بررسی زمینه در بیشتر پژوهش های انجام

مثلثات. مبحث برای امتحانی سوالات نمونه و متنوع یادگیری فعالیت های فعال، درس های طرح شامل آموزشی بستەهای توزیع و تهیه
مثلثات. مبحث یادگیری و تدریس برای آنلاین پلتفرم های و آموزشی افزارهای نرم مانند آموزشی نوین فناوری های از استفاده

دیدن و مناسب مسئلەهای با شدن روبرو زمان در می تواند دانش آموز می کند. عمیق تر مسئله به نسبت را فرد تجربەهای افزار، نرم از استفاده
باشد. داشته بیشتری تفکر و تامل مسئله درمورد باید بدهد، نهایی جواب اینکه از قبل که برسد باور این به مسئله یک برای متفاوت حالت های

( ۱۳۸۷ فرمهر، (فاطمه
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دانش آموزان برای پیشنهادها .۱۱
جذاب صورت به مفاهیم یادگیری در دانش آموزان به می تواند مثلثات مبحث با مرتبط آموزشی بازی های از استفاده آموزشی: بازی های از استفاده
می کشند، چالش به را مثلثاتی مفاهیم که ویدئویی بازی های و رومیزی بازی های بازی های کارتی، از می توان مثال، برای کند. کمک سرگرم کننده و

کرد. استفاده
دانش آموزان به می تواند تشریحی پاسخنامه و سوالات نمونه مطالب، خلاصه شامل آموزشی جزوات توزیع و تهیه آموزشی: جزوات توزیع و تهیه
آمادگی زمان در همچنین و تحصیلی سال طول در دانش آموزان برای مرجع منبع یک عنوان به می توانند جزوات این کند. کمک مستقل یادگیری در

گیرند. قرار استفاده مورد امتحانات برای
مجازی واقعیت و آنلاین پلتفرم های آموزشی، نرم افزارهای مانند آموزشی نوین فناوری های از استفاده آموزشی: نوین فناوری های از استفاده
مفاهیم، تجسم در دانش آموزان به می توانند ابزارها این کند. کمک جذاب و تعاملی صورت به مثلثاتی مفاهیم یادگیری در دانش آموزان به می تواند

کنند. کمک فوری بازخورد دریافت و مسائل حل
نحوه صحیح، مطالعه روش های با آشنایی جهت دانش آموزان برای آموزشی کارگاەهای برگزاری دانش آموزان: برای آموزشی کارگاەهای برگزاری
نحوه مورد در دانش آموزان به می توان کارگاەها، این در کند. کمک مثلثات مبحث بهتر یادگیری در آنها به می تواند زمان مدیریت و مسئله حل

داد. آموزش امتحانات زمان در استرس مدیریت نحوه و پیچیده مسائل حل نحوه یادداشت برداری، نحوه مطالعه، برای برنامەریزی
گروەها، این در کند. کمک مثلثات مبحث بهتر یادگیری در آنها به می تواند دانش آموزان برای مطالعه گروەهای ایجاد مطالعه: گروەهای ایجاد

کنند. کمک مشکلات حل در یکدیگر به و کنند نظر تبادل و بحث درسی مسائل مورد در یکدیگر با می توانند دانش آموزان

جمع بندی .۱۲
دانش آموزان در مثلثاتی مفاهیم تثبیت و درک بهبود به می تواند یادگیری، فرایند در دانش آموزان فعال مشارکت بر تأکید با معلم، فعال تدریس روش
ارائه و مبحث این در دانش آموزان رایج اشتباهات تحلیل و شناسایی کند. کمک دانش آموزان سایر و فریمان شهر تجربی رشته یازدهم پایه دختر
دانش آموزان و معلمان برای شده ارائه عملی راهکارهای اجرای با است. راستا این در کلیدی نکات جمله از آنها، رفع برای مناسب راهکارهای

کرد. کمک مهم درس این در دانش آموزان موفقیت افزایش نتیجه در و مثلثات مبحث یادگیری بهبود به می توان تکمیلی، پیشنهادات به توجه و
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پاسکال خیام مثلث های درآیه بین عددی روابط از برخی
،آ کلایی∗ متی صالحیان بهزاد

دامغان دانشگاه کامپیوتر علوم و ریاضی آدانشکده

چکیده
دسته آن از ای، دوجمله ضرایب واقع دارند.در را خودشان خاص جایگاه ای دوجمله ضرایب مشهور اعداد بین در
ترکیبیاتی ریاضیات های مساله از زیادی حجم و است شده انجام آنها باره در فراوانی مطالعات که هستند اعدادی از
های ویژگی بررسی برای کیبیات تر به بوط مر های کتاب اکثر در باشند. می اعداد این به مربوط محاسبات به وابسته
انعطاف اعداد از دسته این مهم های ویژگی از دهند. می تخصیص ها آن به را مستقلی و مفصل های فصل اعداد این
دانان ریاضی برای را اعداد این که باشد می آنها متنوع شوندگی تبدیل و ساده پذیری شکل و محاسبات در آنها پذیری
درک قابل مفهوم و ساده دارند.ظاهر را اعداد از دسته این اهمیت درجه از هایی نشانه ها این است.همه کرده جذاب
بررسی با ابتدا مقاله این در دارند. را سختی از مختلفی سطوح در جذاب و جالب مساله بیشمار وجود نوید اعداد این
می بررسی را ای دوجمله ضرایب مهم های ویژگی از برخی جهان، مختلف نقاط در اعداد این گیری شکل تاریخچه

کرد. خواهیم حل و مطرح را آن از جالبی مساله سپس و کنیم

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

ای دوجمله ضرایب
ترکیبیاتی اتحادهای

پاسکال خیام⁃ مثلث
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

05A10
11B05
11B65

مقدمه .۱
نوع این باشند. دانشجویان و آموزان دانش توجه جلب برای هایی مساله از عالی منبعی توانند، می همواره عددی های آرایه در عددی الگوهای
ها آرایه این معروفترین از یکی بشوند. درریاضیات بنیادی عملیات انجام بر تسلط برای دانشجویان انگیزه تحریک موجب توانند می مسایل،
دو به ۱ شکل در را مثلثها این از بخشی است. مثلث صورت به عددی آرایه یک این پیداست، نامش از که همانطور دارد. نام پاسکال خیام مثلث
راستی سمت صورت مقالات و کتابها اکثر در دارند. را خودشان خاص معایب و مزایا نمودار دو این از یک هر ایم. داده نمایش متمایز شیوه
از گونه این های درآیه بین عددی های ویژگی یافتن و توجه جالب الگوهای یافتن برای دوم صورت که، حالی در گیرند، می کار به را مثلث این

. کرد خواهیم استفاده ۱ شکل در آن دوم صورت اینجااز در ما هستند. تر مناسب و تر گویا بسیار مثلثها

خیام⁃پاسکال مثلث .۲
نزدیکترین مجموع مانده باقی اعداد و ۱ با برابر سطر هر انتهای اعداد که طوری به است مثلثی آرایه یک در اعداد نمایش، از ترتیبی پاسکال مثلث
در که مقالاتی و کتابها در شود. می استفاده جبر و ترکیبات احتمال، در ای گسترده طور به مفهوم این هستند. سرش بالای سطر در عدد دو
اولین که بود پاسکال این آیا اما، نامند. می نیوتن پاسکال مثلث را آن آنها از برخی در و پاسکال، مثلث آن به شوند می نوشته غربی کشورهای
کتاب از بود. شده شناخته ها آرایه از نمایش این پاسکال از پیش ها قرن حتی جهان نقاط سایر در که آن یا کرد کشف را عددی نمایش این مرتبه

∗سخنران
کلایی) متی صالحیان (بهزاد bsalehian@du.ac.ir الکترونیک: پست
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خیام⁃پاسکال مثلث مختلف نمایش دو :۱ شکل

(𝑎+𝑏)𝑛 عبارت بسط نیوتن ای جمله دو قضیه به معروف ای دوجمله قضیه » که دهد می شرح چنین دوم، جلد اسمیت تالیف ریاضیات تاریخ
بود. شده شناخته زمین مشرق در برسد، اروپا به آنکه از پیش مدتها آن ضرایب آوردن دست به وروش لااقل یا 𝑛 مثبت و صحیح مقادیر ازای به
نوشته در داریم اطلاع که جایی آن تا را دیگر مقادیر ازای به قاعده تعمیم اما است. دانسته می میلاد از قبل سال ۳۰۰ اقلیدس را 𝑛 = ۲ حالت
انجام نیوتن توسط که بوده کاری کسری و منفی های 𝑛 ازای به ای جمله دو قضیه تعمیم .... است. آمده میلادی) ۱۱۰۰) خیام عمر جبری های
پینگالا نوشته سانسکریتِ زبان به باستانی کتاب یک شرح جریات در ها هندی توسط میلادی دهم سده در مثلث این بار نخستین است». گرفته
به ها هندی مناسبت همین به آمد دست به مثلث این وجود از هایی نشانه زست، می مسیح میلاد از قبل قرن دو که دانشمندی و دان راضی یک

.[۶] گویند می پینگالا» «مثلث آن
این و بیافتند پاسکال حسابی مثلث فکر به کسانی شده موجب مثلثی، اعداد فریبندگی شک بی » [۴] هگبن تالیف همه، برای ریاضیات کتاب در
نظریه به که است فرانسوی دان ریاضی اولین پاسکال که است آن برای نامند می پاسکال حسابی مثلث پاسکال، نام به را حسابی مثلث این که
به یازدهم قرن در ایرانی دان ریاضی خیام را حسابی مثلث سلسله واقع در است. کرده توجه است مدرن آمار علم اساس که ریاضی احتمالات
شی چو چینی دان ریاضی بوسیله میلادی ۱۳۰۰ سال حدود کتاب این شد. معرفی عنصر چهار قیمتی آیینه کتاب در سلسله این آورد. دست
مطلب این تشریح از پس همه برای ریاضیات کتاب مولف است». شده نوشته رفت می پیش شرقی اروپای در مغول امپراطوری که زمانی در که،
یک کرد کشف را ای جمله دو دستور که خیام عمر نویسد: می کتاب این دیگر جای در و نامد می خیام حسابی مثلث را حسابی مثلث جا همه
که کتاب این در کی شی بسازد.چو نو از خود میل موافق را آن و ببرد بکار واقعی عالم در را حکمت خواست می که بود ایمان با ماتریالیسم
چهار درجەی دوجملەای بسط توضیح برای آن از و کرده آغاز می بینید شکل۴ در که مثلثی با را کتاب می آید،این بەحساب چینی جبر اوج نقطەی

کردەاست. استفاده
و ستارەشناس ریاضی دان، «خیام»، او از پس آوردەاست. میان به سخن مثلث این دربارەی ایرانی ریاضی دان «کرجی» هندی ها، با هم زمان تقریباً
برای هندی قانون های تعمیم به نشده، پیدا کنون تا که کعب، و جذر در هندی شیوەهای درستی عنوان با رسالەای در ایرانی، بلندآوازەی شاعر
روش ها، این مشابه نمی دانسته. کسی او از پیش که یافتەاست بالاتر و چهارم ریشەهای برای روش هایی و پرداخته سوم و دوم ریشەی یافتن
کرده قانع را ریاضی تاریخ نگاران دیگر، تاریخی شواهد و شواهد این می شود. شناخته نیوتن دستور به اکنون و شد مطرح نیز نیوتن توسط بعدها
دوجملەای بسط شوند؛ نام گذاری خیام نام به این ها هردوی که شده پیش نهاد رسماً و کرده ابداع خیام را آن حسابی مثلث و دوجملەای بسط که
نوشتەهای در نیز کاشانی جمشید غیاث الدین ایرانی ریاضی دان دیگر پاسکال. مثلث جای به خیام مثلث و نیوتن، دوجملەای بسط جای به خیام

کردەاست. اقتباس خود پیشینیان از را جدول ها این که گفته صراحت به و اشارەکرده مثلث این به خود
سال دویست تقریبا یعنی قمری هجری ۸۳۰ سال اوایل در را الحساب مفتاح بزرگ کتاب کاشانی، جمشید الدین غیاث ایرانی بزرگ دان ریاضی
آن در که است مطالبی شامل کتاب این که پیداست الحساب مفتاح مقدمه است.از نوشته نیوتن از قبل سال بیست و دویست و پاسکال از قبل
در کاشانی که است آن مهم دبسیار نکته پژوهشی. رساله یک نه است درسی کتاب یک مفتاح کتاب یعنی بود، لازم محاسب نفر یک برای زمان
واقع در که جدولی هفت مگر کرده استنباط خودش است آورده کتاب آن در که جداولی تمام که نویسد می صراحت به الحساب مفتاح مقدمه
دو دستور و حسابی مثلث بنابراین است. نوشته مفتاح کتاب در و کرد استفاده خودش پیشینیان از را باشد می پاسکال مثلث مشابه حسابی مثلث
بودند شده شناخته کاشانی جمشید زمان در که مطالب این که این بپرسیم است طبیعی بودند. شده شناخته کاشانی جمشید از قبل مدتها ای جمله
مقابله و جبر کتاب در کنیم. مراجعه بودند کاشانی جمشید از قبل که جبری کتابهای به باید سوال این جواب کردن پیدا شدند؟برای پیدا کجا از
طرقی کعب و جذر استخراج برای ها هندی » که: نویسد می است کرده منتشر مصاحب دکتر جناب که خیام زمان ریاضیتا تاریخ انظمام به خیام
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این صحت اثبات من و دیگر یک در آنها ضرب حاصل و ۹ تا ۱ از ارقام مربعات دانستن از عبارتند ان و است تفحص اندک بر مبنی که دارند
استخراج قبیل از دیگری انواع اند کرده ذکر هندیان که انواعی کتاب این در ام. کرده تالیف کتابی آنها طریق از مقصود به نیل چگونگی و طرق
قسمتهای بر و است عددی کتاب این براهین است. نکرده ذکر را آنها کسی من از قبل امو افزوده را بالاتر و ششم و پنجم و چهارم های ریشه

است». مبتنی اصول کتاب از حساب به مربوط
مشکلات رساله شاید و کعب و جذر استخراج در هندی طرق صحت در رساله از عبارتست قوی احتمال به کند می اشاره آن به خیام که کتابی

است. نیامده دست به آن از ای نسخه هنوز و مانده باقی نامی فقط کتاب دو این از باشد.متاسفانه الحساب
کسی و افزوده هندی طرق به را بالاتر و پنجم و چهارم های ریشه استخراج که گوید می خود مقابله جبرو کتاب در صراحت به خیام که این از
به درسی مطالب جزو وبعدها شده نوشته ریاضی کتب در خیام از بعد مذکور مطالب که این به نظر و نکرده ذکر بابت این در چیزی او از قبل
مثبت و صحیح عددی توان که زمانی (البته ای جمله دو بسط دستور و حسابس های مثلث واقعی مخترع که دانست توان می است آمده حساب
این و زیسته می نیوتن و پاسکال از قبل قرن شش یعنی میلادی یازدهم قرن در که است خیام عمر حکیم ایرانی بزرگ دان ریاضی همان باشد)

نامید. خیام ای جمله دو دستور و خیام مثلث را آنها باید پس گذاشته بجا خود آثار در را مطالب
می « پاسکال حسابی مثلث » نام به را حسابی» مثلث » شد می نوشته اروپایی کشورهای در که کتابهایی شددر اشاره این از پیش که همانطور
سوی از نیوتن ای جمله دو رابطه اثبات » عنوان تحت خود رساله از میلادی ۱۸۶۹ در فرانسوی دولگ که هنگامی که است این علتهم شناسند.
دو ضرایب تعیین برای را آن و داده قرار بحث مورد حسابی مثلث درباره را پاسکال رساله بار اولین برای کرده، دفاع سوربن دانشگاه در پاسکال»
مورخان بعدها که آن حال شدند. مشهور پاسکال حسابی های مثلث نام به ها مثلث این که بود تاریخ همین از است. برده کار به ها ای جمله
پاسکال از قبل اروپایی دانان ریاضی آثار در بلکه آمده، اروپایی غیر دانان ریاضی آثار در تنها نه ها مثلث این موضوع که شدند متوجه ریاضی

ریاضی). تاریخ : اسمیت ) است. شده مطرح نیز میلادی ۱۵۶۷ در آلمانی اشتیفل مایکل نظیر
ریاضی، مورخ بوسمن تحقیقات اساس است.بر کرده استفاده حسابی محاسبات در آن از و برده کار به خود آثار در را حسابی مثلث اشتیفل
مثلث خصوص در وی اصیل کار تنها و است کرده استفاده حسابی های مثلث به موسوم خود رساله در کتاب این از پاسکال که شد مشخص

است. برده کار به و ساخته وارد احتمالات حساب به مربوط مباحث در خود رآثار د توجهی قابل ای گونه رابه آن که بود این هم حسابی
است. آمده پاسکال رساله در که است آن از نمایی حسابی، مثلث از ۲ زیر تصویر

پاسکال نوشته حسابی های مثلث رساله در پاسکال حسابی مثلث :۲ شکل
.

مثلث ویژگی های بررسی به آن در که نگاشت حسابی» مثلث دربارەی «رسالەای عنوان با رسالەای پاسکال» «بلیز میلادی، هفدهم سدەی در
این نگارش از پس سال یک نمایید. مشاهده ۵ شکل در می توانید را آوردەاست خود رسالەی در پاسکال که تصویری بود. پرداخته خیام⁃پاسکال
پاسکال شد. مطرح چهاردهم لویی دربار متفکر و بەنام شوالیەهای از یکی توسط ناتمام مسابقەی یک در جایزه عادلانەی توزیع مسالەی رساله،
نتیجەهای به دو هر فهمید که هنگامی و کرد مکاتبه باره این در تولوز شهر مشاور فرما» دو «پیر با و کرد حل مثلث همین کمک به را مساله این
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مثلث این نیز پاسکال از پیش اروپا در است». یکسان پاریس و تولوز در حقیقت که می شود «ملاحظه که گفت خوشحالی با رسیدەاند یکسانی
این با مثلث این اما می نامند. تارتاگلیا مثلث را مثلث این برخی رو همین واز شدەبود مطرح تارتاگلیا فونتانا نیکولو ایتالیایی ریاضی دان توسط
همگی آن عددهای وبقیەی ظاهرشده (یک) ۱ عدد یک بار آن در که بسازیم عدد ها از نامتناهی سطر یک اگر می شود؟ ساخته چگونه داستان، همه
غیرصفر عدد های از مثلثی می آید بەدست که تصویری باشد سرخودش بالای عدد دو جمع حاصل هرعدد بعدی سطر در آن از پس و هستند صفر
فراوانی مقالات و کتابها در که است نهفته بسیاری انگیز هیجان ویژگی های مثلث این در نیست! سادگی همین به موضوع صفرهاست.اما بین در

است. شده پرداخته آن به

چهار گران بهای آیینەی :۳ شکل
ریاضیات های مساله از زیادی حجم و است شده انجام آنها باره در فراوانی مطالعات که هستند اعدادی از دسته آن از ای، دوجمله ضرایب واقع در
های فصل اعداد این های ویژگی بررسی برای کیبیات تر به بوط مر های کتاب اکثر در شوند. می ختم اعداد این به مربوط محاسباتی به گسسته
ساده پذیری شکل و محاسبات در آنها پذیری انعطاف اعداد از دسته این مهم های ویژگی از دهند. می تخصیص ها آن به را مستقلی و مفصل
از دسته این اهمیت درجه از هایی نشانه ها این است.همه کرده جذاب دانان ریاضی برای را اعداد این که باشد می آنها متنوع شوندگی تبدیل و
این در دارند. را سختی از مختلفی سطوح در جذاب و جالب مساله بیشمار وجود نوید اعداد این درک قابل مفهوم و ساده دارند.ظاهر را اعداد
بیشترین و کمترین تا کرد. خواهیم حل و مطرح را آن از جالبی مساله سپس و کنیم می بررسی را ای دوجمله ضرایب مهم ویژگی چند ابتدا مقاله

کنیم. پیدا را دارد وجود خیام⁃پاسکال مثلث از سطر هر در متوالی عدد دو بین که ای فاصله

ای جمله دو ضرایب مهم ویژگی چند .۳
می دارداستفاده قرار اول ردیف در ۱ شکل در که ای الزاویه قائم مثلث نمایش از خیام⁃پاسکال، مثلث های ویژگی بررسی برای قسمت این در
گیریم[۱–۳]. می بهره خیام⁃پاسکال مثلث قطر یک یا ستون سطر، یک به تر راحت ارجاع برای ۴ شکل نمایش از آینده در بهتر ارجاع برای کنیم.
هر در کنیم. می بیان را مثلث این در موجود مهم و اولیه خواص از برخی خیام⁃پاسکال مثلث عددی های آرایه بهتر درک برای بخش این در
و 𝑎۲ = ۳ و 𝑎۱ = ۳ و 𝑎۰ = ۱ ، ۴ شکل در سوم سطر در پس دهیم. می نشان آخر الی و 𝑎۱ با را درآیه دومین 𝑎۰ با را درآیه اولین سطر

باشد. می 𝑎۳ = ۱
به .𝐶۱ = {۱, ۲, ۳, ...} دیگر عبارتی به هستند طبیعی اعداد یعنی شمارشی اعداد مجموعه 𝐶۱ یعنی اول ستون اعداد مجموعه ویژگی۱ ●

. ۵ شکل .𝐶۱ = 𝐷۱ نتیجه در . 𝐷۱ = {۱۲, ۳, ...} یعنی است، شمارشی اعداد با برابر هم اول قطر روی اعداد مجموعه مشابه طور
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خیام⁃پاسکال مثلث قطر و ستون و سطر :۴ شکل

گویند.برای می مثلثی اعدا را دوم ستون اعداد .𝐶۲ = 𝐷۲ یعنی، دوم قطر اعداد مجموعه با است برابر دوم ستون اعداد مجموعه ویژگی۲ ●
بسازیم. مثلث یک توانیم می دوم ستون در مجود اعداد اندازه به مهره تعداد هر داشتن با اینکه

.۱ + ۵ + ۱۰ + ۱۰ + ۵ + ۱ = ۳۲ = ۲۵ داریم: 𝑘 = ۵ سطر در ۲𝑘.مثلا با است برابر 𝑘ام سطر های درایه مجموع ویژگی۳ ●
فرد. شماره با ستونهای در موجود های درآیه مجموع با است برابر زوج شماره با ستونهای های درآیه مجموع سطری هر در ویژگی۴ ●

.۱ + ۱۵ + ۱۵ + ۱ = ۶ + ۲۰ + ۶ داریم: ششم سطر در مثلا
ازای به ۱ شکل در مثلا کند. می عاد را ۱ درآیه بجز 𝑘ام قطر یا 𝑘ام ستون عنصر هر 𝑘 صورت آن در باشد، اول عددی 𝑘 هرگاه ویژگی۵ ●

است. بخشپذیر ۵ بر پنجم ستون عنصر هر 𝑘 = ۵
دهد. می نشان را سطر هر های درآیه بین نزولی صعودی رابطه زیر قضیه

: دهید نشان .۱ .۳ قضیه
𝑛 ∈ ℕ زوج عدد هر ازای به .۱

.൫𝑛𝑖൯ < ൫𝑛𝑗൯ آنگاه ۰ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛
۲ اگر

و
.𝑛۲ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 اگر ൫𝑛𝑖൯ > ൫𝑛𝑗൯

𝑛 ∈ ℕ فرد عدد هر ازای به .۲
.۰ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛−۱

۲ اگر ൫𝑛𝑖൯ < ൫𝑛𝑗൯و
൫𝑛𝑖൯ > 𝑗൫𝑛𝑗൯ آنگاه

𝑛+۱
۲ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 اگر

که: دید خواهیم زیر رابطه به توجه با صورت این در .𝑛 ≥ 𝑟 و 𝑛 > ۰ که طوری به باشند نامنفی صحیح اعداد 𝑛 و 𝑟 کنید، فرض اثبات.

.
൫ 𝑛
𝑟−۱൯
൫𝑛𝑟൯

= 𝑛!
(𝑟 − ۱)!(𝑛 − 𝑟 + ۱)! .

𝑟!(𝑛 − 𝑟)!
𝑛! = 𝑟

𝑛 − 𝑟 + ۱

یابیم می در بالا رابطه از باشد، زوج عددی 𝑛 اگر صورت این در حال، .𝑟 < 𝑛+۱
۲ اگر تنها و اگر ൫

𝑛
𝑟−۱൯
൫𝑛𝑟൯

< ۱ که است بدیهی صورت این در
𝑛
۲ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 همچنین،اگر ٫۰ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛

۲ اگر است ൫𝑛𝑖൯ < ൫𝑛𝑗൯ که آید می بر اینجا از باشد. 𝑟 ≤ 𝑛
۲ اگر تنها و اگر ൫ 𝑛

𝑟−۱൯ < ൫𝑛𝑟൯ که
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پاسکال خیام مثلث دزر قطر و سطر نمایش :۵ شکل

داشت: خواهیم نتیجه، در ٫۰ ≤ 𝑛 − 𝑗 < 𝑛 − 𝑖 ≤ 𝑛
۲ که، آید می بر رابطه این از

.ቆ𝑛𝑖ቇ = ቆ 𝑛
𝑛 − 𝑖ቇ > ቆ𝑛𝑗ቇ = ቆ 𝑛

𝑛 − 𝑗ቇ

که، آید می بر اینجا از باشد. 𝑟 ≤ 𝑛−۱
۲ اگر وفقط اگر ൫ 𝑛

𝑟−۱൯ < ൫𝑛𝑟൯ که، آید می بر فوق رابطه از باشد فرد عددی 𝑛 اگر ترتیب، همین به
و ۰ ≤ 𝑛 − 𝑗 < 𝑛 − 𝑖 ≤ 𝑛 که آید می بر اینجا از باشد 𝑛+۱

۲ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 اگر همچنین، باشد. ۰ ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛−۱
۲ که اگر ൫𝑛𝑖൯ < ൫𝑛𝑗൯،درنتیجه

.ቆ𝑛𝑖ቇ = ቆ 𝑛
𝑛 − 𝑖ቇ > ቆ𝑛𝑗ቇ = ቆ 𝑛

𝑛 − 𝑗ቇ

پاسکال خیام مثلث سطر هر در متوالی عدد دو بین شکاف .۴
متوالی عدد دو بین تواند می که شکافی بیشترین سطری، هر در که است آن کند می خطور ذهن به که پرسشی اولین فوق مطالب به توجه با حال

دهیم. می پاسخ زیر قضیه در پرسش این به است. میزانی چه باشد داشته وجود سطر یک های آرایه
عبارت، صورت این در است، ۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 و 𝑛 ≥ ۲ آن در که 𝑘 و 𝑛 مثبت و صحیح عدد دو هر ازای به تر دقیق عبارتی به

Δ𝑘(𝑛) = ቤቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇቤ

و Δ𝑚(𝑛) = ⅿin۱≤𝑘≤𝑛 Δ𝑘(𝑛) دهیم می قرار حال کنیم. می تعریف خیام⁃پاسکال مثلث 𝑛⁃ام سطر در متوالی جمله دو فاصله عنوان به را
است: زیر مساله دو حل مان، هدف .Δ𝑀(𝑛) = ⅿax۱≤𝑘≤𝑛 Δ𝑘(𝑛)

.Δ𝑘(𝑛) = Δ𝑚(𝑛) باشیم داشته آن ازای به که کنید پیدا را 𝑘 مقادیر همه سپس بیابید، را Δ𝑚(𝑛) مقدار :۱ مساله ●
.Δ𝑘(𝑛) = Δ𝑀(𝑛) باشیم داشته آن ازای به که کنید پیدا را 𝑘 مقادیر همه سپس بیابید، را 𝑑𝑀(𝑛) مقدار مساله۲: ●
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هایی 𝑘 ازای به را Δ𝑘(𝑛) مقادیر فقط است کافی ای، دوجمله ضرایب تقارنی ویژگی خاطر به است. تر ساده که کنیم می بررسی را ۱ مساله ابتدا
چون .۱ ≤ 𝑘 ≤ ⌊ (𝑛+۱)

۲ ⌋ که
ቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛

𝑘 − ۱ቇ = 𝑛!(𝑛 − ۲𝑘 + ۱)
𝑘!(𝑛 − 𝑘 + ۱) = ۰

باشد. 𝑘 = (𝑛+۱)
۲ اگر تنها و اگر Δ𝑘(𝑛) = ۰ و باشد فرد 𝑛 اگر تنها و اگر ۰ = Δ𝑚(𝑛) ترتیب این ،به 𝑛 − ۲𝑘 + ۱ = ۰ اگر تنها و اگر

یک با صورت این در که باشد، 𝑛 = ۴ که وقتی بجز Δ𝑚(𝑛) = 𝑛 − ۱ که داد نشان توان می سادگی به باشد، زوج عددی 𝑛 که صورتی در
(به ، 𝑑𝑚(𝑛) = ⅿin{Δ𝑘(𝑛)|۱ ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑘 ≠ (𝑛+۱)

۲ } دهیم قرار اگر حقیقت، در . Δ𝑚(۴) = ۲ که دریافت توان می سرراست محاسبه
𝑛 ≠ ۴ هر ازای به که داد نشان توان می کلی طور به ( است Δ𝑚(𝑛) = ۰ باشد، فرد عددی 𝑛 که زمانی بدیهی حالت گذاشتن کنار با که طوری

.𝑑𝑚(𝑛) = 𝑛 − ۱ داشت خواهیم
تنها و اگر Δ𝑘(𝑛) = 𝑛 − ۱ آنگاه باشد، 𝑛 ≠ ۶ علاوه،اگر 𝑑𝑚(𝑛).به = 𝑛 − ۱ داریم ، 𝑛 = ۴ استثنای به ، 𝑛 ≥ ۲ هر ازای به .۱ .۴ قضیه

باشد. ۶ یا ۴, ۳, ۱ = 𝑘 اگر تنها و اگر Δ𝑘(۶) = ۵ آنگاه باشد، 𝑛 = ۶ اگر و باشد 𝑛 یا 𝑘 = ۱ اگر
𝑛 > ۶ که کنیم می فرض پس کرد، بررسی مستقیم طور به خیام⁃پاسکال مثلث در اولیه مقادیر آزمودن با توانیم می را 𝑛 ≤ ۶ حالت چون اثبات.
برقرار ۸ و ۷ = 𝑛 برای قضیه وضوح به خیام⁃پاسکال مثلث در مستقیم بررسی یک با گیریم. می پی را قضیه اثبات استقرا کمک با حال باشد.
۲ ≤ 𝑘 ≤ ⌊𝑛۲ ⌋ آن در که 𝑘 هر ازای به که دهیم نشان است کافی تنها پاسکال، خیام⁃ مثلث در ای دوجمله ضرایب تقارنی ویژگی بر بنا است.

داشت: خواهیم پاسکال، اتحاد بنابر .Δ𝑘(𝑛) > 𝑛 − ۱ داشت خواهیم 𝑛 ≥ ۹ هر ازای به و

ቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇ = ቊቆ𝑛 − ۱

𝑘 ቇ + ቆ𝑛 − ۱
𝑘 − ۱ቇቋ − ቊቆ𝑛 − ۱

𝑘 − ۱ቇ + ቆ𝑛 − ۱
𝑘 − ۲ቇቋ

= ቊቆ𝑛 − ۱
𝑘 ቇ − ቆ𝑛 − ۱

𝑘 − ۱ቇቋ + ቊቆ𝑛 − ۱
𝑘 − ۱ቇ − ቆ𝑛 − ۱

𝑘 − ۲ቇቋ.
(۱)

که آید می بر (۱) از نتیجه در . ൫𝑛−۱
𝑘−۱൯ − ൫𝑛−۱

𝑘−۲൯ ≥ 𝑛 − ۲ و ൫𝑛−۱
𝑘 ൯ − ൫𝑛−۱

𝑘−۱൯ ≥ 𝑛 − ۲ داریم: استقرا فرض طبق آنگاه باشد، فرد 𝑛 اگر

.ቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇ ≥ ۲(𝑛 − ۲) = (𝑛 − ۱) + (𝑛 − ۳) > 𝑛 − ۱ (۲)

داشت: خواهیم حالت این در که است، 𝑘 = ⌊𝑛۲ ⌋ که زمانی بجز است معتبر بالا استدلال هم باز باشد، زوج عدد 𝑛 اگر

.ቆ𝑛 − ۱
𝑘 ቇ − ቆ𝑛 − ۱

𝑘 − ۱ቇ = ۰

که: آید می بر (۱) از کنیم استفاده پاسکال اتحاد از دیگر مرتبه یک اگر حال

ቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇ = ቆ𝑛 − ۱

𝑘 − ۱ቇ − ቆ𝑛 − ۱
𝑘 − ۲ቇ

= {ቆ𝑛 − ۲
𝑘 − ۱ቇ − ቆ𝑛 − ۲

𝑘 − ۲ቇ} + {ቆ𝑛 − ۲
𝑘 − ۲ቇ − ቆ𝑛 − ۲

𝑘 − ۳ቇ}.
(۳)

.൫𝑛−۲
𝑘−۲൯ − ൫𝑛−۲

𝑘−۳൯ ≥ 𝑛 − ۳ و ൫𝑛−۲
𝑘−۱൯ − ൫𝑛−۲

𝑘−۲൯ ≥ 𝑛 − ۳ که، آید می بر استقرا فرض از است، زوج 𝑛 − ۲ چون
داشت: خواهیم (۳) از نتیجه در

.ቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇ ≥ ۲(𝑛 − ۳) = (𝑛 − ۱) + (𝑛 − ۵) > 𝑛 − ۱ (۴)

بود. خواهد کامل قضیه اثبات (۴) و (۲) روابط به بنا حال
کرد. خواهیم بررسی قضیه۲ در را مساله این جواب دارد. کمتری وضوح مساله۱ جواب از آن جواب که مساله۲ به گردیم می بر حالا
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داشت: خواهیم صورت این در .𝑡 = ۱
۲(𝑛 + ۲ − √𝑛 + ۲) دهیم می قرار .۲ .۴ قضیه

.Δ𝑀(𝑛) = ቆ 𝑛
⌊𝑡⌋ቇ − ቆ 𝑛

⌊𝑡⌋ − ۱ቇ
علاوه، به

Δ𝑘(𝑛) = Δ𝑀(𝑛)
باشد. می صحیح اعداد ℤمجموعه آن در که اگر تنها و اگر

داشت: خواهیم صورت این در .𝑡 = ۱
۲(𝑛 + ۲ − √𝑛 + ۲) دهیم می قرار .۳ .۴ قضیه

.Δ𝑀(𝑛) = ቆ 𝑛
⌊𝑡⌋ቇ − ቆ 𝑛

⌊𝑡⌋ − ۱ቇ
علاوه، به

Δ𝑘(𝑛) = Δ𝑀(𝑛)
اگر تنها و اگر

باشد. می صحیح اعداد ℤمجموعه آن در که
که: داد نشان توان می مستقیم محاسبه با است. 𝑘 ≤ ⌊𝑛۲ ⌋ که کنیم فرض توانیم می ای دوجمله ضرایب تقارن خاطر یه اثبات.

ቊቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇቋ − ቊቆ 𝑛

𝑘 − ۱ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۲ቇቋ =

𝑛!𝑠
𝑘!(𝑛 − 𝑘 + ۲)!

آن در که

𝑠 = (𝑛 − 𝑘 + ۲)(𝑛 − ۲𝑘 + ۱) − 𝑘(𝑛 − ۲𝑘 + ۳)
= (𝑛 − ۲𝑘 + ۱)(𝑛 − ۲𝑘 + ۲) − ۲𝑘
= (۲𝑘)۲ − (۲𝑛 + ۴)(۲𝑘) + (𝑛 + ۱)(𝑛 + ۲)
= {۲𝑘 − (𝑛 + ۲)}۲ − (𝑛 + ۲)
= {۲𝑘 − (𝑛 + ۲) + √𝑛 + ۲}{۲𝑘 − (𝑛 + ۲) − √𝑛 + ۲}
= ۴(𝑘 − 𝑡){𝑘 − ۱

۲(𝑛 + ۲ + √𝑛 + ۲)}

که، گرفت نتیجه توان می 𝑘 ≤ ⌊𝑛۲ ⌋ <
۱
۲(𝑛 + ۲ + √𝑛 + ۲) چون .𝑡 = ۱

۲(𝑛 + ۲ − √𝑛 + ۲) آن در که

ቆ𝑛𝑘ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۱ቇ ≥ ቆ 𝑛

𝑘 − ۱ቇ − ቆ 𝑛
𝑘 − ۲ቇ

رسد. می اثبات به قضیه حکم ترتیب این به .𝑡 ∈ ℤ اگر تنها و اگر شود می برقرار تساوی و باشد 𝑘 ≤ 𝑡 اگر تنها و اگر

کنیم. می بررسی را مثال چند قضیه۲ کارآیی مشاهده برای
سطر جملات بین شکاف بزرگترین بنابراین، .⌊𝑡⌋ = ۵ و 𝑡 = ۱

۲(۱۵ − √۱۵) ∉ ℤ صورت این در . باشد 𝑛 = ۱۳ کنید فرض .۴ .۴ مثال
افتد. می اتفاق ൫۱۳

۹ ൯ و ൫۱۳
۸ ൯ ضرایب بین دیگر بار و ൫۱۳

۵ ൯ و ൫۱۳
۴ ൯ ضرایب بین مرتبه یک شود: می تکرار دوبار خیام⁃پاسکال مثلث ۱۳ام

این در 𝑛 = ۱۴ دهیم می قرار بار این حال، .൫۱۳
۵ ൯ − ൫۱۳

۴ ൯ = ൫۱۳
۸ ൯ − ൫۱۳

۹ ൯ = ۱۲۸۷ − ۷۱۵ = ۵۷۲ با است برابر دقیقا فاصله این که
سطر این ضزایب بین مرتبه چهار خیام⁃پاسکال مثلث ۱۴ام سطر در ای دوجمله ضرایب بین فاصله بزرگترین بنابراین .𝑡 = ۶ ∈ ℤ صورت
با است برابر ها فاصله این مطلق قدر که . ൫۱۴

۱۰൯و ൫۱۴
۹ ൯ بین و ൫۱۴

۹ ൯ و ൫۱۴
۸ ൯ ൫۱۴؛بین

۶ ൯ و ൫۱۴
۵ ൯ بین ൫۱۴؛

۵ ൯ و ൫۱۴
۴ ൯ ضرایب دهد.بین می رخ

.൫۱۴
۵ ൯ − ൫۱۴

۴ ൯ = ۲۰۰۲ − ۱۰۰۱ = ۱۰۰۱
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چکیده
مورد زمانی سری خطی مدل میانگین پیرامون فاصلەای و نقطەای برآورد در یافته تسریع دنبالەای روش مقاله این در
کارایی ویژگی های نشان دهندەی که می شود ارائه اصلی قضیەی سه تحت نتایج راستا این در است. گرفته قرار مطالعه
نتایج بررسی جهت کارلو مونت شبیەسازی سپس است. برآوردگر مجانبی توزیع و ریسک مجانبی کارایی مجانبی،
نسبت توقفف متعیر متوسط راستا این در است. شده انجام اول مرتبه متحرک خودبازگشتی⁃میانگین مدل در تئوری
تابع به پیشنهادی متغیر با متناظر مخاطرەی تابع نسبت ای، نقطه برآورد برای بهینه ثابت نمونه اندازەی به توقف متغیر
توزیع همچنین است. شده ارائه اطمینان فاصله پوشش احتمال و بهینه ثابت نمونه اندازەی روش از حاصل مخاطرەی

است. شده رسم میانگین برآوردگر مجانبی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

یافته تسریع دنبالەای روش
خطی مدل

کارلو مونت
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
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مقدمه .۱
به را بسیاری ...محققان و پزشکی صنعت، اقتصاد، جمله از گوناگون زمینەهای در خطی مدل بخصوص زمانی سری مشاهدات بسیار کاربرد
مقایسه مواقعی در حتی و آینده مقادیر پیش بینی برآورد، مشاهدات این مطالعه و بررسی از هدف است. کرده ترغیب دادەها این مطالعه و بررسی
بودن بر هزینه و نمونه به دسترسی عدم نمونه، اندازەی بودن مجهول همچون محدودیت هایی شرایط از بسیاری در که است مشاهدات این
است. مناسب دنبالەای روش های بەکارگیری بهینه نمونه اندازەی تعیین پیشنهادی راهکارهای از یکی است. مشاهدات شرایط به توجه با دستیابی
توجه مورد مدت ها از گسترده صورت به فاصلەای و نقطەای برآورد منظور به مناسب توقف قاعده از استفاده با دنبالەای روش های از استفاده ایده
بار اولین برای بسیار جزیئات با تئوری قالب در توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای دنبالەی برای محض دنبالەای روش عملکرد است. بوده
توسط بار اولین برای وابسته، دادەهای در دنبالەای روش های از استفاده ادامه در است. شده بررسی و ...مطرح و [۷] ،[۹] چون محققانی توسط
این نتایج [۸] و [۶] ،[۵] ادامه در همچنین است. شده مطالعه اول مرتبه خودبازگشتی مدل در محض دنبالەای روش بررسی جهت [۱۳ ،۱۲]
مدل پارامتر های برای ثابت طول با فاصلەای برآورد [۱۴] دادند. تعمیم خطی فرایندهای و 𝑝 مرتبه خوبازگشتی مدل به ترتیب به را مطالعات
مورد محض دنبالەای روش با خطی فرایند میانگین فاصلەای برآورد [۱] نمود. بررسی محض دنبالەای روش با اول مرتبه آستانەای خودبازگشتی
در ترتیب به را محض دنبالەای روش [۳ ،۲] داشتند. مروری اول مرتبه خودبازگشتی مدل در محض دنبالەای روش بر [۱۸] داد. قرار مطالعه
نمونەگیری روش مرور بر علاوه [۱۱] هم چنین، کردند. بررسی چند متغیره و تک متغیره 𝑝 مرتبه از تصادفی ضرایب با خودبازگشتی مدل های
خودبازگشتی مدل برای دومرحلەای روش [۱۵] کردند. مطالعه محض دنبالەای روش از حاصل مخاطره تابع همگرایی نرخ بر محض، دنبالەای
ضرایب با خودبازگشتی برای بهبودیافته دومرحلەای و دومرحلەای روش [۱۶] سپس نمودند. بررسی را فاصلەای و نقطەای برآورد برای اول مرتبه
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مدل فاصلەای و نقطەای عملکرد بررسی برای دنبالەای روش های از کلاسی [۱۷] همچنین دادند. قرار بررسی مورد نقطەای برآورد برای تصادفی
شیوەی اساس بر دنبالەای روش های دادند. قرار مطالعه مورد گشتاوری برآوردگرهای و مربعات حداقل برآوردگرهای با 𝑝 مرتبه خودبازگشتی
دنبالەای روش بهبودیافته واقع در که است یافته تسریع دنبالەای روش روش ها، این پرکاربردترین از یکی که هستند متفاوت توقف متغیر تعریف
برای شایانی کمک تواند می دنبالەای روش باشد، زمانی سری خطی مدل های از مستقل گروه دو مقایسه قصد که هنگامی در باشد. می محض
مقایسه آزمون در را پیشنهادی روش توان می زمنیه این در مثال عنوان به نماید. نمونه بررسی بودن بر هزینه به توجه با بهینه نمونه اندازه تعیین
جهت خطی مدل میانگین مدل بررسی به خطی، مدل های کاربرد به توجه با مطالعه این در برد. کار به [۱۰] مطالعه در شده پیشنهاد خطی مدل دو

می شود. پرداخته فاصلەای و نقطەای برآورد در یافته تسریع دنبالەای روش علمکرد بررسی

فاصلەای و نقطەای برآورد بررسی .۲
می شود. گرفته نظر در زیر صورت به زمانی سری خطی مدل

𝑋𝑡 = 𝜇 +
∞


𝑗=۱

𝑎𝑗𝑍𝑡−𝑗 , 𝑡 = ۱, ۲, ...,

برای هم چنین هستند. 𝐹 مجهول توزیع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنبالهای {… , 𝑍−۱, 𝑍۰, 𝑍۱, …} و مجهول میانگین 𝜇 که
بررسی هدف مقاله این در است. برقرار |𝑎𝑗| < 𝐴𝜌𝑗 ، 𝑗 > ۰ برای بەطوری که دارد وجود ۰ < 𝜌 < ۱ و 𝐴 > ۰ ثابت های 𝑎𝑗 ضرایب
به توجه با شد، اشاره مقدمه در که همانطور است. یافته تسریع محض دنبالەای روش های از استفاده با خطی فرایند مجهول میانگین برآورد
میانگین برآورد شدەایم. میانگین برآورد برای روش عملکرد بررسی به علاقەمند یافته تسریع محض دنبالەای روش و خطی مدل های اهمیت
مجانبی توزیع دارای 𝑛 → ∞ هنگامی که 𝜇 پارامتر برآوردگر هم چنین می شود. حاصل �̂� ≃ �̄�𝑛 =

۱
𝑛 ∑𝑛

𝑖=۱ 𝑋𝑖 صورت به خطی فرایند نمونەای
که می شود گرفته نظر در 𝐿𝑛(�̄�𝑛 , 𝜇) = 𝑎( ̄𝑋𝑛 − 𝜇)۲ + 𝑐𝑛 بەصورت میانگین برآورد جهت زیان تابع است. √𝑛 ൫�̄�𝑛 − 𝜇൯ → 𝑁 ൫۰, 𝜏۲൯

می آید. بەدست زیر بەصورت مخاطره تابع باشد، معلوم 𝜏۲ اگر هستند. نمونەگیری واحد هر هزینەی 𝑐 > ۰ و معلوم وزن 𝑎 > ۰

𝑅𝑛 = E ൣ𝐿𝑛(�̄�𝑛 , 𝜇)൧ = 𝑎Eൣ�̄�𝑛 − 𝜇൧۲ + 𝑐𝑛 = 𝑎𝜏۲/𝑛 + 𝑐𝑛 + 𝑜(𝑛−۱),

گرفتن نادیده فرض با است. نقطەای برآورد در مخاطره تابع سازی مینیمم هدف پیشنهادی روش بررسی در است. 𝜏۲ = ቀ∑∞
𝑗=۰ 𝑎𝑗ቁ

۲
𝜎۲ که

حاصل 𝑅𝑛𝑐 ≃ ۲𝑐𝑛𝑐 تقریبا بهینه نمونه اندازه با متناظر مخاطره تابع است. 𝑛𝑐 ≃ ൬𝑎𝑐 ൰
۱/۲
𝜏 برابر تقربیا بهینه ثابت نمونه اندازه 𝑜(𝑛−۱)

اندازه به توجه با توقف قاعدەی جهت بدین ندارد. کاربرد بهینه ثابت نمونه اندازه روش و است مجهول 𝜏 عمل در شرایط از بسیاری در می شود.
می شود. ارائه زیر بەصورت بهینه ثابت نمونه

𝑡 = inf{𝑛 ≥ 𝑚|𝑛 ≥ ൫𝑎𝑐 ൯
۱/۲𝜌 ൫�̂�𝑛 + 𝑛−ℎ൯}, 𝑁۱ = [൫𝑎𝑐 ൯

۱/۲ ൫�̂�𝑡 + 𝑡−ℎ൯],

𝑁𝑝 = ⅿax{𝑡, 𝑁۱}
دنبالەای روش بودن کارا نشان دهنده که می شود ارائه بخش این اصلی قضیه ادامه در می شود. نامیده توقف فاکتور 𝑛−ℎ و مناسب ثابت 𝜌 > ۰ که

است. بهینه ثابت نمونه اندازه روش به نسبت یافته تسریع محض

می شود حاصل زیر نتایج 𝑐 → ۰ هنگامی که آن گاه هستند. برقرار ℎ ∈ (۰, 𝑠 − ۲
۴ ) و ،E[|𝜀۱|۲𝑠] < ∞ ،𝑠 > ۲ بەازای کنید فرض .۱ .۲ قضیه

𝑁𝑝
𝑛𝑐

𝑎.𝑠−−→ ۱,

E ቈ
𝑁𝑝
𝑛𝑐

 → ۱,
𝑅𝑁𝑝
𝑅𝑛𝑐

→ ۱.
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می شود. اثبات [۱۷] مجانبی قضیه مشابه اثبات.
توزیع دارای پیشنهادی توقف متغیر اساس بر میانگین برآوردگر که می شود داده نشان زیر قضیەی تحت شده، ارائه توقف قاعدەی به توجه با

است. نرمال مجانبی
می شود: حاصل زیر نتیجه 𝑐 → ۰ هنگامی که آن گاه هستند. برقرار ℎ ∈ (۰, 𝑠 − ۲

۴ ) و ،E[|𝜀۱|۲𝑠] < ∞ ،𝑠 > ۲ بەازای کنید فرض .۲ .۲ قضیه

ට𝑁𝑝 ቀ�̄�𝑁𝑝 − 𝜇ቁ 𝐷−→ 𝑁 ൫۰, 𝜏۲൯ .

می شود. اثبات [۱۷] مجانبی قضیه مشابه اثبات.
طول با 𝜇 اطمینان فاصله بررسی به ادامه در یافت. دست بالا قضیه به توان می ثابت نمونه اندازه با میانگین برآوردگر مجانبی توزیع به توجه با
𝐼 = ൫�̄�𝑘𝑑 − 𝑑, �̄�𝑘𝑑 + 𝑑൯ اطمینان فاصله می شود. پرداخته بهبود یافته دومرحلەای روش از استفاده با ۱ − 𝛼 اطمینان ضریب و (۲𝑑) ثابت
قاعدەی می شود. نتیجه 𝑑 → ۰ هنگامی که .𝑘𝑑 = [𝜏۲𝑧۲

(۱−𝛼)/۲/𝑑۲] با است برابر تقریبا نیز بهینه ثابت نمونه اندازه که می شود گرفته نظر در
می شود. حاصل زیر بەصورت بهینه نمونه اندازەی به توجه با روش توقف

𝑡∗ = inf{𝑛 ≥ 𝑚|𝑛 ≥ ൫
𝑧۲
(۱−𝛼)/۲
𝑑۲ ൯ ൫�̂�𝑛 + 𝑛−ℎ൯}, 𝑁∗۱ = [{൫

𝑧۲
(۱−𝛼)/۲
𝑑۲ ൯ ൫�̂�𝑡 + 𝑡−ℎ൯}۱/𝛾 + 𝑞] + ۱

𝑁𝑑
𝑝 = ⅿax{𝑡∗, 𝑁∗۱}.

ویژگی های نشان دهندەی که میگردد بیان اصلی قضیه ادامه در می شوند. نامیده مناسب ثابت 𝛾 و توقف فاکتور 𝑛−ℎ مناسب، ثابت 𝑞 > ۰ که
است. مجانبی سازگاری و مجانبی کارایی

حاصل زیر نتایج 𝑑 → ۰ هنگامی که آن گاه هستند. برقرار ℎ ∈ (۰, 𝑠 − ۲
۴ ) و ،E[|𝜀۱|۲𝑠] < ∞ ،𝑠 > ۲ بەازای کنید فرض .۳ .۲ قضیه

می شوند:
𝑁𝑑
𝑝
𝑘𝑑

𝑎.𝑠−−→ ۱,

E ቈ
𝑁𝑑
𝑝
𝑘𝑑

 → ۱,

𝑃 ቀ𝜇 ∈ 𝐼𝑁𝑑𝑝
ቁ → ۱ − 𝛼,→ ۱.

می شود. اثبات [۱۷] فاصلەای برآورد مجانبی قضیه مشابه اثبات.
می شود. پرداخته نهایی نمونه اندازه تعیین و پارامتر برآورد در عملکرد بررسی به بخش این در پیشنهادی توقف قاعدەهای  بەکارگیری با

شبیەسازی .۱ .۲
با متحرک میانگین خودبازگشتی⁃ مدل در یافته تسریع محض دنبالەای روش عملکرد کارلو مونت سازی شبیه از استفاده با بخش این در
برآورد پیشنهادی روش عملکرد بررسی منظور به است. شده گرفته نظر در 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(۹, ۰٫۵) اغتشاش  توزیع می شود. 𝑝بررسی = ۱, 𝑞 = ۱
یک، از توقف متغیرهای از یک هر نسبت تفاضل بهینه، ثابت نمونه اندازه و یافته تسریع دنبالەای روش از حاصل توقف متغیرهای نقطەای،
تکرار ۱۰۰۰۰ گرفتن نظر در با بهینه ثابت نمونه اندازه و یافته تسریع دنبالەای روش از حاصل مخاطرەهای پارامترها، خطای مربعات میانگین
برآورد اولیه نمونه اندازه و ۴۰ ،۱۰۰ نقطەای برآورد اولیه نمونه اندازه ، 𝜃 = −۰٫۳ ، 𝛽 = ۰٫۵ محاسبات جهت مفروض مقادیر شدەاند. محاسبه
گرفتن نظر در با ۵۰ و ۲۰ اولیه نمونه اندازه برای میانگین برآوردگر مجانبی توزیع همچنین شدەاند. گرفته نظر در ۱۰, ۲۰, ۳۰, ۴۰, ۵۰ فاصلەای

است. شده رسم تکرار ۱۰۰۰۰
احتمال نتایج هم چنین است. شده گزارش ۰٫۰۰۰۵ و ۰٫۰۰۵ ترتیب به نمونەگیری هزینەهای فرض با ۱ جدول های در نقطەای برآورد نتایج
تابع می شود، مشاهده ۱ جدول های از که همانطور است. شده گزارش ۹۵٪ اطمینان ضریب و 𝑑 = ۰٫۸ برای ۲ جدول در اطمینان ناحیه پوشش
خطای مربعات میانگین دارد. ثابت نمونه اندازه روش به نزدیک مقادیر اولیه نمونه اندازه افزایش با یافته تسریع دنبالەای روش از حاصل مخاطره
نمونه اندازه به نمونه اندازه افزایش با یافته تسریع دنبالەای روش توقف متغیر است. ناچیز اولیه نمونه اندازه مختلف مقادیر برای نیز برآوردگرها
مقدار سمت به اولیه نمونه اندازه افزایش با اطمینان ناحیه پوشش احتمال هم چنین می شود. کم نیز آنها نسبت تفاضل و نزدیک بسیار بهینه ثابت
عملکرد است. شده ارائه تئوری نتایج تایید نشاندهنده نرمال توزیع برازش نتایج است. روش این خوب عملکرد نشان دهنده که می کند میل یک

دارد. بسیار نزدیکی اولیه نمونه اندازه افزایش با بهینه ثابت نمونه اندازه روش به یافته تسریع دنبالەای روش
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.۱۰ اولیه اندازه با یافته تسریع دنبالەای روش اساس بر مدل برآوردگرهای :۱ جدول
(𝑛۰ , 𝑐, 𝛽, 𝜃) ̂𝑁𝑝 ൬

̂𝑁𝑝
𝑛۰ − ۱൰ �̂� ⅯSE(�̂�) 𝑅�̂�/𝑅𝑛۰

(۴۰, ۰٫۰۰۵, ۰٫۵, −۰٫۳) ۴۰ .۴۲۴۵ ۰ .۴۲۴۵ ۸ .۵۵۳۴ ۰ .۲۱۰۷ ۱ .۰۳۳۰
(۴۰, ۰٫۰۰۵, ۰٫۳, ۰٫۲) ۴۰ .۰۰۳۹ ۰ .۰۰۳۹ ۸ .۶۶۷۶ ۰ .۱۲۱۰ ۰ .۸۰۳۶
(۴۰, ۰٫۰۰۵, ۰٫۱, ۰٫۵) ۴۰ .۰۰۰۱ ۰ .۰۰۰۱ ۸ .۷۵۱۴ ۰ .۷۸۱۰ ۰ .۶۹۵۳
(۴۰, ۰٫۰۰۵, ۰٫۶, −۰٫۲) ۴۳ .۴۳۶۲ ۳ .۴۳۶۲ ۸ .۴۷۲۸ ۰ .۳۰۱۳ ۱ .۲۹۷۴
(۴۰, ۰٫۰۰۵, ۰٫۲, ۰٫۳) ۴۰ .۰۰۰۲ ۰ .۰۰۰۲ ۸ .۷۱۸۳ ۰ .۰۹۴۷ ۰ .۷۳۷۰

(۸۰, ۰٫۰۰۰۵, ۰٫۵, −۰٫۳) ۸۱ .۰۳۹۴ ۱ .۰۳۹۴ ۸ .۸۱۹۸ ۰ .۰۳۷۱ ۱ .۱۰۳۶
(۸۰, ۰٫۰۰۰۵, ۰٫۳, ۰٫۲) ۹۰ .۹۷۶۰ ۱۰ .۹۷۶۰ ۸ .۸۵۷۲ ۰ .۲۸۵۰ ۰ .۹۲۶۸
(۸۰, ۰٫۰۰۰۵, ۰٫۱, ۰٫۵) ۸۶ .۱۴۲۷ ۶ .۱۴۲۷ ۸ .۸۸۱۳ ۰ .۲۱۹۰ ۰ .۸۳۳۸
(۸۰, ۰٫۰۰۰۵, ۰٫۶, −۰٫۲) ۷۹ .۰۰۱۲ ۰ .۰۰۱۲ ۸ .۸۱۹۱ ۰ .۰۷۸۰ ۰ .۹۸۶۷
(۸۰, ۰٫۰۰۵, ۰٫۲, ۰٫۳) ۸۷ .۶۳۳۸ ۷ .۶۳۳۸ ۸ .۸۷۱۲ ۰ .۰۲۴۰ ۰ .۹۰۵۳

میانگین اطمینان فاصله برآورد :۲ جدول
اولیه اندازه (𝛽, 𝜃)

(۰٫۲, ۰٫۳) (۰٫۶, −۰٫۲) (۰٫۱, ۰٫۵) (۰٫۳, ۰٫۲) (۰٫۵, −۰٫۳)
۲۰ ۰٫۹۳۳۲ ۰٫۸۷۸۵ ۰٫۷۹۶۲ ۰٫۸۶۳۱ ۰٫۷۶۸۴
۳۰ ۰٫۹۶۴۸ ۰٫۹۲۲۶ ۰٫۸۲۷۹ ۰٫۹۱۴۲ ۰٫۸۰۹۸
۴۰ ۰٫۹۸۳۳ ۰٫۹۵۱۳ ۰٫۸۵۰۲ ۰٫۹۳۶۷ ۰٫۸۲۷۲
۵۰ ۰٫۹۸۹۰ ۰٫۹۶۲۵ ۰٫۸۷۳۳ ۰٫۹۶۲۵ ۰٫۸۷۷۴
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۵۰ و ۲۰ اولیه نمونه اندازه اساس بر یافته تسریع توقف متغیر اساس بر میانگین برآودگر هستوگرام بر نرمال توزیع برازش :۱ شکل

نتیجەگیری و بحث .۲ .۲
نمونه اندازه تعیین برای جایگزین روش های از یکی ندارد. کاربردی بهینه ثابت نمونه اندازه روش باشند، مجهول مدل پارامترهای که هنگامی
پرداخته یافته تسریع دنبالەای روش بررسی به عمل در خطی های مدل زیاد بسیار کاربرد به توجه با طرفی از است. دنبالەای نمونەگیری روش
محدودیت حل برای جایگزینی روش شود می مواجه نمونه اندازه دسترسی عدم یا هزینه محدودیت با پژوهشگر که مواقعی در است. شده

باشد. می فاصلەای و نقطەای برآورد در ثابت نمونه اندازه روش همچون روش شودعملکرد می مشاهده نتایج از که همانگونه است.
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چکیده
طور به متغیر چندین گرفتن نظر در با که است نابرابری سنجش برای قدرتمند ابزاری متغیره چند جینی شاخص
نابرابری شاخص تعریف بر مروری ضمن مقاله این در می دهد. ارائه جامعه در نابرابری از جامع تری تصویر همزمان،
می پردازیم. متغیره چند جینی نابرابری شاخص به آن تعمیم نیز و متغیره دو جینی نابرابری شاخص معرفی به جینی،
اساس بر کارائی مفهوم آن بر علاوه می شود. مطالعه نیز مفصل تابع و متغیره چند جینی شاخص بین ارتباط همچنین

گردد. می ارائه متغیره چند جینی انحرافات متوسط معیار و متغیره چند جینی ضریب شاخص

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

متغیره چند جینی شاخص
مفصل تابع

جینی انحراف متوسط معیار
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

91B82
62P20

پیش گفتار .۱
در تواند می شاخص این است. همزمان طور به متغیر چندین توزیع در نابرابری سنجش برای ابزاری متغیره، چند جینی نابرابری شاخص
نابرابری فقط که متغیره تک جینی شاخص برخلاف باشد. داشته کاربرد ... و عمومی بهداشت جامعەشناسی، اقتصاد، مانند مختلفی حوزەهای
تحصیلات، درآمد، مانند متغیر چندین توزیع در نابرابری می تواند متغیره چند جینی شاخص می کند، بررسی را درآمد) (مثلا́ متغیر یک توزیع در
چندین گرفتن نظر در با که است نابرابری سنجش برای قدرتمند ابزاری متغیره چند شاخص این بگیرد. نظر در همزمان طور به را ... و سلامت
می تواند متغیره چند جینی شاخص محاسبه برای مناسب روش انتخاب می دهد. ارائه جامعه در نابرابری از جامع تری تصویر همزمان، طور به متغیر
توزیع ساخت برای مفصل تابع از می توان است. مفصل تابع از استفاده متغیره چند جینی ضریب محاسبه برای روش یک باشد. برانگیز چالش
به مفصل تابع ترتیب، این به نمود. محاسبه را متغیره چند جینی شاخص مشترک، توزیع این از استفاده با سپس و کرد استفاده متغیرها مشترک
نابرابری برای مختلفی مدل های می توان مناسب، مفصل توابع انتخاب با می کند. عمل متغیره چند جینی شاخص محاسبه برای ورودی یک عنوان

کنند. کمک آن کاهش برای مناسب سیاست های طراحی و نابرابری بر مؤثر عوامل بهتر درک به می توانند مدل ها این ساخت. متغیره چند
چندک تابع و 𝐹 توزیع تابع دارای 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض

𝐹−۱(𝑢) = sup{𝑥 ∶ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑢}, ∀𝑢 ∈ [۰, ۱],

𝑋یک = (𝑋۱, 𝑋۲, ..., 𝑋𝑛) دهید قرار اکنون است. �̄� = ۱−𝐹 آن در که ۰ < 𝜇 = 𝐸(𝑋) =
∞
∫
۰
�̄�(𝑡)𝑑𝑡 < ∞ می کنیم فرض همچنین باشد.

می تواند متغیره چند احتمال توزیع تابع باشد. 𝐹𝑋(𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛) = 𝑃(𝑋۱ ≤ 𝑥۱, ...., 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛) توام احتمال توزیع تابع با تصادفی بردار

میرزائی ∗شهریار
کلانتری) (مهدی mahdi_kalantari@pnu.ac.ir میرزائی)، (شهریار sh_mirzaee@pnu.ac.ir الکترونیک: پست



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ کلانتری مهدی و میرزائی شهریار ۲۶۸

حاشیەای احتمال توزیع توابع با تصادفی بردار یک 𝑋 کنید فرض شود. نگاشته مفصل تابع از استفاده با و حاشیەای احتمال توزیع های اساس بر
𝐹𝑋(𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛) = 𝐶(𝐹𝑋۱(𝑥۱), 𝐹𝑋۲(𝑥۱), ..., 𝐹𝑋𝑛(𝑥𝑛)) صورت به تواند می توام توزیع تابع صورت این در باشد، 𝐹𝑋۱ , 𝐹𝑋۲ , ..., 𝐹𝑋𝑛
𝑥۱, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑅ازای به راببینید). [۳] ۲۰۲۴ همکاران و پارسا و [۲] ۲۰۰۶ (نلسن تصادفی𝑋است بردار برای مفصل 𝐶تابع آن در که شود نگاشته

بصورت تواند می تابع این که شود می تعریف �̄�𝑋(𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛) = 𝑃(𝑋۱ > 𝑥۱, ...., 𝑋𝑛 > 𝑥𝑛) بصورت 𝑋 بردار بقا تابع
�̄�𝑋(𝑥۱, 𝑥۲, ..., 𝑥𝑛) = �̄�(𝐹𝑋۱(𝑥۱), 𝐹𝑋۲(𝑥۱), ..., 𝐹𝑋𝑛(𝑥𝑛)), (۱)

نامند. می 𝑋 بردار بقا مفصل تابع را �̄� آن در که شود نگاشته

جینی نابرابری شاخص .۲
مشهورترین جینی نابرابری معیار باشند. می ها داده پراکندگی سنجش در مهم شاخص دو جینی انحرافات میانگین معیار نیز و جینی شاخص

است. شده ارائه جینی انحراف متوسط و جینی شاخص از متعددی های تعریف است. جامعه در درآمد نابرابری سنجش شاخص
صورت این در باشد �̄� = ۱ − 𝐹 بقای تابع نیز و 𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑡) احتمال توزیع تابع دارای 𝑋 تصادفی متغیر کنید فرض .۱ .۲ تعریف

از است عبارت جینی انحرافات متوسط شاخص

𝐺𝑀𝐷(𝑋) = 𝐸|𝑋 − 𝑋′| = ۲
∞

න
۰
𝐹(𝑡)�̄�(𝑡)𝑑𝑡, (۲)

هستند. 𝐹 توزیع تابع از مستقل و تصادفی های نمونه 𝑋′ و 𝑋 آن در که
از: است عبارت که باشد می جینی شاخص یک، و صفر بین مقادیر با فوق تعریف اساس بر بهنجار شاخص یک

𝐺(𝑋) = 𝐺𝑀𝐷(𝑋)
۲𝐸(𝑋) , (۳)

بصورت آن احتمال توزیع تابع و تصادفی متغیر بین کواریانس اساس بر می توانند جینی معیار و جینی انحرافات میانگین شاخص های همچنین

𝐺𝑀𝐷(𝑋) = ۴𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝐹(𝑋)), 𝐺(𝑋) = ۲𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝐹(𝑋))
𝐸(𝑋) , (۴)

و یتزاکی و [۱] (۲۰۱۷) گوبیوتی و جورجی به جینی ضریب و جینی انحرافات متوسط شاخص معیارهای بیشتر مطالعه برای ) شوند تعریف
شود). مراجعه [۴] (۲۰۱۷) شکتمن

متغیره دو جینی نابرابری شاخص .۳
می کنیم. معرفی ذیل در فرمول اساس بر را جینی انحراف متوسط شاخص از متغیره دو نسخه قسمت این در

از: است عبارت (𝑋, 𝑌) متغیره دو جینی انحراف متوسط شاخص باشد. متغیره دو تصادفی بردار یک (𝑋, 𝑌) کنید فرض .۱ .۳ تعریف
𝐺𝑀𝐷(𝑋, 𝑌) = 𝐸|𝑋 − 𝑌|, (۵)

چون
|𝑋 − 𝑌| = ⅿax{𝑋, 𝑌} − ⅿin{𝑋, 𝑌},

دهیم قرار گاه هر
𝑈 = ⅿax{𝑋, 𝑌}

و
𝑉 = ⅿin{𝑋, 𝑌}

داریم:
𝐺𝑀𝐷(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑈) − 𝐸(𝑉),
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صورت: به را متغیره دو جینی شاخص میتوان شیوه همین به

𝐺(𝑋, 𝑌) = 𝐺𝑀𝐷(𝑋, 𝑌)
𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) ,

= 𝐸(𝑈) − 𝐸(𝑉)
𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) ,

= 𝐸(𝑈) − 𝐸(𝑉)
𝐸(𝑈) + 𝐸(𝑉) ,

نمود. تعریف
صورت: این در باشد. متغیره دو تصادفی بردار یک (𝑋, 𝑌) کنید فرض .۲ .۳ گزاره

𝐺𝑀𝐷(𝑋, 𝑌) ≥ |𝐸(𝑋) − 𝐸(𝑌)| (۶)
و

𝐺(𝑋, 𝑌) ≥ |𝐸(𝑋) − 𝐸(𝑌)|
𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌) . (۷)

داریم: 𝑎 > ۰ ازای به صورت این در باشد. متغیره دو تصادفی بردار یک (𝑋, 𝑌) کنید فرض .۳ .۳ گزاره

𝑃(𝑋 − 𝑎 < 𝑌 < 𝑋 + 𝑎) ≥ ۱ − 𝐺𝑀𝐷(𝑋, 𝑌)
𝑎 . (۸)

متغیره چند جینی نابرابری شاخص .۴
چند تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, … , 𝑋𝑛) کنید فرض می پردازیم. متغیره چند حالت به متغیره دو جینی شاخص تعمیم به قسمت، این در ما

دهیم می قرار باشد. متغیره
𝑋(۱) = ⅿin(𝑋۱, … , 𝑋𝑛), 𝑋(𝑛) = ⅿax(𝑋۱, … , 𝑋𝑛)

عبارت 𝑋 بردار متغیره چند جینی انحراف متوسط شاخص باشد. متغیره چند تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, … , 𝑋𝑛) کنید فرض .۱ .۴ تعریف
از: است

𝐺𝑀𝐷(𝑋) = 𝐺𝑀𝐷(𝑋(۱), … , 𝑋(𝑛)),
= 𝐸(𝑋(𝑛)) − 𝐸(𝑋(۱)).

صورت به توان می را 𝑋 بردار متغیره چند جینی شاخص شیوه همین به

𝐺(𝑋) = 𝐺𝑀𝐷(𝑋)
𝐸(𝑋(𝑛)) + 𝐸(𝑋(۱))

,

=
𝐸(𝑋(𝑛)) − 𝐸(𝑋(۱))
𝐸(𝑋(𝑛)) + 𝐸(𝑋(۱))

,

اینصورت در باشد، 𝐹 توزیع تابع با همتوزیع نمونه یک 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 اگر نمود. تعریف

𝐺𝑀𝐷(𝑋) = න {۱ − 𝛿(𝐹(𝑡)) − �̂�(�̄�(𝑡))}𝑑𝑡, (۹)

باشد، 𝐹 توزیع تابع با همتوزیع و مستقل نمونه یک 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 اگر همچنین هستند. �̄� و 𝐶 مفصل توابع مورب مقاطع بترتیب �̂� و 𝛿 آن در که
اینصورت در

𝐺𝑀𝐷(𝑋) =
∞

න
۰
[۱−(𝐹(𝑡))𝑛 − (�̄�(𝑡))𝑛]𝑑𝑡. (۱۰)
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اینصورت در باشد همتوزیع و مستقل نمونه یک 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 ∼ 𝑈(۰, ۱) کنید فرض .۲ .۴ مثال

𝐺𝑀𝐷(𝑋) =
۱
න
۰
{۱ − 𝑡𝑛 − (۱ − 𝑡𝑛)}𝑑𝑡 = 𝑛 − ۱

𝑛 + ۱ ,

حالت این در که است واضح
ⅼiⅿ
𝑛→∞

𝐺𝑀𝐷(𝑋) = ۱.
. 𝐺𝑀𝐷(𝑋) = 𝐺(𝑋) که می دهد نتیجه این و 𝐸(𝑋(۱)) = ۱

𝑛+۱ و 𝐸(𝑋(𝑛)) = 𝑛
𝑛+۱ چون

داریم 𝑡 = 𝑒−𝑥 دادن قرار با اینصورت در باشد، همتوزیع و مستقل نمونه یک 𝑋۱, … , 𝑋𝑛 ∼ exp(۱) کنید فرض .۳ .۴ مثال

𝐺𝑀𝐷(𝑋) =
۱
න
۰
{۱ − 𝑡𝑛 − (۱ − 𝑡𝑛)

𝑡 }𝑑𝑡 = 𝐻(𝑛) − ۱
𝑛 ,

.𝐺(𝑋) = 𝑛𝐻(𝑛)−۱
𝑛𝐻(𝑛)+۱ آن بر علاوه و ⅼiⅿ

𝑛→∞
𝐺𝑀𝐷(𝑋) = +∞ اینصورت، در ،𝐻(𝑛) = 𝑛

∑
𝑘=۱

۱
𝑘 آن در که

ها سیستم در جینی ضریب کارایی شاخص .۵
حقیقی تابع با سیستم یک عمر طول ، 𝑘 ≤ 𝑛 برای 𝑇 = Φ(𝑋۱, … , 𝑋𝑘) و تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, … , 𝑋𝑛) کنید فرض .۱ .۵ تعریف

از: است عبارت متغیره چند جینی انحراف متوسط کارائی شاخص اینصورت در باشد. Φ
𝐺𝑀𝐷𝑛(𝑇) = 𝐸(𝑇) − 𝐸(𝑋(۱)). (۱۱)

.𝐺𝑀𝐷𝑛(𝑋(۱)) = ۰ و 𝐺𝑀𝐷𝑛(𝑋(𝑛)) = 𝐺𝑀𝐷(𝑋) که: است واضح
صورت به نیز متغیره چند جینی ضریب کارایی شاخص روش همین به

𝐺𝑛(𝑇) =
𝐺𝑀𝐷𝑛(𝑇)
𝐺𝑀𝐷𝑛(𝑋(𝑛))

, (۱۲)
بود. خواهد 𝐺𝑛(𝑇) = ۱ آنگاه 𝑇 ≡ 𝑋(𝑛) اگر نیز و 𝐺𝑛(𝑇) = ۰ آنگاه 𝑇 ≡ 𝑋(۱) اگر که است ملاحظه قابل شود. می تعریف

منسجم نیمه سیستم یک عمر طول ، 𝑘 ≤ 𝑛 برای 𝑇 = Φ(𝑋۱, … , 𝑋𝑘) و تصادفی بردار یک 𝑋 = (𝑋۱, … , 𝑋𝑛) کنید فرض .۲ .۵ گزاره
داریم: 𝑐 > ۰ ازای به اینصورت در باشد،

𝑃(𝑇 < 𝑋(۱) + 𝑐 × 𝐺𝑀𝐷(𝑋(𝑛))) ≥ ۱ − 𝐺𝑛(𝑇)
𝑐 . (۱۳)

گیری نتیجه و بحث .۶
چون حوزەهایی در و باشد پژوهش متغیرهای همزمان توزیع در نابرابری اندازەگیری برای قوی ابزاری تواند می متغیره چند جینی شاخص
متغیر یک در نابرابری تنها که خود متغیره تک نوع برخلاف شاخص، این باشد. داشته فراوان کاربرد عمومی بهداشت و جامعەشناسی اقتصاد،
مشترک توزیع کرد؛ استفاده مفصل تابع از می توان آن محاسبه برای می دهد. ارائه جامعه در نابرابری از کلی تری نمای می سنجد، را درآمد) (مانند
محاسبه ورودی مفصل تابع عبارتی، به برد. کار به متغیره چند جینی شاخص محاسبه در سپس و ساخت مفصل تابع با توان می را متغیرها
عوامل بهتر درک به که می سازد فراهم را متغیره چند نابرابری مختلف مدل های ساخت امکان مناسب، مفصل توابع انتخاب است. شاخص این

می کند. کمک آن کاهش برای مؤثر سیاست های طراحی و نابرابری
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ایران تهران، ،۱۹۳۹۵ −۴۶۹۷ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، آگروه

چکیده
معمولی دیفرانسیل معادلات و جزئی دیفرانسیل معادلات مطالعه در گستردەای کاربرد دارای 𝐶۰شبەگروه ریاضی مفهوم
در مثال عنوان به می گیرد؛ قرار استفاده مورد نیز خطی کنترل سیستم های رفتار تحلیل و توصیف در علاوەبراین، است.
به نتیجه در و گرفته قرار استفاده مورد می تواند آن ها مدت بلند رفتار پیش بینی و دینامیکی سیستم های پایداری تحلیل
نشان پژوهش، این در شود. دینامیکی سیستم های برای بهینەتر کنترل یک طراحی به منجر قدرتمند، ابزار یک عنوان
گروه اینکه برای کافی و لازم شرط آنگاه باشد 𝐴 مولد عملگر با یکانی شبەگروه 𝐶۰ یک (𝑇(𝑡))𝑡≥۰ اگر که می دهیم

کند. تولید یکانی شبەگروه 𝐶۰ یک نیز −𝐴 که است این باشیم داشته (𝑇(𝑡))𝑡∈𝑅 صورت به انقباضی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

شبەگروه 𝐶۰یکانی گروه
انقباضی گروه

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
47D60
20M10

اللهی آیت ∗مهرآسا
اللهي) آيت (مهرآسا m_ayatollahi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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۲۷۹–۲۷۲ صص. ،NA–149 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

روی همگرا متقابل نگاشت و مخزن محاسبات روش دو با سببی روابط بررسی
زمانی سری دادەهای

محسنیآ عظیم مجید دکتر بابانژادآ، منوچهر دکتر ،آ، بادلی∗ ابوالقاسم
آمار گروه علوم، دانشکده گلستان، آدانشگاه

چکیده
زمانی بەویژه است، پیچیده دادەهای تحلیل در مهم چالش های از یکی زمانی سری های بین سببی روابط شناسایی
محاسبات پیشرفته روش دو مقایسه به مطالعه، این در باشند. همراه زمانی تاخیرهای با و غیرخطی روابط این که
محاسبات روش می شود. پرداخته زمانی سری دادەهای در سببی روابط شناسایی برای همگرا متقابل نگاشت و مخزن
غیرخطی دینامیکی سیستم های مدل سازی به قادر قدرتمند، اما ساده بازگشتی عصبی شبکه یک از استفاده با مخزن
سببی روابط شناسایی امکان دینامیکی، سیستم های نظریه اساس بر همگرا متقابل نگاشت روش که حالی در است،
دادەهای از استفاده با پژوهش، این در می کند. فراهم را غیرخطی وابستگی های و زمانی تاخیرهای حضور در حتی

می گیرد. قرار بررسی مورد مختلف شرایط در روش دو این دقت و کارایی شبیەسازی شده،

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:
سببی روابط

منبع محاسبات
همگرا متقابل نگاشت

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
62M10
62M20

مقدمه .۱
مهندسی زیست شناسی، اقتصاد، جمله از صنعتی، و علمی مختلف حوزەهای در گستردەای کاربردهای زمانی سری های بین سببی روابط شناسایی
نباشند همزمان صورت به است ممکن که است زمانی سری های بین روابط غیرخطی و پیچیده ماهیت از ناشی چالش این دارد. اجتماعی علوم و

می کند. دشوارتر را روابط این تحلیل واقعی، دادەهای در قطعیت عدم و نویز وجود این، بر علاوه باشند. همراه زمانی تاخیرهای با و
روابط کشف و پیچیده دادەهای تحلیل برای قدرتمند ابزارهایی عنوان به پیشرفته محاسبات و ماشین یادگیری بر مبتنی روش های اخیر، سال های در
همگرا متقابل نگاشت روش و (Reservoir Computing) مخزن محاسبات روش میان، این در شدەاند. مطرح زمانی سری های بین غیرخطی

روابط شناسایی و غیرخطی دینامیکی سیستم های مدل سازی در خود فرد به منحصر توانایی های دلیل به (Convergent Cross Mapping)
سیستم های رفتار است قادر قدرتمند، اما ساده بازگشتی عصبی شبکه یک از استفاده با مخزن محاسبات روش گرفتەاند. قرار توجه مورد سببی،
است، یافته توسعه دینامیکی سیستم های نظریه اساس بر که همگرا، متقابل نگاشت روش دیگر، سوی از کند. مدل سازی بالا دقت با را پیچیده
دهه اوایل در مخزن محاسبات روش  می کند. فراهم را غیرخطی وابستگی های و زمانی تاخیرهای حضور در حتی سببی روابط شناسایی امکان
مفهوم (۲۰۰۷) هاس و جیگر می شود. شناخته عصبی شبکەهای و ماشین یادگیری در نوآوری یک عنوان به رویکرد این یافت. توسعه ۲۰۰۰
توجه مورد زمانی، دینامیک های مدل سازی در بالا کارایی و ساده ساختار دلیل به شبکەها این کردند. معرفی رسمی طور به را مخزن محاسبات
گرفته کار به پیچیده دادەهای تحلیل و سیگنال پردازش زمانی، سری های پیش بینی جمله از مختلفی زمینەهای در سرعت به RⅭⅭ گرفتند. قرار

.((۲۰۲۱) همکاران و (هوانگ است شده انجام روش این گسترش و بهبود روی بر زیادی پژوهش های زمان، آن از و شد
شناسایی برای تکنیک یک عنوان به روش این شد. معرفی همکاران و سوگیهارا توسط ۲۰۱۰ سال در همگرا متقابل نگاشت روش دیگر، سوی از
به EⅭⅭⅯ است. شده بنا همبستگی مفهوم و دینامیکی سیستم های نظریه اساس بر و یافت توسعه غیرخطی دینامیکی سیستم های در سببی روابط

سخنران ∗

عظیم مجید (دکتر m.azim@gu.ac.ir ،( بابانژاد منوچهر (دکتر m.babanezhad@gu.ac.ir بادلی)، ابوالقاسم ) n_badeli@yahoo.com الکترونیک: پست
( محسنی
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اکولوژیکی مطالعات در ویژه به روش این کنند. شناسایی نویز و زمانی تأخیرهای حضور در حتی را سببی روابط که می دهد را امکان این محققان
ابزار یک عنوان به EⅭⅭⅯ دارد. اهمیت غیرخطی و پیچیده متغیرهای بین سببی روابط شناسایی که جایی است، رفته کار به زیست محیطی و
دلیل به همگرا متقابل نگاشت و مخزن محاسبات روش های می شود. شناخته مختلف علوم در پیچیده و بزرگ دادەهای تحلیل برای قدرتمند
مخزن محاسبات گرفتەاند. قرار توجه مورد سببی، روابط شناسایی و غیرخطی دینامیکی سیستم های مدل سازی در خود فرد به منحصر توانایی های
روش دیگر، سوی از کند. مدل سازی بالا دقت با را پیچیده سیستم های رفتار است قادر قدرتمند، اما ساده بازگشتی عصبی شبکه یک از استفاده با
زمانی تأخیرهای حضور در حتی سببی روابط شناسایی امکان است، یافته توسعه دینامیکی سیستم های نظریه اساس بر که همگرا، متقابل نگاشت
سری های بین سببی روابط شناسایی در روش دو این عملکرد مقایسه به خاص، طور به مطالعه، این در می کند. فراهم را غیرخطی وابستگی های و
می گیرد. قرار بررسی مورد مختلف شرایط در روش ها این از یک هر دقت و کارایی شبیەسازی شده، دادەهای از استفاده با می شود. پرداخته زمانی
را زمانی سری های بین سببی روابط مناسب، اطمینان قابلیت و بالا دقت با بتواند که است تحلیلی چارچوب یک ارائه پژوهش، این نهایی هدف
تحلیل روش های بهبود جهت در مهم گامی عنوان به می تواند پژوهش این کند. مشخص دقیق طور به را روابط این جزئیات و کرده شناسایی

.((۲۰۱۹) رانج (جاکوب گیرد. قرار استفاده مورد صنعتی و علمی مختلف حوزەهای در آن کاربردهای و زمانی سری دادەهای

روشها و مواد .۲
دقت با و بهتر 𝑌𝑡 زمانی سری همراه به گذشته اطلاعات با را 𝑋𝑡 بتوانیم اگر شود می 𝑋𝑡 باعث 𝑌𝑡 که گوییم می سببی). (رابطه ۱ .۲ تعریف
تعریف اگر می کنیم. استفاده 𝑌𝑡 → 𝑋𝑡 نماد از حالت این در کنیم. بینی پیش باشد شده استفاده 𝑌𝑡 از غیر گذشته اطلاعات از که زمانی از بیشتری
زمانی بازخورد یعنی شود، می داده نشان 𝑌𝑡 ↔ 𝑋𝑡 با که است، وقوع حال در بازخورد که گوییم می باشد، برقرار سری دو جایی جابه با فوق

شود. 𝑋𝑡 باعث 𝑌𝑡 همچنین و شود 𝑌𝑡 باعث 𝑋𝑡 که افتد می اتفاق

ⅭⅭⅯ الگوریتم مراحل .۳
دهیم. قرار بررسی مورد را 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 سببی رابطه بخواهیم و باشیم داشته 𝑌𝑡 و 𝑋𝑡 زمانی سری دو کنید فرض

شود: می تشکیل زیر بعدی 𝐸 − ۱ بردار 𝑡 لحظه هر برای اول: گام
�̃�𝑡 = (𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝜏 , 𝑋𝑡−۲𝜏 , … , 𝑋𝑡−(𝐸−۱)𝜏)

زمانی سری معیارهای اساس بر یا و گذشته تجربیات اساس بر مقدار این باشد. می آن ساختار و ها داده روند به وابسته کاملا 𝐸 − ۱ بعد تعیین
الگوریتم در پارامتر ابر یک عنوان به آن از توان می تر پیچیده روابط برای گردد. می تعیین جزئی همبستگی خود و خودهمبستگی تابع همچون
در دیگر تا داد تغییر زمانی تا مرتبه هر در را آن مقدار دیگر عبارت به کرد. تعیین را آن مقدار بینی، پیش سازی بهینه الگوریتم طی و کرد استفاده

نشود. ایجاد محسوسی تغییر بینی پیش دقت
: اول گام پیشین اطلاعات بردار در همسایگان اقلیدسی های فاصله اساس بر ها همسایگی نزدیکترین سازی مرتب دوم: گام

𝑑𝑖 = 𝑑(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡𝑖), 𝑖 = ۱, ⋯ , 𝐸 − ۱
میتوان 𝑑(۱), ⋯ , 𝑑(𝐸−۱) شده مرتب فواصل با متناسب کرد. مرتب ترتیب به را همسایگان نزدیکترین توان می فاصله مقادیر کردن مرتب با

نامیم. می 𝑡(۱), ⋯ , 𝑡(𝐸−۱) را زمانها این کرد. مشخص را آنها متناظر زمانهای
شود. می استفاده 𝜏 مضرب یا مجاور زمانهای از همسایگان نزدیکترین روش، این در که کنید توجه

: سوم گام
های وزن محاسبه گام این در

𝑤𝑖 = 𝑒
− 𝑑𝑖
𝑑(۱) , 𝑖 = ۱, … , 𝐸 − ۱

شود: می سازی نرمال سپس و شود می محاسبه شد بیان ۲ ⋅ ۱ ⋅ ۲ بخش در که همانطور
𝑤′
𝑖 = 𝑤𝑖/𝑤+, 𝑖 = ۱, … , 𝐸 − ۱

: چهارم گام
شود: می محاسبه زیر صورت به 𝑀𝑋 یعنی 𝑋𝑡 زمانی سری خمینه بر 𝑌𝑡 زمانی سری تصویر گام، این در

𝑃𝑌𝑡𝑀𝑋 = �̃�𝑡 =
𝐸−۱

𝑖=۱

𝑤′
𝑖 �̂�𝑡𝑖



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ همکاران و بادلی ابوالقاسم ۲۷۴

می 𝑋𝑡 خمینه زمانهای به مربوط و ماقبل زمانهای در 𝑌𝑡 زمانی سری براورد �̂�𝑡𝑖 و 𝑋𝑡 زمانی سری خمینه بر زمانی سری تصویر 𝑃𝑌𝑡𝑀𝑋 آن در که
باشد.

اطلاعات بعد و 𝑛 زمانی سری طول اگر شود. می رسانی روز به زمان هر در که است بازگشتی رابطه یک رابطه این است مشخص که همانطور
باشد. می 𝑡 = (𝐸 − ۱)𝜏,⋯ , 𝑛 الگوریتم از محاسبه قابل زمانی بازه باشد، 𝐸 − ۱ پیشین

شود. می گفته همگرا متقابل نگاشت روش این به دلیل همین به شود. همگرا 𝑌𝑡 به �̃�𝑡 داریم انتظار باشد برقرار 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 سببی رابطه اگر
: پنجم گام

می گردد. محاسبه 𝜏 مختلف ازای به 𝜌𝑋𝑌(𝜏) = ⅽorr(�̂�𝑡+𝜏 , 𝑌𝑡+𝜏) یعنی �̂�𝑡+𝜏 و 𝑌𝑡+𝜏 بین پیرسن همبستگی ضریب
اطلاعات که است این بیانگر باشد تر نزدیک ۱ به 𝜌𝑋𝑌(𝜏) چه هر شود. می استفاده 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 سببی رابطه بررسی برای شاخص این از
که کنید توجه دارد. وجود زمانی سری دو بین سببی رابطه و است داشته را لازم کفایت 𝑌𝑡 زمانی سری بینی پیش برای 𝑋𝑡 زمانی سری پیشین
تاخیرهای در 𝜌𝑋𝑌(𝜏) نمودار رسم با کرد. محاسبه تاخیر مختلف مقادیر ازای به را بینی پیش مقادیر توان می پیشین فضای بعد دادن تغییر با
است ممکن وضعیت بهترین در بینی پیش دقت دیگر عبارت به یا و میرسد مقدار بیشترین به همبستگی آن در که موثری تاخیر توان می مختلف،

آورد. بدست
می شد تایید سببی رابطه دو هر اگر کرد. عوض را زمانی سری دو جای توان می الگوریتم مراحل همه در 𝑌𝑡 → 𝑋𝑡 سببی رابطه بررسی برای

باشد. می بازخورد نوع از سببی رابطه که گفت توان
در 𝜌𝑌𝑋(𝜏) معادل طور به یا و باشد معنی دار پیک دارای 𝜏 مثبت تاخیرهای در 𝜌𝑋𝑌(𝜏) که می دهد رخ زمانی 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 طرفه یک سببی رابطه

کرد. قضاوت 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 رابطه مورد در می توان صورت همین به باشد. معنی دار پیک 𝜏 منفی تاخیرهای
بیفتد. اتفاق منفی تاخیرهای در 𝜌𝑌𝑋(𝜏) و 𝜌𝑋𝑌(𝜏) تابع دو هر در معنی دار پیک که می افتد اتفاق زمانی 𝑋𝑡 ↔ 𝑌𝑡 طرفه دو سببی رابطه

منبع محاسبات شبکه .۱ .۳
این میشود. انتخاب تصادفی طور به آن اتصالات و وزنها که میشود ایجاد بازگشتی عصبی شبکه یک ورودی، های داده اساس بر شبکه، این در
ثابت وزنها، شدن نهایی از پس داخلی شبکه این میشود. گفته منبع آن به که میدهد شکل را منبع محاسبات شبکه اصلی هسته نهایتاً داخلی شبکه
اجزای کل شبکەها سایر در زیرا است، قسمت همین در عصبی شبکەهای سایر با شبکه این اصلی تفاوت شود. نمی روزرسانی به و میماند باقی
شود ذخیره آن در اطلاعات ترین پیچیده و مهمترین که میشود باعث منبع اطلاعات بودن ثابت میشوند. روزرسانی به متوالی صورت به شبکه
این در که است خروجی لایه منبع، محاسبات شبکه دیگر قسمت گردد. انجام بیشتری سرعت با شبکه قسمتهای سایر روزرسانی به همچنین و
روزرسانی به منبع، با مناسب ارتباط به رسیدن تا که است منبع به خروجی دادەهای اتصالات شامل قسمت این میشود. انجام روزرسانی به قسمت
شبکه وزنهای 𝑤𝑖𝑛 کنید فرض میشود. رسانی روز به شبکه در درونی های داده بر خروجی معکوس تصویر فوق، وزنهای بر علاوه شود. می
های داده بر خروجی معکوس تصویر وزن 𝑤𝑏𝑎𝑐𝑘 و خروجی لایه و درونی اتصالات وزن 𝑤𝑜𝑢𝑡 منبع، درونی اتصالات وزنهای 𝑤 منبع، ورودی

میشوند: محاسبه زیر رابطه توسط ها 𝑈𝑛 یعنی شبکه درونی مقادیر صورت، این در باشد. درونی
𝑈𝑛+۱ = 𝑓(𝑤𝑖𝑛𝑥𝑛+۱ +𝑤𝑈𝑛 +𝑤𝑏𝑎𝑐𝑘𝑦𝑛)

می گفته پژواک وزنهای 𝑤𝑖𝑛 و 𝑤 ،𝑤𝑏𝑎𝑐𝑘 وزنهای به میشود. گرفته نظر در سیگموئید تابع معمولا˟ که است غیرخطی تابع یک 𝑓 آن در که
صورت به شبکه پیش بینی مقادیر است، خروجی معکوس تصویر و منبع خروجی از ترکیبی که مختلف وزنهای درونی، مقادیر محاسبه از شود.پس

میشود: محاسبه زیر
𝑦𝑛+۱ = 𝑓𝑜𝑢𝑡(𝑤𝑜𝑢𝑡(𝑥𝑛+۱, 𝑈𝑛+۱, 𝑦𝑛))

سببی منبع محاسبات روش به سببی رابطه بررسی .۲ .۳
کنیم: می  عمل زیر بصورت 𝑌𝑡 و 𝑋𝑡 زمانی سری دو بین سببی رابطه بررسی برای

اول گام
می شود. نامیده �̂�𝑡+𝜏 پیش بینی مقادیر می شود. پیش بینی −𝑘 ≤ 𝜏 ≤ 𝑘 مختلف مقادیر ازای به 𝑌𝑡+𝜏 ،𝑋𝑡 مقادیر اساس بر

دوم گام
می شود. نامیده �̂�𝑡+𝜏 پیش بینی مقادیر می شود. پیش بینی −𝑘 ≤ 𝜏 ≤ 𝑘 مختلف مقادیر ازای به 𝑋𝑡+𝜏 ،𝑌𝑡 مقادیر اساس بر

سوم گام
می گردد. محاسبه 𝜏 مختلف ازای به 𝜌𝑋𝑌(𝜏) = ⅽorr(�̂�𝑡+𝜏 , 𝑌𝑡+𝜏) یعنی �̂�𝑡+𝜏 و 𝑌𝑡+𝜏 بین پیرسن همبستگی ضریب
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چهارم گام
می گردد. محاسبه 𝜏 مختلف ازای به 𝜌𝑌𝑋(𝜏) = ⅽorr(�̂�𝑡+𝜏 , 𝑋𝑡+𝜏) یعنی �̂�𝑡+𝜏 و 𝑋𝑡+𝜏 بین پیرسن همبستگی ضریب

پنجم گام
می شود. تصمیم گیری سببی رابطه مورد در 𝜏 تاخیرهای ازای به آنها ترسیم و 𝜌𝑌𝑋(𝜏) و 𝜌𝑋𝑌(𝜏) اساس بر

سازی شبیه عددی نتایج .۴
سری دو بین سببی رابطه کردن آشکار در منبع محاسبات روش ارزیابی به غیرخطی و خطی مدل های از و شده شبیەسازی دادەهای اساس بر

می شود. پرداخته زمانی
خطی مدل .۱ .۴

گیریم: می نظر در زیر صورت به را 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 سببی مدل پایان نامه روشهای ارزیابی برای

𝑋𝑡 = ۰٫۸۵𝑋𝑡−۱ + 𝜀(۱)𝑡 (۱)

𝑌𝑡 = ۰٫۸۵𝑌𝑡−۱ + ۰٫۲𝑋𝑡−۱ + 𝜀(۲)𝑡 (۲)
سری یک اساس بر می شود. گرفته نظر در ۱ معیار انحراف و صفر میانگین با مستقل نرمال سفید نوفه زمانی سری دو 𝜀(۲)𝑡 و 𝜀(۱)𝑡 آن در که
گردید. محاسبه روش دو حسب بر ۳۰ ۳۰−تا از 𝜏 زمانی تأخیرهای ازای به �̂�(𝑡+𝜏) و �̂�(𝑡+𝜏)مقادیر ،𝑌𝑡 و 𝑋𝑡 زمانی سریهای از تایی ۵۰۰ زمانی
لگهای که می رود انتظار می گردد. محاسبه روش دو هر در 𝜌𝑌𝑋(𝜏) = ⅽorr(�̂�𝑡+𝜏 , 𝑋𝑡+𝜏) و 𝜌𝑋𝑌(𝜏) = ⅽorr(�̂�𝑡+𝜏 , 𝑌𝑡+𝜏)مقادیر سپس
(دونمودار منبع محاسبات روش دو عملکرد ۱ نمودار باشند. معنی دار پیک دارای منفی تاخیرهای در 𝜌𝑌𝑋(𝜏) و مثبت تاخیرهای در 𝜌𝑋𝑌(𝜏)
مقدار و نمودار این اساس بر می دهد. نشان را سری زمانی دو بین سببی رابطه تعیین در را پایین) نمودار (دو همگرا متقابل نگاشت روش و بالا)

داشتەاند. سری زمانی دو بین سببی رابطه تعیین در مناسبی و یکسان عملکرد روش دو هر خطی درحالت که است مشخص آن در پیک
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خطی مدل در همگرا متقابل نگاشت و منبع محاسبات روش دو در پیش بینی و پاسخ زمانی های سری   بین متقابل همبستگی :۱ شکل

تأخیر با غیرخطی مدل .۲ .۴
است ممکن دیگری بر یکی اثرگذاری در تأخیر دیگر، عبارت به بیفتد. اتفاق گام یک از بیش تأخیر با است ممکن سری زمانی دو بین سببی رابطه
سری زمانی دو بین سببی ارتباط در تأخیر میزان شناسایی توانایی روش دو این آیا که است این بررسی مورد مسأله بخش این در باشد. طولانی

می شود: گرفته نظر در است زیر مدل دارای که 𝑥𝑡 → 𝑦𝑡 سببی رابطه بخش این برای خیر. یا دارند را
𝑥𝑡 = 𝑥𝑡−۱(۳٫۷۸ − ۳٫۷۸𝑥𝑡−۱) (۷)

𝑦𝑡 = 𝑦𝑡−۱(۳٫۷۸ − ۳٫۷۸𝑦𝑡−۱ − ۰٫۸𝑥𝑡−𝜏) (۸)
باشد. 𝜏𝑑 = ۱۰ بار یک و 𝜏𝑑 = ۳ میشود فرض بار یک کار این برای میباشد. سری زمانی دو بین سببی ارتباط در زمانی تأخیر 𝜏𝑑 آن در که
در ۳۰ تا −۳۰ از 𝜏𝑑 زمانی تأخیر ازای به 𝜌𝑦𝑥(𝜏) و 𝜌𝑥𝑦(𝜏) سپس می شود. شبیەسازی 𝜏𝑑 حالت دو هر در سری زمانی دو هر از مشاهده ۵۰۰
(دو همگرا متقابل نگاشت روش و بالا) (دونمودار منبع محاسبات روش دو عملکرد ۴۳ و ۲ نمودارهای گردید. ترسیم و محاسبه روش دو هر
پیک مقدار و نمودارها این اساس بر می دهد. نشان شده گرفته نظر در جالت دو در را سری زمانی دو بین سببی رابطه تعیین در را پایین) نمودار
روش اما است کرده مشخص را سری زمانی دو بین سببی رابطه در تاخیر مقدار دقیقا منبع محاسبات روش حالت این در که است مشخص آن در

است. نداشته خوبی عملکرد حالت این در متقابل نگاشت
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۳ تاخیر با خطی غیر مدل در همگرا متقابل نگاشت و منبع محاسبات روش دو در پیش بینی و پاسخ زمانی های سری   بین متقابل همبستگی :۲ شکل
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۱۰ تاخیر با خطی غیر مدل در همگرا متقابل نگاشت و منبع محاسبات روش دو در پیش بینی و پاسخ زمانی های سری   بین متقابل همبستگی :۳ شکل

Ⅿapping) Ⅽross (Ⅽonvergent همگرا متقابل نگاشت و Ⅽoⅿputing) (Reservoir مخزن محاسبات روش دو مطالعه، این در
شناسایی در روش دو هر که می دهند نشان شبیەسازی ها از حاصل نتایج گرفتند. قرار بررسی مورد زمانی سری های بین سببی روابط شناسایی برای

می شوند: بیان تفکیک به پژوهش این اصلی نتایج ادامه، در دارند. متفاوتی عملکرد مختلف شرایط در سببی روابط
خطی مدل .۳ .۴

زمانی سری های بین سببی رابطه شناسایی در مناسبی و مشابه عملکرد همگرا متقابل نگاشت و مخزن محاسبات روش دو هر خطی، مدل در
رابطه وجود بیانگر که دادند نشان منفی و مثبت تاخیرهای در را معنی داری پیک های روش، دو هر در متقابل همبستگی نمودار های دادند. نشان
دارند. بالا دقت با را سببی روابط شناسایی قابلیت روش دو هر خطی، مدل های در که می دهند نشان نتایج این است. 𝑋𝑡 → 𝑌𝑡 یک طرفه سببی

تأخیر با غیرخطی مدل .۴ .۴
که حالی در دارد. بهتری عملکرد همگرا متقابل نگاشت روش به نسبت مخزن محاسبات روش که دادند نشان نتایج تأخیر، با غیرخطی مدل در
و 𝜏𝑑 = ۳ مثال عنوان (به داشت وجود زمانی سری های بین 𝜏𝑑 زمانی تأخیر که شرایطی در حتی را سببی رابطه توانست مخزن محاسبات روش
تشخیص واضح طور به را سببی رابطه نتوانست و داشت ضعیفی عملکرد شرایط این در همگرا متقابل نگاشت روش کند، شناسایی (𝜏𝑑 = ۱۰
را زمانی تأخیرهای توانست دقیق بەطور مخزن محاسبات روش بود. مشهود بزرگتر زمانی تاخیرهای در ویژه به عملکرد تفاوت این دهد.

نبود. موفق زمینه این در همگرا متقابل نگاشت روش که حالی در کند، شناسایی
روش ها کلی مقایسه .۵ .۴

سیستم های مدل سازی در بالایی توانایی قدرتمند، اما ساده بازگشتی عصبی شبکه یک از استفاده دلیل به روش این مخزن: محاسبات ●
تأخیرهای حضور در و غیرخطی مدل های در ویژه به سببی، روابط شناسایی در روش این که دادند نشان نتایج دارد. غیرخطی دینامیکی

دارد. بهتری عملکرد زمانی،
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غیرخطی سیستم های در سببی روابط شناسایی برای و می کند عمل دینامیکی سیستم های نظریه اساس بر روش این همگرا: متقابل نگاشت ●
زمانی تأخیرهای یا است ضعیف زمانی سری های بین رابطه که شرایطی در روش این که دادند نشان نتایج حال، این با است. شده طراحی

دارد. ضعیفی عملکرد دارد، وجود طولانی
عملی کاربردهای .۶ .۴

در دارد. بستگی سببی رابطه نوع و دادەها ویژگی های به سببی روابط شناسایی برای مناسب روش انتخاب که می دهند نشان مطالعه این نتایج
است پیچیده و غیرخطی رابطه که مواردی در اما کنند. عمل خوبی به می توانند روش دو هر است، خطی زمانی سری های بین رابطه که مواردی
اقتصاد، مانند مختلفی حوزەهای در می توانند یافتەها این است. بهتری گزینه مخزن محاسبات روش دارد، وجود طولانی زمانی تأخیرهای یا

گیرند. قرار استفاده مورد اجتماعی علوم و مهندسی زیست شناسی،
جمع بندی .۷ .۴

سری های بین سببی روابط شناسایی در فردی به منحصر قابلیت های همگرا متقابل نگاشت و مخزن محاسبات روش دو هر که داد نشان مطالعه این
این دارد. بهتری عملکرد زمانی، تأخیرهای حضور در ویژه به پیچیده، و غیرخطی شرایط در مخزن محاسبات روش حال، این با دارند. زمانی
محسوب صنعتی و علمی مختلف حوزەهای در آن کاربردهای و زمانی سری دادەهای تحلیل روش های بهبود جهت در مهم گامی پژوهش

می شود.
آینده پژوهش های برای پیشنهادات .۸ .۴

سببی. روابط شناسایی دیگر روش های با آن ها مقایسه و واقعی دادەهای در روش ها این عملکرد بررسی ●
کنند. استفاده روش دو هر مزایای از که ترکیبی روش های توسعه ●

روش ها. کارایی و دقت بر همسایەها) تعداد و خمینه بعد (مانند مختلف پارامترهای تأثیر بررسی ●
منظور. این برای موجود روش های بهبود و سببی روابط در زمانی تأخیرهای شناسایی روی بر بیشتر مطالعه ●

گیرند. قرار استفاده مورد پیچیده دادەهای در سببی روابط شناسایی زمینه در آینده پژوهش های برای پایەای عنوان به می توانند نتایج این
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تصویری مردد فازی مجموعه با آشنایی
،آ باباکردی∗ فاطمه

آمار و ریاضی گروه گنبدکاووس، دانشگاه علمی هیأت آعضو

چکیده
مجموعه مردد، فازی مجموعه و تصویری فازی مجموعه ترکیب با معیاره، چند تصمیم گیری پیچیده مسائل بررسی برای
پیچیدگی های ریاضی مسئله مدلبندی چه هر که آنجایی از می شود. ارائه روی اعمال و مطرح تصویری مردد فازی
برای لازم ابزارهای از یکی و است نزدیکتر واقعیت به نیز مدل جواب بگیرد، درنظر را واقعی دنیای مسئله از بیشتری
محققان بیشتر چه هر آشنایی جهت مقاله این در هستند تصویری مردد فازی مجموعه متغیرها، پیچیدگی گرفتن درنظر

پرداخت. خواهیم آن ها بر مروری به ها مجموعه از دسته این با

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

فازی مجموعه
مردد مجموعه

تصویری مردد فازی مجموعه
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
چند تصمیم گیری شود. مطرح جایگزین عنوان به ممکن طرح چندین است ممکن خاص، هدف یک برای واقعی دنیای مسائل از بسیاری در
و شوند گرفته نظر در هم با بایستی معیار چندین شده، مطرح طرح های بین انتخاب یا رتبەبندی برای که است تصمیم گیری برای روشی معیاره،

.[۶–۴] می افتد اتفاق زیادی کاربردی زمینەهای در مسائل این
است ممکن تصمیم گیرندگان و هستند پیچیده و مبهم دادەها واقعی، دنیای در ولی، می شود استفاده ارزیابی برای حقیقی اعداد از سنتی، طور به
شد. پیشنهاد اطلاعات فرم بهبود برای [۱۰] فازی مجموعه ارزیابی، اطلاعات بودن مبهم با مقابله برای باشند. نامطمئن گزینەها ارزیابی هنگام
معتبر ابزاری فازی مجموعەهای اگرچه .[۵] شد انجام فازی معیاره چند تصمیم گیری مسائل زمینه در زیادی تحقیقات گذشته، دهەهای طول در
بسیاری ارزیابی، اطلاعات مؤثرتر بیان برای نیستند. پاسخگو واقعی دنیای مسائل از بسیاری در اما است، نامشخص دادەهای ارزیابی بیان برای

.[۱۱ ،۹ ،۷ ،۳–۱] شد پیشنهاد FS یافته تعمیم اشکال از
تصویری فازی مجموعه مفاهیم ترکیب با تصویری مردد فازی مجموعه نظریه است. اطلاعات بیان برای جدید ابزاری مرور مقاله این از هدف
مجموعه ،[۱] شهودی فازی مجموعه فازی، مجموعه از یافته تعمیم شکل عنوان به مجموعه این که است شده بیان [۷] مردد فازی مجموعه و [۳]

کند. بیان را پیچیدگی و قطعیت عدم می تواند مردد، فازی مجموعه و تصویری فازی
مردد فازی مجموعەهای با آشنایی به ۳ بخش در و کرده بیان را نیاز مورد پایەای تعاریف ۲ بخش در که است صورت این به مقاله ساختار

شد. خواهد مطرح آتی پژوهش های برای پیشنهادات و نتیجەگیری ۴ بخش در سرانجام و پرداخت خواهیم آن ها روی اعمال و تصویری

∗سخنران
باباکردی) (فاطمه first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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پایەای تعاریف .۲
فرم به فازی مجموعه یک .([۱۰]) ۱ .۲ تعریف

𝑄 = {⟨𝑥, 𝜇𝑄(𝑥)⟩|𝑥 ∈ 𝑋} (۱)
می شود. نامیده فازی عدد 𝑄 = ⟨𝑥, 𝜇𝑄(𝑥)⟩ زوج و می گردد ارائه می دهد، نشان را عضویت درجه 𝜇𝑄(𝑥) که ۰ ≤ 𝜇𝑄(𝑥) ≤ ۱ شرط با

[۰, ۱] از مجموعەای زیر 𝑋 عضو هر به که است ℎ تابع 𝑋 روی مردد فازی مجموعه باشد. مرجع مجموعه 𝑋 کنید فرض .([۷]) ۲ .۲ تعریف
می گردد تعریف زیر صورت به ریاضی نمادگذاری با و می دهد نسبت را

𝐻 = {⟨𝑥, ℎ𝐴(𝑥)⟩|𝑥 ∈ 𝑋} (۲)
می دهد. نمایش را 𝐴 ⊂ 𝑋 مجموعه به 𝑥 ∈ 𝑋 ممکن عضویت های درجه که می باشد [۰, ۱] از مقادیر مجموعه ℎ𝐴(𝑥) که

می گردد تعریف زیر صورت به 𝑋 روی 𝑃 تصویری فازی مجموعه باشد، غیرتهی و متناهی مجموعه 𝑋 کنید فرض .([۸]) ۳ .۲ تعریف
𝑃 = {⟨𝑥, 𝜇𝑃(𝑥), 𝜂𝑃(𝑥), 𝜈𝑃(𝑥)⟩|𝑥 ∈ 𝑋}, (۳)

۰ ≤ 𝜇𝑃(𝑥) + 𝜂𝑃(𝑥) + 𝜈𝑃(𝑥) ≤ ۱ شرط در [۰, ۱] به متعلق منفی و خنثی مثبت، عضویت توابع ترتیب به 𝜈𝑃(𝑥) و 𝜂𝑃(𝑥) ،𝜇𝑃(𝑥) که
می کنند. صدق

تصویری مردد فازی مجموعه .۳
.[۸] می پردازیم آن ها روی حسابی اعمال و تصویری مردد فازی مجموعەهای بررسی به بخش این در

می گردد: تعریف زیر صورت به 𝑋 روی 𝑁 تصویری مردد فازی مجموعه باشد، متناهی و غیرتهی 𝑋 کنید فرض .۱ .۳ تعریف
𝑁 = {⟨𝑥, �̃�(𝑥), �̃�(𝑥), �̃�(𝑥)⟩|𝑥 ∈ 𝑋}, (۴)

می باشند [۰, ۱] در مقداره چند عضویت تابع سه �̃�(𝑥) = {𝛾|𝛾 ∈ �̃�(𝑥)} و �̃�(𝑥) = {𝛽|𝛽 ∈ �̃�(𝑥)} ،�̃�(𝑥) = {𝛼|𝛼 ∈ �̃�(𝑥)} که
که می کنند صدق ۰ ≤ 𝛼+ + 𝛽+ + 𝛾+ ≤ ۱ شرط در فوق درجەهای می باشند. مثبت و خنثی و منفی عضویت های درجه ترتیب به که
تصویری مردد فازی عنصر ،�̃� = {�̃�(𝑥), �̃�(𝑥), �̃�(𝑥)} و 𝛾+ = ⋃

𝛾∈�̃�(𝑥)
ⅿax{𝛾} ،𝛽+ = ⋃

𝛽∈�̃�(𝑥)
ⅿax{𝛽} ،𝛼+ = ⋃

𝛼∈�̃�(𝑥)
ⅿax{𝛼}

می شود. داده نمایش �̃� = {�̃�, �̃�, �̃�} صورت به کار سادگی برای و می شود نامیده
�̃�𝑐 ،𝜆 > ۰ و تصویری مردد فازی عنصر سه �̃�۲ = {�̃�۲, �̃�۲, �̃�۲} و �̃�۱ = {�̃�۱, �̃�۱, �̃�۱} ،�̃� = {�̃�, �̃�, �̃�} کنید فرض .([۸]) ۲ .۳ تعریف

می گردد: تعریف زیر صورت به تصویری مردد فازی عنصر روی اعمال آنگاه باشند، �̃� متمم مجموعه

�̃�𝑐 = ራ
𝛼∈�̃�,𝛽∈�̃�,𝛾∈�̃�

{{𝛾}, {𝛽}, {𝛼}} (۵)

�̃�۱ ⊕ �̃�۲ = {�̃�۱ ⊕ �̃�۲, �̃�۱ ⊕ �̃�۲, �̃�۱ ⊕ �̃�۲} = ራ
𝛼۱∈�̃�۱ ,𝛽۱∈�̃�۱ ,𝛾۱∈�̃�۱ ,𝛼۲∈�̃�۲ ,𝛽۲∈�̃�۲ ,𝛾۲∈�̃�۲

{{𝛼۱ + 𝛼۲ − 𝛼۱𝛼۲}, {𝛽۱𝛽۲}, {𝛾۱𝛾۲}};

(۶)
�̃�۱ ⊕ �̃�۲ = {�̃�۱ ⊕ �̃�۲, �̃�۱ ⊕ �̃�۲, �̃�۱ ⊕ �̃�۲} = ራ

𝛼۱∈�̃�۱ ,𝛽۱∈�̃�۱ ,𝛾۱∈�̃�۱ ,𝛼۲∈�̃�۲ ,𝛽۲∈�̃�۲ ,𝛾۲∈�̃�۲
{{𝛼۱𝛼۲}, {𝛽۱ + 𝛽۲ − 𝛽۱𝛽۲}, {𝛾۱ + 𝛾۲ − 𝛾۱𝛾۲}};

(۷)
𝜆�̃� = ራ

𝛼∈�̃�,𝛽∈�̃�,𝛾∈�̃�
{{۱ − (۱ − 𝛼)𝜆}, {𝛽𝜆}, {𝛾𝜆}}; (۸)

�̃�𝜆 = ራ
𝛼∈�̃�,𝛽∈�̃�,𝛾∈�̃�

{{𝛼𝜆}, {۱ − (۱ − 𝛽)𝜆}, {۱ − (۱ − 𝛾)𝜆}}. (۹)
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تصویری مردد فازی عنصر دو �̃�۲ = {{۰٫۳}, {۰٫۲, ۰٫۳}, {۰٫۱, ۰٫۲}} و �̃�۱ = {{۰٫۳, ۰٫۴}, {۰٫۲}, {۰٫۲, ۰٫۳}} کنید فرض .([۸]) ۳ .۳ مثال
آنگاه ،𝜆 = ۲ و باشند

�̃�𝑐۱؛ = {{۰٫۲, ۰٫۳}, {۰٫۲}, {۰٫۳, ۰٫۴}}, �̃�𝑐۲ = {{۰٫۱, ۰٫۲}, {۰٫۲, ۰٫۳}, {۰٫۳}} (۱)
�̃�۱؛ ⊕ �̃�۲ = {{۰٫۵۱, ۰٫۵۸}, {۰٫۰۴, ۰٫۰۶}, {۰٫۰۲, ۰٫۰۳, ۰٫۰۴, ۰٫۰۶}} (۲)
�̃�۱؛ ⊗ �̃�۲ = {{۰٫۰۹, ۰٫۱۲}, {۰٫۳۶, ۰٫۴۴}, {۰٫۲۸, ۰٫۳۶, ۰٫۳۷, ۰٫۴۴}} (۳)

𝜆�̃�۱؛ = {{۰٫۵۱, ۰٫۶۴}, {۰٫۰۴}, {۰٫۰۴, ۰٫۰۹}}, 𝜆�̃�۲ = {{۰٫۵۱}, {۰٫۰۴, ۰٫۰۹}, {۰٫۰۱, ۰٫۰۴}} (۴)
.�̃�𝜆۱ = {{۰٫۰۹, ۰٫۱۶}, {۰٫۳۶}, {۰٫۳۶, ۰٫۵۱}}, �̃�𝜆۲ = {{۰٫۰۹}, {۰٫۳۶, ۰٫۵۱}, {۰٫۱۹, ۰٫۳۶}} (۵)

Ⅼet �̃� = {�̃�, �̃�, �̃�}, �̃�۱ = {�̃�۱, �̃�۱, �̃�۱}, anⅾ �̃�۲ = {�̃�۲, �̃�۲, �̃�۲}PHFEs three be, 𝜆, 𝜆۱, 𝜆۲ > ۰, then
،𝜆, 𝜆۱, 𝜆۲ > ۰ و تصویری مردد فازی عنصر سه �̃�۲ = {�̃�۲, �̃�۲, �̃�۲} و �̃�۱ = {�̃�۱, �̃�۱, �̃�۱} ،�̃� = {�̃�, �̃�, �̃�} کنید فرض .([۸]) ۴ .۳ قضیه

آنگاه
�̃�۱؛ ⊕ �̃�۲ = �̃�۲ ⊕ �̃�۱ (۱)
�̃�۱؛ ⊗ �̃�۲ = �̃�۲ ⊗ �̃�۱ (۲)

𝜆(�̃�۱؛ ⊕ �̃�۲) = 𝜆�̃�۱ ⊕ �̃�۲ (۳)
�̃�۱)؛ ⊗ �̃�۲)𝜆 = �̃�𝜆۱ ⊗ �̃�𝜆۲ (۴)

𝜆۱�̃�؛ ⊕ 𝜆۲�̃� = (𝜆۱ + 𝜆۲)�̃� (۵)
�̃�𝜆۱؛ ⊗ �̃�𝜆۲ = �̃�(𝜆۱+𝜆۲) (۶)

.(�̃�𝜆۱)𝜆۲ = �̃�𝜆۱𝜆۲ (۷)

نتیجەگیری .۴
مدیر ده مثال، عنوان به می شود. ارائه تصمیم گیرندگان توسط ناچار به پیچیده و نامشخص ارزیابی اطلاعات واقعی، دنیای مسائل از بسیاری در
ممتنع نظر دارای کار و کسب مدیران سایر و می کنند مخالفت نفر دو نظرموافق، نفر پنج می کنند. بحث سرمایەگذاری پروژه یک درباره تجاری
می تواند فقط فازی مجموعه که است بدیهی می کنند. مطرح ممکن، مقدار چندین با حالت هر در را خود نظرات تصمیم گیرندگان همچنین و هستند
مرور به مقاله این در لذا گردد. ارائه فازی مجموعه توسط نمی تواند تجاری مدیر ده نظرات و دهد نشان را ارزیابی اطلاعات عضویت درجه
مقدار چندین با منفی خنثی، مثبت، عضویت درجات شامل که اطلاعات نوع این بیان برای تصویری مردد فازی مجموعه نام به جدید ابزاری
مسائل در آن کاربرد و نرم تصویری مردد فازی مجموعه معرفی به بعدی پژوهش در می باشند. می شود، ارائه تصمیم گیرندگان توسط که ممکن

پرداخت. خواهیم معیاره چند تصمیم گیری
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𝑅⁃توپولوژی فضای در 𝑆𝑅⁃نت ها و 𝑅⁃نت ها
پاریزی∗ نادری مریم

ایران تهران، ،۱۹۳۹۵ −۴۶۹۷ پستی صندوق نور، پیام دانشگاه ریاضی، گروه استادیار

چکیده
توپولوژیکی، فضاهای این است. شده معرفی روابط اساس بر توپولوژیکی فضای از جدیدی مفهوم مقاله این در
آمده 𝑆𝑅⁃نت ها و 𝑅⁃نت ها از مثال هایی مقاله، این در می شوند. نامیده توپولوژی −𝑆𝑅 و 𝑅⁃توپولوژی فضاهای

است. شده اشاره آنها خواص از برخی به و است

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

𝑅⁃نت
𝑆𝑅⁃نت

𝑅⁃توپولوژی فضای
𝑆𝑅⁃توپولوژی فضای

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34B16
34B40
65M70

مقدمه .۱
[۴] در و معروفند 𝑅⁃متریک فضاهای به که نمودند معرفی متریک فضاهای تعمیم از جدیدی کلاس [۴] در همکارانش و اسحاقی ۲۰۲۰ سال در
پرداختەاند. آنها توپولوژیکی خواص از برخی به و نمودند تعریف را 𝑆𝑅⁃نت و 𝑅⁃نت [۳] در همچنین است. آمده فضاها این از کاربردهایی

باشد. 𝑋 روی رابطه یک 𝑅 و 𝑋 روی توپولوژی یک 𝜏 و تهی غیر مجموعه یک 𝑋 می کنیم فرض مقاله، این سرتاسر در

𝑆𝑅⁃نت و 𝑅⁃نت .۲
𝑥𝑖 𝑅 𝑥𝑗 هرگاه گوییم 𝑆𝑅⁃نت و 𝑖 ≤ 𝑗 بەطور ی که 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽 هر برای 𝑥𝑖 𝑅 𝑥𝑗 اگر می نامیم ⁃نت 𝑅 یک را 𝑋 در {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 نت یک .۱ .۲ تعریف

.𝑖, 𝑗 ∈ 𝐽 هر برای
مجموعه .𝑊 ⊆ 𝑈 اگر فقط و اگر 𝑈 ≤ 𝑊 یعنی باشد مرتب معکوس شمول با 𝐽 = {𝑈 ⊆ ℝ|کراندار پایین از 𝑈} کنیم فرض .۲ .۲ مثال
با inf𝑈 ≤ inf𝑊 و 𝑊 ⊆ 𝑈 بنابراین 𝑈 ≤ 𝑊 کنیم فرض می کنیم. تعریف را 𝑥𝑈 = inf𝑈 می گیریم. نظر در را 𝑅 ∶=≤ رابطه و 𝑋 = ℝ

می باشد. 𝑅⁃نت یک {𝑥𝑈}𝑈∈𝐽 بنابراین .𝑥𝑈 ≤ 𝑥𝑊 داریم 𝑥𝑈 تعریف به توجه
قرار .𝑊 ⊆ 𝑈 اگر فقط و اگر 𝑈 ≤ 𝑊 یعنی است مرتب معکوس شمول با 𝐽 = 𝑃(ℕ) می گیریم. نظر در را 𝑋 = ℕ ∪ {۰} .۳ .۲ مثال

و 𝑅 ∶=≤ می دهیم
𝑥𝑈 = ቊ ⅿin 𝑈 𝑈 ≠ اگر∅

۰ 𝑈 = اگر∅

∗سخنران
پاریزی) نادری (مریم M.Naderi.Parizi@pnu.ac.ir الکترونیک: پست
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می باشد. 𝑅⁃نت یک {𝑥𝑈}𝑈∈𝐽 نتیجه در .𝑥𝑈 ≤ 𝑥𝑉 پس ⅿin𝑈 ≤ ⅿin𝑉 بنابراین 𝑉 ⊆ 𝑈 آنگاه 𝑈 ≤ 𝑉 اگر
قرار و بگیریم نظر در 𝑃(𝐴) روی شمول رابطه را 𝑅 اگر باشد. 𝑃(𝐴) روی توپولوژی یک 𝜏 و ناتهی مجموعه یک 𝐴 کنیم فرض .۴ .۲ مثال

می باشد. 𝑅⁃نت یک 𝑥𝑈 = 𝑈𝑐 که {𝑥𝑈}𝑈∈𝐽 سپس معکوس. شمول با 𝐽 = 𝑃(𝐴) دهیم
می باشد. 𝑆𝑅⁃نت و 𝑅⁃نت یک نت هر صورت این در می گیریم. نظر در را 𝑅 = 𝑋 ⋅ 𝑋 رابطه .۵ .۲ لم

ببینید. را ۲ .۲ مثال نیست. درست مطلب این عکس اما است. 𝑅⁃نت یک 𝑆𝑅⁃نت هر .۶ .۲ لم
است. ثابت {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 این صورت در باشد. 𝑅⁃نت یک {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 و باشد یک بەیک تابع یک 𝑅 ∶ 𝑋 → 𝑋 کنیم فرض لم: .۷ .۲ لم

.𝑅(𝑥𝑗) = 𝑥𝐿 𝑅(𝑥𝑖)و = 𝑥𝐿 بنابراین .𝑗 ≤ 𝐿 و 𝑖 ≤ 𝐿 بەطوری که دارد وجود 𝐿 ∈ 𝐽 این صورت در باشند 𝐽 از عضو دو 𝑖, 𝑗 کنیم فرض اثبات.
است. ثابت {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 نتیجه در 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 پس است یک به یک 𝑅 چون است. 𝑅⁃نت ،{𝑥𝑗} زیرا

𝑆𝑅⁃همگرایی و 𝑅⁃همگرایی .۳

هرگاه (𝑥𝑗 𝑆𝑅−−→ 𝑥 ) 𝑥𝑗 𝑅−→ 𝑥 می نویسیم و گوییم 𝑥 ∈ 𝑋 به ( 𝑆𝑅⁃همگرا ) 𝑅⁃همگرا را {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 ( 𝑆𝑅⁃نت ) 𝑅⁃نت یک .۱ .۳ تعریف
. 𝑗 ≥ 𝑗۰ هر برای 𝑥𝑗 ∈ 𝑈 بەطوری که 𝑗۰ ∈ 𝐽 باشد داشته وجود ،𝑥 از 𝑈 همسایگی هر برای
می باشد. 𝑅⁃همگرا پس است ثابت ( (𝑆𝑅⁃نت 𝑅⁃نت هر چون قبل مثال در یادداشت:

مرتب مجموعه یک (𝐽 = (۰, +∞),≤) می کنیم فرض و 𝑅 ∶=≥ می دهیم قرار بگیرید. نظر در استاندارد توپولوژی با را 𝑋 = ℝ .۲ .۳ مثال
است. صفر به 𝑅⁃همگرا که می باشد 𝑅⁃نت یک {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 وضوح به می گیریم. نظر در را 𝑗 ∈ 𝐽 که 𝑥𝑗 = 𝑥

𝑗 و 𝑥 ∈ 𝑋 باشد.
{𝑥𝑗}𝑗∈𝐽 (𝑆𝑅⁃نت) 𝑅⁃نت یک اگر می شود گفته 𝐸 از (𝑆𝑅⁃حدی) 𝑅⁃حدی نقطه یک 𝑥۰ ∈ 𝑋 𝐸.نقطەی ⊆ 𝑋 کنید فرض .۳ .۳ تعریف

.(𝑥𝑗 𝑆𝑅−−→ 𝑥 ) 𝑥𝑗 𝑅−→ 𝑥۰ بەطوری که باشد داشته وجود 𝐸 ∖ {𝑥۰} در
می شود. داده نشان (𝐸′𝑆𝑅) 𝐸′𝑅 با 𝐸 از (𝑆𝑅⁃حدی) 𝑅⁃حدی نقاط همه مجموعه

می باشد. 𝐸 از 𝑅⁃حدی نقطه یک ۰ اینصورت در 𝐸 = (۰, ∞) کنیم فرض قبل، مثال در .۴ .۳ مثال
باشد. خود (𝑆𝑅⁃حدی) 𝑅⁃حدی نقاط همه شامل 𝐸 اگر می شود نامیده ( (𝑆𝑅⁃بسته 𝑅⁃بسته ،𝐸 بگیرید. نظر در را 𝐸 ⊆ 𝑋 .۵ .۳ تعریف

.(𝐸′𝑆𝑅 ⊆ 𝐸) 𝐸′𝑅 ⊆ 𝐸 یعنی
باشد. (𝑆𝑅⁃بسته) 𝑅⁃بسته ،𝐸𝑐 اگر می شود نامیده ( (𝑆𝑅⁃باز 𝑅⁃باز ،𝐸 ⊆ 𝑋 .۶ .۳ تعریف

توپولوژی یک (𝜏𝑆𝑅) ،𝜏𝑅 این صورت در (𝜏𝑆𝑅 = {𝑈 ⊆ 𝑋|است باز − 𝑆𝑅,𝑈}) 𝜏𝑅 = {𝑈 ⊆ 𝑋|است باز − 𝑅,𝑈} دهید قرار .۷ .۳ قضیه
𝑆𝑅⁃توپولوژی فضای (𝑋, 𝜏𝑆𝑅)همچنین توپولوژی −𝑅 فضای یک (𝑋, 𝜏𝑅) و می شود نامیده (𝑆𝑅⁃توپولوژی) 𝑅⁃توپولوژی که 𝑋است روی

دارد. نام
𝜏 ⊆ 𝜏𝑅 ⊆ 𝜏𝑆𝑅 .۸ .۳ قضیه
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۲۸۵–۲۸۵ صص. ،FM–312 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

فازی مختلط دوقطبی نقل و حمل مسئله
،آ باباکردی∗ فاطمه

آمار و ریاضی گروه گنبدکاووس، دانشگاه علمی هیأت آعضو

چکیده
عملی مسائل انواع در که است خطی ریزی برنامه مسائل ترین ملموس و پرکاربردترین از یکی نقل و حمل مسئله
استفاده با بطوریکه میباشد کالا حمل هزینه مینیموم سازی با بهینه انتقال طرح یک یافتن مسئله، این هدف دارد. کاربرد
هزینه مقادیر که کنند می فرض معمولی نقل و حمل مسائل شود. برآورده مقصد های خواسته مبدا، در موجود منابع از
مسائل در مقادیر این درصورتیکه شوند، می تعریف حقیقی متغیرهای توسط عرضه و تقاضا مقادیر و نقل و حمل های
پارامترها تمام که زمانی حاضر مطالعه هستند. بینی پیش غیرقابل کنترل، قابل غیر عوامل برخی دلیل به نقل و حمل
دست به برای جدید بهینەسازی ساختار از و می کند فرموله را نقل و حمل مسئله هستند، مختلط دوقطبی فازی اعداد
به مسئله های ورودی که است این پیشنهادی روش مزایای می کند. استفاده نهایی مسئله برای کاربردی جوابی آوردن
مدل ورودی درمتغیرهای واقعی دنیای مسئله پیچیدگی های یعنی شده گرفته نظر در مختلط دوقطبی فازی اعداد فرم

بود. خواهد تر کاربردی و واقعی نیز نهایی جواب بنابراین شده دیده

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

فازی مجموعه
نقل و حمل مسئله

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34B16
34B40
65M70

∗سخنران

باباکردی) (فاطمه first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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۲۸۶–۲۸۶ صص. ،FM–313 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

فازی مختلط دوقطبی حرارت معادله حل برای فازی مختلط دوقطبی فوریه تبدیل
،آ باباکردی∗ فاطمه

آمار و ریاضی گروه گنبدکاووس، دانشگاه علمی هیأت آعضو

چکیده
مشتق پذیری تحت فازی مختلط دوقطبی فوریه تبدیل براساس فازی مختلط دوقطبی حرارت معادله دقیق جواب مقاله این
بررسی اساسی ویژگی های و تعریف فازی مختلط دوقطبی فوریه تبدیل می کند. ارائه یافته تعمیم هاکوهارای جزئی
ساخته یافته تعمیم هاکوهارای مشتق پذیری از استفاده با فازی مختلط دوقطبی حرارت معادله از مدلی ادامه، در می شود.
بررسی مورد مختلط قطبی دو فوریه تبدیل روش با فازی مختلط دوقطبی حرارت معادله تحلیلی جواب و می شود
دوقطبی حرارت معادله حل و مشتق پذیری نوع و میدهد نشان را پیشنهادی روش کارایی عددی مثالهای می گیرد. قرار
بر مشتق پذیری انواع تأثیر و پیشنهادی روش پذیری تطبیق که است، شده داده نشان گرافیکی صورت به فازی مختلط

دهد. می نشان را فازی مختلط دوقطبی حرارت معادله جواب رفتار

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

فازی مجموعه
دوقطبی فوریه تبدیل

:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی
34B16
34B40
65M70

∗سخنران

باباکردی) (فاطمه first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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۲۹۵–۲۸۷ صص. ،FM–123 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

مبهم فازی گراف از رندیک شاخص کمک به ساز و ساخت برای مکان یابی
،آ اندواری∗ فلاح علیمحمد

مازندران فرهنگیان دانشگاه آاستادیار

چکیده
رأس یک از باز همسایگی درجۀ مبهم، فازی گراف ساده، فازی گراف معرفی به ابتدا شماست، روی پیش که مقالەای
استفاده ساز و ساخت برای مکان بهترین کردن پیدا در که رندیک شاخص یعنی آن، مهم شاخص های از یکی و
شبانەروزی درمانگاه ساخت برای مناسب مکان کردن پیدا یعنی شاخص، آن کاربرد به ادامه، در می پردازد. می شود،
مناطقی که نشل و اندوار شیرکلا، تیران مریجون، آهن سر، ییلاقی روستاهای یعنی آمل، شهرستان کوهستانی مناطق
کیفیت آن رأس های عضویت تابع که رندیک شاخص کمک به و پرداخته هستند کم ثابت جمعیت با و صعب العبور
است رسیده علمی نتیجۀ یک به شد. گرفته نظر در است، سال از فصول تمام در آنها ساکن و ثابت جمعیت و جادەها

شد. داده تشخیص شبانەروزی درمانگاه ساخت برای مکان بهترین اندوار روستاها، این بین در که

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

مبهم فازی گراف
رندیک شاخص

کاربرد
:(۲۰۲۰) ریاضی موضوعی ردەبندی

05C99
03E72

مقدمه .۱
است: معنی دو دارای دست کم ریاضیات در گراف

است. پیوسته هم به خطوط و نقاط از مجموعەای گراف ریاضیدانان، اصطلاح در و دارد اشاره تابع یک نمودار به گراف پایه، ریاضیات در .۱
ریاضی. مدلی گراف .۲

می توانند مجموعه این اعضای مثال، عنوان به دارند. پیوند هم با شیوەای به اعضایش که است گسسته مجموعۀ یک برای ریاضی مدلی گراف
میان ارتباط و باشند شیمیایی مولکول یک اتم های می توانند مجموعه این اعضای باشد؛ یکدیگر با دادن دست آنها میان ارتباط و باشند انسان چند
که باشد پل هایی آنها میان ارتباط و باشند زمین یک گوناگون بخش های می توانند مجموعه این اعضای همچنین، باشد؛ شیمیایی پیوندهای آنها

.([۱] کونیکسبرگ پل های (مسئلۀ می کنند متصل هم به را آنها
بار، نخستین اما نهاد. بنیان را گراف ها نظریۀ کونیکسبرگ پل های مسئلۀ حل با سوئیسی، دانشمند و ریاضیدان اویلر، لئونهارد ،۱۷۳۶ سال در
از تعریف نخستین کافمن ،۱۹۷۷ سال در .[۲] نامید گراف را ریاضی مدل های این انگلیسی، ریاضیدان سیلوستر، جوزف جیمز ،۱۸۷۸ سال در
تعریف هایی رزنفلد ،۱۹۷۶ سال در البته .[۳] بود ۱۹۷۵ سال در لطفی زاده توسط بیان شده فازی روابط بر مبتنی که کرد پیشنهاد را فازی گراف

.[۳] شد مبهم و ساده نوع دو به فازی گراف های دستەبندی به منجر که بود کرده بیان را فازی یال های و فازی رئوس شامل
می دهیم. ارائه آنها از ملموسی مثال های و می کنیم تعریف را مبهم و ساده فازی گراف های حال

آن در عناصر عضویت معیار که دارد خود به مخصوص مشخص کنندۀ صفت یک مجموعه هر عضویت). تابع و فازی (مجموعۀ ۱ .۱ تعریف
است. مجموعه از خارج صورت، این غیر در و مجموعه عضو باشد، صفت آن دارای مرجع مجموعۀ از عنصری اگر حقیقت، در است. مجموعه

∗سخنران
اندواری) فلاح (علیمحمد alimohamad.fallah@yahoo.com الکترونیک: پست



آمار و ریاضی ملی همایش پنجمین ̸ اندواری فلاح علیمحمد ۲۸۸

عضویت تابع آنگاه باشد، 𝑋 از زیرمجموعەای 𝐴 و ناتهی مجموعەای 𝑋 اگر ریاضی، زبان به می شود. نامیده عضویت تابع عضویت معیار این
ضابطۀ با و می شود داده نشان 𝜇𝐴 با 𝐴 مجموعۀ

𝜇𝐴 ∶ 𝑋 → {۰, ۱}, 𝜇𝐴(𝑥) = ቊ ۱ 𝑥 ∈ 𝐴,
۰ 𝑥 ∉ 𝐴

می شود. تعریف
و رأس ها برای ساده، فازی گراف های در واقع، در کرد. تعریف را ساده فازی گراف می توان گسسته، ریاضیات در ساده گراف های کمک به

می شود. تعریف عضویت تابع یال ها
𝜎 ∶ 𝑉 → [۰, ۱] که است (𝜎, 𝜇)مرتب زوج 𝐺 سادۀ فازی گراف یک باشد. ناتهی مجموعۀ یک 𝑉 کنید فرض ساده). فازی (گراف ۲ .۱ تعریف

داریم 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 هر برای که طوری به است 𝜎 روی متقارن فازی رابطۀ یک 𝜇 ∶ 𝑉 × 𝑉 → [۰, ۱] و 𝑉 فازی زیرمجموعۀ یک
𝜇(𝑢, 𝑣) ≤ 𝜎(𝑢) ∧ 𝜎(𝑣).

می شود. نامیده آن زمینۀ گراف ساده، فازی گراف یک از 𝐺∗ = (𝑉, 𝐸) سادۀ گراف
شدەاند. رسم 𝐺∗ = (𝑉, 𝐸) یعنی آن، زمینۀ گراف و 𝐺 = (𝜎, 𝜇) سادۀ فازی گراف ،۱ شکل در .۳ .۱ مثال

𝑢۱

𝑢۲ 𝑢۳

𝑢۴ 𝑢۵
𝐺∗ = (𝑉, 𝐸) زمینۀ گراف (ب)

۰٫۲
۰٫۷

۰٫۳

۰٫۸

۰٫۹

۰٫۵۱۰٫۵

𝑢۱ (۰٫۴)

𝑢۲ (۱) 𝑢۳ (۰٫۸)

𝑢۴ (۱) 𝑢۵ (۰٫۹)
𝐺 = (𝜎, 𝜇) سادۀ فازی گراف (آ)

آن از 𝐺∗ = (𝑉, 𝐸) زمینۀ گراف و 𝐺 = (𝜎, 𝜇) سادۀ فازی گراف :۱ شکل

می پردازیم. مبهم فازی گراف های به ساده، فازی گراف های با آشنایی از پس
که است (𝑡𝐴, 𝑓𝐴) مرتب زوج 𝑋 از 𝐴 مبهم مجموعۀ یک باشد. متناهی و ناتهی مجموعۀ یک 𝑋 کنید فرض مبهم). (مجموعۀ ۴ .۱ تعریف

داریم 𝑥 ∈ 𝑋 هر برای که طوری به هستند 𝑋 روی نادرستی و درستی عضویت توابع ترتیب به 𝑓𝐴 ∶ 𝑋 → [۰, ۱] و 𝑡𝐴 ∶ 𝑋 → [۰, ۱]
۰ ≤ 𝑡𝐴(𝑥) + 𝑓𝐴(𝑥) ≤ ۱.

به که است 𝑋 × 𝑌 از مبهم زیرمجموعەای 𝑅 مبهم رابطۀ یک باشند. متناهی و ناتهی مجموعۀ دو 𝑌 و 𝑋 کنید فرض مبهم). (رابطۀ ۵ .۱ تعریف
صورت

𝑅 = ቄൻ(𝑥, 𝑦), 𝑡𝑅(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑅(𝑥, 𝑦)ൿ ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌ቅ
داریم (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 هر برای و 𝑡𝑅 , 𝑓𝑅 ∶ 𝑋 × 𝑌 → [۰, ۱] آن در که می شود تعریف
۰ ≤ 𝑡𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑅(𝑥, 𝑦) ≤ ۱.

نامیده 𝐺∗ روی مبهم فازی گراف یک 𝐺 = (𝐴, 𝐵) زوج باشد، ساده گراف یک 𝐺∗ = (𝑉, 𝐸) اگر مبهم). فازی گراف ،[۴]) ۶ .۱ تعریف
هر برای که صوری به باشد 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 روی مبهم مجموعۀ یک 𝐵 = (𝑡𝐵 , 𝑓𝐵) و 𝑉 روی مبهم مجموعۀ یک 𝐴 = (𝑡𝐴, 𝑓𝐴) هرگاه می شود

باشیم داشته 𝑥𝑦 ∈ 𝐸
𝑡𝐵(𝑥𝑦) ≤ ⅿin ൛𝑡𝐴(𝑥), 𝑡𝐴(𝑦)ൟ, 𝑓𝐵(𝑥𝑦) ≥ ⅿax ൛𝑓𝐴(𝑥), 𝑓𝐴(𝑦)ൟ.

است. شده رسم 𝐸 = {𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑥𝑧} یال های مجموعۀ و 𝑉 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} رئوس مجموعۀ با 𝐺 مبهم فازی گراف ،۲ شکل در .۷ .۱ مثال
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(۰٫۱, ۰٫۷)

(۰٫۲, ۰٫۶)

(۰٫۱, ۰٫۵)

𝑥

𝑦 𝑧

(۰٫۳, ۰٫۴)

(۰٫۲, ۰٫۴) (۰٫۲, ۰٫۳)

𝐺 = (𝑉, 𝐸) مبهم فازی گراف :۲ شکل

مکان یابی در آن از کاربردی و رندیک شاخص معرفی .۲
گرفته نظر در واقعی ارزش با تابع عنوان به (𝑡𝐴, 𝑓𝐴) مرتب زوج باشد. ناتهی مجموعەای 𝑉 کنید فرض واقعی). ارزش با (تابع ۱ .۲ تعریف

باشیم داشته 𝑚 ∈ 𝑉 هر برای و 𝑡𝐴, 𝑓𝐴 ∶ 𝑉 → [۰, ۱] هرگاه می شود
۰ ≤ 𝑡𝐴(𝑚) + 𝑓𝐴(𝑚) ≤ ۱.

صورت به 𝐺 = (𝐴, 𝐵) مبهم فازی گراف در 𝑚 رأس باز همسایگی درجۀ باز). همسایگی (درجۀ ۲ .۲ تعریف
ⅾeg(𝑚) = ൫ ⅾeg 𝑡(𝑚), ⅾeg 𝑓(𝑚)൯

آن در که می شود تعریف
ⅾeg 𝑡(𝑚) = 

𝑛≠𝑚
𝑚𝑛∈𝐸

𝑡𝐵(𝑚𝑛), ⅾeg 𝑓(𝑚) = 
𝑛≠𝑚
𝑚𝑛∈𝐸

𝑓𝐵(𝑚𝑛).

کنیم. معرفی است، مبهم فازی گراف های شاخص های مهم ترین از یکی که را رندیک شاخص می توانیم حال
می دهند، نشان RI(𝐺) با را آن که 𝐺 رندیک شاخص باشد. مبهم فازی گراف یک 𝐺 = (𝐴, 𝐵) کنید فرض رندیک). (شاخص ۳ .۲ تعریف

صورت به
RI(𝐺) = ൫RI𝑡(𝐺),RI𝑓(𝐺)൯

آن در که می شود تعریف

RI𝑡(𝐺) = 
𝑖≠𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗∈𝐸

൫𝑡𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑡𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑗)൯
− ۱

۲ ,

RI𝑓(𝐺) = 
𝑖≠𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗∈𝐸

൫𝑓𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑓𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑗)൯
− ۱

۲ .

آوریم. دست به را آن رندیک شاخص می خواهیم است. شده رسم مبهم فازی گراف یک ۳ شکل در .۴ .۲ مثال
که است معلوم گراف این روی از

ⅾeg(𝑚) = (۰٫۹, ۲٫۲), ⅾeg(𝑛) = (۰٫۸, ۲٫۳), ⅾeg(𝑧) = (۰٫۶, ۱٫۶),
ⅾeg(𝑤) = (۰٫۶, ۲), ⅾeg(𝑘) = (۰٫۵, ۱٫۳).
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(۰٫۳, ۰٫۶)
(۰٫۲, ۰٫۴)

(۰٫۲, ۰٫۷)

(۰٫۲, ۰٫۵)

(۰٫۲, ۰٫۶)

(۰٫۲, ۰٫۷)

(۰٫۲, ۰٫۵)

(۰٫۲, ۰٫۷)

𝑘 (۰٫۴, ۰٫۶)

𝑚 (۰٫۳, ۰٫۴) 𝑛 (۰٫۲, ۰٫۴)

𝑧 (۰٫۲, ۰٫۳) 𝑤 (۰٫۲, ۰٫۵)
مبهم فازی گراف یک :۳ شکل

بنابراین

RI𝑡(𝐺) = 
𝑖≠𝑗

𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸

൫𝑡𝐴(𝑣𝑖) ⋅ 𝑡𝐴(𝑣𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑣𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑣𝑗)൯−
۱
۲

= ൫𝑡𝐴(𝑚) ⋅ 𝑡𝐴(𝑘) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑘)൯−
۱
۲ + ൫𝑡𝐴(𝑚) ⋅ 𝑡𝐴(𝑧) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑧)൯−

۱
۲

+ ൫𝑡𝐴(𝑚) ⋅ 𝑡𝐴(𝑛) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑛)൯−
۱
۲ + ൫𝑡𝐴(𝑚) ⋅ 𝑡𝐴(𝑤) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑤)൯−

۱
۲

+ ൫𝑡𝐴(𝑘) ⋅ 𝑡𝐴(𝑛) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑘) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑛)൯−
۱
۲ + ൫𝑡𝐴(𝑛) ⋅ 𝑡𝐴(𝑤) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑛) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑤)൯−

۱
۲

+ ൫𝑡𝐴(𝑧) ⋅ 𝑡𝐴(𝑤) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑧) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑤)൯−
۱
۲ + ൫𝑡𝐴(𝑧) ⋅ 𝑡𝐴(𝑛) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑧) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑛)൯−

۱
۲

= ۱
√۰٫۳ × ۰٫۴ × ۰٫۹ × ۰٫۵ + ۱

√۰٫۳ × ۰٫۲ × ۰٫۹ × ۰٫۶ + ۱
√۰٫۳ × ۰٫۲ × ۰٫۹ × ۰٫۸

+ ۱
√۰٫۳ × ۰٫۲ × ۰٫۹ × ۰٫۶ + ۱

√۰٫۴ × ۰٫۲ × ۰٫۵ × ۰٫۸ + ۱
√۰٫۲ × ۰٫۲ × ۰٫۸ × ۰٫۶

+ ۱
√۰٫۲ × ۰٫۲ × ۰٫۶ × ۰٫۶ + ۱

√۰٫۲ × ۰٫۲ × ۰٫۶ × ۰٫۸
= ۴٫۳۵ + ۵٫۵۶ + ۴٫۷۶ + ۵٫۵۶ + ۴٫۵۵ + ۷٫۱۴ + ۸٫۳۳ + ۷٫۱۴ = ۴۷٫۳۹.

ترتیب، همین به

RI𝑓(𝐺) = 
𝑖≠𝑗

𝑣𝑖𝑣𝑗∈𝐸

൫𝑓𝐴(𝑣𝑖) ⋅ 𝑓𝐴(𝑣𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑣𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑣𝑗)൯−
۱
۲

= ۱٫۱۶ + ۱٫۵۴ + ۱٫۵۲ + ۱٫۱۵ + ۱٫۲۱ + ۱٫۱۲ + ۱٫۵۸ = ۹٫۲۸.
بنابراین

RI(𝐺) = ൫RI𝑡(𝐺),RI𝑓(𝐺)൯ = (۴۷٫۳۹, ۹٫۲۸).
می دهیم. ارائه مبهم فازی گراف های رندیک شاخص دربارۀ را مقاله اصلی یافتۀ حال
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این در .|𝐸| = 𝑚 و |𝑉| = 𝑛 ≥ ۲ که باشد 𝐺∗ = (𝑉, 𝐸) سادۀ گراف از مبهم فازی گراف یک 𝐺 = (𝐴, 𝐵) کنید فرض .۵ .۲ قضیه
صورت

RI𝑡(𝐺) ≥ 𝑚
𝑛 − ۱ , RI𝑓(𝐺) ≥ 𝑚

𝑛 − ۱ .
داریم 𝑚𝑖 ∈ 𝑉 هر برای پس است، مبهم فازی گراف یک 𝐺 چون اثبات.

۰ ≤ 𝑡𝐴(𝑚𝑖) ≤ ۱, ۰ ≤ 𝑓𝐴(𝑚𝑖) ≤ ۱.
داشت خواهیم 𝑚𝑖 , 𝑚𝑗 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین

𝑡𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑡𝐴(𝑚𝑗) ≤ ۱, 𝑓𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑓𝐴(𝑚𝑗) ≤ ۱. (۱)
اما شود، متصل رأس 𝑛 − ۱ به می تواند رأس هر پس ،|𝑉| = 𝑛 ≥ ۲ چون دیگر، سوی از

ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) = 
𝑖≠𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗∈𝐸

𝑡𝐵(𝑚𝑖𝑚𝑗), ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) = 
𝑖≠𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗∈𝐸

𝑓𝐵(𝑚𝑖𝑚𝑗).

که می دهد نتیجه این .ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) ≤ 𝑛 − ۱ و ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) ≤ 𝑛 − ۱ داریم 𝑚𝑖 ∈ 𝑉 هر برای بنابراین
ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑗) ≤ (𝑛 − ۱)۲, ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑗) ≤ (𝑛 − ۱)۲. (۲)

داریم (۲) و (۱) روابط از حال
𝑡𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑡𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑗) ≤ (𝑛 − ۱)۲,
𝑓𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑓𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑗) ≤ (𝑛 − ۱)۲,

یعنی

൫𝑡𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑡𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑗)൯
− ۱

۲ ≥ ۱
𝑛 − ۱ ,

൫𝑓𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑓𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑗)൯
− ۱

۲ ≥ ۱
𝑛 − ۱ .

رو این از


𝑖≠𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗∈𝐸

൫𝑡𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑡𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑡(𝑚𝑗)൯
− ۱

۲ ≥ 𝑚
𝑛 − ۱ ,


𝑖≠𝑗

𝑚𝑖𝑚𝑗∈𝐸

൫𝑓𝐴(𝑚𝑖) ⋅ 𝑓𝐴(𝑚𝑗) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑖) ⋅ ⅾeg 𝑓(𝑚𝑗)൯
− ۱

۲ ≥ 𝑚
𝑛 − ۱ .

نتیجه، در
RI𝑡(𝐺) ≥ 𝑚

𝑛 − ۱ , RI𝑓(𝐺) ≥ 𝑚
𝑛 − ۱ .

تصمیم دولت اگر صعب العبور، و کوهستانی مناطق در است. شهروندان و جامعه سلامت حفظ اسلامی حکومت وظایف از یکی شک بدون
روستاها، این میان ارتباطی جادەهای کیفیت و جمعیت اساس بر کند، شبانەروزی درمانگاه یک ساخت به اقدام ییلاقی، روستای چند برای بگیرد
بنابراین است. مبهم فازی گراف های رندیک شاخص مکان این تعیین برای قوی و مهم ابزار از یکی کند. تعیین آن ساخت برای واحد مکانی باید

شود. مدل سازی مبهم فازی گراف  یک از استفاده با روستاها این میان ارتباطی جادەهای کیفیت و جمعیت جغرافیایی، موقعیت است لازم
استان در آمل شهرستان ییلاقی روستای پنج برای شبانەروزی درمانگاه یک ساخت مکان بهترین یافتن برای را رندیک شاخص قسمت، این در
اندوار ،(Ti) شیرکلا تیران ،(Ma) مریجون ،(Ah) آهن سر از عبارت اند روستاها این می گیریم. کار به نویسنده زندگی منطقۀ در و مازندران
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در حقیقت، در است. نویسنده شخصی تجربۀ اساس بر آنها میان ارتباطی جادەهای کیفیت برای ارائەشده درصدهای .(Ne) نشل و (An)
روستاهای بین ولی می شوند، بسته شیرکلا⁃اندوار⁃نشل) تیران جادۀ ویژه، (به کوهستانی جادەهای معمولا˟ برف، بارش علت به زمستان، فصل
و می افتد راه سیل شدید، باران های بارش دلیل به روزها از بعضی در تابستان، فصل در همچنین می شود. انجام آمد و رفت آهن سر و مریجون

می شود. مسدود شیرکلا آهن سر⁃تیران جادۀ
برای کنیم تعیین یعنی کنیم، مشخص شبانەروزی درمانگاه یک ساخت برای را مکان مناسب ترین رندیک شاخص کمک به که است این هدف
گراف رئوس کنیم. مدل سازی را مسئله مبهم فازی گراف یک با است لازم ابتدا ترتیب، این به است. مناسب تر روستا کدام درمانگاه این ساخت

هستند. آنها میان ارتباطی جادەهای گراف این یال های و ذکرشده روستاهای می نامیم، 𝐺 را آن که نظر مورد مبهم فازی
می دهد. نشان گوگل نقشەهای از را بحث مورد روستای پنج جغرافیایی موقعیت ۴ شکل

گوگل نقشەهای از بحث مورد روستای پنج جغرافیایی موقعیت :۴ شکل
می دهد. نشان را 𝐺 مبهم فازی گراف رئوس وزن ۱ جدول

𝐺 مبهم فازی گراف رئوس وزن :۱ جدول

Ne An Ti Ma Ah رأس
(۰٫۴, ۰٫۴) (۰٫۵, ۰٫۴) (۰٫۶, ۰٫۴) (۰٫۷, ۰٫۲) (۰٫۸, ۰٫۱) (𝑡𝐴, 𝑓𝐴)

رابطەهای کمک به 𝐺 یال هر وزن مبهم، فازی گراف تعریف به توجه با که می کنیم یادآوری
𝑡𝐵(𝑥𝑦) ≤ ⅿin ൛𝑡𝐴(𝑥), 𝑡𝐴(𝑦)ൟ, 𝑓𝐵(𝑥𝑦) ≥ ⅿin ൛𝑓𝐴(𝑥), 𝑓𝐴(𝑦)ൟ

می دهد. نشان را 𝐺 مبهم فازی گراف یال های وزن ۲ جدول می آید. دست به
𝐺 مبهم فازی گراف یال های وزن :۲ جدول

An−Ne Ti−An Ah−Ti Ah−Ma یال
(۰٫۴, ۰٫۶) (۰٫۴, ۰٫۶) (۰٫۵, ۰٫۴) (۰٫۷, ۰٫۳) (𝑡𝐵 , 𝑓𝐵)
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(۰٫۷, ۰٫۳)

(۰٫۵, ۰٫۴)

(۰٫۴, ۰٫۶)
(۰٫۴, ۰٫۵)

Ah (۰٫۸, ۰٫۱) Ma (۰٫۷, ۰٫۲)

Ti (۰٫۶, ۰٫۴)
An (۰٫۵, ۰٫۴)

Ne (۰٫۴, ۰٫۴)

𝐺 مبهم فازی گراف نمودار :۵ شکل

می شود. رسم ۵ شکل مطابق 𝐺 مبهم فازی گراف ترتیب، این به
می دهد. نشان سال فصل چهار در را بحث مورد روستاهای ثابت جمعیت ۳ جدول

سال فصل چهار در بحث مورد روستای پنج ثابت جمعیت :۳ جدول

نشل اندوار شیرکلا تیران مریجون آهن سر روستا
۲۶۰ ۱۸۵ ۵۰ ۷۰ ۱۶۵ (نفر) جمعیت

می دهد. نشان یکدیگر از را بحث مورد روستاهای فاصلەهای ۴ جدول
یکدیگر از بحث مورد روستای پنج فاصلەهای :۴ جدول

اندوار⁃نشل شیرکلا⁃اندوار تیران شیرکلا آهن سر⁃تیران آهن سر⁃مریجون روستاها
۵ ۱۵ ۲۰ ۷ (کیلومتر) فاصله

می دهد. نشان آمل شهر از را بحث مورد روستاهای فاصلەهای ۵ جدول سرانجام،
آمل شهر از بحث مورد روستای پنج فاصلەهای :۵ جدول

نشل اندوار شیرکلا تیران مریجون آهن سر روستا
۱۰۰ ۹۵ ۸۰ ۶۷ ۶۰ (کیلومتر) آمل از فاصله

صورت به گراف این رئوس درجەهای می کنیم. محاسبه را 𝐺 مبهم فازی گراف رندیک شاخص حال
ⅾeg(Ah) = (۱٫۲, ۰٫۷), ⅾeg(Ma) = (۰٫۷, ۰٫۳), ⅾeg(Ti) = (۰٫۹, ۱),
ⅾeg(An) = (۰٫۸, ۱٫۱), ⅾeg(Ne) = (۰٫۴, ۰٫۵)
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بنابراین هستند.

RI𝑡(𝐺) = ൫𝑡(Ah) ⋅ 𝑡(Ti) ⋅ ⅾeg 𝑡(Ah) ⋅ ⅾeg 𝑡(Ti)൯−
۱
۲

+ ൫𝑡(Ah) ⋅ 𝑡(Ma) ⋅ ⅾeg 𝑡(Ah) ⋅ ⅾeg 𝑡(Ma)൯−
۱
۲

+ ൫𝑡(Ti) ⋅ 𝑡(An) ⋅ ⅾeg 𝑡(Ti) ⋅ ⅾeg 𝑡(An)൯−
۱
۲

+ ൫𝑡(An) ⋅ 𝑡(Ne) ⋅ ⅾeg 𝑡(An) ⋅ ⅾeg 𝑡(Ne)൯−
۱
۲

= ۱
√۰٫۸ × ۰٫۶ × ۱٫۲ × ۰٫۹ + ۱

√۰٫۸ × ۰٫۷ × ۱٫۲ × ۰٫۷
+ ۱
√۰٫۶ × ۰٫۵ × ۰٫۹ × ۰٫۸ + ۱

√۰٫۵ × ۰٫۴ × ۰٫۸ × ۰٫۴
= ۱٫۳۹ + ۱٫۴۵ + ۲٫۱۷ + ۴ = ۹٫۰۱.

داریم مشابه طور به

RI𝑓(𝐺) = ൫𝑓(Ah) ⋅ 𝑓(Ti) ⋅ ⅾeg 𝑓(Ah) ⋅ ⅾeg 𝑓(Ti)൯−
۱
۲

+ ൫𝑓(Ah) ⋅ 𝑓(Ma) ⋅ ⅾeg 𝑓(Ah) ⋅ ⅾeg 𝑓(Ma)൯−
۱
۲

+ ൫𝑓(Ti) ⋅ 𝑓(An) ⋅ ⅾeg 𝑓(Ti) ⋅ ⅾeg 𝑓(An)൯−
۱
۲

+ ൫𝑓(An) ⋅ 𝑓(Ne) ⋅ ⅾeg 𝑓(An) ⋅ ⅾeg 𝑓(Ne)൯−
۱
۲

= ۱
√۰٫۱ × ۰٫۴ × ۰٫۷ × ۱ + ۱

√۰٫۱ × ۰٫۲ × ۰٫۷ × ۰٫۳
+ ۱
√۰٫۴ × ۰٫۴ × ۱ × ۱٫۱ + ۱

√۰٫۴ × ۰٫۴ × ۱٫۱ × ۰٫۵
= ۵٫۸۸ + ۱۶٫۶۷ + ۲٫۳۸ + ۳٫۳۳ = ۲۸٫۲۶.

رو این از
RI(𝐺) = ൫RI𝑡(𝐺),RI𝑓(𝐺)൯ = (۹٫۰۱, ۲۸٫۲۶).

هستند: زیر صورت به رئوس تک تک رندیک شاخص های دیگر، سوی از
RI𝑡(𝐺 ⋅ Ah) = ۲٫۸۴, RI𝑓(𝐺 ⋅ Ah) = ۲۲٫۵۵ ⇒ RI(𝐺 ⋅ Ah) = (۲٫۸۴, ۲۲٫۵۵),
RI𝑡(𝐺 ⋅Ma) = ۱٫۴۵, RI𝑓(𝐺 ⋅Ma) = ۱۶٫۶۷ ⇒ RI(𝐺 ⋅Ma) = (۱٫۴۵, ۱۶٫۶۷),
RI𝑡(𝐺 ⋅ Ti) = ۳٫۵۶, RI𝑓(𝐺 ⋅ Ti) = ۸٫۲۶ ⇒ RI(𝐺 ⋅ Ti) = (۳٫۵۶, ۸٫۲۶),
RI𝑡(𝐺 ⋅ An) = ۶٫۱۷, RI𝑓(𝐺 ⋅ An) = ۵٫۷۱ ⇒ RI(𝐺 ⋅ An) = (۶٫۱۷, ۵٫۷۱),
RI𝑡(𝐺 ⋅ Ne) = ۴, RI𝑓(𝐺 ⋅ Ne) = ۳٫۳۳ ⇒ RI(𝐺 ⋅ Ne) = (۴, ۳٫۳۳).

حذف را An رأس اگر ترتیب، همین به می شود. حذف خودکار طور به نیز Ma رأس کنیم، حذف را Ah رأس اگر می شود، دیده که همان طور
هستند: پراهمیت زیر مورد دو Ti رأس برای دیگر، سوی از می شود. حذف خودکار طور به نیز Ne رأس کنیم،

دارد؛ کمی جمعیت شیرکلا تیران یعنی رأس، این به متناظر روستای .۱
داشت. نخواهد چشمگیری کاهش رندیک شاخص نادرست تابع عضویت مقدار رأس، این حذف با .۲

هستند: پراهمیت زیر مورد دو An رأس برای همچنین،
دارد؛ زیادی جمعیت اندوار یعنی رأس، این به متناظر روستای .۱

داشت. خواهد چشمگیری کاهش رندیک شاخص درست تابع عضویت مقدار رأس، این حذف با .۲
است. اندوار روستای یعنی ،An رأس شبانەروزی درمانگاه ساخت برای مکان مناسب ترین و بهترین نتیجه، در
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وسیله ای تک مکانیابی مساله در آن کاربرد و فازی جریمه تابع یک ارائه
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چکیده
مشخصه های باشیم توانسته تا می پردازیم فازی وزن های همچنین و فازی آرمانی شعاع با مکانیابی مساله به مقاله این در
شعاع در دهنده سرویس یک مکان تعیین مساله این هدف نمائیم. بررسی شده ارائه مدل در را واقعی دنیای از بیشتری
است. مساله متغیرهای در قطعیت وعدم فازی حالت درنظرگرفتن با تقاضا نقاط از یک هر تا مشخصی) (فاصله آرمانی
تحلیل و معرفی آرمانی شعاع به دقیق یابی دست عدم جریمه محاسبه برای فازی زیان تابع یک طرح این در ابتدا

پرداخت. خواهیم ژنتیک الگوریتم از استفاده با شده ارائه مدل های جواب جستجوی به سپس می شود

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

فازی آرمانی مکانیابی
وسیله ای تک

جریمه تابع
ابتکاری فرا الگوریتم

مقدمه −۱
صنایع” مکان مورد در”  عنوان تحت سال ۱۹۰۹  در وبر آلفرد کتاب شدن منتشر با می گیرد، قرار استفاده مورد امروزه که شکلی به مکانیابی نظریه
را وبر مکانیابی مسئله از گوناگون نمونه های کرد. ارائه کارخانەای صنایع مورد در را خود تحقیقات نتایج کتاب این در وبر .[۳] شد متولد

نمود. مشاهده [۷ ،۶ ،۵ ،۴] مراجع در می توان
و فتحعلی می باشد. آرمانی مکانیابی مفهوم است، شده ظاهر عملیات در تحقیق اخیر نظریه های در که مهمی و پرکاربرد مشخصه های از یکی
شعاع یک تقاضا، نقطه هر برای مسئله این در آن ها کردند. مطرح را آرمانی وبر مکانیابی مسئله از خاص مسئله یک بار اولین برای همکاران،
آن جایی از کردند. تعیین تقاضا، نقطه هر با متناظر آرمانی شعاع با برابر دقیقا را تقاضا نقاط و جدید تسهیلات بین فاصله و گرفته نظر در را آرمانی
لذا شود، گرفته نظر در آرمانی شعاع با برابر دقیقا تقاضا نقاط تا آن فاصله که دارد وجود جدید تسهیلات برای مکانی بەندرت واقعیت در که
الگوریتمی کوچک بزرگ⁃مربع مربع روش از استفاده با آن ها بودند. خطا مربعات وزنی مجموع زیان تابع کردن کمینه دنبال به مدل این در آن ها
کردن کمینه هدف با مسئله برای خطی برنامه ریزی مدل یک فتحعلی، و جمالیان سپس .[۱۲] دادند پیشنهاد اقلیدسی نرم تحت مسئله حل برای
مسئله را آن و پرداخته خطا مربعات مجموع کردن کمینه مسئله بررسی به جمالیان، و فتحعلی .[۱۳] دادند ارائه خطا، قدرمطلق وزنی مجموع
پرداختند اقلیدسی نرم تحت فوق مسئله حل به پرندگان شبیه سازی الگوریتم از استفاده با آن ها نامیدند. (GSWⅬP) آرمانی۱ مربعی وبر مکانیابی
دادند. قرار بررسی مورد را مشتری هر برای آرمانی شعاع گرفتن نظر در با وسیلەای چند پشتیبان مکانیابی مسئله همکاران، و نظری اخیرا .[۱۴]
آرمانی وسیلەای تک مکانیابی مسئله یک همکاران، و سلیمانی همچنین .[۱۵] نمودند ارائه شبه⁃وایزفیلد روش یک خود مسئله حل برای آن ها
.[۱۶] کردند ارائه را نیوتن گاوس⁃ الگوریتم و شبه⁃وایزفیلد الگوریتم مسئله این حل برای سپس و دادند قرار بررسی مورد 𝑙𝑝 نرم تحت را
غیرممکن امری مکانیابی مسائل پارامترهای برای معین و دقیق مقادیر یافتن مواقع بیشتر در قطعیت، عدم و ابهام وجود دلیل به دیگر طرفی از
ریاضی صورت به موجود، قطعیت های عدم و ابهامات این نمودن مدل برای فازی مجموعه های قدرتمند نظریه از می توان این رو از می باشد.

.[۲۱ ،۲۰ ،۱۹ ،۱۸ گرفت[۱۷، بهره

∗سخنران
تقی نژاد) اله (نعمت first.author@gmail.com الکترونیک: پست

۱
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مقدماتی مفاهیم و تعاریف −۲
کرد. خواهیم بیان را فازی مجموعه های نظریه و نامتقارن و متقارن زیان توابع مقدماتی مفاهیم و تعاریف برخی بخش این در

به وسیله 𝜃 برآورد در باشد، 𝜃پارامتر برآوردگرهای کلیه کلاس ،𝐷اگر باشد. 𝜃پارامتر واقعی مقدار از برآورد یک 𝛿 کنید فرض .[۲۲] ۱ تعریف
تابع صورت این در می باشد. Δ = 𝜃 − 𝛿 از تابعی که می گیرند اندازه 𝐸(𝜃, 𝛿)زیان تابع با را شده حاصل خطای مقدار ،𝛿 ∈ 𝐷برآوردگر

می کند. صدق زیر شرط دو در 𝐸(𝜃, 𝛿)زیان
𝐸 (𝜃, 𝛿) ≥ ۰, ∀𝜃, ∀𝛿
𝐸(𝜃, 𝛿) = ۰ ⇔ 𝜃 = 𝛿 (۱)

نمود. معرفی شد، واقع مفید بسیار که را لینکس نامتقارن زیان تابع مستغلات، و املاک مالکیت ارزیابی در کاربردی مطالعه یک در ،[۲۲] واریان
بنابراین می کند. رفتار خطی بەصورت آن دیگر سمت در که حالی در می یابد افزایش نمایی صورت به تقریبا مختصات، مبدا طرف یک در تابع این
زیان تابع مانند متقارن زیان توابع از نمی توان باشیم، قائل تفاوت یکسان، اندازه های با منفی خطای و مثبت خطای بین باید که موقعیت هایی در
بود. نامتقارن زیان تابع یک دنبال به باید لذا نمود. استفاده نمی باشند، موضوع این تفکیک به قادر که خطا مطلق قدر زیان تابع یا و خطا مربعات
بیش از جدی تر و مهمتر بسیار آب، سطح حداکثر برآورد کم سد، ساز و ساخت در که نمود اشاره مورد این به می توان عینی مثال یک عنوان به
شود خارج آن از و آمده بالا آن دیواره از سد پشت آب آسا سیل طوفان یک در آب سطح برآورد کم اثر در است ممکن زیرا است آن برآورد
هزینه های از ناشی خسارت است ممکن تنها آب سطح حداکثر برآورد بیش حالیکه در بیاورد همراه به را زیادی مالی و جانی خسارت های و

باشد. داشته پی در را ساز و ساخت
عدد برای فازی محدب زیان تابع صورت این در باشد. 𝑅فازی پارامتر 𝑥برآوردگر که کنید فرض فازی) جریمه (تابع تعریف ۱۵−۱ ۲ تعریف

می شود: معرفی زیر صورت به 𝑅 = (𝑅۱, 𝑅۲, 𝑅۳)فازی مثلثی فازی

𝐸 (𝑥, 𝑅) = |𝑥 − 𝑅۱| + ۳ |𝑥 − 𝑅۲| + |𝑥 − 𝑅۳| + (𝑅۱ − 𝑅۳) (۱)
که می شود مشاهده بالا رابطه در

𝐸 (𝑅۲, 𝑅) = |𝑅۲ − 𝑅۱| + ۳ |𝑅۲ − 𝑅۲| + |𝑅۲ − 𝑅۳| + (𝑅۱ − 𝑅۳)

= 𝑅۲ − 𝑅۱ + 𝑅۳ − 𝑅۲ + 𝑅۱ − 𝑅۳ = ۰
داشت، خواهیم ،|𝑥 − 𝑅۱| + |𝑥 − 𝑅۳| = (𝑅۳ − 𝑅۱) آنجایی که از ،𝑅۱ ≤ 𝑥 ≤ 𝑅۳ برای همچنین

.𝐸 (𝑥, 𝑅) = ۳ |𝑥 − 𝑅۲|:داریم |𝑥 − 𝑅۳| = 𝑥 − 𝑅۳ و |𝑥 − 𝑅۲| = 𝑥 − 𝑅۲ ،|𝑥 − 𝑅۱| = 𝑥 − 𝑅۱ اینکه به توجه با ،𝑥 > 𝑅۳ برای
𝐸 (𝑥, 𝑅) = ۵𝑥 − ۳𝑅۲ − ۲𝑅۳ > ۰

داریم: |𝑥 − 𝑅۳| = 𝑅۳ − 𝑥 و |𝑥 − 𝑅۲| = 𝑅۲ − 𝑥 ،|𝑥 − 𝑅۱| = 𝑅۱ − 𝑥 اینکه به توجه با ،𝑅۱ > 𝑥 برای و
𝐸 (𝑥, 𝑅) = ۲𝑅۱ + ۳𝑅۲ − ۵𝑥 > ۰

است. برقرار جریمه تابع شرایط نتیجه در
کنیم. محاسبه 𝑥 = ۶ و 𝑥 = ۰ ازای به را جریمه تابع می خواهیم 𝑅 = (۲, ۳, ۵) فازی عدد برای مثال:

𝐸 (۰, 𝑅) = |۰ − ۲| + ۳ |۰ − ۳| + |۰ − ۵| + (۲ − ۵) = ۱۳,
𝐸 (۶, 𝑅) = |۶ − ۲| + ۳ |۶ − ۳| + |۶ − ۵| + (۲ − ۵) = ۱۱,

جریمه تابع اینصورت غیر در است متقارن شده معرفی جریمه تابع باشد متقارن فازی عدد یک 𝑅 = (𝑅۱, 𝑅۲, 𝑅۳) که صورتی در گزاره ۲−۱−
نمی باشد. متقارن

داریم، اینصورت در باشد قطعی عدد یک 𝑅 یعنی 𝑅۱ = 𝑅۲ = 𝑅۳ باشیم داشته 𝑅 = (𝑅۱, 𝑅۲, 𝑅۳) برای که صورتی در گزاره ۳−۱−
𝐸 (𝑥, 𝑅) = |𝑥 − 𝑅۲| + ۳ |𝑥 − 𝑅۲| + |𝑥 − 𝑅۲| + (𝑅۲ − 𝑅۲) = ۵ |𝑥 − 𝑅۲|

بهینه جواب تعیین در تاثیری ۵ ضریب این که شد خواهد تبدیل ۵ ضریب با قدرمطلق جریمه تابع به شده معرفی فازی جریمه تابع درنتیجه
داشت. نخواهد
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باشد. کراندار تکیه گاه دارای �̃� فازی مجموعه .۳ ،ℎ ൫�̃�൯ = ۱ .۲ باشد، محدب مجموعهای �̃� فازی مجموعه
می شود: تعریف زیر صورت به آن عضویت تابع و می شود نامیده مثلثی فازی عدد ، �̃� = ⟨𝑎𝑙 , 𝑎𝑚 , 𝑎𝑢⟩ شکل به فازی عدد هر .[۲۱] ۴ تعریف

�̃� =
⎧

⎨
⎩

𝑥−𝑎۱
𝑎𝑚−𝑎۱

𝑎۱ ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑚
𝑎𝑢−𝑥
𝑎𝑢−𝑎𝑚

𝑎𝑚 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑢
۰ 𝑂.𝑊

(۵)

این صورت در باشند. حقیقی عدد یک 𝑘 و مفروض مثلثی فازی عدد دو ،�̃� = ⟨𝑏𝑙 , 𝑏𝑚 , 𝑏𝑢⟩ و �̃� = ⟨𝑎𝑙 , 𝑎𝑚 , 𝑎𝑢⟩ کنید فرض .[۲۱] ۵ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به فازی اعداد بین ریاضی عملیات

⎧⎪
⎨⎪⎩

�̃� + �̃� = ⟨𝑎𝑙 + 𝑏𝑙 , 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 , 𝑎𝑢 + 𝑏𝑢⟩
�̃� − �̃� = ⟨𝑎𝑙 − 𝑏𝑢 , 𝑎𝑚 − 𝑏𝑚 , 𝑎𝑢 − 𝑏𝑙⟩

𝑘�̃� = ൝⟨𝑘𝑎𝑙 , 𝑘𝑎𝑚 , 𝑘𝑎𝑢⟩ 𝑘 ≥ ۰
⟨𝑘𝑎𝑢 , 𝑘𝑎𝑚 , 𝑘𝑎𝑙⟩ 𝑘 < ۰

(۶)

به طور �̃� می گوییم صورت این در باشند. مفروض مثلثی فازی عدد دو ،�̃� = ⟨𝑏𝑙 , 𝑏𝑚 , 𝑏𝑢⟩ و �̃� = ⟨𝑎𝑙 , 𝑎𝑚 , 𝑎𝑢⟩ کنید فرض .[۲۱] ۶ تعریف
اگر: وتنها اگر می دهیم نشان �̃� ≺ �̃� نماد با و است کوچکتر �̃� از نسبی

𝑎𝑚 < 𝑏𝑚 .۱
(𝑎𝑚 − 𝑎𝑙) > (𝑏𝑚 − 𝑏𝑙) و 𝑎𝑚 = 𝑏𝑚 .۲

.(𝑎𝑢 − 𝑎𝑚) < (𝑏𝑢 − 𝑏𝑚) و (𝑎𝑚 − 𝑎𝑙) = (𝑏𝑚 − 𝑏𝑙) ،𝑎𝑚 < 𝑏𝑚 .۳

𝑙𝑝 نرم تحت فازی آرمانی شعاع با وسیله ای تک مکانیابی مسئله .۱
این رو از می باشد. غیرممکن امری پارامترها برای معین و دقیق مقادیر یافتن مواقع بیشتر در قطعیت، عدم و ابهام وجود دلیل به واقعی دنیای در
این در گرفت. بهره ریاضی صورت به موجود، قطعیت های عدم و ابهامات این نمودن مدل برای فازی مجموعه های قدرتمند نظریه از می توان
وزن های با درخت  روی را ۲⁃میانه و ۱⁃میانه مکانیابی مسائل ،(۲۰۱۸ Taghi−Nezhaⅾ، & Fathaⅼi، ،Taⅼeshian)همکاران و طالشیان راستا
الگوریتم این و داده پیشنهاد ۱⁃میانه مساله حل برای فازی الگوریتم یک رتبه بندی تابع یک از استفاده با آن ها دادند. قرار بررسی مورد فازی
راسی بهینگی قضیه و پرداخته فازی میانه مکانیابی مساله به (۲۰۱۹ ،Taghi−Nezhaⅾ)نژاد تقی دادند. گسترش ۲⁃میانه مساله حل برای را
کاهش را ابتکاری های الگوریتم بکارگیری محاسباتی پیچیدگی قضیه، این اثبات کرد. اثبات مساله این برای فازی محیط در بار اولین برای را
فازی درخت روی را معکوس میانه یک مکانیابی مساله (۲۰۱۸ Aⅼizaⅾeh، & Baroughi، ،Soⅼtanpour)همکاران و پور سلطان می دهد.
است، گرفته انجام آرمانی مکانیابی مسائل روی بر کنون تا که شده انجام تحقیقات تمام در دادند. قرار مطالعه مورد شهودی فازی های وزن با
مکانیابی مسئله به پژوهشی طرح این در واقعی شرایط با مواجه برای رو این از بوده اند مشخص قطعیت با و دقیق مساله متغیرهای تمامی مقادیر
نیز فازی جریمه تابع یک فازی آرمانی شعاع پوشش برای و هستند مثلثی فازی اعداد نوع از وزن ها و آرمانی شعاع آن در که پرداخته ایم آرمانی

گرفت. خواهیم بکار را آن ادامه در که شد تحلیل و تعریف
مسئله این صورت این در باشند. فازی اعداد صورت به وزن ها کنید فرض بگیرید. نظر در را 𝑙𝑝 نرم با آرمانی وسیله ای تک مکانیابی مسئله حال

می شود: تبدیل ،(۸ −۲) فازی مسئله به

�̃�𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ =
𝑛

𝑖=۱
�̃�𝑖.𝐸 ቀ𝑑𝑙𝑝 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − �̃�𝑖ቁ (۲)

کرد. خواهیم ارائه زیر صورت به را تبدیل الگوریتم می باشند. مثلثی فازی اعداد �̃�𝑖 و �̃�𝑖 , 𝑖 = ۱, … , 𝑛 آن در که
تبدیل: الگوریتم

مسئله �̃�𝑖 = ⟨𝑤𝑖𝑙 , 𝑤𝑖𝑚 , 𝑤𝑖𝑢⟩ مقادیر جایگذاری با ،𝑖 = ۱, … , 𝑛 ازای به بگیرید. نظر در را (۸ −۲) فازی برنامه ریزی مسئله اول: گام
می شود: نتیجه زیر برنامه ریزی

ⅿin �̃�𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ =
𝑛

𝑖=۱
⟨𝑤𝑖𝑙 , 𝑤𝑖𝑚 , 𝑤𝑖𝑢⟩ .𝐸 ቀ𝑑𝑙𝑝 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − �̃�𝑖ቁ (۳)
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داریم: (۹ −۱) جریمه تابع و �̃�𝑖 = ⟨𝑅𝑖𝑙 , 𝑅𝑖𝑚 , 𝑅𝑖𝑢⟩ مقادیر جایگذاری با ،𝑖 = ۱, … , 𝑛 ازای به دوم: گام
(۴)

ⅿin �̃�𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ =
𝑛

𝑖=۱
⟨𝑤𝑖𝑙 , 𝑤𝑖𝑚 , 𝑤𝑖𝑢⟩ . ቀቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑙ቚ + ۳ ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑚ቚ + ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑢ቚ + (𝑅𝑖𝑙 − 𝑅𝑖𝑢)ቁ

رابطه و ۱۳ −۱ تعریف به بنا
می شود: نتیجه ،𝐸 (Δ) = ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑙ቚ + ۳ ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑚ቚ + ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑢ቚ + (𝑅𝑖𝑙 − 𝑅𝑖𝑢) ≥ ۰

�̃�𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ =
𝑛

𝑖=۱
⟨𝑤𝑖𝑙.𝐸(Δ), 𝑤𝑖𝑚.𝐸(Δ), 𝑤𝑖𝑢.𝐸(Δ)⟩ (۵)

داریم: فازی اعداد جمع خاصیت به بنا حال سوم: گام

�̃�𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ൽ
𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑙.𝐸 (Δ) ,

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑚.𝐸 (Δ) ,

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑢.𝐸 (Δ)ඁ (۶)

آمد: خواهد در زیر شکل به (۱۱ −۲) فازی برنامه ریزی مسئله قبل مراحل به توجه چهارم:با گام

ⅿin �̃�𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ൽ
𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑙.𝐸 (Δ) ,

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑚.𝐸 (Δ) ,

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑢.𝐸 (Δ)ඁ (۷)

نمود: تبدیل زیر قطعی هدفه سه بهمسئله را (۱۲ −۲) فازی مسئله می توان حال

𝑚𝑖𝑛�̃�۱
𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑙𝐸 (Δ) ,

𝑚𝑖𝑛�̃�۲
𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑚𝐸 (Δ) ,

𝑚𝑖𝑛�̃�۳
𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑢𝐸 (Δ) ,

𝑠.𝑡.
∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑚𝐸 (Δ) ≥ ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑙𝐸 (Δ) ,
∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑢𝐸 (Δ) ≥ ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑚𝐸 (Δ)

(۸)

اثبات دیگر طرف از .𝑤𝑖𝑢 ≥ 𝑤𝑖𝑚 ≥ 𝑤𝑖𝑙 داریم، 𝑖 = ۱, … , 𝑛 هر برای بنابراین می باشند، مثلثی فازی اعداد �̃�𝑖 , 𝑖 = ۱, … , 𝑛 که آنجایی از
هر برای جمع خاصیت بنابر نهایت در .𝑤𝑖𝑢.𝐸 (Δ) ≥ 𝑤𝑖𝑚.𝐸 (Δ) ≥ 𝑤𝑖𝑙.𝐸(Δ), 𝑖 = ۱, … , 𝑛 داریم، بنابراین 𝐸(Δ) ≥ ۰ همیشه کردیم

داریم: 𝑖 = ۱, … , 𝑛


𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑢𝐸 (Δ) ≥

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑚𝐸 (Δ) ≥

𝑛

𝑖=۱
𝑤𝑖𝑙𝐸 (Δ) (۹)

به (۱۳ −۲) برنامه ریزی مسئله این رو از است. برقرار بدیهی طور به (۱۳ −۲) برنامه ریزی مسئله قیود مجموعه که می دهد نشان (۱۴ −۲) رابطه
می شود: تبدیل زیر صورت

⎧

⎨
⎩

𝑚𝑖𝑛𝐹۱
𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑙𝐸 (Δ) ,

𝑚𝑖𝑛𝐹۲
𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑚𝐸 (Δ) ,

𝑚𝑖𝑛𝐹۳
𝐿𝑅 ቀ𝑋ቁ = ∑𝑛𝑖=۱𝑤𝑖𝑢𝐸 (Δ) .

(۱۰)

است. 𝐸 (Δ) = ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑙ቚ + ۳ ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑚ቚ + ቚ𝑑 ቀ𝑋, 𝑋𝑖ቁ − 𝑅𝑖𝑢ቚ + (𝑅𝑖𝑙 − 𝑅𝑖𝑢) آن در که
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۳۰۱–۳۰۱ صص. ،OR–303 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

کشاورزی محصولات کشت سازی بهینه
نژادآ تواق سعیده ،آ، تقی نژاد∗ اله نعمت

ایران گنبد، گنبدکاووس، دانشگاه مهندسی، فنی و پایه علوم دانشکده آمار، و ریاضی گروه آ

چکیده
می کند. کمک زراعی محصولات سودآوری بهینەسازی در کشاورزان به خطی، برنامەریزی از بهرەگیری با پژوهش این
آبی، نیاز جمله از کشاورزی، محصولات اساسی ویژگی های به مربوط دادەهای از جامع مجموعەای مطالعه، این در
اطلاعات ارائه با می توانند کشاورزان سپس می کنیم جمع آوری را گیاه هر متوسط بازده و بذر هزینه رشد، مدت زمان
فاصله حمل ونقل، محدودیت های موجود، آب میزان زراعی، زمین مساحت مانند دسترس، در منابع دیگر به مربوط
مجموعەای تحت مدل این آورند. بدست را بازدهی بیشترین با بهینە جوابی محصولات، محلی قیمت های و بازار تا
پس می کند. عمل تقاضا و عرضه میان تعادل و آب قیمت ثبات کشاورز، توسط زمین مالکیت جمله از فرضیات، از
پژوهش این یافتەهای می شود. پیشنهاد محصولات کاشت برای بهینەای استراتژی ورودی، دادەهای جمع  آوری از
سودآورترین انتخاب و منابع تخصیص بهینەسازی عملیاتی، هزینەهای کاهش با می توانند کشاورزان که می دهد نشان

کنند. حداکثر را خود درآمد محصولات،

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:
بهینەسازی

کشاورزی محصولات

∗سخنران

تقی نژاد) اله (نعمت first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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۳۰۲–۳۰۲ صص. ،OR–304 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

تأمین زنجیره یکپارچه برنامەریزی برای مختلط صحیح عدد خطی برنامەریزی مدل
ماهی

کوهساریآ معصومه ،آ، تقی نژاد∗ اله نعمت
ایران گنبد، گنبدکاووس، دانشگاه مهندسی، فنی و پایه علوم دانشکده آمار، و ریاضی گروه آ

چکیده
و توزیع تا ماهی برداشت و تولید از که می شود اطلاق فرآیندهایی و مراحل از مجموعەای به ماهی تأمین زنجیره
می شود. شناخته ماهی گونەهای تعداد و تنوع نظر از غنی  منبعی عنوان به فارس خلیج می شود. شامل را آن مصرف
تأمین زنجیره مدیریت و برنامەریزی بنابراین مواجەاند، ماهی تأمین کمبود با هستند، دور سواحل از که مناطق از برخی
(ⅯIⅬP) مختلط خطی ریزی برنامە صورت به مسئله این مدل است. ضروری سواحل از دور مناطق برای ماهی
انجام سازی بهنیه تخصصی افزار نرم از استفاده با شده ارائه مدل شبیەسازی و آزمایش همچنین و شد خواهد ارائه
تقاضای که طوری به کند، کمک مناطق برخی در ماهی تأمین کمبود مشکل حل به می تواند شده ارائه مدل خواهد شد.
از ماهی تأمین زنجیره عملیاتی هزینەهای تواند می همچنین شود. تأمین سرعت به ماهی منابع برای مصرف کنندگان
تأمین کنندگان،  به نقل و حمل هزینەهای شامل ها هزینه این که برساند حداقل به را مصرف کنندگان به تأمین کنندگان
و مصرف کنندگان به توزیع مراکز از نقل و حمل هزینەهای توزیع،  مراکز به تأمین کنندگان از نقل و حمل هزینەهای

باشد. می توزیع مراکز و تأمین کنندگان در محصولات موجودی هزینەهای کردن حداقل همچنین

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

صحیح عدد خطی برنامەریزی
ماهی تأمین زنجیره

∗سخنران

تقی نژاد) اله (نعمت first.author@gmail.com الکترونیک: پست
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۳۰۹–۳۰۳ صص. ،IS–106 آمار، و ریاضی ملی همایش پنجمین

یافته تعمیم هذلولی خودبازگشتی فرایندهای
،آ شهواری∗ قصمی صفدر

جاسک،ایران اسلامی،بندر آزاد بندرجاسک،دانشگاه آمار،واحد و ریاضی آگروه

چکیده
بندی مدل در می پردازیم. یافته تعمیم هذلولی خودبازگشتی زمانی سری فرآیندهای مطالعه و معرفی به مقاله این در
دم یافته تعمیم هذلولی خانواده که می دهیم پیشنهاد را سفید) نوفە با مدل (خطاهای نوآوری هایی زمانی سری های این
مراتبی سلسله نمایش از استفاده مدل این اصلی ویژگی های از یکی برمی گیرد. در را نامتقارن − متقارن سنگین، − سبک
مدل های عملکرد است. EⅯ الگوریتم از استفاده با آن پارامترهای برآورد در انعطاف پذیر خانوادەهای این مناسب

شدەاند. ارزیابی نیز واقعی دادەهای و سازی شبیه مطالعات طریق از مدل ها این پارامترهای برآورد و پیشنهادی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

EⅯ الگوریتم
خودبازگشتی مدل

یافته تعمیم هذلولی توزیع
مراتبی سلسله نمایش

مقدمه .۱
هیدرولوژی، و زمین شناسی اقتصاد، مانند بسیاری کاربردی علوم در غیرگوسی) سفید نوفە فرض (با نامتقارن بازگشتی خود فرآیندهای اخیرا
های سری مدل که یافته ۱را تعمیم هذلولی خانواده بر مبتنی خودبازگشتی فرایندهای شدەاند. داده بسط ... و مخابراتی ارتباطات و الکترونیک
صورت به کلی حالت در می توان را GH های توزیع خانواده کنیم می معرفی دهد می پوشش را سنگین ⁃دم سبک ودم نامتقارن متقارن⁃ زمانی
متغیر آن در و می رود، کار به پرت دادەهای با نامتقارن مشاهدات نیرومند مدل بندی برای که داد نشان نرمال از میانگین − واریانس آمیخته یک
مدل پارامترهای به مربوط (ⅯⅬ) درستنمایی ماکزیمم براوردهای یافتن برای است. (GIG) یافته تعمیم معکوس گوسین توزیع دارای آمیخته
و خوب عملکرد متفاوت، نمونەهای حجم در شبیەسازی با سپس می کنیم. استفاده پیشنهادی بازگشتی خود فرآیندهای مراتبی سلسله نمایش از

داد. خواهیم نشان را آن برآوردگرهای و شده معرفی مدل های مناسب

یافته تعمیم هذلولی های نوآوری با خودبازگشتی های مدل .۲
مشمول و نیاز مورد احتمالی ازتوزیع های برخی خودبازگشتی، مدل زمانی سری معرفی شامل نیاز مورد آماری مفاهیم و مقدمات بخش این در

کرد. خواهیم بررسی را GH یافته تعمیم هذلولی توزیع های خانواده در
یافته. تعمیم هذلولی توزیع های خانواده ۲ −۱

نامند: می واریانس − میانگین نرمال مخلوط کلاس به متعلق را است زیر تصادفی نمایش دارای که 𝑍 تصادفی متغیر
𝑍 = 𝜇 +𝑊𝛾 + √𝑊𝜎𝑋 (۱)

∗سخنران
1Generalized-Hyperbolic
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الگوریتم در استفاده برای را مراتبی سلسلە مدل های ، آن گرفتن نظر در با و تولید را متفاوتی های توزیع می توان تصادفی نمایش این براساس
نرمال تصادفی متغیر یک 𝑋 و مقیاس پارامتر 𝜎 ∈ 𝑅+و مکان پارامتر 𝜇 ∈ 𝑅.کرد تولید داده توزیع ازاین شبیەسازی در همچنین و برد بکار EⅯ

است. زیر فرم به (𝛼, 𝜆) پارامترهای با یافته تعمیم معکوس گوسین توزیع دارای و بوده 𝑋 از مستقل تصادفی متغیر یک 𝑊 و استاندارد

𝐺𝐼𝐺 (𝑤|𝛼, 𝜆) = 𝑤𝜆−۱
۲𝐾𝜆 (𝛼)𝑒𝑥𝑝 ቊ

−𝛼
۲ ൬𝑤 + ۱

𝑤൰ቋ .𝑤 > ۰, 𝛼 > ۰, −∞ < 𝜆 < ∞ (۲)

چگالی دم های شدن تر سنگین باعث 𝑊 تصادفی متغیر و می دهد قرار کنترل تحت را توزیع چولگی که است شکل پارامتر یک 𝛾کلاس این در
است زیر فرم به و λ اندیس با سوم نوع پیراسته بسل تابع 𝐾𝜆 (𝑥)آن در می شود.که توزیع

𝐾𝜆 (𝑥) =
۱
۲∫

∞
۰ 𝑦𝜆−۱𝑒

−𝑥
۲ ൫𝑦+𝑦−۱൯𝑑𝑦, 𝑥 > ۰.

است: زیر صورت به 𝑊۱/۲تصادفی متغیر ام 𝑚 گشتاور صورت این ،در باشد 𝑊 ∼ 𝐺𝐼𝐺 (𝛼, 𝜆) کنید فرض

𝐶𝑚 = 𝐸 𝑤
𝑚
۲ ൨ =

𝐾𝜆+𝑚
۲
(𝛼)

𝐾𝜆 (𝛼)
,𝑚 = ۱, ۲, ۳, …

چگالی تابع بود. خواهد GH توزیع دارای 𝑍تصادفی متغیر صورت این در باشد GIG توزیع دارای 𝑊 تصادفی متغیر تصادفی۱ نمایش در اگر
می شود. تعیین زیر معادله توسط یافته تعمیم هذلولی خانواده

𝑓𝐺𝐻 (𝑧 |𝜇 , 𝜎, 𝛾, 𝛼, 𝜆) = න
∞

۰
𝜙 ൫𝑧 ห𝜇 + 𝑤𝛾,𝑤𝜎۲ ൯ 𝐺𝐼𝐺 ൫𝑤 ห𝛼, 𝜆 ൯ 𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝑅 (۳)

است. 𝜎۲واریانس و 𝜇 میانگین با نرمال توزیع چگالی 𝜙 ൫⋅|𝜇, 𝜎۲൯ آن در که

یافته تعمیم هذلولی بازگشتی خود مدل .۳
یافته تعمیم هذلولی − خودبازگشتی فرآیند را {𝑋𝑡}آنگاه باشد، یافته تعمیم هذلولی توزیع با سفید نوفه تصادفی فرآیند یک {𝜀𝑡} می کنیم فرض

باشد زیر فرم دارای هرگاه گویند 𝑝 مرتبه
𝑋𝑡 = 𝜑۱𝑋𝑡−۱ …+ 𝜑𝑝𝑋𝑡−𝑝 + 𝜀𝑡 , 𝑡 = ±۱, ±۲, … , (۴)

باشیم: داشته همچنین و می باشد بازگشتی خود ضرایب بردار 𝜑 = ൫𝜑۱, … , 𝜑𝑝൯
⊤ آن در که

𝜀𝑡
𝑖𝑖𝑑
∼ 𝐺𝐻 (𝜇, 𝜎, 𝛾, 𝛼,𝜆) , 𝑡 = ۰, ±۱, ±۲, … . (۵)

صورت به میتوان تر ساده نمایشی جهت و داده نشان GH−AR(p) نماد با را فوق بازگشتی خود مدل تذکر:
𝑋𝑡 = 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ + 𝜀𝑡 ,

است. نمونه بردار 𝑋 = ൫𝑋−𝑝+۱, … , 𝑋۰, 𝑋۱, … , 𝑋𝑛൯
⊤ و 𝑋𝑡−۱ = ൫𝑋𝑡−۱, … , 𝑋𝑡−𝑝൯

آن⊤ در که کرد بازنویسی

GH−AR(p) مدل درستنمایی ماکزیمم های برآورد .۴
کرد خواهد تسهیل توجهی قابل میزان به را GH−AR(p) مدل نویسی برنامه و سازی پیاده یافته تعمیم هذلولی خانواده مراتبی سلسله نمایش

کرد: بندی فرمول مجددا زیر صورت به راحتی به می توان را مدل این و

𝑋𝑡 |𝑋𝑡−۱ ,𝑊𝑡 , 𝜃 ∼ 𝑁 ൫𝜑⊤𝑋𝑡−۱ + 𝜇 +𝑊𝑡𝛾,𝑊𝑡𝜎۲൯ ,𝑊𝑡 ∼ 𝐺𝐼𝐺 (𝛼, 𝜆) 𝑡 = ۱, ۲, … , 𝑛 (۶)
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پنهان دادەهای 𝑊 = (𝑊۱, … ,𝑊𝑛)
و⊤ شده مشاهده های داده 𝑋 آن در باشندکه کامل های داده 𝐷 = ൫𝑋⊤,𝑊⊤൯

⊤ کنید فرض :۱ −۴ گزاره
است. زیر صورت به کامل دادەهای مبنای بر شده تقویت درستنمایی ،تابع بالا مراتبی سلسله نمایش گرفتن نظر در با باشد. می

𝐿𝑐 (𝜃 |𝐷 ) =ෑ
𝑛

𝑡=۱
𝜙 ൫𝑋𝑡|𝜑⊤𝑋𝑡−۱ + 𝜇 +𝑊𝑡𝛾,𝑊𝑡𝜎۲൯ 𝒢ℐ𝒢 ൫𝑊𝑡 ห𝛼, 𝜆 ൯ , (۷)

با: است برابر نظیرآن شرطی شده تقویت درستنمایی لگاریتم بنابراین و

ℒ𝑐 (𝜃 |𝐷 ) = 𝑐 − 𝑛
۲ ⅼog𝜎۲ − ۱

۲𝜎۲
𝑛

𝑡=۱
۱
𝑊𝑡

൫𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇 −𝑊𝑡𝛾൯
۲ +

𝑛

𝑡=۱
ⅼog𝒢ℐ𝒢 ൫𝑊𝑡 ห𝛼, 𝜆 ൯ . (۸)

برای ( زیر شرطی های امید کار، این انجام برای شود. تعیین باید 𝑄 (𝜃 |𝜃𝑟 ) = 𝐸𝜃(𝑟)[ℒ𝑐 (𝜃 |𝐷 ) |𝑋] تابع EⅯ الگوریتم از E مرحله در
اند: لازم 𝑡 = ۱, ۲, … , 𝑛

𝑎𝑡 = 𝐸𝜃(𝑟) [𝑊𝑡 |𝑋 ] = 𝐸 ൫𝑊𝑡
𝑠 |𝑋 ൯ ቤ ⋅𝑠 = ۱,

𝑏𝑡 = 𝐸𝜃(𝑟) [۱/𝑊𝑡 |𝑋 ] = 𝐸 ൫𝑊𝑡
𝑠 |𝑋 ൯ ቤ ⋅

𝑠 = −۱,

𝑐𝑡 = 𝐸𝜃(𝑟) [𝑙𝑜𝑔𝑊𝑡 |𝑋 ] = 𝜕𝐸 ൫𝑊𝑡
𝑠 |𝑋 ൯ /𝜕𝑠 ቤ ⋅𝑠 = ۰, (۹)

آن در که
𝐸 ൫𝑊𝑡

𝑠 |𝑋 ൯ = (𝜒′/𝜓′)𝑠/۲ 𝐾𝜆′+𝑠 ቀඥ𝜒′𝜓′ቁ /𝐾𝜆′ ቀඥ𝜒′𝜓′ቁ

𝜆′ = 𝜆 − ۱
۲

𝜒′ = ൫𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇൯۲ /𝜎۲ + 𝛼
𝜓′ = 𝛾۲/𝜎۲ + 𝛼

شدەاند. استفاده یافته تعمیم هایپربولیک توزیع های خانواده بر مبتنی تحقیقات تمام در فوق شرطی امیدهای تذکر:
نظر در با کند.حال می تعیین را s مقادیر و بوده الگوریتم ام r مرحله در 𝜃 تخمینی مقدار 𝜃(𝑟) که شوند ارزیابی 𝜃 = 𝜃(𝑟) در باید مقادیر همه

تابع گرفتن

𝑄 ቀ𝜃|𝜃(𝑟)ቁ = −𝑛۲ ⅼog𝜎۲

− ۱
۲𝜎۲

𝑛

𝑡=۱
ቀ𝑏𝑡 ൫𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇൯۲ + 𝛾۲𝑎𝑡 − ۲𝑎𝑡𝑏𝑡𝛾 ൫𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇൯ቁ + 𝑞 (𝛼, 𝜆) , (۱۰)

داریم درآن که
 

𝑞 (𝛼, 𝜆) = − ⅼog𝐾𝜆 (𝛼) + (𝜆 − ۱) 𝑐 − 𝛼
۲ ቀ𝑎 + 𝑏ቁ ,

𝑐 = ۱
𝑛

𝑛

𝑡=۱
𝑐𝑡𝑎 =

۱
𝑛

𝑛

𝑡=۱
𝑎𝑡 , 𝑏 =

۱
𝑛

𝑛

𝑡=۱
𝑏𝑡.

EⅯ: الگوریتم سازی ماکزیمم اول  مرحله

�̂�(𝑟+۱) = ቆ
𝑛

𝑡=۱
𝑏𝑡(𝑟)𝑋𝑡−۱𝑋⊤𝑡−۱ቇ

−۱


𝑛

𝑡=۱
ቀ𝑏𝑡(𝑟)𝑋𝑡 − 𝜇(𝑟)𝑏𝑡(𝑟) − 𝛾(𝑟)ቁ𝑋𝑡−۱ (۱۱)
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EⅯ: الگوریتم سازی ماکزیمم دوم مرحله

�̂�(𝑟+۱) = ۱
𝑛
∑𝑛
𝑡=۱𝑏𝑡

(𝑟) ቀ𝑒(𝑟+۱) − 𝑒𝑡(𝑟+۱)ቁ

𝑎(𝑟)𝑏
(𝑟)

− ۱
, (۱۲)

می باشند 𝑒𝑡(𝑟+۱) = 𝑋𝑡 − �̂�⊤(𝑟+۱)𝑋𝑡−۱, 𝑒
(𝑟+۱) = 𝑛−۱∑𝑛

𝑡=۱𝑒𝑡(𝑟+۱) آن در که
EⅯ: الگوریتم سازی ماکزیمم سوم مرحله

�̂�(𝑟+۱) = ۱
𝑛
∑𝑛
𝑡=۱𝑏𝑡

(𝑟)𝑒𝑡(𝑟+۱) − 𝛾(𝑟+۱)

𝑏
(𝑟) . (۱۳)

EⅯ: الگوریتم سازی ماکزیمم چهارم مرحله

�̂�۲(𝑟+۱) = ۱
𝑛

𝑛

𝑡=۱
𝑏𝑡𝑟 ൫𝑒𝑡(𝑟+۱) − 𝜇(𝑟+۱)൯۲ − 𝑎𝑟𝛾۲(𝑟+۱). (۱۴)

EⅯ: الگوریتم سازی ماکزیمم وششم پنجم  مراحل
می حداکثر به پارامتر یک به باتوجه را تابع رسانیم،یعنی می حداکثر به شرطی سازی ماکزیمم طریق از را 𝑞 (𝛼, 𝜆) تابع 𝜆, 𝛼 براورد منظور به
به است. محدب اکیدا 𝜆, 𝑤 حسب بر 𝐿𝑜𝑔𝐾𝜆 (𝛼) که دهد می نشان باریش ۲(۲۰۱۰) داریم. می نگه ثابت را دیگر پارامتر درحالیکه رسانیم
جایگزین ای توسعه تابع 𝜆از رسانی بروز برای شودو می استفاده نیوتن روش از 𝛼 بروزرسانی برای است. مقعر اکیدا 𝑞 (𝛼, 𝜆) دیگر عبارت
به قوانین +j)۱)ام تکرار و رسانی بروز  EⅯ الگوریتم شرطی سازی ماکزیمم +r)۱)ام مرحله در . بریم می بهره لانگ ۳(۲۰۰۹) و دلیو 𝑞 (𝛼, 𝜆)

است: زیر صورت

𝜆(𝑗+۱) = 𝑐 ቈ 𝜕𝜕𝜆𝐿𝑜𝑔𝐾𝜆 ቀ𝛼
(𝑗)ቁ ቤ .

𝜆 = 𝜆(𝑗) 
−۱

𝛼(𝑗+۱) = 𝑎(𝑗) −

𝜕
𝜕𝛼𝑞 ൫𝛼, 𝜆

(𝑗+۱)൯ ቤ
.

𝛼 = 𝛼(𝑗)

𝜕۲
𝜕𝛼۲ 𝑞 ൫𝛼, 𝜆(𝑗+۱)൯ ቤ

.

𝛼 = 𝛼(𝑗)

داریم 𝛼 براورد در شوند. می محاسبه عددی بصورت بسل تابع مشتقات که شود توجه

𝜕
𝜕𝛼𝑞 ൫𝛼, 𝜆

(𝑗+۱)൯ = ۱
۲ ቂ𝑅𝜆(𝑗+۱) (𝛼) + 𝑅−𝜆(𝑗+۱) (𝛼) − ቀ𝑎 + 𝑏ቁቃ ,

𝜕۲

𝜕𝛼۲ 𝑞 ൫𝛼, 𝜆(𝑗+۱)൯ = ۱
۲ ቈ𝑅

۲
𝜆(𝑗+۱) (𝛼) −

۱ + ۲𝜆(𝑗+۱)
𝛼 𝑅𝜆(𝑗+۱) (𝛼) − ۱ + 𝑅۲

−𝜆(𝑗+۱) (𝛼) −
۱ − ۲𝜆(𝑗+۱)

𝛼 𝑅−𝜆(𝑗+۱) (𝛼) − ۱ ,

است. شده تعدیل بسل تابع نسبت 𝑅𝜆(𝑗+۱) (𝛼) = 𝐾𝜆(𝑗+۱)+۱ (𝛼) /𝐾𝜆(𝑗+۱) (𝛼) آن در که
باقیمانده محاسبه با بعد مرحله در و آورد بدست واکر یول یا معمولی مربعات حداقل روش به توان می را 𝜑(۰) اولیه مقدار برای شروع بردار
الگوریتم کرد.سپس انتخاب توان می را 𝜇𝑖(۰), 𝜎𝑖(۰), 𝛾𝑖(۰), 𝜆𝑖(۰) 𝛼𝑖(۰)و اولیه مقادیر ،R “ghyp” بسته از استفاده با و AR مدل اولیه های
. ≪ 𝜀 หห�̂�(𝑘+۱)/�̂�(𝑘)− ۱|ห یا ≪ 𝜀 หห�̂�(𝑘+۱)− �̂�(𝑘)หหکه شود می متوقف ام (۱(k+ گام در زمانی شده تولید شود.حلقه می تکرار  EⅯ
مدل مرتبه روند.تعیین بکار مختلف کاربران توسط است ممکن مختلف نسبی های تلرانس کنند.اما می استفاده 𝜀 = ۱۰−۳ از کاربران معمولا

2 Baricz
3De Leeue and Lang
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تایی. ۵۰۰ −۲۰۰ −۵۰ نمونه حجم )۱GH−AR)با درستنمایی ماکزیمم های براورد خطای دوم توان ومیانگین میانگین :۱ جدول
𝑛 = ۵۰۰ 𝑛 = ۲۰۰ 𝑛 = ۵۰ ⅯSEپارامتر Ⅿean ⅯSE Ⅿean ⅯSE Ⅿean

۶e− ۶۲۵ ۵۰۶۹۵ .۰ ۶e− ۶۳۱ ۵۰۷۳۶ .۰ ۵e− ۸۳۲ ۵۱۹۳۸ .۰ 𝜑 (۰٫۵) 𝛾 (−۰٫۱)
۶e− ۸۱۳ ۰۰۹۶۲ .۰ ۶e− ۸۳۷ ۰۱۶۴۲ .۰ − ۵e− ۹۵۲ ۰۲۴۹۴ .۰ 𝜇 (۰)
۴e− ۶۰۱ ۱۱۰۳۴ .۱ ۵e− ۸۱۱ ۹۸۱۵۵ .۰ ۴e− ۸۹۷ ۲۳۵۱۱ .۱ 𝜎 (۱)
۵e− ۷۸۲ ۱۱۳۰۵ .۰ − ۵e− ۶۳۳ ۰۸۷۱۶ .۰ − ۴e− ۹۲۳ ۱۴۴۳۲ .۰ − 𝛾 (−۰٫۱)
۳e− ۵۱۰ ۰۲۲۹۲ .۲ ۳e− ۵۵۴ ۸۹۰۴۸ .۱ ۳e− ۹۷۴ ۲۸۴۷۶ .۲ 𝛼 (۲)
۳e− ۹۱۳ ۹۰۹۶۳ .۱ − ۳e− ۹۲۰ ۲۷۸۵۴ .۲ − ۲e− ۱۱۴ ۴۰۲۷۳ .۲ − 𝜆 (−۲)
۶e− ۶۲۳ ۵۰۶۰۴ .۰ ۶e− ۶۲۴ ۵۰۸۰۲ .۰ ۵e− ۸۴۷ ۵۱۹۰۱ .۰ 𝜑 (۰٫۵) 𝛾 (۱)
۶e− ۶۹۸ ۰۱۰۲۲ .۰ ۶e− ۷۱۲ ۰۱۸۹۳ .۰ ۵e− ۸۴۶ ۰۳۱۲۳ .۰ 𝜇 (۰)
۴e− ۶۷۵ ۲۰۸۴۷ .۱ ۴e− ۷۶۸ ۹۷۰۵۴ .۰ ۴e− ۹۱۳ ۹۱۷۲۶ .۰ 𝜎 (۱)
۴e− ۶۸۸ ۹۲۸۴۵ .۰ ۴e− ۷۱۱ ۱۵۳۸۴ .۱ ۴e− ۹۴۶ ۲۹۸۴۴ .۱ 𝛾 (۱)
۳e− ۷۴۹ ۰۸۳۷۵ .۲ ۳e− ۸۶۵ ۹۰۳۵۸ .۱ ۲e− ۱۰۵ ۷۱۴۷۴ .۱ 𝛼 (۲)
۳e− ۸۱۷ ۹۸۳۴۳ .۱ − ۳e− ۹۴۴ ۸۱۷۰۴ .۱ − ۳e− ۹۸۱ ۳۲۵۶۳ .۲ − 𝜆 (−۲)
۶e− ۶۲۹ ۵۰۶۶۹ .۰ ۶e− ۶۳۳ ۵۰۷۱۲ .۰ ۵e− ۸۳۴ ۵۱۸۹۷ .۰ 𝜑 (۰٫۵) 𝛾 (−۳)
۶e− ۶۳۱ ۰۱۳۳۲ .۰ − ۶e− ۷۲۳ ۰۲۱۱۵ .۰ ۵e− ۸۱۱ ۰۲۹۵۷ .۰ − 𝜇 (۰)
۴e− ۶۰۱ ۱۰۷۸۳ .۱ ۴e− ۶۰۰ ۱۸۳۶۳ .۱ ۴e− ۸۹۹ ۳۰۰۲۱ .۱ 𝜎 (۱)
۳e− ۲۲۲ ۰۷۷۶۱ .۳ − ۳e− ۲۴۳ ۸۶۰۴۳ .۲ − ۳e− ۴۰۲ ۳۱۸۲ .۳ − 𝛾 (−۳)
۳e− ۷۰۰ ۱۰۶۷۵ .۲ ۳e− ۷۳۴ ۲۰۱۸۴ .۲ ۳e− ۹۷۳ ۴۰۷۲۶ .۲ 𝛼 (۲)
۳e− ۸۳۳ ۰۸۹۴۱ .۲ − ۳e− ۸۵۶ ۲۹۹۸۲ .۲ − ۳e− ۹۳۶ ۵۸۹۳۲ .۱ − 𝜆 (−۲)

جزئی خودهمبستگی تابع گرفتن نظر در باشند.با می سازی مدل مهم های گام ممکن های مدل همه میان در مدل بهترین انتخاب همچنین و AR
BIⅭمعیار یا (۱۹۷۴(Akaike، AIⅭمعیار از استفاده با ها مدل بهترین سپس و کرد انتخاب توان می را AR های مدل احتمالی مرتبه نمونه

باشند. می زیر بصورت که شوند می )انتخاب ۱۹۷۸(Sⅽhwarz،
𝐴𝐼𝐶 = ۲𝑘 − ۲ℒ ൫�̂�൯ ,

𝐵𝐼𝐶 = 𝑘 − ⅼog𝑛 − ۲ℒ ൫�̂�൯ .
اندازه 𝑛و GH−AR(p) مدل در پارامترها تعداد k پارامترها، درستنمایی ماکزیمم برآورد ازای در درستنمایی تابع لگاریتم ℒ ൫�̂�൯ آن در که

باشد. می نمونه

GH−AR مدل عددی مطالعات .۵
در آنها جلوی درپرانتز را پارامترها سایر حقیقی ومقدار گیریم می نظر در 𝜑۱ = ۰٫۵ ضریب با GH-AR(1) مسیرهای سازی شبیه مطالعه در
(𝛾 = قوی(۳− و (𝛾 = متوسط(۱ ،(𝛾 = ضعیف(۰٫۱ تقارن های عدم هرمورد در که میکنیم ،تعیین و۵۰۰ ۵۰،۲۰۰ نمونەهای اندازه با ،۱ جدول
(𝑀𝑆𝐸)خطای دوم توان میانگین و میانگین کردەایم. برآورد سپس و سازی شبیه گرفته، نظر در حالت هر در را نمونه ۱۰۰۰ برای جداگانه

دهند. می نشان را (۱GH−AR( مدل کارایی (۱) جدول شده ثبت ⅯⅬ برآوردهای
 

گیری نتیجه .۶
سبک⁃ دنباله یافته تعمیم هذلولی خانواده که دادیم پیشنهاد را هایی نوآوری پرداختیم گوسی غیر خودبازگشتی فرآیندهای مطالعه به مقاله این در
استفاده پیشنهادی مدل این به مربوط اطلاعات استنباط برای یافته تعمیم هذلولی خانواده تصادفی نمایش از می بر در را نامتقارن متقارن⁃ ، سنگین
داده روی بر مدل این کاربرد و سازی شبیه آوردیم.مطالعات بدست  EⅯ الگوریتم طریق از را درستنمایی ماکزیمم براوردهای نتیجه .در کردیم
فرم کمک با مدل ها این از شبیەسازی با بودند.ا واقعی چوله های داده روی بر مدل این مناسب عملکرد دهنده نشان واقعی زمانی سری های
برازش مدل های این که شد ثابت و شده، پرداخته آنها خواص و درستنمایی ماکزیمم برآورگرهای بودن مناسب بررسی به آنها تصادفی نمایش
هسته با نسخه۰. ۵. ۳ R افزار نرم مبنای بر لازم های الگوریتم سازی پیاده شدەاند. مطالعه تاکنون که هستند معمولی مدل های بر مزیت دارای شده
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سازی شبیه مطالعه شود.در می استفاده EⅯ الگوریتم همگرایی برای ۱۰−۳ نسبی تلرانس یک باشد،از می گیگاهرتز پردازشگر۲. ۸ و ۷۶۰ ۷i
محاسبه ⅯⅬ برآوردهای (𝑀𝑆𝐸)خطای دوم توان میانگین و میانگین مقدار و شد گرفته نظر در 𝜑۱ = ۰٫۵ ضریب با (۱GH−AR( مسیرهای
واقعی مقدار به ⅯⅬ براوردهای میانگین و یافته کاهش خطا دوم توان میانگین نمونه، های اندازه افزایش با که شد ملاحظه نتایج به توجه با شد.
حدی حالات و برآورد در مناسبی عملکرد (۱GH−AR( مختلف مدل های ⅯⅬ برآوردگرهای می دهد نشان نتیجه این شود. می نزدیکتر انها
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دوپارچه نرمال مقیاسی آمیخته خانواده بر مبتنی بازگشتی خود مدل نیرومند کلاس
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چکیده
سری های این بندی مدل در می پردازیم. غیرگوسی خودبازگشتی زمانی سری فرآیندهای مطالعه و معرفی به مقاله این در
بازگشتی خود مدل به نرمال مقیاس آمیختەهای برخانواده مبتنی دوپارچە توزیع های از پذیری انعطاف کلاس زمانی
− سبک دم توزیع های شامل که هستند توزیع ها خانواده از غنی کلاس هایی مذکور توزیع های کلاس دهیم. می ارایه
اصلی ویژگی های از یکی داشت. خواهیم را نیرومند استنباطهایی آنها براساس که می باشند نامتقارن − متقارن و سنگین
الگوریتم از استفاده با آن پارامترهای برآورد در انعطاف پذیر خانوادەهای این مناسب مراتبی سلسله نمایش از استفاده
دادەهای و سازی شبیه مطالعات طریق از مدل ها این پارامترهای برآورد و پیشنهادی مدل های عملکرد است. EⅯ

شدەاند. ارزیابی نیز واقعی

مقاله اطلاعات
کلیدواژەها:

EⅯ الگوریتم
خودبازگشتی مدل

نرمال مقیاسی آمیختەی توزیع های خانوادەی
مراتبی سلسله نمایش
دوپارچه های توزیع

مقدمه .۱
نرمال) (مانند ساده مبنایی های توزیع آنها در که مدل هایی با مقایسه در می توانند چوله و نامتقارن نیرومند، ساختارهای با زمانی سری مدل های
سری مدل های از محققان برخی مسایل قبیل این حل منظور به واقع در باشند. مفیدتر باشند داشته چوله رفتار یا و پرت دادەهای دارای اما
− متقارن زمانی سری های مدل که نرمال۱ مقیاسی آمیخته ای پارچه دو های توزیع جدید کلاس یک اینجا در کردەاند. استفاده غیرنرمال زمانی
مقیاس آمیخته کلاس به SⅯN کلاس بسط از استفاده با دهیم. می ارائه بازگشتی خود مدل به دهند می پوشش را سنگین − سبک دم و نامتقارن
عدم و تقارن پوشش و استنباط نیرومندی و می باشد نامقارن − متقارن و سنگین − سبک دم توزیع های شامل که (TP−SⅯN) دوپارچه نرمال
یافتن برای کرد. خواهیم معرفی و بررسی را TP−SⅯN مبتنی نوآوری های با بازگشتی خود مدل است کلاس این اعضای های ویژگی از تقارن
می کنیم. استفاده پیشنهادی بازگشتی خود فرآیندهای مراتبی سلسله نمایش از مدل پارامترهای به مربوط (ⅯⅬ) درستنمایی ماکزیمم براوردهای

داد. خواهیم نشان را آن برآوردگرهای و شده معرفی مدل های مناسب و خوب عملکرد متفاوت، نمونەهای حجم در شبیەسازی با سپس

دوپارچه نرمال مقیاسی آمیخته های توزیع خانواده . .۲
دارای دوتکه است،توزیع های شده معرفی ۲۰۰۵ سال در همکاران و آرلانوواله توسط که را (TP) دوتکه مکان⁃مقیاس توزیع های کلی خانواده

می باشند: زیر بصورت کلی چگالی تابع

g (𝑦|𝜇, 𝜎, 𝛾) = ۲
𝜎 [𝑎 (𝛾) + 𝑏 (𝛾)] ቈ𝑓 ቆ

𝑦 − 𝜇
𝜎𝑏 (𝛾)ቇ 𝐼(−∞,𝜇] (𝑦) + 𝑓 ቆ 𝑦 − 𝜇

𝜎𝑎 (𝛾)ቇ 𝐼(𝜇,+∞) (𝑦) , (۱)

∗سخنران
Norⅿaⅼ of Ⅿixter Sⅽaⅼe Tow−Piⅽe۱
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TP−SⅯN های توزیع خانواده اعضای از برخی :۱ جدول
𝐾𝑟 = 𝐸 ൣ𝑈−𝑟/۲൧ U of pⅿf or Pⅾf 𝑓𝑆𝑀𝑁 (.) , 𝑦 ∈ 𝑅 Ⅾist.

… ۱w.p. ۱U= Φ(𝑦; 𝜇, 𝜎۲) Two−pieⅽe
norⅿaⅼ

(TP−N)

ቀ𝜈۲ ቁ
𝑟/۲ Γቀ 𝜈−𝑟۲ ቁ

Γቀ 𝜈۲ ቁ
Gaⅿⅿa ቀ𝜈۲ ,

𝜈
۲ ቁ

Γ ቀ𝜈+۱
۲ ቁ

Γ ቀ𝜈۲ ቁ√𝜋𝜈𝜎
ቆ۱ + 𝑑

𝜈 ቇ
− 𝜈+۱

۲

𝜈 = 𝜈

t Two−pieⅽe
(TP−T)

۲𝜈
𝜈−𝑟 , 𝜈 >

𝑟
۲ 𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝜈, ۱) , 𝜈 > ۰ 𝜈 = 𝜈∫۱

۰𝑢𝜈−۱Φ൫𝑦; 𝜇, 𝑢−۱𝜎۲൯ 𝑑𝑢𝜈 sⅼash Two−pieⅽe
(TP−SⅬ)

𝜈
𝛾𝑟/۲ + ۱ − 𝜈

𝜈𝐼(𝑢𝑡=𝜏) + (۱ − 𝜈) 𝐼(𝑢𝑡=۱)
۰ < 𝜈 < ۱, ۰ < 𝜏 ≤ ۱

𝜈Φ ൫𝑦; 𝜇, 𝜏−۱𝜎۲൯ + (۱ − 𝜈)Φ(𝑦; 𝜇, 𝜎۲)
𝜈 = (𝜈, 𝜏)⊤

Two−pieⅽe
ⅽontaⅿinateⅾ

norⅿaⅼ
(TP−ⅭN)

چولگی و𝛾پارامتر مقیاس 𝜎پارامتر > مکان،۰ 𝜇پارامتر ∈ 𝑅وg (𝑦|𝜇, 𝜎, 𝛾)چگالی با دوتکه توزیع تصادفی𝑌دارای متغیر رابطه این در که
توزیع ها از خانواده این مکان𝜇مد پارامتر می باشد. صفر حول متقارن و استاندارد چگالی 𝑓یک 𝑏و(⋅) (𝛾) > ۰،𝑎 (𝛾) > همچنین۰ می باشند.

.𝑌 ∼ 𝑇𝑃 (𝜇, 𝜎, 𝛾)داریم گذاری نماد بصورت و می باشد نیز
نمایش و احتمال چگالی دارای ترتیب به اگر 𝑋 ∼ 𝑆𝑀𝑁 (𝜇, 𝜎, 𝜈) نویسیم می و است نرمال مقیاسی آمیخته توزیع دارای 𝑋 تصادفی متغیر

باشد. زیر تصادفی

𝑓𝑆𝑀𝑁 (𝑥 |𝜇, 𝜎, 𝜈 ) = න
∞

۰
Φ൫𝑥 ห𝜇, 𝑢−۱𝜎۲ ൯ 𝑑𝐻 (𝑢 |𝜈 ) , 𝑥 ∈ 𝑅 (۲)

𝑋 = 𝜇 + 𝜎𝑈−۱/۲𝑍, (۳)
اسکالر پارامترهای دارای که است 𝑈 مقیاس ساز تصادفی متغیر تجمعی توزیع تابع 𝐻 (. |𝜈 ) ،𝑁 ൫𝜇, 𝜎۲൯ توزیع چگالی Φ൫. ห𝜇, 𝜎۲ ൯ آن در که
های توزیع شامل که است توزیع ها از غنی ای خانواده TP−SⅯN است.خانواده استاندارد نرمال تصادفی متغیر 𝑍نیز و داد نشان 𝜈 برداری یا
و نامتقارن سنگین دم TP−T های توزیع و هاتسون،۲۰۰۰) و –نرمال،مودهلکار اپسیلون⁃چوله توزیع (همچنین نامتقارن سبک دم TP−N

است: نمایش قابل نیز زیر صورت به خانواده این چگالی می باشد. متناظرشان متقارن اعضای و TP−ⅭN

𝑔 (𝑦 |𝜇, 𝜎, 𝛾, 𝜈 ) = ൝۲ (۱ − 𝛾) 𝑓𝑆𝑀𝑁 (𝑦 |𝜇, 𝜎 (۱ − 𝛾) , 𝜈) 𝑦 ≤ 𝜇
۲𝛾𝑓𝑆𝑀𝑁 (𝑦 |𝜇, 𝜎𝛾 , 𝜈) 𝑦 > 𝜇 , (۴)

مختلف توزیع های ازای به TP−SⅯN متفاوت های توزیع SⅯN خانواده تصادفی نمایش گرفتن نظر در است.با ۰ < 𝛾 < ۱ آن در که
آید: می بدست زیر ۱در جدول صورت به 𝑈 مقیاس ساز متغیر

دوپارچه نرمال مقیاسی آمیخته خانواده بر مبتنی بازگشتی خود مدل .۳
می کنیم: تعریف زیر بصورت و داده نشان 𝑇𝑃 − 𝑆𝑀𝑁 − 𝐴𝑅(𝑝) با را 𝜇 مبدا از عرض و p مرتبه 𝑇𝑃 − 𝑆𝑀𝑁 بازگشتی خود مدل

𝑋𝑡 = 𝜇 +
𝑝

𝑗=۱
𝜑𝑗𝑋𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡 , 𝑡 = ۰, ±۱, ±۲, (۵)

زیر بصورت شده ،توزیع توزیع هم و مستقل خطاهای از ای دنباله {𝜀𝑡} و نامعلوم خودبازگشتی ضرایبب بردار 𝜑 = ൫𝜑۱, … , 𝜑𝑝൯
⊤ آن در که

است:
𝜀𝑡 ∼ 𝑇𝑃 − 𝑆𝑀𝑁 (۰, 𝜎, 𝜈, 𝛾) , 𝑡 = ۰, ±۱, ±۲, … (۶)
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TP−SⅯN−AR(p) مدل ساختار به توجه با . است. Θ = (𝜑, 𝜇, 𝜎۱, 𝜎۲, 𝜈)
⊤ صورت به TP−SⅯN−AR(p) مدل پارامترهای بردار که

کرد. بندی فرمول زیر صورت به را 𝑋𝑡 |𝑋𝑡−۱ احتمالی توزیع می توان شد تعریف که
𝑋𝑡 ห𝑋𝑡−۱ = 𝑥𝑡−۱ ∼ 𝑇𝑃 − 𝑆𝑀𝑁 ൫𝜑⊤𝑥𝑡−۱ + 𝜇, 𝜎, 𝜈, 𝛾൯ , 𝑡 = ۰, ±۱, ±۲, … (۷)

تعریف زیر بصورت 𝑋−𝑝+۱, … , 𝑋۰ غیرتصادفی اولیه نمونه با پیشنهادی TP−SⅯN−AR(p) مدل شرطی درستنمایی تابع لگاریتم بنابراین
می شود:

𝑙 (Θ |𝑥 ) =
𝑛

𝑡=۱
ⅼog 𝑓𝑋𝑡|𝑋𝑡−۱=𝑥𝑡−۱ (𝑥𝑡 |Θ) , (۸)

است. مدل پارامترهای بردار Θ = (𝜑, 𝜇, 𝜎۱, 𝜎۲, 𝜈)
⊤ و بوده TP−SⅯN چگالی واقع در 𝑓𝑋𝑡|𝑋𝑡−۱=𝑥𝑡−۱ آن در که

TP−SⅯN−AR(p) مدل درستنمایی ماکزیمم های برآورد .۴
توجهی قابل میزان به را TP−SⅯN−AR(p) مدل نویسی برنامه و سازی پیاده دوپارچه نرمال مقیاسی آمیخته خانواده مراتبی سلسله نمایش

کرد: بندی فرمول مجددا زیر صورت به راحتی به می توان را مدل این و کرد خواهد تسهیل

𝑋𝑡 |𝑋𝑡−۱ = 𝑥𝑡−۱, 𝑈𝑡 = 𝑢𝑡 , 𝑍𝑡𝑖 = ۱ 𝑖𝑛𝑑.
∼

𝑁 ቀ𝜑⊤𝑥𝑡−۱ + 𝜇, 𝑢−۱/۲
𝑡 𝜎۲

𝑖 ቁ 𝐼𝑇𝑡 (𝑥𝑡)
۲−𝑖 𝐼𝑇𝑐𝑡 (𝑥𝑡)

𝑖−۱ ,

𝑈𝑡 |𝑍𝑡𝑖 = ۱ 𝑖𝑛𝑑.
∼

𝐻 (𝑢𝑡| 𝜈) , 𝑍𝑡 𝑖𝑖𝑑.
∼

𝑀ቆ۱, 𝜎۱
𝜎۱ + 𝜎۲

, 𝜎۲
𝜎۱ + 𝜎۲

ቇ ,

است. 𝑇𝑡 بازه در شده بریده نرمال توزیع 𝑁 (.) 𝐼𝑇 و(.) 𝑇𝑡 = ൫−∞,𝜑𝑇𝑥𝑡−۱ + 𝜇൯ آن در که 𝑖 = ۱, و۲ 𝑡 = ۱, ۲, … , 𝑛 ازای به
نمایش از استفاده با باشد. می پنهان دادەهای 𝑍 و 𝑈و شده مشاهده های داده 𝑋 آن در باشندکه کامل های داده 𝐷 = ൫𝑋⊤, 𝑈⊤, 𝑍⊤൯

⊤ کنید فرض
است. زیر صورت به کامل دادەهای مبنای بر شده تقویت درستنمایی ،تابع بالا مراتبی سلسله

𝐿𝑐 (Θ) =ෑ
𝑛

𝑡=۱
ෑ

۲
𝑖=۱

ቀ𝜙 ൫𝑋𝑡| 𝜑⊤𝑥𝑡−۱ + 𝜇, 𝑢−۱
𝑡 𝜎۲

𝑖 ൯ ℎ (𝑢𝑡| 𝜈) 𝑝 (𝑧𝑡| 𝜎۱, 𝜎۲) 𝐼𝑇𝑡 (𝑥𝑡)
۲−𝑖 𝐼𝑇𝑐𝑡 (𝑥𝑡)

𝑖−۱ቁ
𝑍𝑡𝑖

,

است. 𝑇𝑡 = ൫−∞,𝜑⊤𝑥𝑡−۱ + 𝜇൯ , 𝑡 = ۱, … , 𝑛 آن برای قبل مشابه که
با: است برابر نظیرآن شرطی شده تقویت درستنمایی لگاریتم لذا

𝓁𝑐 (Θ) = −𝑛 ⅼog (𝜎۱ + 𝜎۲) −
۱
۲

𝑛

𝑡=۱


۲
𝑖=۱

𝑍𝑡𝑖𝑈𝑡 ቆ
𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇

𝜎𝑖
ቇ

۲
+

𝑛

𝑡=۱


۲
𝑖=۱

𝑍𝑡𝑖 ⅼog ℎ (𝑈𝑡|𝜈) , (۹)

می باشد. مجهول پارامترهای بردار Θ = (𝜑, 𝜇, 𝜎۱, 𝜎۲, 𝜈)
⊤ آن در که

خواص از استفاده و �̂�𝑡𝑖 = 𝐸 ൣ𝑈𝑡𝑍𝑡𝑖 หΘ̂, 𝑋൧و �̂�𝑡𝑖 = 𝐸 ൣ𝑍𝑡𝑖 หΘ̂, 𝑋൧های کمیت تعریف با EⅭⅯE، الگوریتم از امیدگیری مرحله در اینک
داریم: �̂�𝑡𝑖 = 𝐸 ൣ𝑈𝑡 หΘ̂, 𝑦𝑡𝑍𝑡𝑖 = ۱൧ , 𝑡 = ۱, … , 𝑛, 𝑖 = ۱, ۲ برای آن در که �̂�𝑡𝑖 = �̂�𝑡𝑖 �̂�𝑡𝑖 داریم شرطی امید معلوم

�̂�𝑡𝑖 = 𝐸 ൣ𝑍𝑡𝑖 หΘ̂, 𝑋൧ =
𝑃 (𝑍𝑡𝑖 = ۱) × 𝑃 (𝑥𝑡 |𝑍𝑡𝑖 = ۱)

𝑔(𝑥𝑡)

=
۲ (�̂�۱/�̂�۱ + �̂�۲) 𝑓𝑆𝑀𝑁 ቀ𝑥𝑡 ቚ�̂�⊤𝑥𝑡−۱ + �̂�, �̂�۱, �̂� ቁ 𝐼ቀ−∞,�̂�⊤𝑥𝑡−۱+�̂�ቃ

(𝑥𝑡)

𝑔 ቀ𝑥𝑡 ቚ�̂�⊤𝑥𝑡−۱ + �̂�, �̂�۱, �̂�۲, �̂�ቁ
= 𝐼ቀ−∞,�̂�⊤𝑥𝑡−۱+�̂�ቃ

(𝑥𝑡) , (۱۰)
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TP−SⅯN−AR. اعضای شرطی امید :۲ جدول
(�̂�𝑡𝑖)امیدشرطی ⅿoⅾeⅼ) AR)خودبازگشتی مدل

۱ TP−N−AR
�̂�+۱
�̂�+𝑑𝑡𝑖

TP−T−AR
۲�̂�+۱
𝑑𝑡𝑖

𝑝۱(�̂�+۳/۲,𝑑𝑡𝑖/۲)
𝑝۱(�̂�+۱/۲,𝑑𝑡𝑖/۲) TP−SⅬ−AR

�̂�۲�̂�𝑒−�̂�𝑑𝑡𝑖/۲+(۱−�̂�)𝑒−𝑑𝑡𝑖/۲
�̂��̂�𝑒−�̂�𝑑𝑡𝑖/۲+(۱−�̂�)𝑒−𝑑𝑡𝑖/۲ TP−ⅭN−AR

TP−SⅯN چگالی تابع 𝑔 (. آن(.| در و می شود حاصل فوق نتیجه 𝑔 ቀ𝑥𝑡 ቚ�̂�⊤𝑥𝑡−۱ + �̂�, �̂�۱, �̂�۲, �̂�ቁ چگالی تابع تعریف به توجه با که
می آیند. بدست زیر در ۳ جدول بصورت ۲ جدول بنابر و زیر روابط با TP−SⅯN−AR مختلف مدل های برای شرطی امیدهای لذا است.

(تکرار EⅭⅯE الگوریتم از E مرحله در است. x نقطەی در Gaⅿⅿa(a،b) توزیع تابع 𝑝𝑥 (𝑎, 𝑏)و 𝑑𝑡𝑖 = ൬𝑥𝑡−�̂�
𝑇𝑥𝑡−۱−�̂�
�̂�𝜄

൰
۲

آن در که
داریم EⅭⅯE الگوریتم از E مرحله در شود،بنابراین محاسبه باید 𝑄 ൫Θ หΘ̂(𝑘) ൯ = 𝐸𝜃(𝑘) ൣ𝓁𝑐 (Θ) | �̂(𝑘), 𝑋൧ )تابع ام 𝑘 + ۱

𝑄 ൫Θ| Θ̂(𝑘)൯ = 𝐸𝜃(𝑘) ൣ𝓁𝑐 (Θ) หΘ̂(𝑘), 𝑋൧

= 𝐸 −𝑛 ⅼog (𝜎۱ + 𝜎۲) −
۱
۲

𝑛

𝑡=۱


۲
𝑖=۱

𝑍𝑡𝑖𝑈𝑡 ቆ
𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇

𝜎𝑖
ቇ

۲
+

𝑛

𝑡=۱


۲
𝑖=۱

𝑍𝑡𝑖 ⅼog ℎ (𝑈𝑡|𝜈)൩

= −𝑛 ⅼog (𝜎۱ + 𝜎۲)−
۱
۲

𝑛

𝑡=۱


۲
𝑖=۱

𝐸 ൣ𝑈𝑡𝑍𝑡𝑖 หΘ̂, 𝑋൧ ቆ
𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇

𝜎𝑖
ቇ

۲
+

𝑛

𝑖=۱


۲
𝑗=۱

𝐸 ൣ𝑍𝑡𝑖 ⅼog ℎ (𝑈𝑡|𝜈)ห Θ̂(𝑘), 𝑋൧

= −𝑛 ⅼog (𝜎۱ + 𝜎۲) −
۱
۲

𝑛

𝑡=۱


۲
𝑖=۱

�̂�(𝑘)
𝑡𝑖 ቆ𝑋𝑡 − 𝜑⊤𝑋𝑡−۱ − 𝜇

𝜎𝑖
ቇ

۲
+

𝑛

𝑖=۱


۲
𝑗=۱

𝐸 ൣ𝑍𝑡𝑖 ⅼog ℎ (𝑈𝑡|𝜈)ห Θ̂(𝑘), 𝑋൧ ,
(۱۱)

�̂�(𝑘)
𝑡𝑖 = 𝐸 ቂ𝑈𝑡𝑍𝑡𝑖 หΘ̂, 𝑋൧ = �̂�(𝑘)𝑡𝑖 �̂�

(𝑘)
𝑡𝑖 آن در که

(ⅭⅯ): شرطی سازی ماکزیمم مراحل
EⅭⅯE: الگوریتم از ⅭⅯیک مرحله

�̂�(𝑘+۱) = ቆ
𝑛

𝑡=۱
�̂�(𝑘)𝑡 𝑋𝑡−۱𝑋⊤

𝑡−۱ቇ
−۱


𝑛

𝑡=۱
�̂�(𝑘)𝑡 ൫𝑋𝑡 − �̂�(𝑘)൯ 𝑋𝑡−۱ (۱۲)

.�̂�(𝑘)𝑡 = ∑۲
𝑖=۱�̂�

(𝑘)
𝑡𝑖 /𝜎𝜄۲(𝑘) آن در که

EⅭⅯE: الگوریتم از ⅭⅯ دوم مرحله

�̂�(𝑘+۱) =
∑𝑛
𝑡=۱�̂�

(𝑘)
𝑡 ቀ𝑋𝑡 − �̂�⊤(𝑘+۱)𝑋𝑡−۱ቁ

∑𝑛
𝑡=۱�̂�

(𝑘)
𝑡

(۱۳)

EⅭⅯE: الگوریتم از ⅭⅯ وچهارم سوم مراحل
آید. می زیربدست فرم به سه درجه موکد معادلات 𝜎𝑖به نسبت هدف تابع از جزئی مشتق باگرفتن

𝜎𝑖۳ + 𝑝𝜎𝑖 + 𝑞 = ۰; 𝑖 = ۱, ۲, (۱۴)
آن در که

𝑝 = − ۱
𝑛∑

𝑛
𝑡=۱�̂�

(𝑘)
𝑡𝑖 ቀ𝑋𝑡 − �̂�𝑇(𝑘+۱)𝑋𝑡−۱ − �̂�(𝑘+۱)ቁ

و۲ 𝑞 = 𝑝𝜎۲𝐼(𝑖=۱) + 𝑝𝜎۱𝐼(𝑖=۲).است
کنید. رسانی بروز را �̂�(𝑘+۱)

𝜄 دارد. (۰, +∞) بازه در فرد به منحصر ریشه یک فقط سوم درجه معادله این بنابراین 𝑝, 𝑞 < ۰ کنید توجه
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EⅭⅯE: الگوریتم از ⅭⅯⅬ مرحله

𝜈(𝑘+۱) = argⅿax𝜈𝓁 ቀ�̂�⊤(𝑘+۱), �̂�(𝑘+۱), �̂�(𝑘+۱)۱ , �̂�(𝑘+۱)۲ , 𝜈ቚ 𝑋ቁ (۱۵)
شود. می تکرار شود براورده مناسب همگرایی قانون یک که زمانی تا EⅭⅯE الگوریتم است. درستنمایی لگاریتم تابع 𝓁 ( ⋅| 𝑋) آن در که

TP−SNⅯ−AR مدل نیرومندی .۵
به (۲۰۱۰) وسنیروس وانگاس توسط روش این پردازیم، می پاسخ متغیر روی بر پرت های داده حضور در پیشنهادی مدل نیرومندی بررسی به

می دهیم: انجام زیر TP−SNⅯ−AR مدل از ۲۰۰ حجم با مختلف نمونه ۱۰۰۰ با را کارلو مونت سازی شبیه بنابراین است. شده برده کار
𝑋𝑡 = −۰٫۷𝑋𝑡−۱ + 𝜀𝑡 , 𝜀𝑡 ∼ 𝑇𝑃 − 𝑁 (𝜇 = ۰, 𝜎 = ۱, 𝛾 = ۰, ۲۵) , 𝑡 = ۱, … , ۲۰۰.

دیگر بعبارتی می کنیم، جایگزین 𝜀۱۰۰ +Ψ با را 𝜀۱۰۰ های نوآوری پرت دادەهای داشتن برای نمونه هر در
𝜀۱۰۰ (Ψ) = 𝜀۱۰۰ +Ψ,Ψ = ۱, ۲, … , ۱۰

نسبی تغییرات به مربوط کارلوی مونت میانگین ارزیابی به و می کنیم برآورد �̂�𝑗 (Ψ) , �̂�𝑗 یعنی پرت های داده بدون و با را مدل پارامترهای سپس
پردازیم. می (ARⅭ)

𝐴𝑅𝐶Ψ (𝜃) = ۱
۱۰۰۰

۱۰۰۰
𝑗=۱

อ
�̂�𝑗 (Ψ) − �̂�𝑗

�̂�𝑗
อ

خودبازگشتی های مدل دیگر عبارت به یابد، می افزایش Ψ پرت های داده نمو با نسبی تغییرات ،میانگین پارامترها همه برای (۱) شکل با مطابق
در نرمال چوله ،مدل پرت های داده با واقع در هستند. تر معقول و نیرومندتر ناهمگن مشاهدات برازش برای TP−ⅭN و TP−T،TP−SⅬ
برای TP−SⅯN−AR نیرومند مدل که دهد می نشان نتایج بنابراین است. مقایسه قابل بسیار چوله بازگشتی خود های مدل سایر با مقایسه

می باشد. مناسب پرت های داده با نامتقارن زمانی سری های داده برازش

گیری نتیجه .۶
خود مدل به را دوپارچه توزیع سنگین دم و نامتقارن جدید کلاس یک و پرداختیم گوسی غیر خودبازگشتی فرآیندهای مطالعه به مقاله این در
کردیم استفاده پیشنهادی مدل پارامترهای براورد TP−SⅯN−ARبرای مدل آمیخته نوع مراتبی سلسله نمایش از استفاده با دادیم ارایه بازگشتی
برده کار به (۲۰۱۰) وسنیروس وانگاس توسط روش این شد، بررسی پاسخ متغیر روی بر پرت های داده حضور در پیشنهادی مدل .نیرومندی
دهد می نشان نتایج و شد انجام TP−SNⅯ−AR مدل از ۲۰۰ حجم با مختلف نمونه ۱۰۰۰ با را کارلو مونت سازی شبیه بنابراین است. شده

می باشد. مناسب پرت های داده با نامتقارن زمانی سری های داده برازش برای TP−SⅯN−AR نیرومند مدل که
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